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Uvod

Nauka o dedukcijama

Logika se tradicionalno shvata kao nauka o pravilima korektnog zakljuci-
vanja. U zakljuc¢ivanju sa jednog skupa recenica prelazimo na novu recenicu.
Recenice od kojih polazimo su pretpostavke, a rezultat je zakljucak. Takav
prelaz je logicki ispravan ako zadovoljava uslov salva veritate: polazeéi od
istinitih pretpostavki prelazimo na istinit zakljucak. Prelaz sa pretpostavki
na zakljuc¢ak vrsi se po odredenim pravilima i primarni zadatak logike jeste
da utvrdi i istrazi ta pravila. Zakljué¢ivanje u kome koristimo samo pravila
koja zadovoljavaju uslov salva veritate je dedukcija.

Za logiku su posebno vazna pravila zakljuCivanja u kojima se u pret-
postavkama i zakljucku javljaju logicki veznici. Uobicajeni logicki veznici
su iskazni veznici: 1, ili, ako i nije, njihova svojstva izucavaju se u iskaznoj
logici, kao i predikatski veznici: za svako, postojii jednakost, koji se zajedno
sa iskaznim veznicima izucavaju u predikatskoj logici. Osim logickih veznika,
u pretpostavkama i zakljucku javljaju se i neke druge rijeci, ali je korektnost
zakljuc¢ivanja zasnovana samo na smislu logickih veznika. Znacenje drugih
rijec¢i ne utice na korektnost dedukcije. Te druge rije¢i shvatamo kao prom-
jenljive, pa je dedukcija prelazak sa jednog broja formi na novu formu. Iz
tog razloga, kao sinonim za logiku, koristi se termin formalna logika.

Na primjer, jedna tipi¢na logicka dedukcija je sljedec¢a: ako pretposta-
vimo A i B, mozemo da zaklju¢imo B i A. U ovom zaklju¢ivanju napravili
smo prelaz sa forme Ai B na formu B¢ A. Korektnost dedukcije ne zavisi
od smisla rije¢i A 1 B, ve¢ samo od toga kako shvatamo logicki veznik 4. Iz
ovakvih razloga, logika se definise kao nauka o formalnim dedukcijama.

U svakodnevnom zivotu i nauci ne koristimo samo dedukcije. Najvaznije
zakljucivanje koje ne zadovoljava uslov salva veritate naziva se induktiv-
no zakljucivanje. Logika proucava i takva zakljuc¢ivanja, ali je taj njen dio
prakti¢no nevidljiv u odnosu na glavni tok, pa su dedukcija i zaklju¢ivanje
sinonimi. Da bi smo otklonili eventualnu zabunu, naglasavamo da matema-
ticka indukcija zadovoljava uslov salva veritate, tj. matematicka indukcija
jeste dedukcija.
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Logika kao oblast matematike

Od Aristotelovog doba, kao teorija dedukcije, logika je izu¢avana u okviru
filozofije. Njegovo ucenje, izlozeno u kolekciji spisa pod nazivom Organon,
dominiralo je u logici sve do devetnaestog vijeka. Tada je sa radovima DZor-
dZa Bula i posebno Gotloba Fregea uspostavljena tradicija savremene logike
kao oblasti matematike. Svakako, logika i danas ima bliske veze sa filozofijom
ali je ipak grana matematike, a ne filozofije.

Kao njena oblast, logika pripada osnovama matematike. 1z vise razloga.
Prije svega, postoji shvatanje da se matematika moze svesti na logiku, ili
nesto blaze, da se matematika moze zasnovati i razvijati kao striktno for-
malna teorija. Ovaj program potice jo§ od Gotfrida Vilhema Lajbnica, ali
su kljuéni napori na njegovoj realizaciji napravljeni krajem devetnaestog
vijeka, kada je Gotlob Frege fomulisao predikatsku logiku i pocetkom dvade-
setog vijeka, kada je David Hilbert postavio jednu grupu problema iz osnova
matematike. Njihovo otkri¢e, da se svako korektno matematicko tvrdenje
moze formalno izraziti i svaki dokaz tog tvrdenja prevesti u formalan dokaz
(teorije u ¢ijem jeziku je to tvrdenje zapisano), ostavilo je dubok trag u
matematici. Medutim, Gedelove teoreme iz tridesetih godina dvadesetog vi-
jeka pokazale su da je formalizacija matematike nuzno nepotpuna: u svakoj
formalizaciji matematike, postoje istinita tvrdenja koja mozemo formalizo-
vati ali ne i formalno dokazati.

Za matematiku je formalizacija principijelno vazna zato §to postoje tvr-
denja koja sticajem okolnosti nismo u stanju niti da dokazemo, niti da
opovrgnemo. U tom slucaju, jedino Sto nam preostaje jeste da dokaze-
mo da ni takvo tvrdenje, ni njegova negacija nisu dokazivi, tj. da pokazemo
da skup svih dokaza odgovarajuce teorije ne sadrzi njihove dokaze. Tada
je formalizacija nezaobilazna, bar kada su u pitanju osnovne matematicke
teorije poput aritmetike i teorije skupova.

Logicki sistem u kome se mogu formulisati i dokazivati matematicka
tvrdenja jeste predikatska logika prvog reda. U okviru nasih razmatranja
izlozi¢emo njen jezik i sintaksu i podrobno objasniti matematicki smisao, tj.
semantiku tog jezika.

Dobra osnova za razumevanje ovde izlozenih ideja, kao i njihova vrlo sa-
drzajna dopuna je knjiga Koste DoSena ” Osnovna logika.” Ona je dostupna
na adresi kosta@turing.mi.sanu.ac.rs. Autori su zahvalni Kosti DoSenu na
korisnim primedbama.
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Iskazna logika

Recenica je iskaz ako mozemo sa smislom postaviti pitanje njene istini-
tosti. Ako takva recenica moze biti samo istinita ili neistinita, govorimo o
dvovalentnoj logici. Ako istinitosnih vrijednosti ima vise od dvije, logika je
visevalentna. Osim u jednom slucaju, Sto ¢e biti posebno naglaseno, bavimo
se islju¢ivo dvovalentnom logikom, buduéi da je sa stanovista matematike
znacaj viSevalentnih logika marginalan.

Na primjer, re¢enica ”zbir dva parna broja je paran broj” je istinit iskaz,
a recenica "broj 727 je deljiv sa tri” je neistinit iskaz, jer zbir njegovih ci-
fara nije deljiv sa tri. Takode, reCenica ”postoji broj x koji zadovoljava
relaciju 2 +1 = 0”7 je iskaz, buduéi da je ona ili istinita ili neistinita, u
zavisnosti od konteksta u kojem razumijevamo njeno znacenje: ako je to
kontekst racionalnih brojeva ona je neistinita, a ako je to kontekst komplek-
snih brojeva - istinita. Sa stanoviSta iskazne logike, irelevantan je smisao
ili neistinit, i da to zavisi samo od njegove logicke strukture.

Strukturu iskaza odreduju iskazni veznici i, ili, ako i nije: ako su A i
B proizvoljni izkazi, onda su redom AiB, AiliB, ako A ondaB i nije A

sastavljeni.
Iskaz A i B je konjunkcija iskaza A i iskaza B.
Iskaz Aili B je disjunkcija iskaza A i iskaza B.
Iskaz ako A onda B je implikacija iskaza A i iskaza B.
Iskaz nije A je negacija iskaza A.

U logici je danas uobi¢ajeno da konjunkciju iskaza A i B oznatavamo
simbolom A A B, disjunkciju simbolom AV B, implikaciju simbolom A — B,
a negaciju simbolom —A.
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Iskazi ”271 je prost broj” ili 7361 je potpun kvadrat” ne sadrze logicke
veznike i u tom smislu su elementarni. Svaki matematicki iskaz je ili ele-
mentaran ili je slozen od elementarnih iskaza pomocu logickih veznika.

Jezik iskazne logike

1z svega do sada recenog slijedi da jezik u kome bi se mogla izraziti logicka
struktura matematickih iskaza treba da sadrzi simbole za elementarne iskaze
i simbole za logicke veznike, ali to nije sve.

Na primjer, od iskaza A i B mozemo formirati iskaz A — B. Sada, od
iskaza A — B i iskaza A, pomocu implikacije, mozemo formirati novi iskaz.
Medutim, ne bi bilo dobro da tako dobijeni iskaz zapiSemo sa A — B — A,
buduéi da takav zapis moze nastati i kao implikacija iskaza A i B — A, a
to nisu isti iskazi. Naime, iskazi (A - B) - Ai A — (B — A) nemaju isti
logicki smisao. Prvi je lazan ako je A lazan iskaz, a drugi je uvijek istinit, bez
obzira na istinitost iskaza A i B. Da bi smo obezbijedili jedinstvenost ¢itanja
i razumijevanja svakog zapisa o iskazima, neophodno je da jezik sadrzi dvije
male zagrade - desnu ) i lijevu ( zagradu.

Jezik iskazne logike je skup simbola
L = {s0,51,52,... }U{A,V, =, =} U{(,)}.

Simboli skupa {sg, 1, $2. ..}, koga oznacavamo sa P, su iskazni simboli
ili elementarni iskazi, simboli skupa {A, V, —, =} su simboli iskaznih veznika,
a desna i lijeva zagrada su interpunkcijski simboli.

Simboli skupa {A,V,—, =} U{( ,)} su logicki simboli jezika L, a simboli
skupa P su nelogicki simboli. To stoga Sto sve iskazne logike imaju iste
logicke simbole, dok im nelogicki dio moze biti razlicit.

Na primjer, pretpostavili smo da je skup P iskaznih simbola prebrojiv
beskonacan skup, tj. da ima jednak broj elemenata kao i skup prirodnih bro-
jeva N = {0,1,2,...}. Medutim, u logici se razmatraju i jezici u kojima
to nije slucaj. Kasnije ¢emo vidjeti da naSe ogranic¢enje na prebrojive jezike
ipak nije sustinsko, utoliko Sto se sva svojstva prebrojivog iskaznog racu-
na mogu uopstiti na neprebrojive iskazne racune, tj. na racune ¢iji je skup
elementarnih iskaza po kardinalnosti veé¢i od skupa prirodnih brojeva.
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Iskazne formule

Jezik iskazne logike je mnogo jednostavniji i pravilniji od prirodnog je-
zika, ali je u osnovi napravljen na istim principima. Kao $to u prirodnom
jeziku, polazeéi od njegovih simbola i po odredenim gramatickim pravilima,
formiramo smislene rijeci ili recenice, tako od simbola jezika iskazne logike,
po strogim pravilima, konstruiSemo smislene rijeci, tj. smislene konacne
nizove simbola. DefiniSemo ih induktivno i nazivamo iskaznim formulama:

(1) Elementarni iskazi su iskazne formule,

(2) Ako su A i B iskazne formule, onda su (A A B),
(AV B), (A — B) i —A iskazne formule.

Skup svih iskaznih formula ozna¢avamo sa F'. Smisao prvog uslova jeste
da P C F'. Polaze¢i od elementarnih iskaza, primjenom drugog uslova, korak
po korak pravimo nove formule. Neka je Fy = P i za svakon > 0

Foy1={(AAB),(AVB),(A— B),~A: A,B€ Fy UF, U---UF,}.

Polazeéi od nivoa Fy, koji se sastoji od elementarnih iskaza, na nivou
F1, pravimo formule koristeéi jedan od iskaznih veznika i formule nivoa Fy,
Na nivou F;, 1 pravimo formule koristeéi jedan od veznika i formule sa pret-
hodnih nivoa Fy,... Fy,, za svaki prirodan broj n > 0. Tako dobijamo sve
iskazne formule, tj. F' = J,cy Fhn-

Ovakva konstrukcija skupa iskaznih formula omogucéava nam da u dokazu
svojstava iskaznih formula koristimo matematicku indukciju. Nivo Fj,, na ko-
me se data formula prvi put javlja, meri slozenost formule, pa indukciju po
nivoima Fj,, n > 0, nazivamo indukcijom po sloZenosti formule.

ZADATAK 1. Svakoj iskaznoj formuli odgovara jedno konacno drvo. Drvo
se grana u ¢voru, u kome se nalazi jedna formula. Ako je ona oblika —A, iz
njega raste jedna grana A, ako ima oblik (AA B), (AV B) ili (A — B), iz
¢vora rastu dve grane A i B, a ako je u ¢voru iskazno slovo, iz njega ne raste
nista. U ¢voru na dnu drveta je polazna formula, a listovi su elementarni
iskazi. Odrediti drvo formule ((s1 — —sg) A ((so A —81) V —8p))).

Indukcija po slozenosti formule
Ako formule nultog nivoa imaju svojsto S i ako na osnovu pretpostavke

da formule nivoa n imaju svojsto S dokazemo da svojstvo S imaju i formule
nivoa n + 1, onda sve iskazne formule imaju svojsto S.
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LEMA 1. Svaka formula ima jednak broj lijevih i desnih zagrada.

DokAz. Tvrdenje dokazujemo matematickom indukcijom. Formula nul-
tog nivoa je elementarni iskaz i uopste nema zagrade, pa ima jednak broj
lijevih i desnih zagrada. Ako sve formule nivoa n imaju jednak broj lijevih
i desnih zagrada i ako je A formula nivoa n + 1, onda postoje formule B
i C nivoa n, takve da formula A ima jedan od oblika (B A C), (B V C),
(B — () ili =B. Po induktivnoj pretpostavci, svaka od formula B i C' ima
jednak broj lijevih i desnih zagrada, pa i formula A ima jednak broj lijevih
i desnih zagrada. Dakle, svaka iskazna formula ima jednak broj lijevih i
desnih zagrada. <

Zapravo, nivoi mjere slozenost formule, pa se u logici ustalilo da se nave-
deni oblik matematicke indukcije naziva indukcija po sloZenosti formule i
primjenjuje se u sljede¢oj formi:

Ako elementarne formule imaju svojstvo S i ako iz pretpostavke da for-
mule A i B imaju svojstvo S slijedi da svojstvo S imaju formule (A A B),
(AV B), (A — B) i ~A, onda sve iskazne formule imaju svojstvo S.

Dakle, ako zelimo da dokazemo da sve formule imaju svojstovo S, do-
voljno je dokazati dvije stvari - bazu indukcije i induktivni korak.

Baza indukcije: Sve elementarne formule imaju svojstvo S.

Induktivni korak: 1z pretpostavke da formule A i B imaju svojsto S (in-
duktivna pretpostavka) slijedi da svojstvo S imaju formule (AA B), (AV B),
(A— B)i-A.

Veéina logickih pojmova definiSe se induktivno, pa je indukcija po
slozenosti glavni metod za dokazivanje svojstava logickih pojmova. Poput
iskaznih formula, induktivno su definisani pojam dokaza, pojam terma, po-
jam predikatske formule itd. pa je u naSim dokazima prirodno javlja in-
dukcija po slozenosti dokaza, po slozenosti terma, po slozenosti predikatske
formule.

Citanje iskazne formule

Formula je konacan niz simbola jezika L, tj. formula je rije¢ jezka L.
Ako rijeci X dopiSemo rije¢ Y, dobija se rije¢ XY . Kazemo da je rije¢ X je
pocetni, a rije¢c Y zavrsni dio rijeci XY .

LeEMA 1. Razlika broja lijevih i desnih zagrada je pozitivna na svakom
pocetnom dijelu formule, ako pocetni dio nije prazan, jednak Citavoj formuli
ili jednom znaku negacije.



15

DokAz. Posto se odnosi na sve iskazne formule i ovo tvrdenje dokazu-
jemo indukcijom po slozenosti formule.

Za svaku rije¢ X, nekaje nx razlika broja lijevih i desnih zagrada u rijeci
X ineka je A iskazna formula jezika L.

Baza indukcije: Ako je A elementarna formula, ona sadrzi samo jedan
simbol, pa je svaki pocetni dio formule A prazan ili jednak ¢itavoj formuli,
pa tvrdenje vazi.

Induktivni korak: Ako formula A ima oblik =B, svaki poc¢etni dio Y for-
mule A koji zadovoljava uslove teoreme je oblika Y = =X, gde je X pocetni
dio formule B. Oc¢igledno, ny = nx. Po induktivnoj pretpostavci, nx > 0,
pa je ny > 0.

Ako formula A ima oblik (B — ('), svaki pocetni dio Y formule A ima
oblik Y = (X, gde je X pocetni dio formule B, ili oblik Y = (B — Z, gde
je Z pocetni dio formule C. Po induktivnoj pretpostavci, nx > 0, pa je
ny =14+ nx > 0. U drugom slucaju, po induktivnoj pretpostavci ny > 0,
paje ny =1+ np + nz. Kako formula B ima jednak broj lijevih i desnih
zagrada, np = 0, imamo da je ny =1+ nz > 0.

Na isti nac¢in postupamo kada formula A ima oblik (B A C) ili (BV C),
pa dakle, tvrdenje vazi za svaku formulu A. <

TEOREMA O CITANJU FORMULE: Ako je razlic¢ita od iskazne promjenlji-
ve, iskazna formula moze biti predstavljena na tacno jedan od Cetiri nacina
(AANB), (AV B), (A — B) ili =A, gde su A i B jedinstveno odredene
formule.

Doxkaz. Ako formula pocinje negacijom, mogla je nastati jedino po tre-
¢éem pravilu, tj. ima oblik —A. Ako formula pocinje zagradom, uklonimo
tu zagradu i trazimo najmanji neprazan pocetni dio A formule u kome je
razlika desnih i lijevih zagrada jednaka nuli. Taj pocetni dio jedinstveno je
odreden i predstavlja prvi dio formule. Prvi simbol poslije po¢etnog dijela
A je jedan od veznika A, V ili —, njega obriSemo i obrisemo zadnju desnu
zagradu. Preostali dio je formula B. Tako se formula ¢ita jednoznacno. <

Treba primijetiti da formula moze biti veoma dugacka, pa je izlozeni
algoritam daleko od optimalnog.

ZADATAK: Napraviti algoritam koji provjerava da li je data rijeC jezika
L iskazna formula.
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Semantika iskazne logike

Jezik iskazne logike definisali smo tako da se u njemu mogu izrazavati
logicka svojstva matematickih iskaza. Madutim, sam po sebi, jezik iskazne
logike je ¢isto sintaksni objekt, pa se u razlicitim kontekstima njegove for-
mule mogu razli¢ito tumaciti. Sada ¢emo precizirati kako tumacimo iskazne
formule, tj. precizira¢emo njihovu semantiku.

Kako smo ve¢ napomenuli, iskaz je recenica koja moze biti ili istinita ili
neistinita, pa ako interpretacija iskazne formule treba da odgovara iskazu, lo-
gicki veznici A, V,— i = treba da imaju onaj isti smisao kakav u prirodnom
jeziku imaju redom rijeci 4, ili, ako ¢ mije. Te rije¢i u prirodnom jeziku
matematike shvatamo na sljede¢i nacin:

Iskaz A iB je istinit < iskaz A iiskaz B su istiniti.

Iskaz A ili B je istinit < bar jedan od iskaza A i B je istinit.
Iskaz ako A onda B je lazan < A je istinit, a B lazan iskaz.
Iskaz nije A je istinit < iskaz A je lazan.

Napominjemo da se ova definicija logickih veznika pre svega odnosi na
matematicke iskaze. U njenoj osnovi je nase matematicko iskustvo u rasu-
divanju o logickim veznicima, tj. u njoj smo logicke veznike definisali onako
kako se oni shvataju u matematici. U nekom drugom, nematemati¢kom kon-
tekstu, takva definicija ne bi obavezno odgovarala naSem razumijevanju lo-
gickih veznika. Na primjer, iz definicije konjunkcije slijedi da je iskaz AA B
istinit ako i samo ako iskaz B A A je istinit, tj. u matematici ta dva iskaza
imaju isto znacenje. Kazemo da je u matematici konjunkcija komutativna.
U prirodnom jeziku to nije uvijek slucaj. Na primjer, iskazi "udala se i
dobila dijete” i ”dobila dijete i udala se” u prirodnom jeziku nemaju isto
znacenje. Jo§ gore, konjunkcija ”vidio Rim i umro” ima puni smisao, dok je
njena komutacija "umro i vidio Rim” sasvim besmislena.

Valuacija iskaznih formula

Kako smo iskazne formule definisali polazeéi od elementarnih iskaza, is-
tinitost formule zavisi¢e od istinitosti elementarnih iskaza od kojih je naprav-
ljena. Uobicajeno je da se utvrdivanje vrijednosti istinitosti formule naziva
valuacijom. Valuacija dakle preslikava skup formula F' u skup 2 = {0,1}.
Kako smo napomenuli ona je odredena valuacijom elementarnih iskaza:
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Preslikavanje v : P — 2 je valuacija elementanih iskaza jezika L. Pritom,
ako v(p) = 1, elementarni iskaz p je istinit, a ako v(p) = 0, elementarni iskaz
p je neistinit, za valuaciju v. Skup svih valuacija oznacavamo sa 2% .

Kada je zadata valuacija v € 2, zadata je istinitost samo elementarnih
iskaza, pa sada treba preslikavanje v skupa P C F' proSiriti na cio skup
formula F', tj. treba definisati preslikavanje v : F' — 2, tako da v(p) = v(p),
za svako p € P . Pritom, ako 7(A) = 1, formula A je istinita, a ako 7(A) = 0,
formula A je neistinita, za valuaciju v.

Takode, istinitost iskazne formule treba da bude saglasna sa matema-
tickim iskaznim veznicima tako da: logickom simbolu A odgovara veznik
1, logickom simbolu V odgovara veznik ili, logickom simbolu — odgovara
veznik ako ... onda i logickom simbolu — odgovara veznik nije.

To znaéi da prosirenje 7 : F — 2 valuacije v € 2° mora da zadovoljava
sledeée uslove: za sve A, B € F,

(1) 5(AAB)=1 & B(A)=1i09(B)=

(2) H(AVB)=1 & @(A): @(B)

( (A)=115(B) =
0.

3) T(A—-B)=0 &
(4) v(=4)=1
Pritom, umjesto v((A A B)), pisali smo v(A A B) itd. Valuaciju v € 2%

i njeno prosirenje ¥ : F' — 2 u daljem tekstu oznadc¢emo istim slovom v. To
ima opravdanje jer vazi sledeca teorema:

< v(A) =

TEOREMA O JEDINSTVENOSTI PROSIRENJA VALUACLIE: Svaka valuacija
elementarnih iskaza ima jedinstveno proSirenje na sve iskazne formule.

DoKkAz. Zapravo, treba dokazati da za proizvoljna preslikavanja v i
vy skupa F iskaznih formula u skup 2 istinitosnih vrijednosti, koja zado-
voljavaju uslove (1) - (4), ako vi(p) = wva(p), za svako p € P, onda
v1(A) = va(A), za svaku iskaznu formulu A.

Tvrdenje dokazujemo indukcijom po slozenosti formule A.

Baza indukcije: Ako A € P, onda po uslovu teoreme v1(A) = v2(A).

Induktivoni korak: Ako formula A ima oblik (BAC) i ako v1(A) = 1, onda
po uslovu (1) imamo vy (B) = 11 v1(C) = 1, tj. po induktivnoj pretpostavci,
v2(B) =11 vy(C) =1, pa va(A) = 1. Sliéno postupamo, koriste¢i preostale
uslove, kada formula A ima oblik (B V C), (B — C) ili oblik —=A. <

0 1 1 1 0 1
odrediti vrijednost iskazne formule A = ((so — s3) — ((so V s3) — s0)) za
valuaciju v.

. .. So S1 S2 S3 S4 S5 -
PRIMJER 1. AkOJev€2Pvalua01Ja< 0 21 22 93 2495 >,
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Kako je v(sg) = 0, prema uslovu (3), v(sp — s3) = 1. Prema uslovu
(2), v(sg Vs3) =1, paje v((spV s3) — s9) = 0. Otuda se prema uslovu (3)
dobija da je v(4) =0. <

Valuacija je beskonacan niz vrijednosti svih iskaznih simbola, ali samo
konac¢an broj tih vrijednosti utic¢e na vrijednost iskazne formule. U prethod-
nom primjeru, vrijednost formule A zavisi samo od vrijednosti elementarnih
iskaza sg i s3 za valuaciju v, buduéi da se samo oni stvarno javljaju u A,
dok vrijednosti v(s,),n # 01 n # 3, nijesu uticale na vrijednost formule A.

Tako vrijednost formule zavisi samo od kona¢nog broje vrijednosti iskaz-
nih simbola koji se u njoj zaista javljaju, valuaciju smo ipak definisali kao
beskonacan niz. Nas neée interesovati samo vrijednost jedne, ve¢ i ¢itavog
skupa formula za datu valuaciju, a skup moze biti i beskonacan.

Tablica iskazne formule

Definicije istinitosti logi¢kih veznika mogu se pregledno predstaviti tabli-
cama:

v(A) v(B) |v(AANB) v(AVB) v(A— B) wv(-A)
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 0

za svaku valuaciju v € 2% i proizvoljne iskazne formule A i B. Tablice lo-
gickih veznika su veoma stare. Zna se da je Filon iz Megare, anticki logicar
iz treceg vijeka prije nove ere, upotrebljavao tablicu implikacije.

Ako je A iskazna formula, sa A(p1,...,pn), n > 1, oznacavamo da su svi
elementarni iskazi koji se javljaju u formuli A, neki od iskaza p1,...,p, (ne
obavezno svi). Ako v(p1) = w(p1),...v(pn) = w(pn), onda v(A) = w(A), za
proizvoljne valuacije v,w € 2F

Neka su A(p1,...,pn) 1 A1,..., A, formule. Formula koja se iz formule
A dobija zamenom svih javljanja promenljivih pq, ..., p, redom formulama
Aq, ..., Ay, je supstituciona instanca formule A

Neka je v € 2 valuacija i A iskazna formula. Ako je v(A) = 1 kazemo
da valuacija v zadovoljava formulu A ili da formula A vaZi za valuaciju v i
tu ¢injenicu oznacavamo sa v = A. Dakle v = A ako i samo ako v(A) = 1.
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PRIMJER 1. Ako je A(so,s3) = ((so — s3) = ((soVs3) = s0))), odrediti
valuaciju v koja zadovoljava formulu A.

Kako se u formuli A javljaju samo iskazni simboli sg i s3, vrijednost
formule A zavisi samo od moguéih parova (v(sp), v(s3)), za svaku valuaciju
v € 2P, Takvih moguénosti ima Getiri:

v(so) w(s3) | v(A)
0 0 1
0 1 0
1 0 1
1 1 1

Dakle, svaka valuacija v € 2F, za koju je v(sg) = 0 i v(s3) = 1, ne zadovol-
java, dok sve ostale valuacije zadovoljavaju formulu A. <

Svakoj formuli A(py,...,pn),n > 1, odgovara tablica njenih vrijednos-
ti, za moguée kombinacije (v(p1),...,v(py)) vrijednosti elementarnih iskaza
koje se mogu dobiti za razlicite valuacije v € 2F. Tih kombinacija ima koliko
i nizova nula i jedinica duzine n, tj. ima ih 2", za svako n > 1.

PRIMJER 2. Odrediti tablicu formule A(p,q,7) = —=(p — (=g — 1)), za
proizvoljne iskazne simbole p, ¢, € P. Odrediti formulu B(p, ¢, ), razli¢itu
od A, sa istom tablicom kao i formula A.

Tablica formule A je sledeéa

v(p) wv(g) w(r) | v(A)
0 0 0| 0
o 0 1| 0
o 1 0| 0
o 1 1| 0
10 0 | 1
10 1] 0
11 0 | 1
1 1 1] 0

Uoc¢imo sve valuacije za koje je v(A) = 1. Iz tablice ¢itamo da su to
valuacije v € 2F) za koje je redom v(p) = 1,v(¢q) =0 i v(r) =0, ili valu-
acije w € 2, za koje je redom w(p) = 1,w(q) =1 i w(r) = 0. Formirajmo
konjunkcije ((p A =g) A —r) i ((p A q¢) A —r) i napravimo njihovu disjunkciju

B=({((pA—=g) A=)V ((pAg)A-T)).

Lako je provjeriti da za svaku valuaciju v € 2°, v(4) = v(B). <
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Logicki zakoni

Ako v(A) = v(B), za svaku valuaciju v € 2, iskazne formule A4 i B su
logicky ekvivalentne.

ZADATAK 1. Formule ((pAg)Ar)i(pA(gAr)) sulogicki ekvivalentne,
za sve p,q,r € P.

Takode, formule ((pV q)Vr)i(pV (¢Vr))) su logicki ekvivalentne, za
proizvoljne p,q,r € P.

Formula koja je istinita za svaku valuaciju iskaznih promjenljivih je tau-
tologija. Saglasno nasoj notaciji, formula A je tautologija ako v = A, za
svaku valuaciju v € 2P, Buduéi da je istinita za svaku valuaciju, u oznaci
tautologije valuacija se ne mora spominjati, pa Cinjenicu da je formula A
tautologija oznacavamo sa = A.

Termin tautologija je prvobitno oznacavao formulu (A — A), zato Sto
grcka rije¢ tautologija doslovno znaci ista rijec ili ista ideja. U tom smislu
on se i danas upotrebljava u retorici i ima pomalo pezorativno znacenje;
”prazna tautologija”. U smislu logickog zakona prvi ga je upotrebio filozof
Ludvig Vitgenstajn u delu Tractatus Logico-Philosophicus objavljenom 1921.
godine, a potom je vrlo brzo u tom znacenju preuzet i u matematici.

Nekada, pogotovo u logici, za formulu koja je istinita za svaku valu-
aciju, bio je u upotrebi mnogo prirodniji termin logic¢ki zakon. Zanimljivo
je da se danas zakon (A — A) nikada ne naziva tautologijom, dok se sve
druge tautologije pojedinaéno nazivaju zakonima (zakon komutacije, zakon
distribucije, De Morganov zakon, Persov zakon). Buduéi da logicki zakoni
nijesu samo puko ponavljanje istog, ve¢ nose vrlo mnogo informacija o oso-
binama logickih veznika, u nasim razmatranjima ravnopravno koristimo oba
termina.

Osim u iskaznoj, logicki zakoni se javljaju i u predikatskoj logici. Iz ne-
kog razloga tamo se vise ne koristi termin tautologija za formulu istinitu
za svaku valuaciju i u svakoj interpretaciji, ve¢ se odomacio razli¢it termin
valjana formula. PoSto se u oba slucaja radi o logickim zakonima, pored
valjane formule i u predikatskoj logici koristi¢emo termin logicki zakon.

ZADATAK 2. Dokazati da su formule A i B logicki ekvivalentne ako i
samo ako formula ((A — B) A (B — A)) je tautologija.

Time je definisan novi binarni logicki veznik <+, koji se naziva ekviva-
lencija. Zapis (A <» B) zamjenjuje iskaznu formulu ((A — B) A (B — A)).
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Supstitucija ekvivalentnih formula

Iskazna formula B je potformula formule A, ako se kao formula bar jed-
nom javlja u formuli A. Svakako, potformula moze imati vise javljanja u
istoj formuli.

Na primjer, u formuli B — (C' — B), formula B ima bar dva javljanja.
Ako formula B nije potformula formule C, onda B ima ta¢no dva javljanja
u datoj formuli.

LEMA O SUPSTITUCLJI EKVIVALENTNIH FORMULA: Ako su A,B i C is-
kazne formule i ako sa A(B/C) ozna¢imo formulu koja se dobija kada se u
formuli A neka javljanja formule B zamijene formulom C, onda

E (B« C)— (A« A(B/C)).

DoxkAz. Za date formule B i C', teoremu dokazujemo indukcijom po slo-
zenosti formule A. Primetimo da oznaka A(B/C') podrazumeva i moguénost
da nijedno javljanje formule B u formuli A nismo zamenili sa C. U tom
slucaju je A(B/C)=A

Baza indukcije: U ovom dokazu, bazu indukcije ¢ine formule ¢ija je slo-
zenost manja ili jednaka od slozenosti formule B. Ako formula A ima manju
slozenost od B, onda A(B/C) = A, pa se tvrdenje svodi na

E(B+C)— (A« A).

Ako formule A i B imaju istu slozenost onda A(B/C) = A ili A(B/C) = C,
pa se tvrdenje svodi na prethodni slucaj ili na

E(B+C)— (C+0).

U oba slucaja, lako se provjerava da su dobijene formule tautologije.
Induktivni korak: Ako formula A ima oblik A1 A As, onda

A(B/C) = A1(B/C) A Ay(B/C).

Ako v(B <« C) = 1, po induktivnoj pretpostavci, v(A4;1) = v(A1(B/C)) i
v(Ag) = v(A2(B/C)), pa je v(A) = v(A(B/C)), za svaku valuaciju v € 2°.
Na slican nac¢in postupamo kada formula A ima oblik disjunkcije, implikacije
ili negacije. <

U zadacima sledec¢a tri poglavlja navodimo jedan broj najvaznijih logic-
kih zakona. Grupisani su tako da ilustruju znacajna svojstva logickih veznika
i njihov medusobni odnos.
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Logicka svojstva implikacije

Implikacija je kljuéni logicki veznik. Svi drugi veznici mogu se prili¢no
dobro analizirati i algebarskim sredstvima. U slede¢em primjeru navedena
su dva najvaznija svojstva implikacije.

PRIMJER 1. Za proizvoljne iskazne formule A, B i C,

E(A— (B—A)
F(A—-(B—-C)—=(A—=B)—=(A—=0)).

Intuitivni smisao prvog svojstva implikacije je pomalo zbunjujuéi - ako
je A, onda A slijedi iz bilo koje formule B, koja ne mora da ima niSta zajed-
nicko sa A. Zbog tog i nekih drugih svojstava, koja su navedena u narednim
zadacima, logicari ne smatraju da je iskazna logika dobar kontekst za imp-
likaciju. Drugo svojstvo izrazava distributivnost implikacije preko same sebe
i ono se smatra, ne samo pozeljnim, ve¢ i sustinskim za implikaciju.

Dokazac¢emo drugo tvrdenje, prvo je mnogo lakse. Pretpostavimo sup-
rotno, da navedena formula nije logicki zakon. To znaci da postoji valuacija
v € 2P za koju je ta formula lazna, tj. za koju je

v(A— (B—0C)) =1,
v((A—=B)—=(A—=C)) =0.

Na osnovu drugog uslova, mora biti v(A — B) = 1iv(4A — C) = 0, tj.
v(A— B)=1,v(A)=1iv(C)=0. Izuslovav(A — B)=11iv(4) =1,
dobijamo da je v(B) = 1. Dakle iz drugog uslova gornje relacije dobijamo
da mora biti v(A) = 1, v(B) = 11 v(C) = 0. Medutim, ako v(4) = 11i
v(B) = 1, onda iz prvog uslova slijedi v(C) = 1, a to nije moguce, buduéi
da smo utvrdili da je v(C) = 0. Dakle, ne postoji valuacija za koju bi
posmatrana formula bila lazna. <

ZADATAK 1. Tranzitivnost implikacije: Za proizvoljne formule A, B i C,
F(A—-B)— ((B—=C)—=(A—0)).

Tranzitivnost je sasvim pozeljno svojstvo - implikacija se u skupu svih
formula iskazne logike ponasa kao poredak. Ali, kako smo napomenuli, u
iskaznoj logici implikacija ima i neka sasvim problemati¢na svojstva. Zaista
zbunjuje §to je implikacija kao poredak i linearna: ili iz A slijedi B, ili iz B
slijedi A, za bilo koja dva ni¢im povezana iskaza A i B.

ZADATAK 2. Linearnost implikacije: Za proizvoljne formule A i B,

= (A— B)V(B— A).
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ZADATAK 3. Persov zakon: = ((A — B) — A) — A, za proizvoljne
formule A i B.

Logicka svojstva konjunkcije i disjunkcije
ZADATAK 1. Svojstva konjunkcije: Za proizvoljne formule A, B i C,

E(AAB)— A,
E(AAB)— B,
E(C—A) —(C—B)—(C—(AANB))).

Navedeni zakoni karakterisu prirodu konjunkcije kao logickog veznika.
Ako se implikacija shvati kao poredak medu formulama, onda konjunkcija
ima sva svojstva infimuma. Prve dvije formule znace da je konjunkcija AA B
donje ogranicenje za A i B, a treca, da je A A B najve¢e donje ogranicenje
za formule A i B.

ZADATAK 2. Svojstva disjunkcije: Za proizvoljne formule A, Bi C,
FA— (AVB),

EB— (AV B),
F(A—-C)—- (B—=C)—((AVvB)—=0)).

Navedeni logicki zakoni pokazuju da, u odnosu na implikaciju, dis-
junkcija ima svojstvo supremuma. Prve dvije formule znace da je AV B
gornje ogranicenje za A i B, a treca, da je formula A V B najmanje gornje
ogranic¢enje za formule A i B.

ZADATAK 3. Zakoni apsorpcije za konjunkciju @ disjunkciju: Za proiz-
voljne formule A i B,

E(AAN(AV B)) + A, E(AV(AAB)) <+ A.

ZADATAK 4. Zakoni komutativnosti i asocijativnosti konjunkcije: Za
proizvoljne formule A, B i C,

= (AAB) < (BAA), = (AAB)AC) & (AN (BAC)).

Zakoni komutativnosti i asocijativnosti disjunkcije: Za proizvoljne for-
mule A, B1i C,

= (AVB) & (BVA), E(AVB)VC) e (AV(BVC)).
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Ekvivalencije iz prethodnog zadatka omogucavaju da, bez opasnosti da
dovedemo u pitanje jednoznacno ¢itanje formule, u konjunkcijama i dijunkci-
jama vise formula izostavimo zagrade tako $to umjesto ((AA B)AC) pisemo
ANBAC, aumjesto ((AV B) Vv C) pisemo AV BV C.

Kada govorimo o datoj formuli, izostavi¢emo njene spoljne zagrade, ali
kada ona treba da ude u sastav neke druge formule, zagrade moramo vratiti.

Za svakon > 1, ako su Ay, ..., A, formule, njihovu konacnu konjunkciju
Ni<n Ai definisemo indukcijom: za n = 1, formula A, A; je formula A; i
za svako n > 1, formula Ni<(n+1) Ai je formula (/\lngz) A Apy1. Na isti
nacin definiSemo i konacénu disjunkciju n > 1 formula.

ZADATAK 5. Zakon distributivnosti konjunkcije u odnosu na disjunkciju:
Za proizvoljne formule A, B i C,

= (AA(BVO)) & (AAB)V (AAC)),

Zakon distributivnosti disjunkcije u odnosu na konjunkciju: Za proizvolj-
ne formule A, B i C,

= (AV (BAC)) < (AVB)A(AVO)).

Logicka svojstva negacije

ZADATAK 1. Za proizvoljne formule A, B i C,

E-A— (A— B),
E(A— B)— ((A— —-B) —» —A).

Prvi zakon je ex falso quodlibet, tj. iz lazne pretpostavke slijedi sve, a
drugi, dobro poznati reductio ad absurdum, tj. ako iz A slijede B i =B, onda
—A, za proizvoljne iskazne formule A i B.

ZADATAK 2. De Morganovi zakoni: Za proizvoljne formule A, B i C,
E-(AAB) < (mAV-B),
E-(AV B) <+ (nAA-B).

De Morganovi zakoni pokazuju da se konjunkcija i disjunkcija, u pris-
ustvu negacije, mogu uzajamno definisati.

ZADATAK 3. Zakon kontrapozicije: Za proizvoljne formule A i B,

= (A— B) < (-B— -A).
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ZADATAK 4. Zakon dvojne negacije: = A <> ——A, za svaku formulu A.
ZADATAK 5. Zakon iskljucenja treceg: = AV —A, za svaku formulu A.
ZADATAK 6. Za sve formule Ai B, = (A — B) + (-AV B).

Normalna forma

U nacelu, normalna forma je ekvivalentan oblik formule u kome se ne-
gacije javljaju samo uz njena iskazna slova, a svi drugi njeni logicki veznici
su konjunkcija i disjunkcija.

Neka su formule A, ..., A, iskazni simboli ili negacije iskaznih simbola.
Formula oblika A, A; je elementarna konjunkcija, a formula \/,, A; je
elementarna disjunkcija.

i<n

ZADATAK 1. Svaka formula A(p,...,p,) ekvivalentna je kona¢noj dis-
junkciji elementarnih konjunkcija, tj. moze se predstaviti u obliku \/ i<k Bj
k > 1, gde su formule B; elementarne konjunkcije iskaznih slova p1,..., py.
Takav oblik formule je disjunktivna normalna forma.

Uputstvo: Uocimo valuacije v za koje je v(A) = 1. Njih ima k < n raz-
licitih na iskaznim slovima p1,...,p,. Za valuaciju v, neka je p{ = p; ako je
v(pi) = 11ip] = —p; ako je v(p;) = 0. Ako je Bj = A\, pi 1 A" =V,; By,
formule A 1 A’ su ekvivalentne. Ako je k = 0, formula A’ moze biti p A —p,
za bilo koje iskazno slovo p.

ZADATAK 2. Svaka formula A(p,...,p,) ekvivalentna je konaénoj kon-
junkciji elementarnih disjunkcija, tj. moze se predstaviti u obliku A i<k B
gde su formule B; elementarne disjunkcije is. Takav oblik formule je kon-
Junktivna normalna forma.

Uputstvo: Uociti valuacije v iskaznih slova p1, ..., p, za koje je v(A) = 0.
Njih ima k& < n. Neka je p! = p; ako v(p;) = 0 i p! = —p; ako v(p;) = 1.
Sada su formule Bj, j <k, oblika \/,,, p}, a formula A’ ima oblik /\jgk B;.
Ako je k = 0, formula A’ moze biti p VV —p, za bilo koje iskazno slovo p.

Logicke posljedice

Formula A je logicka posljedica skupa pretpostavki 3 ako v(A) = 1, za
svaku valuaciju v, za koju su istinite sve formule skupa . To oznacavamo
sa ¥ | A, a formule skupa ¥ nazivamo logickim pretpostavkama.

Dakle, formula A je logicka posljedica skupa pretpostavki ¥ ako je for-
mula A istinita kad god su istinite sve pretpostavke skupa X. Ako je ¥ = (),
pisemo = A, Sto je u saglasnosti sa pojmom tautologije.
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Skup formula X je logicki konzistentan ili neprotivrecan ako ne postoji
iskazna formula A za koju ¥ | A i X E —A. U suprotnom, X je logicki
nekonzistentan ili protivrecan skup formula. Skup formula je zadovoljiv ako
postoji valuacija za koju su istinite sve njegove formule.

ZADATAK 1. Skup formula X je logicki konzistentan ako i samo ako ¥
je zadovoljiv.

ZADATAK 2. Skup formula je logicki nekonzistentan ako i samo ako
svaka iskazna formula je njegova logicka posljedica.

Ako su A i B iskazne formule i ¥ skup formula, ¢injenicu da je formula
B logicka posljedica skupa ¥ U {A} obelezava¢emo sa ¥, A = B.

ZADATAK 3. Teorema dedukcije: Ako su A i B formule i ¥ skup formula
iskazne logike, onda

Y AEB = YXEA—-B.

Ovde vazi ekvivalencija ¥, A = B < ¥ E A — B, ali je obratna impli-
kacija zapravo modus ponens.

ZADATAK 4. Teorema interpolacije: Neka je formula A — B tautologija.
Ako formula A nije kontradikcija i formula B nije tautologija, postoji iskaz-
na formula C, koja sadrzi samo iskazne promjenljive zajednicke za formule
Ai B, takva da su formule A — C' i C' — B tautologije.

Uputstvo: formulu A predstaviti u disjunktivnoj, a formulu B u kon-
junktivnoj normalnoj formi.

Sintaksa iskazne logike

Skup logickih zakona okarakterisali smo kao skup formula koje su istinite
za svaku valuaciju. Kada je data formula A, napravimo njenu tablicu, pa
ako su sve vrijednosti formule A jedan, formula A je tautologija, a ako to
nije slucaj, formula A nije tautologija. Dakle, postoji algoritam koji za ulaz
A, u kona¢no mnogo koraka, daje odgovor na pitanje da li je formula A tau-
tologija. Kazemo da je predikat ” A je tautologija,” tj. predikat "= A”, gdje
je A formula iskazne logike, odluciv predikat. Na isti nacin, konstrukcijom
tablice, resava se problem odlucivosti predikata ” A je zadovoljiva formula”,
ili ”formule A i B su ekvivalentne.”

Posto postoji efektivan postupak za provjeravanje logickih zakona, iz-
gleda kao da je svaka dalja formalizacija iskazne logike pomalo izlisna.
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Medutim, mi smo u uvodnim napomenama naglasili da je iskazna logika
samo fragment predikatske logike, koja je za matematiku mnogo znacajnija.
U predikatskoj logici, predikat ” A je logicki zakon” nije odluéiv, pa je njena
formalizacija neminovna. Iz tog razloga, ideju formalizacije logickih zakona
izlozi¢emo u nesto jednostavnijem kontekstu, a to je iskazni racun.

Formalizacija logickih zakona podrazumijeva dvije stvari:

(1) Izbor skupa logickih zakona, tj. aksioma,
(2) Izbor skupa pravila zaklju¢ivanja,

tako da, polazeéi od aksioma, koristeéi pravila zaklju¢ivanja, mozemo dobiti
sve logicke zakone.

Neka je Z skup svih logickih zakona, T' C Z skup aksioma i Con(T") skup
svih formula koje se, po pravilima zakljuc¢ivanja, mogu dobiti iz 7. For-
malizacija je korektna ako polazeéi od aksioma, po pravilima zakljucivanja,
dobijamo samo logicke zakone, tj. ako Con(7T") C Z. Sa druge strane, formal-
izacija je potpuna ako Z C Con(T).

Korektnih i potpunih formalizacija iskaznog racuma ima mnogo. Izbor
aksioma i pravila izvodenja zavisi od tipa problema zbog kojih definiSemo
formalni sistem. Na primjer, za analizu svojstava samih dedukcija, pogodne
su formalizacije sa samo jednim tipom aksioma (najcesée to su tautologije
A — A, za svaku formulu A) i mnostvom pravila zaklju¢ivanja. Takvi logicki
sistemi su gencenovski sistemi (po Gerhardu Gencenu, koji ih je otkrio) i
izucavaju se u teoriji dokaza. Druga krajnost su hilbertovski sistemi (po
Davidu Hilbertu, koji je znacajan za samu ideju formalizacije), sa samo
jednim pravilom zaklju¢ivanja i mnosStvom aksioma. U naSim razmatran-
jima, opredijelili smo se za hilbertovski sistem, budué¢i da on vise odgovara
potrebama formalizacije matematike.

Takode, u izboru skupa aksioma nismo se rukovodili zahtjevima mini-
malnosti i nezavisnosti. Aksiome smo odabrali tako da pregledno izrazavaju
svojstva logickih veznika. To ¢e nam omogucéiti da se osvrnemo i na tako-
zvanu intuicionisticku logiku, kao znacajan fragment iskazne logike.

Aksiome iskazne logike

Aksiome smo podijelili u pet grupa. Svaka grupa, izuzimajuci poslednju
koja ima posebnu ulogu, odnosi se na jedan od logickih veznika i karakterise
njegova svojstva. Aksiome su definisane oblikom formule iskazne logike, tj.
date su kao sheme.
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AKSIOME IMPLIKACIJE su sve formule oblika

A— (B— A,
(A-(B—=C)—= (A= B)—(A—=0)),

za proizvoljne iskazne formule A, B i C.

O smislu aksioma implikacije ve¢ je bilo rije¢i. Prva aksioma tvrdi: ako
je A, onda A slijedi iz bilo koje formule B. Druga aksioma izrazava distri-
butivnost implikacije preko same sebe.

AKSIOME KONJUNKCIJE su sve formule oblika

(AANB) — A,
(AN B) — B,
A— (B— (AAB)),

za sve iskazne formule A i B.

Prve dvije aksiome odreduju konjunkciju kao donje ogranic¢enje za svaki
od njenih sastojaka. Treéa aksioma je posebno motivisana (o tome ée biti
rijeci kasnije), a na osnovu nje moze se dokazati da je konjunkcija najvece
donje ogranicenje, tj. infimum njenih sastojaka.

AXKSIOME DISJUNKCIJE su sve formule oblika

A— (AV B),
B — (AV B),
(A=-C)—= (B—=C)—= ((AvB)—=(0)),

za sve iskazne formule A, B i C.

Prve dvije aksiome odreduju disjunkciju kao gornje ogranic¢enje za svaki
od njenih sastojaka, a trec¢a, kao najmanje gornje ogranic¢enje, tj. supremum
njenih sastojaka.

AKSIOME NEGACILJE su sve formule oblika

-A— (A— B),
(A— B) = ((A— —-B) —» —A),

za sve iskazne formule A i B.
Aksiome negacije su logicki zakoni ez falso quodlibet i reductio ad absur-
dum, koje smo ranije razmotrili.

AKSIOME ZAKONA ISKLJUCENJA TRECEG su sve formule oblika
AV A,

za svaku iskaznu formulu A.
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Ovaj logicki zakon, posebno je izdvojen da bi se jasno sagledalo da on
zapravo odreduje prirodu iskazne logike. Blisko je povezan sa naSom se-
mantickom pretpostavkom da je svaki iskaz ili istinit ili lazan i da trece
moguénosti nema.

Dakle, skup aksioma iskazne logike, koji smo oznacili sa T, sastoji se od
jedanaest disjunktnih skupova formula ili shema aksioma:

Th={A— (B— A): A,Be [},

TH:{A\/_'AZAEF},
tj. T=TyU---UTi;.

ZADATAK 1. Formulisati algoritam koji, za zadatu formulu A, provjerava
da li A € Ty. Takav algoritam postoji za svaki od predikata ”A € T},” za
sve k = 1,...,11, pa mozemo zakljuciti da je predikat ”A € T” odluciv.
Drugacije raceno, predikat ”formula A je aksioma” je odluciv predikat.

Modus ponens

Formalizacija iskazne logike, za koju smo se opredijelili, sadrzi jedno
osnovno pravilo izvodenja - modus ponendo ponens ili krace:

MODUS PONENS: Za proizvoljne formule A i B,

A, A— B
B

Modus ponens razumijemo na sledeéi nacin: iz formula A i A — B
zakljuéujemo B, za bilo kakve formule A i B.

Pritom, o formulama A i A — B nismo nista pretpostavili. One mogu
biti istinite ili neistinite, dokazane ili nedokazane - ako smo sa formula A i
A — B presli na formulu B, taj prelaz je korektan.

Svakako, modus ponens zadovoljava uslov salva veritate: ako su pret-
postavke A 1 A — B istinite, istinit je i zakljucak B. U antickoj i srednje-
vjekovnoj logici, pretpostavka A nazivana je malom, a pretpostavka A — B
velikom premisom. Tvrdeéi u maloj premisi tvrdimo u zakljucku, pa je stoga
pravilo nazivano modus (oblik, nac¢in) ponendo ponens (tvrdim tvrdeéi), ali se
vremenom ustalio skraceni naziv modus ponens. Jedan broj logicara modus
ponens naziva pravilom izdvajanja, jer nam omogucava da iz slozenog iskaza
A — B izdvojimo kao istinit iskaz B ukoliko smo pretpostavili da su A i
A — B istiniti iskazi.
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Dokaz u iskaznoj logici

Neka je A proizvoljna formula. Dokaz formule A u iskaznom ra¢unu je

konacan niz formula (Ay,...,A,), n > 1, takav da A = A,, i za svako i < n,
formula A; je aksioma ili se po modus ponensu dobija iz njoj prethodnih
¢lanova niza (Ayg, ..., 4,).

Formula je dokaziva ili teorema ako ima dokaz. Cinjenicu da je formula A
teorema oznacavamo sa - A. Skup svih teorema iskazne logike oznacavamo

sa T. Dakle, T ={A € F:+ A}.

Neka je ¥ skup formula. Formula A ima dokaz iz pretpostavki 3 ako
postoji kona¢an niz formula (Aj,...,A,), n > 1, takav da A = A, i za
svako i < n, formula A; je aksioma, pripada skupu X ili se po modus ponensu
dobija iz njoj prethodnih ¢lanova niza (A, ..., A,). Cinjenicu da formula
A ima dokaz iz pretpostavki ¥ oznacavamo sa X+ A.

Ako X F A, kazemo da je formula A posljedica skupa pretpostavki .
Ako je ¥ prazan skup, piSemo F A, Sto jeste saglasno sa definicijom pojma
teoreme.

Umjesto, ¥ U {A} F B, pisa¢emo X, A + B, a umjesto ¥ U T' - A,
pisa¢emo X, T'F A, a ako je ¥ = {A44,..., A}, umjesto ¥ - A, pisac¢emo:

Ai,..., A F A,
gdje su Ay,..., A, sve formule skupa .
Sve posljedice skupa ¥ oznacavamo sa Con (X). Dakle,
Con(¥)={AecF:2F A}

Skupove iskaznih formula oznacavacemo velikim grékim slovima >, T,
moguce sa indeksima 31, Yo itd.

Izvedena pravila zakljucivanja

Osim modus ponensa, kao osnovnog pravila, definisa¢emo i mnoga druga
pravila zaklju¢ivanja. Sva pravila iskazne logike, razli¢ita od modus ponensa,
su izvedena pravila. Koriste¢i samu definiciju dokaza iz pretpostavki, modus
ponens i aksiome, svako od izvedenih pravila ¢emo dokazati. Ona nam sluze
da dokaze u¢inimo preglednijim i kraéim.
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PRIMJER 1. Ako su ¥ i 39 skupovi formula, za proizvoljne formule A
i B, vazi sledece pravilo:

Ell—A, EQI‘A-)B
>, 5% F B

Ovo pravilo je poseban slu¢aj modus ponensa i pokazuje da on ¢uva do-
kazivost: ako formule A i A — B imaju dokaze iz skupova pretpostavki >
i Yo respektivno, formula B ima dokaz iz skupa pretpostavki 31, ¥o.

Ako je niz (Ay,...A4,) dokaz formule A iz pretpostavki ¥; i ako je niz
(By,...,By,) dokaz formule A — B iz pretpostavki 3o, onda je niz

(Ay,..., A, By,...,B,, B),

dokaz formule B iz pretpostavki 1, 3s. <
ZADATAK 1. Ako je X skup formula, za proizvoljne formule A i B,

SEA YEA-SB
SEB

Zadatak pokazuje da modus ponens Cuva istinitost, tj. da ¢uva logicke
posljedice. Dakle, modus ponens ima one osobine koje o¢ekujemo od svih
korektnih pravila zakljuc¢ivanja: ako su pretpostavke istinite ili dokazive,
takav je i zakljucak.

PRIMJER 2. Pravilo slabljenja: Ako je ¥ skup formula, za proizvoljne
formule A i B,

YEA
S,BF A

Pravilo slabljenja slijedi iz same definicije dokaza: sve §to se moze
dokazati iz datog skupa pretpostavki, ima dokaz iz Sireg skupa pretpostavki.
Naime, svaki dokaz za formulu A iz pretpostavki X, istovremeno je dokaz za
A iz pretpostavki X, B. <

PRIMJER 3. Pravilo permutacije pretpostavki. Ako je ¥ skup formula,
za proizvoljne formule A, B i C,

>,B,CFA
>, C,BF A
Pravilo permutacije slijedi neposredno iz definicije dokaza. Naime, u toj

definiciji govorimo o skupu pretpostavki, a u skupu je irelevantan poredak
njegovih elemenata. <
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Specificnost pravila permutacije pretpostavki je u tome §to ga moze-
mo tumaciti na dolje, ako X, B,C F A, onda X,C, B - A, kao i na gore,
ako X,C,B + A, onda X,B,C - A. Takva pravila su dvostrana pravila,
a dvostranost naglasavamo dvostrukom crtom izmedu premisa i zakljucka.
Na primjer, pravilo slabljenja nije dvostrano pravilo.

Semantika i sintaksa

Skup formula ¥ je konzistentan ili neprotivre¢an ako ne postoji formula
A, takvada X F A1 X F —A. U suprotnom, ako takva formula A postoji,
skup formula je nekonzistentan ili protivreéan. O pojmu konzistentnog skupa
bilo je rijeci kada smo govorili o logickoj konzistentnosti. Kasnije ¢emo
dokazati da su konzistentnost i logicka konzistentnost isti pojmovi.

Uvod u raspravu o sintaksi iskazne logike, o njegovim aksiomama i pravil-
ima zaklju¢ivanja, zavrsi¢emo slede¢om sistematizacijom kljuénih sintaksnih
i semantickih pojmova:

Sintaksa Semantika
HA EA
SEA YEA
konzistentan skup zadovoljiv skup

Ovaj pregled sintaksnih i semantickih pojmova smo napravili da nagovi-
jestimo tri kljuéne teoreme iskaznog racuna: svaka dva pojma u istom redu
se poklapaju. Iste takve teoreme vaze i u predikatskom rac¢unu.

U dosadasnjim izlaganjima ustalili smo obic¢aj da matematicke promjen-
ljive, koje uzimaju vrijednosti iz skupa elementarnih iskaza, oznacavamo
malim slovima p, q i r, po potrebi indeksirane p1, ps itd. Za iskazne formule
koristili smo matematicke promjenljive A, B, C'i D, po potrebi i indeksirane,
koje uzimaju vrijednosti iz skupa iskaznih formula. Bitno je da naglasimo
da, kao graficki simboli, promjenljive p, ¢ i r, kao i promjenljive A, B,C i D,
nijesu simboli jezika L, veé¢ simboli svakodnevnog matematickog jezika.

U nacelu, u logici su uvijek prisutna dva jezika: jezik o kome govorimo
ili objek-tjezik, kao i jezik u kome saopsStavamo svojstva objekt-jezika ili
metajezik. Na primjer, objek-tjezik jeste jezik £, a metajezik je svakodnevni
matematicki jezik. Veoma je vazno jasno razdvojiti ova dva jezika. Objekt-
jezik je osnova sintakse, dok u metajeziku formulisemo semantiku. Ponekad,
takvo razdvajanje uopste nije jednostavno.



33

Na primjer, termini prirodnog jezika, kao $to su ”dokaz” ili ”teorema”,
mogu se odnositi na oba jezika. Formalni dokaz u iskaznoj logici (ili objekt-
dokaz) je jedna, a matematicki dokaz (ili metadokaz) nekog svojstva koje
imaju formalni dokazi, sasvim druga stvar. Da to ilustrujemo, napominjemo
da ¢emo uskoro dokazati da vazi:

TEOREMA TAUTOLOGIJE: Ako je A formula, A — A je teorema.

U navedenom tvrdenju, teorema tautologije je metateorema, a njen dokaz
je zapravo metadokaz. On se sastoji u tome da dokazemo da formula A — A
jeste objekt-teorema, tj. u tome da dokazemo da postoji objekt-dokaz za
formulu A — A, za svako A € F. Dokaz ove metateoreme izlozi¢emo nesto
kasnije.

Treba takode naglasiti da sve logicke veznike koristimo na oba nivoa, u
metajeziku i objek-tjeziku. Kada postoji potreba, implikaciju u metajeziku
oznacavamo sa =, za razliku od implikacije kao veznika u iskaznoj logici,
koju oznacavamo sa —. U metajeziku, ekvivalenciju oznacavamo sa <, a u
jeziku iskazne logike, kao objekt-jeziku, ekvivalenciju oznac¢avamo sa <.

Teoreme iskazne logike

Kljuéna teorema iskazne logike jeste teorema potpunosti: svaka tau-
tologija je teorema iskazne logike. Uz teoremu korektnosti, koja tvrdi da
je svaka teorema iskazne logike tautologija, teorema potpunosti potvrdu-
je da sintaksa iskazne logike sasvim odgovara njenoj matematickoj seman-
tici. Teoremu korektnosti dokaza¢emo odmah, a dokaz teoreme potpunosti
izlozi¢emo posto detaljnije upoznamo svojstva sintakse iskazne logike.

U dokazu teoreme korektnosti koristi¢emo jo§ jednu varijantu principa
matematicke indukcije, koja se naziva indukcija po sloZenosti dokaza. Ona
se koristi kada treba dokazati da sve teoreme imaju dato svojstvo.

Teoreme iskazne logike generiS§emo, polazeéi od aksioma, pomo¢u modus
ponensa. Svaki korak dokaza je ili aksioma, ili predstavlja primjenu modus
ponensa na ve¢ dokazane formule. Stoga, bazu indukcije po slozenosti dokaza
¢ine aksime, a induktivni korak je primjena modus ponensa. Dakle, princip
indukcije po slozenosti dokaza glasi:

Ako sve aksiome imaju svojstvo S i ako iz pretpostavke da teoreme A
1 A — B imaju svojstvo S slijedi da teorema B ima svojstvo S, onda sve
teoreme imaju svojsto S.
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TEOREMA KOREKTNOSTI: Svaka teorema je tautologija.

Dokaz. Teoremu dokazujemo indukcijom po slozenosti dokaza. To znaci
da treba dokazati da su sve aksiome tautologije i da modus ponens ¢uva
tautologije.

U zadacima poglavlja o logickim zakonima, u kojima se govori o os-
novnim svojstvima logickih veznika i o zakonu iskljucenja tre¢eg, dokazano
je da su sve aksiome logicki zakoni, tj. tautologije, sa izuzetkom trece ak-
siome konjunkcije:

A— (B— (AAB)),

gdje su A i B proizvoljne formule. Ako je v € 2 valuacija za koju ova
formula nije istinita, po definiciji istinitosti za implikaciju, to znac¢i da mora
bitiv(A) = 1iv(B — (AAB)) =0, tj. v(A) = 1, v(B) = 1iv(AAB) = 0, §to
protivreci definiciji istinitosti konjukcije. Dakle, tre¢a aksioma konjunkcije
je tautologija.

Pretpostavimo da se teorema B dobija primjenom modus ponensa na
teoreme A i A — B. Po induktivnoj pretpostavci, teoreme A i A — B su
tautologije, tj. za svaku valuaciju v € 2¥, v(4) = 1iv(A — B) = 1. Po
definiciji istinitosti implikacije, to znac¢i da mora biti v(B) = 1, za svaku
valuaciju v € 27, Dakle, teorema B je tautologija. <

Nas sledeci zadatak bi¢e da blize upoznamo posljedice aksioma iskaznog
ra¢una, tj. njegove teoreme. Grupisali smo ih po logickim veznicima. Za
svaki logicki veznik napravili smo pregled najvaznijih posljedica njegovih
aksioma i dokazali jedno njegovo vazno pravilo.

Posljedice aksioma implikacije

Implikacija je najvazniji logicki veznik, a njeno najvaznije svojstvo iz-
razava Teorema dedukcije. Tu teoremu smo veé¢ spomenuli u semantickoj
verziji. Prethodno, ilustracije radi, dokaza¢emo zakon tautologije i zakon
tranzitivnosti implikacije. Ovi zakoni i teorema dedukcije dokazuju se samo
na osnovu aksioma implikacije.

TEOREMA TAUTOLOGLJE: Za svaku iskaznu formulu A,

FA— A
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DokaAz. Konstruisa¢emo konacan niz formula, koji zavrSava sa formu-
lom A — A, a ¢ije su sve formule ili aksiome implikacije ili iz njih slijede po
modus ponensu:

Al=A—-(A—-A4) —-A)) - (A= (A= A4)—=> (A= A),
As=A— (A= A) = A)),

A3 =(A— (A= A4) - (A= A),

Ay=A— (A= A),

As = A — A.

Formula A je instanca ili poseban slucaj druge aksiome, u koju je um-
jesto formule B stavljena formula A — A, a umjesto formule C formula A.
Formula As je instanca prve aksiome u koju je umjesto formule B stavljena
formula A — A. Formula A3 se dobija po modus ponensu iz A; i Ao, for-
mula A, je instanca prve aksiome, u kojoj je umjesto formule B stavljena
formula A, a formula As dobija se primjenom modus ponensa na formule
As i Ay. Po definiciji pojma dokaza, to zna¢i da je formula A — A teorema
iskaznog racuna. <

U implikaciji oblika A — B, formula A je antecedens, a formula B kon-
sekvens. Teorema dedukcije omoguéava da implikaciju A — B dokazemo
tako Sto antecedens prenesemo u prtpostavke i dokazemo konsekvens. U
matematici najcesée tako i rasudujemo: pretpostavimo neko tvrdenje A,
dokazemo njegovu posljedicu B i zaklju¢imo tvrdenje A — B. Teorema
dedukcije potvrduje formalnu legitimnost takvog rasudivanja.

Teorema dedukcije

Na osnovu aksioma implikacije, moze se dokazati sledec¢e pravilo za do-
kazivanje implikacije tj. teorema dedukcije:

A+ B
'rA— B

za svaki skup formula I i proizvoljne formule A i B. Ovo pravilo se mozemo
procitati i na gore: ako I' - A — B, slabljenjem imamo I'/ A+ A — B, pa
zbog I'; A+ A, po modus ponensu dobijamo I',; A - B.

Na taj nac¢in dobili smo dvostrano pravilo koje pretpostavke prenosi u
antecedens i obratno, antecedens prenosi u pretpostavke: za svaki skup for-
mula I i proizvoljne formule A i B,

A B
TFA- B
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TEOREMA O TRANZITIVNOSTI IMPLIKACIJE: za sve formule A, B i C,

F(A—-B)—= ((B—=C)—= (A= ().

DokAz. Primjenom dvostranog pravila za implikaciju, antecedense re-
dom prenesemo u pretpostavke:

F(A—-B)—= (B—=C)— (A= ().
A—-BF(B—-C)— (A—=0),
A—- B, B—-CkFHA—C,
A—B,B—C AFC.

Sada iz pretpostavki A — B, B — C i A treba dokazati C. Po definiciji
dokaza, dokaz formule C' iz pretpostavki A — B, B — C i A je niz formula

(A,A— B,B,B— C,C).

Sada preostaje da, primjenom teoreme dedukcije, pretpostavke vratimo u
antecedens, pa u tri koraka dobijamo da zakon tranzitivnosti implikacije
jeste teorema iskazne logike. <

Ako je Aq,...,A,, n > 1, dokaz formule A iz pretpostavki I', kazemo da
formula A ima dokaz duzine n iz pretpostavki I'.

TEOREMA DEDUKCIJE: Ako je I', A, B skup formula,

I'A—B = T,AFB.

Dokaz. Teoremu dokazujemo indukcijom po duzini dokaza formule B
iz pretpostavki I', A.

Pretpostavimo I'; A F B, tj. da postoji dokaz (B, ..., By), duzinen > 1,
formule B iz pretpostavki I', A. Tvrdimo da ' A — B.

Ako je n = 1, onda je formula B aksioma ili pripada skupu formula I', A.
Ako je formula B aksioma ili pripada skupu I', onda

I'-B (pravilo slabljenja)
I'-B— (A— B) (aksioma implikacije)
I'-A— B, (modus ponens)

a ako je B formula A, onda po teoremi tautologije, ' H A — B.

Neka je n > 1 prirodan broj. Pretpostavimo da (induktivna pretpos-
tavka) ako formula C' ima dokaz iz pretpostavki I', A duzine k < n, onda
' A — C, za svaku formulu C.
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Pretpostavimo sada da formula B ima dokaz (Bji,...,Bp+1), duzine
n+ 1, iz pretpostavki I') A. Po definiciji dokaza, formula B = B,y je
aksioma ili pripada skupu I', A ili po modus ponensu sledi iz formula B; i
Bj, za neke 7,7 < n. Ako je formula B aksioma ili pripada skupu I', A,
postupamo isto kao u slucaju n = 1. Ako je formula B dobijena po modus
ponensu iz formula B; i Bj, za neke i,j < n, gde je B; = (B; — B), po
induktivnoj pretpostavci

I'-A— (B; — B).
Po drugoj aksiomi za implikaciju i po pravilu slabljenja imamo
'-(A—(B;—B))— ((A— B;) » (A— B)),
odakle se dvostrukom primenom modus ponensa dobija I' H A — B, ¢ime
je teorema dedukcije u potpunosti dokazana. <

Pravilo supstitucije i pravilo sjecenja

Umjesto u obliku shema, aksiome iskazne logike se mogu zadati samo
instancama svake od shema, ali se u tom slu¢aju, pored modus ponensa,
mora pretpostaviti jo§ jedno pravilo zaklju¢ivanja - pravilo supstitucije.

Iskazna logika sa supstitucijom je formalni sistem ¢ije su aksiome:

A1 sp— (51— S0),

As sp(— (s1 = s2)) = ((so — s1) = (s0 = $2)),
Az (so A s1) — So,

Ay (so A s1) — s1,

As  sp— (s1 = (so A s1)),

As  so— (soV s1),

A7 51— (soV s1),

Ag  (so — s2) = ((s1 = s2) = ((s0 V 1) — s2)),
Ag  —so — (so — s1),

Ao (so — s1) = ((so = —s1) — —so)

A soV 8o,

a pravila zaklju¢ivanja modus ponens i pravilo supstitucije:

A(p17p27 s ,pn)
A(A17A27' . '7An)
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gde je A(A1, A, ..., Ay) formula koja se iz formule A dobija zamjenom svih
javljanja elementarnih iskaza p1, po, ..., pn formulama Aq, As, ..., A,. Neka
Fs A oznacava da je formula A teorema iskazne logike sa supstitucijom.

ZADATAK 1. Dokazati da za svaku formulu A,
FA & 4 A.

Uputstvo: Svaka instanca aksiome iskazne logike moze se dobiti prim-
jenom pravila supstitucije na odgovarajuéu aksiomu A;, pa se svaki dokaz
u iskaznoj logici moze prevesti u dokaz u iskaznoj logici sa supstitucijom.
Da bi se dokazalo obratno, treba prvo dokazati da u svakom dokazu prav-
ila supstitucije i modus ponensa mogu da promijene poredak, tako da se
supstitucija uvijek vrsi na aksiomama.

ZADATAK 2. Dokazati da u iskaznoj logici sa supstitucijom ne vazi teo-
rema dedukcije.

ZADATAK 2. Pravilo sjecenja: Na osnovu teoreme dedukcije, dokazati
pravilo

YA T,AFB
STFB

za proizvoljne formule A, B i skupove formula X, T'.

Specifiénost ovog pravila je u tome $to formula A koja se javlja u pret-
postavkama nestaje u zakljucku, pa se iz tog razloga ovo pravilo naziva
pravilom sjecenja.

Ako se medu pravilima zaklju¢ivanja nalazi pravilo sjec¢enja, koje nije
moguce eliminisati, rekonstrukcija pretpostavki iz kojih je dati zakljucak do-
bijen prakti¢no nije moguca. Stoga, eliminacija sjecenja predstavlja kljuéni
problem u formalnim sistemima, pogotovo u sistemima gencenovskog tipa.

Posljedice aksioma konjunkcije

TEOREMA 1. Pravilo konjunkcije: Ako je X2 skup formula, za proizvoljne
formule A i B,

YHFA YEB
Y>HFAAB
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DoxkAz. Iz treée aksiome A — (B — (A A B)) i pretpostavki ¥ - A i
¥ F B, dvostrukom primjenom modus ponensa, dobijamo ¥ - A A B, tj.
pravilo konjunkcije vazi na dolje.

Ako ¥ + A A B, iz prve aksiome konjunkcije (A A B) — A, po modus
ponensu, dobijamo ¥ F A, a iz druge aksiome konjunkcije (A A B) — B,
po modus ponensu, dobijamo X+ B. To znac¢i da pravilo konjunkcije vazi i
kada se ¢ita na gore. <

Na osnovu pravila konjunkcije mozemo zakljuciti da je konjunkcija AA B
dokazana ako i samo ako su dokazana oba konjunkta A i B.

ZADATAK 1. Dokazati teoreme o komutativnosti i asocijativnosti kon-
junkcije. Dokazati da - A <> A A A, za svaku formulu A.

ZADATAK 2. Dokazati teoremu infimuma: za sve formule A, B i C,

F(C — A)— ((C— B)— (C— (AAB))).

ZADATAK 3. Dokazati teoremu o konjunkciji pretpostavki: za proizvoljne
formule A i B,

FA—= (B—=0C))+ (AANB)—C).
ZADATAK 4. Dokazati pravilo o konjunkciji pretpostavki: za svaki skup
formula ¥ i proizvoljne formule A, B i C,

Y, A,BFC
S, AABFC

Posljedice aksioma disjunkcije

TEOREMA 1. Iz aksioma disjunkcije slijedi dvostrano pravilo disjunkcije
ili pravilo dokazivanja po slucajevimas:

IAFC T,BFC
T,AVBFC

za svaki skup formula I' i proizvoljne formule A, B i C.
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DokAz. AkoT'AFCiT, Bt C, po teoremi dedukcije, I' - (A — C) i
' (B — C). Na osnovu trec¢e aksiome disjunkcije

'-(A-0C)—»(B—-0C)— ((AvB)—(C)),

po modus ponensu, dobijamo formulu I' - (A vV B) — C, pa kona¢no, na
osnovu teoreme dedukcije, I', AV B+ C'. Dakle, pravilo disjunkcije vazi na
dolje.

Da bi smo dokazali pravilo na gore, dokazimo da vazi teorema
F((AvB)—=C)— (A= C)AN(B—C(C)),

za sve formula A, B i C.

Po teoremi dedukcije i pravilu za dokazivanje konjunkcije, na osnovu
pretpostavke (A V B) — C, treba dokazati formule A - Ci B — C. U
prvom sluc¢aju redom imamo:

Ai=A— (AVB) (aksioma),
As=(AVB)—=C (pretpostavka),
A3 =(A— (AVB)) = ((AVvB) = C)— (A—(C))
Ay=((AVB) = C)—= (A—=C) (modus ponens),
As=A—=C (modus ponens),

gdje je As instanca teoreme tranzitivnosti. Na isti nacin, polazeéi od druge
aksiome disjunkcije, iz pretpostavke (A V B) — C, dobijamo B — C.

AkoT', AV B+ C, po teoremi dedukcije I' - (AV B) — C, pa na osnovu
upravo dokazane teoreme, ' A - Cil'FB—>C,tj. [JA-Cil',BFC.
Dakle, pravilo disjunkcije vazi na gore. <

ZADATAK 1. Dokazati teoreme o obostranoj distributivnusti konjunkcije
i disjunkcije: za proizvoljne formule A, B i C,

F((AAC)V (BAC)) & ((AV B)AC),
F((AVC)A(BVC)) & ((ANB)VO).

Posljedice aksioma negacije

TEOREMA 1. Pravilo za dokazivanje negacije: Ako je 3 skup formula,
za proizvoljne formule A i B,

[AFB T,AF -B
TF-A
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Dokaz. AkoI', A Bil'AF —B, po teoremi dedukcije, ' A — B i
I' = A — = B. Otuda, na osnovu druge aksiome negacije

'-(A— B)— ((A— —-B) = -A),

po modus ponensu, dobijamo I' - = A, pa pravilo negacije vazi na dolje.
Obratno, ako I' F = A, na osnovu prve aksiome negacije

I'--A— (A— B),

mora biti ' H A — B, tj. I', A+ B. Ako u prvoj aksiomi negacije, umjesto
formule B, stavimo formulu =B, dobijamo I', A = =B, pa pravilo negacije
vazi na gore. <

TEOREMA SLABE KONTRAPOZICIJE: Za proizvoljne formule A i B,
F(A— B) = (=B — —A)).

Doxkaz. Prema teoremi dedukcije, treba dokazati A — B,—B F —A, tj.
po pravilu za dokazivanje negacije, iz pretpostavki A — B,—B i A, treba
dokazati kontradikciju. Ocigledno, iz ovih pretpostavki slijede formula B i
formula -B. <

ZADATAK 1. Koristeci pravilo za dokazivanje negacije, dokazati teoremu
slabe dvojne negacije: = A — —— A, za svaku formulu A.

ZADATAK 2. Dokazati modus tolendo tolens ili kra¢e modus tolens:

—|B, A— B
-A

Modus (oblik, na¢in) tolendo tolens (pori¢uéi pori¢em) je pravilo zakljuéi-
vanja u kome pori¢ué¢i u maloj premisi poricemo zakljucak.
Zakon iskljucenja treceg

Preostalo nam je da razmotrimo posljedice poslednje aksiome iskazne
logike. To je zakon iskljucenja treéeg: za svaku formulu A,

AV —A.
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Posljedice ovog zakona su predmet opSirnih rasprava u logici i matema-
tici. Zna se da su anticki logic¢ari znali za zakon iskljucenja treéeg, ali nije
poznato da li su ga koristili u matematici. Prvu zabunu oko ovog zakona,
krajem devetnaestog vijeka, izazvao je jedan dokaz Davida Hilberta, u kome
se on pozvao na zakon iskljucenja treceg.

Kako pokusaji matematicara da dokazu tvrdenje A, o postojanju jedne
funkcije, dugo nisu dali ploda, Hilbert je pretpostavio —A, tj. da takva funk-
cija uopste ne postoji. Otuda je lako dobio kontradikciju, tj. da nije —A.
Pozivajuéi se na zakon iskljucenja treceg, zakljucio je A, tj. zakljucio je da
je dokazao egzistenciju spomenute funkcije. Buduéi da uops$te nije odredio
trazenu funkciju, veéina matematicara se pobunila, tvrdeéi da se egzistenci-
ja nekog matematickog objekta moze dokazati samo njegovom eksplicitnom
konstrukcijom.

PRIMJER 1. Prva posljedica zakona iskljucenja treéeg je teorema jake
dvojne negacije: = ~—A — A, za svaku formulu A

Po teoremi dedukcije, treba dokazati da AV—-A,——A F A. Sada mozemo
primijeniti pravilo dokazivanja po slucajevima. Prvi slucaj A,——A F A je
ocigledan, a drugi —=A,—~—A F A vazi, buduéi da se iz protivre¢nih pret-
postavki —=A i =(—A), po pravoj aksiomi negacije, moze dobiti bilo koja
formula, pa dakle i formula A. <

PRIMJER 2. Druga vazna posljedica zakona iskljucenja treéeg je teorema
jake kontrapozicije: za proizvoljne formule A i B,

|—(—\B—>—\A)—)(A—>B).

Po teoremi dedukcije, treba dokazati =B — —A, A + B, tj. po jakom
zakonu dvojne negacije, treba dokazati =B — —A, A F =—B. Po pravilu
za dokazivanje negacije, iz pretpostavki =B — —A, A i =B, treba dokazati
kontradikciju, a to su ocigledno formule A i —A. <

ZADATAK 1. Ako se pretpostavi zakon dvojne negacije, moze se dokazati
zakon iskljucenja treceg.

ZADATAK 2. Na osnovu zakona iskljucenja trec¢eg i ostalih aksioma, moze
se dokazati druga aksioma negacije.

ZADATAK 3. Koristedi zakon iskljucenja treéeg, dokazati
F((AvB)— AV ((AVB)— B),

za proizvoljne formule A i B.
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Sintaksna svojstva ekvivalencije

Formule A i B su sintaksno ekvivalentne ako - (A — B) A (B — A).
Kao i ranije, navedenu formulu oznacavamo sa A <+ B i tako dobijamo novi
iskazni veznik ekvivalenciju. On nije isto §to i semanticka ekvivalencija, osim
ako imamo dokazanu teoremu potpunosti ili, kao aksiomu, zakon iskljucenja
treeg. U slede¢im zadacima navedene su neke njegove osobine, formulisana
je teorema o supstituciji ekvivalenata i jedno pravilo koje nam sluzi da, po
potrebi, pretpostavke u dokazu zamenimo ekvivalentnim pretpostavkama.

ZADATAK 1. Za sve formule Ai B, (A < B) —» (A < —-B), a uz
pretpostavku zakona iskljuéenja treceg, vazi i obratna implikacija.

Formula (A <+ B) «++ ((AA B) V (A A —B)), za proizvoljne formule A
i B je teorema iskazne logike, ali se implikacija sa leva na desno ne moze
dokazati bez pozivanja na zakon iskljucenja treceg.

ZADATAK 2. Dokazati da za proizvoljne formule A, B i C,
F(B+ C)— (A« A(B/C)),

gde je A(B/C) formula koja se iz A dobija zamenom nekog, moguée nijednog
i ne obavezno svih, javljanja formule B sa formulom C.

Za zadate formule B i C', tvrdenje se dokazuje indukcijom po slozenosti
formule A i u tom dokazu ne koristimo zakon iskljuc¢enja treéeg. Kada
formula A ima oblik negacije, koristimo teoremu iz prethodnog zadatka.

ZADATAK 3. Dokazati pravilo o supstituciji ekvivalentnih pretpostavki:

IAFC S+A©B
[,%,BFC

De Morganovi zakoni

De Morganove zakoni sastoje se od dvije teoreme oblika ekvivalencije,
tj. od Cetiri teoreme oblika implikacije. Jedino implikaciju

F=(AAB)— (-AV-B),

nije moguce dokazati bez koriS¢enja zakona iskljucenja treéeg. Zapravo, u
dokazu ove teoreme, treba koristiti jaki zakon dvojne negacije.
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ZADATAK 1. Ne koristeéi zakon iskljucenja treceg, dokazati prvi De

Morganov zakon:
F=(AV B) + (mAA-B),

za proizvoljne formule A i B.

ZADATAK 2. Koristeéi zakon iskljucenja treceg, dokazati drugi De Mor-

ganov zakon:
F=(AAB) <+ (mAV-B),

za proizvoljne formule A i B.

PRrRIMJER 1. Koristeéi zakon dvojne negacije, dokazati Persov zakon:
F(A—B)—A)— A,

za proizvoljne formule A i B.

Po teoremi dedukcije, iz pretpostavke (A — B) — A, treba dokazati
A, tj. po zakonu dvojne negacije, treba dokazati -—A. Prema pravilu za
dokazivanje negacije, iz (A — B) — A i —A, treba dobiti kontradikciju.
Zbog aksiome negacije A — (A — B), po modus ponensu, dobijamo A —
B, tj. dobijamo A, dok —A veé¢ imamo. <

Aksiome implikacije i Persov zakon od logic¢kih veznika sadrze samo im-
plikaciju. Te formule aksiomatizuju implikativni fragment iskaznog racuna,
tj. sve teoreme koje u sebi sadrze samo implikaciju.

ZADATAK 3. Bez pozivanja na zakon iskljucenja treceg, dokazati negirani
zakon iskljucenja treéeg: F ——(AV —A), za svaku formulu A.

ZADATAK 4. Za formulu A koja ima oblik negacije, ne koristeé¢i zakon
iskljucenja treéeg, dokazati jaki zakon dvojne negacije - -—A — A.

Svi logicki zakoni koje smo dokazali pretpostavljajuéi zakon iskljucenja
tre¢eg ne mogu se dokazati bez pozivanja na taj zakon. Ali dokaz da smo
zakon iskljucenja treceg koristili samo kada smo to zaista i morali uopste
nije jednostavan. O tome ¢e biti re¢i u okviru rasprave o intuicionistickom
iskaznoj logici.

ZADATAK 5. Ako se pretpostavi zakon iskljucenja treéeg, implikacija
postaje materijalna, tj. za proizvoljne formule A i B,

FA— B« -AVB.

Zadatak pokazuje da se, uz zakon iskljucenja treceg, neki logicki veznici
mogu definisati polazeéi od drugih. Ali, to vazi samo u klasi¢noj semantici,
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kako smo je mi definisali, ali ne i kada se logicki veznici shvate drugacije.
Primjer takvog shvatanja je intuicionisticka logika, o kojoj ¢emo upravo
otvoriti raspravu.

ZADATAK 6. Neka je A iskazna formula. Postoji formula A’ u kon-
junktivnoj normalnoj formi takva da je = A <+ A’ i postoji formula A” u
disjunktivnoj normalnoj formi takva da je - A «+ A” .

Uputstvo: Na osnovu prethodnog zadatka, mozemo prvo pretpostaviti
da se u formuli A ne javlja implikacija, a zatim, na osnovu De morganovih
zakona i zakona dvojne negacije, da se u formuli A negacija javlja samo
uz iskazna slova. Koriste¢i teoreme obostrane distributivnosti konjunkcije
i disjunkcije dobijamo konjunktivnu (disjunktivnu) normalnu formu date
formule.

Intuicionisticka logika

Kada iz spiska aksioma eliminiSsemo zakon iskljuc¢enja teleg, preostale
aksiome, sa modus ponensom kao pravilom izvodenja, ¢ine intuicionisticku
iskaznu logiku. Da bi se istakla razlika ta dva logicka sistema, prethodna
logika naziva se klasi¢na iskazna logika. Opstije, matematicka rasudivanja
koja se pozivaju na zakon iskljucenja treéeg nazivaju se klasi¢nim, a ona koja
opravdanost tog argumenta negiraju su intuicionisticka.

PRIMJER 1. Dokazati da postoje iracionalni brojevi a i 3 takvi da je o®
racionalan broj.
Dokaz. Klasiéni matematicar bi mogao rasudivati na sledeéi nacin: broj
2 ... . ye e . 2. .
\/if ili jeste racionalan ili nije. Ako broj \@f jeste racionalan, onda su

trazeni brojevi a = v/2i f = v/2, a ako taj broj nije racionalan, o = ﬂf
i B=1/2 su trazeni brojevi. Dakle, postoje postoje iracionalni brojevi o i
§ takvi da je af racionalan broj. <

Za intuicionistu, takvo rasudivanje je potpuno neprihvatljivo, buduéi da
uopse nismo odredili brojeve koji zadovoljavaju trazeni uslov. Primijetimo

da postoji dokaz da broj \/5\[ zaista nije racionalan.

Tlustracije radi, dokaza¢emo da se zakon iskljuc¢enja tre¢eg ne moze dobiti
iz preostalih deset aksioma iskazne logike.

TEOREMA 1. Formula p V —p nije dokaziva u intuicionisticko]j logici.
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DokAz. Za dokaz ove teoreme neophodno je da bitno promijenimo nasu
semantiku. Dopusti¢emo da iskaz moze biti istinit, lazan ili nesto trece. To
tre¢e dopustamo upravo stoga Sto zelimo da zaobidemo zakon iskljucenja
treceg. Svakako, sa tom promjenom, nuzna je i promjena definicije znacenja
logickih veznika.

Skup vrijednosti istinitosti progiri¢emo jos jednim elementom koji ozna-
¢avamo sa 1/2. Dakle, taj skup je sada 3 = {0,1/2,1}. Dokaza¢emo da sve
intuicionisticki dokazive formule imaju vrijednost jedan, a da to nije slucaj
i sa formulom p V —p. Da bi se definisalo znacenje formule u trovrednosnoj
logici, neophodno je zadati definicije istinitosti logi¢kih veznika:

v(p) wv(g) | v(=p) v(pAg) vipVg) vip—q)

0 0 1 0 0 1

0o 1/2| 1 0 1/2 1

0 1 1 0 1 1
1/2 0 0 0 1/2 0
1/2 1/2| 0 1/2 1/2 1
1/2 1 0 1/2 1 1

1 0 0 0 1 0

1 12| o0 1/2 1 1/2

1 1 0 1 1 1

za svaku 3-valuaciju v : P — 3. Formula je 3-tautologija ako ima vrijed-
nost jedan za svaku 3-valuaciju iskaznih promjenljivih. Tvrdimo da je svaka
intuicionisticki dokaziva formula 3-tautologija.

Naime, sve aksiome intuicionistickog iskaznog racuna su 3-tautologije.
To se provjerava konstrukcijom tablice svake od deset aksioma. Kako modus
ponens ¢uva 3-tautologije, a to slijedi neposredno iz tablice za implikaciju,
svaka dokaziva formula je 3-tautologija.

Ostaje jos da naglasimo da formula pV—p ima vrijednost v(pV—-p) = 1/2,
za svaku valuaciju v, za koju je v(p) = 1/2, §to znaci da nije 3-tautologija,
tj. da nije dokaziva u intuicionistickoj iskaznoj logici. <

ZADATAK 1. Svaka 3-tautologija je klasi¢na tautologija.

Vazno je naglasiti da nije svaka 3-tautologija dokaziva u intuicionistic-
koj iskaznoj logici. Na primjer, formula —pV ——p jeste 3-tautologija, ali nije
intuicionisticki dokaziva. Dakle, intuicionisticka iskazna logika je korektna,
ali nije i potpuna u odnosu na 3-tautologije. Semantika u odnosu na koju
ona jeste potpuna prevazilazi okvire nasih razmatranja.
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ZADATAK 2. Poznato je da slededéi klasi¢ni logicki zakoni nisu dokazivi u
intuicionistickoj logici: =—p — p, pV-p, —pV-—p, (—g = —p) = (p — q),
—(pAq) = (—pV —q), za proizvoljne elementarne iskaze p i q.

Provjeriti koji od navedenih zakona jesu 3-tautologije. Naglasavamo da
prethodne tautologije nismo dali u obliku shema formula. Na primjer, neke
instance formule -—A — A mogu biti intuicionisticke teoreme: ako je A
oblika =B, dobija se intuicionisti¢ki dokaziva formula =———B — —B.

Teorema potpunosti iskazne logike

Dosadasnja izlaganja svojstava iskaznog racuna dovoljna su nam da iz-
lozimo nekoliko dokaza teoreme potpunosti: Svaka tautologija je teorema.

Izlozi¢emo tri dokaza teoreme potpunosti. Prvi je otkrio Emil Post, dva-
desetih godina proslog vijeka i sustina tog dokaza sastoji se u formalizaciji
tablice iskazne formule. Drugi pociva na ideji kompletiranja neprotivreénog
skupa formula i ta se ideja javlja se u dokazima teoreme potpunosti skoro
svih formalnih sistema. Treéi dokaz otkrio je Pol Bernajs, on je zacudujucée
kratak i po duhu blizak prvom dokazu.

Pokaza¢emo da svakom redu tablice formule A(pi,...,p,) odgovara
jedan dokaz formule A, ako formula A ima vrijednost jedan, tj. formule
—A, ako formula A ima vrijednost nula. Pretpostavke tog dokaza sastoje se
od iskaznih slova p1, ..., p, ili njihovih negacija: ako slovo p; ima vrijednost
jedan, onda je pretpostavka p;, a ako slovo p; ima vrijednost nula u tom
redu tablice, pretpostavka je —p;, za sve 1 < i < n.

Da bi smo razradili i potvrdili ovu ideju, vrati¢emo se na tablice iskaznih
veznika:

v(A) v(B) | (AANB) v(AVB) v(A— B) v(-4A)
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 0

za svaku valuaciju v € 2% i proizvoljne formule A i B.

Za zvaku valuaciju v € 2F, neka je AV formula A ako je v(A) = 1, a ako
je v(A) =0, neka je AV formula —A.
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TEOREMA O TABLICI ISKAZNIH VEZNIKA: Za proizvoljne formule A i B,
A", B+ (AN B)Y,
AY.B"+ (AV B)",
A" B+ (A — B)Y,
H(=4)",
za svaku valuaciju v € 27,

DokAz. Teorema tvrdi da svakom redu tablice iskaznog veznika odgo-
vara jedno tvrdenje oblika AV, BY - C. Takvih tvrdenja ima ¢etrnaest — po
¢etiri za konjunkciju, disjunkciju i implikaciju, kao i dva za negaciju.

Na primjer, kada ¢itamo treéi red tablice konjunkcije, dobijamo tvrdenje

A,-BF —(ANAB).

Po pravilu za dokazivanje negacije, iz pretpostavki A,—~B i A A B, treba
dokazati kontradikciju. Zbog A A B i aksiome (A A B) — B, po modus
ponensu, imamo B, dok =B veé¢ imamo kao pretpostavku. Na slican nacin,
dokazujemo i preostala tri tvrdenja koja se odnose na konjunkciju.

Kada ¢itamo prvi red tablice disjunkcije, dobijamo tvrdenje

~A,~BF ~(AV B).

Po pravilu za dokazivanje negacije, iz pretpostavki =A,—-B i AV B, treba
dokazati kontradikciju. Po pravilu disjunkcije, kontradikciju treba dokazati
iz pretpostavki —A,—~B i A, kao i iz pretpostavki —-A,-B i B, a to je u
oba slucaja ve¢ imamo. Sli¢no dokazujemo i preostala tri tvrdenja koja se
odnose na disjunkciju.

Kada ¢itamo treéi red tablice implikacije, dobijamo tvrdenje

A,~Bt+ —(A = B).

Po pravilu za dokazivanje negacije, iz pretpostavki A,—-B i A — B, treba
dokazati kontradikciju, a to je o¢igledno. Sli¢no se dokazuju i preostala tri
tvrdenja koja se odnose na implikaciju.

Konacno, kada ¢itamo tablicu negacije, iz prvog reda dobijamo tvrdenje
—AF —A, a iz treteg reda, tvrdenje A - -—A. Oba su oc¢igledna. <

Sada mozemo formulisati teoremu o dokazivosti tablice formule iskaz-
nog ra¢una. Prije nego $to predemo na izlaganje ove teoreme, podsje¢amo
da oznaka A(p1,...,p,) podrazumijeva da su sva slova formule A, neka od
iskaznih slova p1,...,p, € P.
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TEOREMA O TABLICI: Ako je A(pi,...,pn) formula iskazne logike,
p"f?"'?p/l?fL'_A’U?
za, proizvoljnu iskaznu formulu A(py,...,p,) i svaku valuaciju v € 2%.

DokAz. Neka je v € 2F proizvoljna valuacija iskaznih slova. Teoremu
dokazujemo indukcijom po slozenosti formule A. Ako je A iskazno slovo p;,
onda p} F p?, za svako 1 < i < n.

Ako je A formula oblika B A C, po induktivnoj pretpostavci i teoremi o
tablicama iskaznih veznika

piy...,ppEBY pi,...,p,ECY B, C'F A",
pa dvostrukom primjenom pravila sjetenja dobijamo

py,...,pp =B B, C"F A"
py,...,pp,CV A py,....ppHC?
py,...,ppHAY

Na isti na¢in postupamo kada formula ima oblik disjunkcije ili imp-
likacije, pa preostaje jos sluc¢aj kada formula A ima oblik —=B. Po induktivnoj
pretpostavci, py,...,py F BY.

Ako v(A) =0, onda v(B) =1, pa

piy...,pp B,

Piy...,py F B,
Dis-..,py DA
Ako v(A) =1, onda v(B) =0, pa

piy... 0 B,

Piy...,pp A

To znaci da vazi py,...,py = AY, §to je i trebalo dokazati. <

Umesto teorema o tablici, u literaturi se ova teorema naziva i Kalma-
rovom lemom. To bi znacilo da dokaz teoreme potpunosti iskazne logike,
o kome ovde govorimo, nije bilo opravdano pripisati Emilu Postu, koji se
u svom dokazu oslanjao na konjunktivnu normalnu formu iskazne formule.
Kako su pojmovi tablice i konjunktivne normalne forme bliski, a Postov
dokaz znatno stariji, dokaz smo po njemu nazvali.
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DOKAZ TEOREME POTPUNOSTI: Konaé¢no, iz teoreme o dokazivosti tab-
lice slijedi teorema potpunosti iskaznog racuna. Naime, ako je A tautologija
¢ije su sve iskazne promjenljive pi,...,pn, n > 1, prema teoremi o doka-
zivosti tablice, formula A ima 2" dokaza u kojima su pretpostavke samo
iskazne promjenljive ili njihove negacije. Te dokaze razvrstavamo po paro-
vima tako da se svaki par razlikuje samo kod promjenljive p;: u jednom
dokazu javlja se pi, a u drugom —p;. U svakom od tih 2"~! parova dokaza
primenimo pravilo za uvodenje disjunkcije i dobijamo novi dokaz u kome se
kao pretpostavka javlja p; V —p1, a nju mozemo izbrisati, buduéi da se radi
o aksiomi iskaznog ra¢una. Tako se dobija 2"~! dokaza formule A u kojima
se kao pretpostavka vise ne javlja ni promjenljiva p;, a ni njena negacija.
Jasno, ponavljanjem ovog postupka mogu se ukloniti sve pretpostavke, pa
se tako dobija dokaz tautologije A bez ikakvih pretpostavki. To znac¢i da
tautologija A jeste teorema iskaznog racuna. <

Naglasavamo da je navedeni dokaz teoreme potpunosti neposredan uto-
liko Sto za datu tautologiju konstuiSsemo njen formalni dokaz. U narednim
razmatranjima izlozi¢emo i jedan posredan dokaz teoreme potpunosti tako
§to ¢emo povezati pojmove potpunosti i korektnosti iskazne logike, sa poj-
movima konzistentnog i zadovoljivog skupa formula. Ta veza je posebno
znacajna zato Sto neposredan dokaz teoreme potpunosti predikatske logike,
poput prethodnog dokaza, uopste ne postoji.

Opsta teorema potpunosti iskazne logike

1z teoreme korektnosti i teoreme potpunosti slijedi da su pojmovi teoreme
i tautologije ekvivalentni, tj. da vazi ekvivalencija

FA & EA,

za svaku iskaznu formulu A.

Kako smo nagovijestili, izlozi¢emo jo$ jedan oblik teoreme potpunosti,
¢iji dokaz ima uopstenje u predikatskoj logici. Da bi istakli njegov znacaj,
taj oblik teoreme nazivamo opStom teoremom potpunosti.

Izlaganje pocinjemo podsje¢anjem na definicije pojmova konzistentnog
zadovoljivog i skupa formula. Treba primetiti da smo pojam konzistentnog
skupa formula ranije definisali pozivajué¢i se na semantiku, dok ovde gov-
orimo o njegovoj sintaksnoj definiciji. (U odeljku o logickim posljedicama
vidjeti Zadatak 1.)
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— Skup formula I' je konzistentan ako ne postoji iskazna formula A, za
koju istovremeno vazi I' - Ai T+ —A.

— Skup formula I' je zadovoljiv ako postoji valuacija iskaznih promjenlji-
vih za koju su sve formule iz I istinite.

Formula A je tautologija ako i samo ako skup {—A} nije zadovoljiv.

ZADATAK 1. Opsta teorema korektnosti: Ako I' = A, onda I' = A, za
svaku formulu A i svaki skup formula I".

Kao i teorema korektnosti, opSta teorema korektnosti dokazuje se induk-
cijom po slozenosti dokaza formule A iz hipoteza I'. Sada bazu indukcije
¢ine aksiome iskazne logike i formule skupa I', a induktivni korak je modus
ponens.

OPSTA TEOREMA POTPUNOSTI: Skup iskaznih formula je zadovoljiv ako
i samo ako je konzistentan.

Dokaz. Dokazimo da je svaki zadovoljiv skup formula konzistentan.
Pretpostavimo suprotno, tj. da I' nije konzistentan skup formula i neka je
v € 2F valuacija za koju su sve formule iz I istinite. Zbog nekonzistentnosti
skupa I', postoji formula A takva daI' - A i I' - —A, pa opStoj teoremi
korektnosti, imamo v(A) = 11iwv(—=A) =1, a to nije moguce.

Ovdje ¢emo prekinuti dokaz stava potpunosti da bi smo prvo izlozili

njegovu ideju, zatim dokazali njegove neophodne pretpostavke i na kraju
izlozili sam dokaz.

IDEJA DOKAZA: Pretpostavimo da je I' konzistentan skup. Treba odre-
diti valuaciju v € 2F, za koju su sve formule iz I istinite. Buduéi da svaka
valuacija koja zadovoljava skup I', zadovoljava i svaku njegovu posljedicu,
ako I' F p treba staviti v(p) = 1, tj. ako I' = —p, treba staviti v(p) = 0, za
svako p € P. Ali, ako nije ni I' - p, a ni I' - —p, za neko p € P, onda skup
I" treba prosiriti tako da se u tom smislu izjasni.

TEOREMA 1. Bar jedan od skupova I'; A ili I'; = A je konzistentan, za
svaku formulu A i svaki konzistentan skup formula I'.

DokAz. U suprotnom, po pravilu za dokazivanje negacije, imali bi smo
I'—-AilF =—A, a to nije moguée, buduéi da je I" konzistentan skup
formula. <

Kompletni skupovi formula

Konzistentan skup formula X je kompletan, ako ¥ - A ili ¥ F —A, za
svaku iskaznu formulu A.
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TEOREMA 1. Svaki konzistentan skup formula ima kompletno proSirenje.

Dokaz. Neka je I' konzistenntan skup. Skup F' svih iskaznih formula je
prebrojiv i neka je (A1, A, As,...) jedno prebrojavanje skupa F. Polazedi
od skupa I', konstruiS§emo niz konzistentnih skupova

(To, ', Ty, . .0),

takav da I'yy C I'y41, za svako n > 0.

Neka je I'yp =T, i neka je konzistentan skup I',—1, n > 0, konstruisan.
Prema prethodnoj teoremi, bar jedan od skupova I'y,_1, A, ili [',,_1, A,
je konzistentan, pa neka je konzistentan skup I',, jedan od tih skupova. Po
konstrukciji, I'y, C I'y41, za svako n > 0.

Neka je T = Unso'n- Jasno, I' C T. Kako niz (A1, Ay, Az, ... ) sadrzi sve
formule, A € I' ili =A € I, za svaku formulu A, pa ako jeste konzistentan,
skup T je kompletan i sadrzi dati konzistentan skup T.

Manje ocigledno je da skup I jeste konzistentan, buduéi da je napravljen
kao beskona¢na unija konzistentnih skupova. Pretpostavimo suprotno, da
postoji formula A, takva T F A i T - —A.

Niz (Aj, A, As, ...) sadrzi sve iskazne formule, pa dakle i sve formule
dokaza A i dokaza —A iz pretpostavki I. Dokazi su konaé¢ni nizovi, pa
postoji prirodan broj m > 0, koji je veéi od indeksa svake od formula, koje
se javljaju u dokazima za A i A iz pretpostavki I'. Niz I',,,n > 0, je rastudi,
paly,FAiT, F—-A, ato nije mogucée. <

Dokaz opste teoreme potpunosti

Kako se svaki konzistentan skup formula moze kompletirati, za dokaz
stava potpunosti, preostaje nam da dokazemo da je svaki kompletan skup
zadovoljiv.

TEOREMA 1. Ako je I' kompletan skup formula, postoji valuacija, za
koju su sve formule skupa I istinite.

DoxkAz. Ako je I kompletan skup formula, za svako iskazno slovo p € P,
I'Fpili T+ —p, pa neka je v(p) = 1 ako i samo ako I' F p. Tvrdimo da

v(A)=1 & TI'F A

za svaku iskaznu formulu A.
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Zbog kompletnosti skupa formula I', dovoljno je dokazati da, za svaku
formulu A,
v(A)=1 = T'F A

v(A)=0 = Tk -A.

Tvrdenje dokazujemo indukcijom po slozenosti formule A. Ako je A
iskazno slovi, tvrdenje vazi po definiciji valuacije v.

Neka formula A ima oblik BAC. Ako v(A) =1, onda v(B) =v(C) =1,
pa po induktivnoj hipotezi ' - Bi '+ C, odnosno ' - BAC, tj. T+ A.
Ako je v(A) = 0, bar jedna od formula B ili C' nije istinita, pa neka je to
formula B. Po induktivnoj pretpostavci I' = =B, pa kako - =B — —(BAC),
imamo I' F —A.

Neka formula A ima oblik BV C. Ako v(A) = 1, onda je bar jedna od
formula B ili C istinita. Neka je to formula B. Po induktivnoj pretpostavci,
'+ B, tj. ' v A Ako v(A) = 0, onda v(B) = 01 v(C) = 0, pa po
induktivnoj pretpostavci I' - =B i I' = =C. Koriste¢i De Morganove zakone,
dobijamo I' - —A.

Neka formula A ima oblik B — C. Ako v(A) = 1, onda v(B) = 0 ili
v(C) = 1. Po induktivnoj pretpostavci, I' - =B ili I' - C. Ako I' - =B,
zbog aksiome negacije =B — (B — ('), dobijamo I' - A. Ako I' - C, zbog
HC — (B — C), dobijamo T' + A.

Preostao je slucaj kada formula A ima oblik =B. Ako v(A) = 1, onda
v(B) = 0, pa, po induktivnoj pretpostavci, I' - =B, tj. ' = A. Akov(A) =0,
onda v(B) = 1, pa, po induktivnoj pretpostavci, I' - B. Otuda, zbog zakona
dvojne negacije - B — ——B, dobijamo I' F == B, pa kona¢no I' F = A. <«

DOKAZ OPSTE TEOREME POTPUNOSTI. Preostaje da zaklju¢imo da je
svaki konzistentan skup zadovoljiv.

Neka je I' konzistentan skup i I' njegovo kompletno prosirenje. Defini-
§imo valuaciju v € 2% tako da v(p) = 1 ako i samo ako I' - p. Prema
prethodnoj teoremi valuacija v zadovoljava I'. <

Posljedice opste teoreme potpunosti

Kao njegove prve posljedice, dokaza¢emo da iz opSte teoreme korektnosti
slijedi teorema korektnosti i da iz opSte teoreme potpunosti sledi teorema
potpunostiskazne logike.

LEMA 1. Iz pretpostavke da je svaki zadovoljiv skup konzistentan, slijedi
teorema korektnosti.
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Doxkaz. Ako je formula A teorema, {—A} je protivrecan skup (iz njega
su dokazive formule A i —A). Po pretpostavci, skup {—A} nije zadovoljiv,
pa v(A) = 1, za svaku valuaciju v € 27, tj. formula A je tautologija. <

LEMA 2. Iz ¢injenice da je svaki neprotivrecan skup formula zadovoljiv,
slijedi teorema potpunosti.

Doxkaz. Naime, ako je formula A tautologija, onda skup {—A} nije za-
dovoljiv, pa iz —A slijedi protivre¢nost. Otuda, po pravilu za dokazivanje
negacije, imamo F ——A, pa zbog teoreme o dvojnoj negaciji, imamo F A. <

TEOREMA KOMPAKTNOSTI: Ako je svaki konacan podskup skupa for-
mula I" zadovoljiv, I" je zadovoljiv skup formula.

DokAz. Ako skup I' nije zadovoljiv, prema optoj teoremi potpunosti,
on je protivrecan. Kako je dokaz protivrecnosti konacan, postoji konacan
protivrecan podskup od I'. <

ZADATAK 1. Dokazati da za svaki skup formula I' i svaku formulu A,

''-A & T'EA

ZADATAK 2. Neka je rije¢ je konac¢an niz nula i jedinica, a kao i ranije,
rije¢ v je pocetna podrijec rije¢i u ako postoji rije¢ w takva da je u = vw.
Druo je skup rijeci koji sa svakom rije¢i sadrzi i svaku njenu pocetnu podri-
jec. Beskonacna grana drveta T' je beskonacan niz nula i jedinica ¢iji svaki
konacan pocetni podniz pripada 1. Koristeéi stav kompaktnosti, dokazati
Kenihovu lemu: svako beskona¢no drvo ima beskona¢nu granu.

Podsjeéamo da smo u ranijim razmatranjima sa Con(I") oznacavali sve
posljedice skupa formula I'.

ZADATAK 3. Dokazati da operator Con ima sledeé¢a svojstva:
I' C Con(I),
Con(Con(T")) C Con(T'),
'Cc¥ = Con(I') C Con(Y),
Con(¥) € Ures,,, Con(I),
gdje je Xgn, skup svih kona¢nih podskupova skupa .
Skup formula ¥ je zatvorena teorija u iskaznoj logici ako Con(X) = X.
Skup formula I je skup aksioma teorije ¥ ako Con(I') = Con(X).

Teorija je konacno aksiomatska ako ima konacan skup aksioma.
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Skup formula I' je nezavisan ako za svaku formulu A € T, formula A nije
posljedica skupa formula I' — {A}.

Relacija v = ¥, oznacava da valuacija v € 27 zadovoljava skup .

ZADATAK 4. Ako je I' je skup aksioma teorije 3, onda v = T' < v | X,
za svaku valuaciju v € 2P, Vazi i obratno, tj. ako v =T < v = %, za svaku
valuaciju v € 2°, onda je I' skup aksioma teorije ¥

ZADATAK 5. Neka su X i 39 teorije takve da v = X1 < v j£ Yo, za
svaku valuaciju v € 2. Dokazati da su ¥ i ¥y konaéno aksiomatske teorije.

ZADATAK 6. Svaka teorija ima nezavisan skup aksioma.

Bernajsov dokaz teoreme potpunosti

Izlozi¢emo jo$ jedan dokaz teoreme potpunosti koji ima sliénu inspiraciju
kao i Postov dokaz. On se ne oslanja na tablicu iskazne formule, ve¢ na njenu
konjunktivnu normalnu formu. Kako normalnu formu neposredno ¢itamo iz
tablice i obratno, ti dokazi su vrlo bliski. Dokaz potice iz 1914. godine i
pronaden je u zaostavstini logicara Pola Bernajsa. Moguce da je to prvi
dokaz teoreme potpunosti uopste.

BERNAJSOV DOKAZ TEOREME POTPUNOSTI: Neka je A formula koja nije
teorema iskazne logike. Uocimo teoriju X ¢ije su sve formule supsitucione
instance formule A. Tvrdimo da je teorija X protivrecna. Ako to dokazemo,
formula A nije tautologija, jer bi u suprotnom sve formule iskaznog ra¢una
bile tautologije. Dakle, ako formula A nije teorema, onda A nije tautologija,
pa E A implicira - A, za svaku formulu A.

Neka je A’ konjunktivna normalna forma formule A. Kako - A < A’,
mora biti ¥ F A’. Kako A’ nije teorema iskazne logike, bar jedan njen
konjunkt B nije teorema iskazne logike. Po aksiomi konjunkcije - A’ — B,
pa X F B. Formula B je elementarna disjunkcija, tj. konac¢na disjunkcija
u kojoj se javljaju samo iskazna slova ili njihove negacije. Ako je p iskazno
slovo i ako u formuli B sva iskazna slova koja nisu negirana zamenimo sa
p, a sva negirana iskazna slova sa —p, dobijamo formulu p V ——p, tj. p, pa
dakle X I p. Dakle, ¥ je protivrecna teorija. <
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Predikatska logika

Centralna ideja matematicke logike sastoji u tome da se matematicka
tvrdenja zapisu u obliku konaénih nizova simbola sa kojima se moze operi-
sati po formalnim pravilima tako da se korektnost takvog rasudivanja moze
provjeriti mehanicki, nezavisno od smisla koji matematicki simboli mogu
imati.

Sa stanovista tog programa, izrazajne mogucénosti iskaznog rac¢una su
veoma ogranicene. One se uglavnom iscrpljuju na svojstvima logickih vez-
nika tako da jezik u kojem bi se sistematski mogla izrazavati svojstva mate-
matickih struktura mora biti mnogo bogatiji. Prije nego $to izlozimo jedan
takav jezik, precizira¢emo kontekst u kojem ¢e on biti interpretiran - defi-
nisacemo pojam matematicke strukture.
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Matematicke strukture

Kada u matematici govorimo o grupi, prstenu, polju, uredenju, urede-
nom polju, vektorskom prostoru, prirodnim brojevima itd, uvijek govorimo
o nepraznom skupu na kojem je definisan odreden broj relacija, operacija
i istaknutih elemenata, tj. govorimo o strukturi. Prije definicije, navodimo
nekoliko vaznih primjera matematickih struktura.

PRIMJER 1. Grupa je struktura G = (G, +,0) definisana na nepraznom
skupu G, sa binarnom operacijom + skupa G i istaknutim elementom 0,
koji pripada skupu G. Operacija + je asocijativna, istaknuti element 0 je
neutralni element grupe i svaki element grupe u odnosu na operaciju + ima
inverzni.

PRIMJER 2. Polje je struktura F = (F,+,-,0,1) definisana na nepraz-
nom skupu F', sa dvije binarne operacije + i - skupa F' i dva istakuta ele-
menta 0 i 1. Skup F, u odnosu na operaciju +, ima svojstva komutativne
grupe sa neutralnim elementom 0. Skup F' — {0}, u odnosu na operaciju -,
ima svojstva komutativne grupe, sa neutralnim elementom 1. Operacija - je
distributivna u odnosu na operaciju +, a istaknuti elemeti 0 i 1 su razli¢iti,
tj. skup F' ima bar dva elementa.

PRIMJER 3. Linearno uredenje je struktura P = (P, <) sa nerefleksiv-
nom, tranzitivnom i linearnom relacijom < nepraznog skupa P.

PRIMJER 4. Uredeno polje je struktura F = (F,+,-,<,0,1) definisana
na skupu F', sa dvije binarne operacije 4+ i - skupa F', jednom binarnom
relacijiom < skupa F' i dva istaknuta elementa 0 i 1. Skup F' sa operacijama
+ i -1iistaknutim elementima 0 i 1 ima svojstva polja, a relacija < je linearno
striktno uredenje bez krajeva (skup M je beskonacan), koje je saglasno sa
obje operacije.

PRIMJER 5. Prirodni brojevi N = (N,+,-,s,0) se u matematici uobi-
¢ajeno shvataju kao struktura koja zadovoljava Peanove aksiome. Od tih
aksioma, sedam izrazava svojstva sabiranja + , mnozenja - i operacije sled-
benika s, dok preostale aksiome izrazavaju princip matematicke indukcije.

Sa ovim primjerima matematickih struktura zeljeli smo da ukazemo ¢i-
taocu da u svim daljim izlaganjima mora imati pred o¢ima neku matema-
ticku strukturu, koja se izucava u algebri, poput grupe i polja, u analizi,
poput uredenog polja, aritmetici ili geometriji. Bez toga, smisao pojmova o
kojima budemo govorili ostace nejasan, a njihov sadrzaj prazan.
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Predikatska logika ima dovoljno veliku ekspresivnu moé¢ da formalno de-
finiSe sva svojstva koja smo naveli u prethodnim primjerima, kao i mnoga
druga znatno slozenija i dublja svojstva navedenih i mnogih drugih struktu-
ra. Neka ipak ne moze, tj. njegova ekspresivna mo¢ je ogranicena.

Relacije, operacije i istaknuti elementi

Ako je M neprazan skup, M" = {(z1,...,2n) : T1,...,2n € M} je De-
kartov n-ti stepen skupa M, za svako n > 0. Dakle, skup M™ sastoji se od
nizova duzine n, tj. od uredenih n-torki skupa M.

Ako je n = 1, nizove duzine jedan skupa M identifikujemo sa njegovim
elementima, pa je M' = M. Ako n = 0, jedini niz duzine nula je prazan
niz, koji oznaéavamo sa @, pa je M° = {3}, jednoclan skup, za svako M.

Skup r € M™ je relacija duZine n > 0 skupa M. Ako (x1,...,x,) € 1,
kazemo da su elementi x1, ..., x, skupa M, tim redom, u relaciji . Umjesto

(x1,...,2Tpn) € 7, Cesto koristimo i oznaku r(z1,...,x,).

Napomenimo da se svaka relacija r C M™ moze shvatiti i kao preslika-
vanje 7 : M™ — {0, 1} takvo da za sve z1,...,z, € M,

F(x1,...,2n) =1 & (z1,...,2,) €T

Specijalno, kada je n = 0, Dekartov stepen M° = {@} je jednoclan skup,
pa postoje dvije relacije duzine nula:

0:M°— {0,1}, za koju je 0(@) = 0,
1: M°— {0,1}, za koju je 1(@) = 1.
Ako relaciju 0 identifikujemo sa nulom, a relaciju 1 sa jedinicom, onda
su neistina i istina, relacije duzine nula.

Kada je n = 1, unarne relacije skupa M su njegovi podskupovi, pa ako
r C M, onda r(x) znadi x € r.

Kada se radi o binarnoj relaciji » C M?, umjesto (z,y) € = ili r(z,y),
¢esto koristimo infiksnu notaciju x ry.

Preslikavanje oblika f : M* — M je operacija duzine k > 0 skupa M.

Ako je k = 0, operacija duzine nula ¢ : M? — M preslikava jedo¢lan
skup MY u neprazan skup M, tj. odreduje jedan istaknuti element ¢(2) = c
skupa M. Ako identifikujemo € i ¢, istaknuti element je operacija duzine
nula skupa M.
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Kada se radi o binarnoj operaciji, izraz f(x,y) Cesto zapisujemo u in-
fiksnoj notaciji = f y.

Svaka operacija f : M™ — M, n > 0 odreduje relaciju ry duzine (n + 1)
takvu da za sve x1,...,xn,y € A,

Tf(:l:la"-amnay) ~ f($17"'7$n):y'

To znaci da svaku operaciju f duzine n, mozemo shvatiti kao relaciju 7y
duzine (n + 1), koja zadovoljava funkcijske uslove

Vi .. Vo, y re(xr, ... T, Y),
Vay .. Ve, VyVz (re(xn, .., Tn,y) ATp(a, ... Tn,2) = Y = 2).

Vazi i obratno: svaka relacija duzine n + 1 sa navedenim funkcijskim svoj-
stvima, odreduje operaciju duzine n.

U opstem slucaju, struktura M je matematicki objekt koji sadrzi sljedece
komponente:
(1) Neprazan skup M, ili domen strukture M,
(2) Skupove relacija, operacija i istaknutih elemenata skupa M.

Opskurnim matematickim jezikom receno, struktura M je niz skupova
M= (M,R,F,C)

u kojem je M neprazan skup, R skup relacija, F skup operacija i C skup
istaknutih elemenata skupa M. Pritom, svaki od skupova R, F i C (i svi
zajedno) moze biti prazan.

Kako se istaknuti elementi mogu shvatiti kao operacije duzine nula, tj.
kao relacije duzine jedan, a operacije duzine n > 1 kao relacije duzine n + 1,
sve strukture su zapravo relacijske strukture. Iako smo ih mogli tretirati
kao posebne slucajeve relacija i time mozda pojednostavili izlaganje, kako
su pojmovi istaknutog elementa i operacije vazni u matematici ipak ih tre-
tiramo zasebno.

Matematicke formule

Vazna prednost matematike u odnosu na sve druge nauke jeste u tome
§to ona svoje zakone moze da izrazi sasvim precizno i nedvosmisleno - ma-
tematickom formulom. U logici treba precizno i nedvosmisleno da definise-
mo samu matematicku formulu. Prije takve definicije, navodimo primjere
matematickih formula.
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PriMIER 1. U grupi G = (G, +,0), asocijativnost operacije + izrazava
se matematickom formulom

VeVyVz (x+y)+z=x+ (y + 2)).

PRIMJER 2. Aksiomu, po kojoj svaki element polja razli¢it od nule ima
inverzni u odnosu na operaciju -, izrazavamo formulom

Ve (=(x=0) = Jy(z-y=1)).

PRIMJER 3. Svojstva nerefleksivnosti, tranzitivnosti, linearnosti i ne-
ogranicenosti relacije < uredenog polja mogu se izraziti formulama

Vo =(x < x),

VeVyVz (e <y ANy <z)—x<z),
VeVy (e <y Vx=yV y<uz),
Vr3dy (r <y) A VaIy (y < z).

PRIMJER 4. Prve tri Peanove aksiome govore o svojstvima unarne opera-
cije sljedbenika. Jedna tvrdi da nula nije sljedbenik prirodnog broja, druga
da je preslikavanje s injektivno, a tre¢a da je svaki prirodan broj razli¢it od
nule sljedbenik. One se mogu izraziti formulama

Va (-(0 = s(x))),
Vo Vy (s(x) = s(y) = = =y).
Va (=(z = 0) — Jy (z = s(y))).

U izrazavanju svojstava relacija, operacija i istaknutih elemenata koristili
smo: promjenljive x, y i z, iskazne veznike A, V, — i =, kvantifikatore Vz, Vy
i Vz, znak jednakosti =, lijevu i desnu zagradu, oznake relacije <, operacija
+,- i s, kao i oznake istaknutih elemenata 01 1.

Da se u prethodnim primjerima pojavila i relacija r duzine tri, njen ma-
tematicki zapis bio bi r(z,y, z), u kome koristimo i simbol zapete. Iz tog
razloga jezik sadrzi i jednu zapetu, kao interpunkcijski simbol.

Kako smo ranije napomenuli, interpunkcijsji simboli osiguravaju jedno-
znacno c¢itanje formula formalnog sistema. Treba ipak istaéi ta se takva
jednozna¢nost moze postiéi i bez interpunkcije. Ako bi smo formulu (AA B)
zapisali sa AAB, tj. ako bi smo formule zapisivali u poljskoj notaciji, imali
bi smo njihov jednoznacCan zapis bez upotrebe zagrada. Takodje, ako u za-
pisivanju simbola relacija ne koristimo infiksnu notaciju, oslobodili bi smo
se upotrebe zagrada i zapete. Ipak, zbog stec¢enih navika u matematici, u
formalizacijama Cesto koristimo interpunkciju.
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Jezik pradikatske logike

Zapisivanje svojstava relacija, operacija i istaknutih elemenata sugerise
da jezik predikatske logike treba da sadrzi sljedece skupove simbola:

[a—

) Simbole individualnih promjenljivih V' = {v,, : n € N},

2) Simbole iskaznih logickih veznika A, V,— i —,

w
T T — D

Simbole kvantifikatora 3z i Vz, za svako x € V,
4
5
(5

Simbol jednakosti =, kao binarni relacijski simbol,

(
(
(
(
( Interpunkcijske simbole: zapetu i male zagrade,

Simbole relacija, operacija i istaknutih elemenata.

Neka je I skup interpunkcijskih simbola, tj. troclani skup koji sadrzi za-
petu i obje male zagrade. Kada izrazavamo svojstva bilo koje matematicke
strukture koristimo simbole

VU{AV, =~ tu{Ve:izeVIU{3z:2 e VIU{=}UI,

pa ove simbole nazivamo logi¢kim simbolima.

Simbole relacija, operacija i istaknutih elemenata biramo u zavisnosti od
matematickog konteksta koji formalizujemo, pa takve simbole nazivamo ne-
logickim simbolima. Posto su logicki simboli jezika matematickih struktura
stalni, taj jezik je potpuno odreden njegovim nelogi¢kim simbolima. Stoga,
kada zadajemo jezik konkretne matematicke strukture navodimo samo nje-
gove nelogicke simbole, a logic¢ki simboli se podrazumevaju.

PRIMJER 1. Po njenoj definiciji, grupi G = (G, +¢, 0g), odgovara jezik
je Lo = {+,0}, koji sadrzi jedan binarni opercijski simbol + i jedan simbol
istaknutog elementa 0. Formule jezika L5 mogu se interpretirati u bilo kojoj
grupi, pa taj jezik nazivamo jezikom teorije grupa.

Naglasavamo da su simbol + i simbol 0 elementi jezika Lg, dakle to
simboli, a da su +¢ i Og redom oznake za konkretnu binarnu operaciju, tj.
konkretan element skupa G.

PRIMJER 2. Po njegovoj definiciji, polju F = (F, +p, -r,0r, 1r) odgova-
ra jezik Lrp = {+, -,0, 1}, koji sadrzi dva binarna operacijska simbola i dva
simbola istaknutih elemenata. Jezik Lr je jezik teorije polja.

PRIMJER 3. Uredenom polju F = (F,+p, -p,<p,0p, 1p) odgovara jezik
Lor = {+,,<,0,1}, koji sadrzi dva binarna operacijska simbola, jedan
binarni relacijski simbol i dva simbola istaknutih elemenata. Jezik Lop je
jezik teorije uredenth polja.
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PRIMJER 4. Strukturi N = (N, +n, N, sy, On) prirodnih brojeva odgo-
vara jezik Lpg = {+, -, s,0}, koji sadrzi dva binarna operacijska simbola,
jedan unarni operacijski simbol i jedan simbol istaknutog elementa. Jezik
Lpa je jezik aritmetike.

Na osnovu prethodnih primjera mozemo zakljuciti da jezik koji odgovara
strukturi Ml = (M, R, F, C), koji oznacavamo sa Ly, pored logickog dijela,
treba da sadzi:

(1) Skup R relacijskih simbola ili predikata,
(2) Skup F operacijskih simbola,
(3) Skup C individualnih konstanti.

Pritom, svakoj relaciji rj; € R, duzine n > 1, odgovara predikat r € R,
duzine n > 1, svakoj operaciji fys € F, duzine k > 1, odgovara operacijski
simbol f € F, duzine k > 11 svakom istaknutom elementu c,; € C, odgovara
simbol konstante ¢ € C. Prirodno, pretpostavljamo da su skupovi R, F'i S
disjunktni u parovima. U suprotnom, smisao jezika £ ne bi bio jednoznacan.

Da zaklju¢imo, ako sa Ly oznacimo logicki dio jezika, jezik Ljs struk-
ture M = (M, R, F,C) je skup simbola Ly = Ly U RU F UC u kome je
sakom relacijskom i svakom operacijskm simbolu zadata njegova duZina, tj.
prirodan broj n > 1.

Napominjemo da, kako jezik sadrzi konstante, nijesu nam potrebni funk-
cijski simboli duzine nula, a kako simboli istine i lazi nijesu navedeni kao
simboli jezika, nijesu nam potrebni ni predikati duzine nula.

Kako smo ve¢ napomenuli, posto su logicki simboli jezika stalni, jezik
je odreden nelogickim simbolima, pa kada zadajemo jezik L;; strukture M,
navodimo samo njegove nelogicke simbole i naglasavamo njihovu duzinu. Iz
tih razloga

Ly=RUFUC,
gde je za relacijske i operacijske simbole data njihova duzina.

Svaki od skupova R, F i C' moze biti prazan, pa dakle i njihova unija
moze biti prazan skup. Ako L), = (), struktura M se svodi na njen domen, tj.
na neprazan skup M, bez ikakvih relacija, operacija i istaknutih elemenata.
Ali, iako je nelogicki dio jezika prazan, u takvom jeziku mogu se formulisati
logicka svojstva jednakosti, buduéi da smo u definiciji jezika pretpostavili da
on sadrzi jednakost kao logicki simbol. Svaki neprazan skup moze se shvatiti
kao struktura (sa jednakoséu kao relacijom).
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Napominjemo da ¢emo simbol jednakosti = uvijek interpreti kao stvarnu
jednakost, tj. kao binarnu relaciju iy = {(x,z) : * € M}, na nepraznom sku-
pu M. Takode naglasavamo da osim kao simbol jezika Ly, simbol jednakosti
= Ce se javljati i u neformalnim razmatranjima, ali ¢e iz konteksta biti jasno
u kom smislu taj simbol koristimo.

Interpretacija jezika predikatske logike

Kada za datu strukturu M = (M, ras, far, car) definisemo odgovarajudi
jezik Ly = {r, f, c}, taj jezik je sintaksni objekt i moze se interpretirati u
drugim strukturama. Formule jezika £, mozemo tumaciti u svakoj struk-
turi H = (H, 7, fu,cnx) u kojoj su duzine relacija rps i rg jednake duzini
simbola r i duzine operacija fys i fir jednake duzini simbola f.

Neka je zadat jezik £L = RU F U C' i neprazan skup M. Interpretacija
jezika L na skupu M je preslikavanje

I:RUFUC — Rel (M) UFun (M) U M,

takvo da: interpretacija simbola r € R duzine n > 1 je relacija I(r) duzine
n skupa M, interpretacija simbola f € F duzine k > 1 je operacija I(f)
duzine k skupa M, interpretacija simbola ¢ € C' je element I(c) skupa M,
zasver € R, f € Fice C. Pritom, sa Rel (M) i Fun (M) oznacili smo
redom skup svih relacija i skup svih operacija skupa M.

Interpretacija I jezika £ na skupu M odreduje strukturu

My = (M,I(R),I(F),I(C)),

koju nazivamo model jezika L. Kako se jezik £ moze interpretirati na svakom
nepraznom skupu i kako svi neprazni skupovi nisu skup, veé klasa, jeziku L
odgovara klasa Mod (£) njegovih modela.

Jezik L je skup simbola i po potrebi se moze §iriti ili redukovati. Ako je
L C L, jezik L' je prosirenje jezika L, a jezik L je redukcija jezika L'.

Neka je Ml model jezika £. Ako interpretaciju I jezika £ u modelu M
prosirimo tako §to svakom novom simbolu s € £ pridruzimo odgovarajuéu
relaciju, operaciju ili konstantu I’(s) skupa M, dobijamo model M’ jezika
L'. Model M je ekspanzija modela M na jezik £', tj. model M je redukcija
modela M na jezik £. Naglasavamo da modeli M i M’ imaju isti domen,
skup M. Ekspanzija i redukcija modela ne mijenjaju njegov domen.
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PRIMJER 1. Jezik teorije polja Lp = {+ - 0, 1} je prosirenje jezika teorije
grupa Lg = {+,1}.

Ako je Q = (Q,+¢@,0q) grupa racionalnih brojeva, s obzirom na sabi-
ranje, polje Q' = (Q, +¢, -, 009, 1g) racionalnih brojeva je ekspanzija grupe
Q na jezik teorije polja L.

Sa druge strane, jezik teorije polja Lp = {+ - 0,1} je redukcija jezika
teorije uredenih polja Lorp = {+, -,<,0,1}.

Ako je Q = (Q,+0q, @, <q,0qg, 1g) uredeno polje racionalnih brojeva,
njegova redukcija na jezik teorije polja Lr je polje Q' = (Q, +¢, @, 00, 1)
racionalnih brojeva.

Struktura S = (S, <g) je striktno linearno uredenje ako je binarna relaci-
ja <g nerefleksivna, linearna i tranzitivna. Jezik teorije striktnog linearnog
uredenja je Lg = {<}. Jezik Lg je redukcija jezika teorije uredenih polja
Lor. Redukcija uredenog polja Q na jezik teorije linearnog uredenja Lg je
linearno uredenje Q' = (Q, <¢) racionalnih brojeva.

Kada smo precizirali strukturu N prirodnih brojeva naveli smo i nulu
kao istaknuti element, pa se u jeziku aritmetike Lp4 prirodno pojavio i
simbol konstante 0. Da smo zeleli da istaknemo jedinicu, u jeziku bi se
pojavio i njen simbol. U opstem slucaju, ako je M model jezika L, svakom
elementu b € M moze se pridruziti konstanta c¢,. Kazemo da je konstanta
cp ime elementa b € M. Pro§irimo li jezik £ imenima svih elemenata skupa
X C M, dobijamo jezik £ = LU {¢, : b € X}. Ako u modelu M jezika
L istaknemo elemente b € X, dobija se model My = (M, b € X) jezika L',
u kome je svaka nova individualna konstanta c¢; interpretirana elementom
b e M. Model Mx je prosta ekspanzija modela M.

Puni naziv jezika koji smo definisali glasi jezik predikatske logike pr-
vog reda. Naime, u toj logici postoje kvantifikatori samo za individualne
promjenljive, koje uzimaju vrijednosi iz domena strukture, a ne kvantifikuje
se po promjenljivima koje uzimaju vrijednosti u skupovima relacija i opera-
cija domena strukture. Jezik u kome takva kvantifikacija postoji jeste jezik
drugog reda, a formalni sistem na tom jeziku je predikatska logika drugog
reda. Postoji sustinska razlika izmedu logike prvog i logike drugog reda. Mi
govorimo samo o predikatskoj logici prvog reda, pa nema posebne potrebe
da to naglaSavamo u njenom nazivu.
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Termi i formule predikatske logike

Za razliku od iskazne, predikatska logika sadrzi dvije vrste sintaksnih
objekata: terme i formule. Termi su konacni izrazi koji se mogu dobiti od
promjenljivih, konstanti i operacijskih simbola i koji, kao rije¢i, imaju smis-
la. Formule su izrazi sastavljeni od predikata nad termima, logickih veznika
i kvantifikatora.

Skup terma, kao skup konac¢nih nizova simbola jezika L, definisan je na
sleded¢i nacin:

(1) Individualne promjenljive i konstante su termi,

(2) Akosu ty,...,t, termi, onda je f(t1,...,t,) term,
za svaki operacijski simbol f duzine n > 1.

Pojam terma definisali smo induktivno. Bazu indukcije ¢ine elementarni
termi, to su individualne promenljive i sve individualne konstante koje dati
jezik sadrzi. U induktivom koraku, od veé dobijenih terma pomocu operaci-
jskih simbola gradimo nove terme. Svojstva terma dokaziva¢emo indukcijom
po sloZenosti terma: dokazatemo da svi elementarni termi imaju dato svo-
jstvo, za svaki opercijski simbol u jeziku pokaza¢emo da ¢uva dato svojstvo
i zakljuciti da svi termi u jeziku imaju dato svojstvo.

Skup formula je takode skup konac¢nih nizova simbola jezika £ i defi-
nise se indukcijom po slozenosti njegovih elemenata. Bazu indukcije ¢ine
elementarne formule:

(1) (t1 = t2) je elementarna formula, za proizvoljne terme t; i tg,
(2) 7(t1,...,t,) je elementarna formula, za svaki

simbol 7 duzine n > 1 i proizvoljne terme t1,...,%,.

Skup predikatskih formula F' je skup konaé¢nih nizova simbola jezika L
koji definiSemo polazeéi od skupa elementarnih formula:

(1) Elementarne formule su formule,

(2) Akosu A i B formule, onda su (A A B), (AV B),
(A — B) i —A formule, redom

(3) Ako je A formula, Vx A i 3x A su formule, za svaku
individualnu promjenljivu z € V,

Kao i u iskaznoj logici, svojstva predikatskih formula dokazivaé¢emo in-
dukcijom po slozenosti formule. Bazu te indukcije ¢ine elementarne formule
a u induktivnom koraku, osim iskaznih veznika, pojavljuju se i formule do-
bijene primenom ezistencijalnih i univerzalnih kvantifikatora.
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ZADATAK 1. Svakom termu odgovara jedno konacno drvo. Sta se u ovom
slu¢aju nalazi u ¢vorovima drveta, od Cega zavisi grananje u datom Cvoru,
koji termi se nalaze na njegovim listovima i Sta se nalazi u dnu drveta.
Odrediti drvo terma t(z,y,2) = (((z - 2) +y) - (x + (2 - y))).

Kako su formule induktivno definisane, za svaku formulu odreden je skup
njenih potformula. Niz susjednih simbola u formuli A koji je sam po sebi
formula je potformula formule A. Svakoj formuli odgovara drvo u ¢ijim su
¢vorovima njene potformule, listovi su elementarne formule, a u dnu drveta
je sama formula.

ZADATAK 2. Poput algoritma za ¢itanje iskazne formule, formulisati al-
goritam za ¢itanje formule predikatskog racuna.

Parametri formule

U formuli oblika Jz B, formula B je oblast kvantifikatora 3x, tj. u formuli
oblika Vz B, formula B je oblast kvantifikatora Va, za svaku individualnu
promjenljivu z € V.

Javljanje promjenljive z u formuli A je vezano ako se, u tom javljanju,
promjenljiva x nalazi u oblasti kvantifikatora Jx ili Vz. Javljanje promjenlji-
ve u datoj formuli koje nije vezano je slobodno. U istoj formuli promjenljiva
moze imati i vezana i slobodna javljanja.

Promjenljiva z je parametarili slobodna promjenljiva formule A, ako ima
slobodno javljanje u A. Najcesée, kada govorimo o formuli, ne navodimo
njene parametre. Ako to ¢inimo, navodimo ih sve. Sa A(z1,z2,...,z,) bez
izuzetka oznac¢avamo da su svi parametri formule neke (ne obavezno sve) od
promjenljivih 1, 2, ..., z,. Takode, sa t(x1,x2,...,x,) oznacavamo da su
svi parametri terma ¢, neke od promjenljivih x1, xo, ..., xy.

Svaka formula A(x1,...,z,) definiSe jedan odnos ili relaciju izmedu svo-
jih parametara, kada se oni protumace kao elementi domena neke strukture.
Ako formula nema parametara (odreduje relaciju duzine nula) ona je u datoj
strukturi ili istinita ili lazna, tj. izrazava jedan zakon te strukture.

PrRIMJER 1. Formula VaVy (z +y = y + ) jezika teorije grupa L& nema
parametara. Ona izrazava zakon komutativnosti i ako vazi u grupi G, grupa
G je komutativna.

PRIMJER 2. Formula 3z (y = x + z) jezika Peanove aritmetike Lp4 ima
jednu vezanu promjenljivu = i jedan parametar y. Ona u strukturi N pri-
rodnih brojeva izrazava relaciju ”y je paran broj” - ona nesto govori o svom
parametru y.
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PRIMJER 3. Ako je A formula Ju (z = 2z -u) A Ju(y = z - u) jezika Lpa,
formula A izrazava relaciju ” z je djelilac brojeva z i y.”

Akoje (Fu(z=v-u) AJu(y =v-u)) — Ju(z = v-u) formula B jezika
Lp4, smisao formule B je sljedeéi: ”ako je v djelilac brojeva x i y, onda je
v djelilac i broja z.”

Formula AAYv B izrazava relaciju ” z je najvedi zajednicki djelilac brojeva
x 1y” u strukturi N prirodnih brojeva.

PRIMJER 4. U strukturi N prirodnih brojeva, formulom jezika aritmetike
Lpa, moze se predstaviti predikat "z je ostatak dijeljenja y sa z”.

Po definiciji ostatka x dijeljenja prirodnih brojeva y i z, postoji prirodan
broj u, tako da vazi y = v -z 4+ i x < z. Pritom, z < z ako i samo ako
z =x + 1y, za neko y # 0. Otuda se dobija formula A jezika Lp4:

Fu(y=u-z+2) Ay (Y =0A(z=2+y)).

U formuli A, sva javljanja promjenljivih x i z su slobodna, promjenljiva
y ima jedno slobodno i dva vezana javljanja, a sva javljanja promjenljive u
su vezana.

U navedenim primjerim, formula nesto govori mjenim parametrima. Na-
vikli smo da parametre u matematickim formulama mozemo zamjenjivati
drugim izrazima. Takva supstitucija je legitimna, pod uslovom da ne mijenja
smisao prvobitne formule.

Promjenljiva y je slobodna za promjenljivu x u formuli A ako z nema
slobodno javljanje u oblasti kvantifikatora Jy ili Yy u formuli A.

Term t(z1,z2,...,x,) je slobodan za promjenljivu z u formuli A ako su
sve promjenljive x1, xs,...,x, slobodne za promjenljivu x u formuli A.

ZADATAK 1. Zatvoreni term je term bez promjenljivih. Zatvoreni term
je slobodan za svaku promjenljivu u svakoj formuli.
Svaka slobodna promjenljiva je slobodna za samu sebe u svakoj formuli.

ZADATAK 2. Neka je A(x) formula =3y (3z(z + y = z)) jezika Lpa.
Svaka promjenljiva razli¢ita od y i z je slobodna za promjenljivu z. Sta je
smisao redom formula A(x), A(y) i A(z) u strukturi prirodnih brojeva?

Neka je B(x,y) formula 3z (y = z - ) jezika Lp4. Odrediti promjenljive
slobodne za promjenljivu z u formuli B.

Neka je C(z,y) formula aritmetike ¢ije je znacenje da su x i y uzajamno
prosti brojevi. Napisati formulu C' i navesti promenljive za koje su njeni
parametri slobodni za supstituciju.
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Svojstva matematickih struktura

ZADATAK 1. Formulom jezika grupa Lo = {+,0} izraziti sledeéa svo-
jstva: grupa je komutativna, svaki element grupe je reda cetiri, grupa ima
bar tri elementa, svaki element grupe ima jedinstven inverzni element.

ZADATAK 2. Struktura P = (P, <p), u kojoj je binarna relacija < re-
fleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna, je parcijalno uredenje ili parcijalni
poredak. Da li se formulom jezika parcijalnog uredenja Lp = {<} mogu
izraziti: svojstvo linearnog uredenja, odsustvo najveéeg elementa, prisustvo
maksimalnog elementa, svojstvo gustine, tj. odsustvo susjednih elemenata.

Svi matematicki objekti su skupovi, pa je za matematiku nesporno vazna
teorija skupova. Na prvi pogled, zacuduje da je njen jezik vrlo jednostavan.
Sastoji se od jednog jedinog, binarnog relacijskog simbola {€}. Ipak, u tom
jeziku mogu se formulisati sva matematicka tvrdenja. Osnovna svojstva
relacije € su sljedeca:

(1) jednaki skupovi imaju iste elemente;
2) svaki neprazan skup ima €-minimalni element;

)

)
3) svaki skup ima uniju svih svojih elemenata;
4) za svaki skup x, postoji skup svih podskupova skupa z;
)

(

(

(

(5) za svaki skup x i svaku formulu A(y), postoji skup
svih y € z, koji imaju svojstvo A(y);

(6) postoji beskonacan skup;

(7) za svaki skup x i svaku funkciju f, definisanu formulom jezika
teorije skupova, postoji skup {f(y) : y € x}.

Ako se ovaj skup svojstava relacije € formulise u predikatskoj logici,
dobija se formalna Zermelo-Frenkelova teorija skupova. Oznacava sa ZF, a
njen jezik je Lzp = {€}.

ZADATAK 3. Jedna od aksioma teorije ZF je aksioma ekstenzionalnosti:
Vz(zex —zey) = (Vz(zey—z€x) =z =1y).

Ako formula x € y znaci "skup x je element skupa y,” kakav je smisao
aksiome ekstenzionalnosti, tj. $ta ona govori o skupovima x i y?

ZADATAK 4. Ako je A(x, z) formula Vu(u € z — u € x) jezika Lz, Sta
formula A govori o skupovima x i 27

Ako je B(z,y) formula Vz (z € y <> Yu(u € z — u € z)), $ta formula B
govori o skupovima z i y?
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Formulom jezika Lz izraziti aksiomu partitivnog skupa: za svaki skup,
postoji skup svih njegovih podskupova.

ZADATAK 5. Ako je A(x,y) formula Vz(z € y «> Ju(u € x Az € u)), Sta
formula A govori o skupovima x i y?

Formulom jezika Lz izraziti aksiomu unije: za svaki skup, postoji unija
svih njegovih elemenata.

ZADATAK 6. Formulom jezika Lzp izraziti aksiomu regularnosti: svaki
neprazan skup ima €-minimalni element, tj. element koji sa datim skupom
nema zajednickih elemenata.

ZADATAK 7. U jeziku teorije polja, izraziti aksiome teorije polja. Mogu
li se formulom ili skupom formula tog jezika izraziti slede¢a tvrdenja: polje
ima karakteristiku 2, polje ima konacnu karakteristiku, polje je algebarski
zatvoreno.

ZADATAK 8. Ako je M neprazan skup, formulom ili skupom formula
jezika jednakosti £ = @ izraziti sledeta tvrdenja: skup M ima bar n eleme-
nata, skup M ima tacno n elemenata, skup M je beskonacan, skup M je
konacan.

Semantika predikatske logike

Kako je formula induktivno definisana, njena istinitost odredena je vri-
jednostima istinitosti njenih elementarnih formula. Ali, za razliku od ele-
mentarnih iskaza, vrijednosti elementarnih formula ne mogu se zadati pro-
izvoljno. One zavise od strukture u kojoj ih interpretiramo i odredene su
vrijednostima njihovih parametara u domenu te strukture.

PRIMJER 1. Elementarna formula x + y = z jezika aritmetike je istinita
za one vrijednosti k,m i n, promjenljivih z,y i 2z, redom, za koje je zbir
brojeva k i m jednak broju n. Ova formula je lazna u strukturi N za sve
ostale vrijednosti njenih promjenljivih. To znaci da se valuacija elementarne
formule dobija kada svi termi koji se u njoj javljaju, u ovom slu¢aju to su
termi z 4+ y i 2z, dobiju svoju vrijednost. Svakako, njihova vrijednost je
odredena kada znamo vrijednosti promjenljivih z, y i z.

Buduéi da zelimo da govorimo o istinitosti ne samo jedne, ve¢ i mogu-
¢e beskonacnog skupa formula, u svakoj valuaciji zadajemo vrijednosti svih
promjenljivih u domenu strukture u kojoj evaluiramo dati skup formula.
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Ako je M model jezika L, valuacija individualnih promjenljivih u modelu
M je niz a = (ag, a1, a9, ...) elemenata skupa M. Skup svih valuacija, tj.
skup svih prebrojivih nizova skupa M, oznac¢avamo sa M.

Neka je ¢ term, M model jezika £ i a € MY valuacija. Vrijednost terma
t za valuaciju a u modelu M, u oznaci [t]}, definiSemo indukcijom po slo-
zenosti terma ¢:
(1) [va)M = ay, za svako n > 0,
(2)  [JM = ¢y, za svaku individualnu konstantu ¢ € C,
(3) [f(t1,. . t)IM = faur([t])M, ... [ta]M), za svaki operacijski

a
simbol f, duzine n > 1 i proizvoljne terme tq,...,t,,

gdje su ¢ps 1 fas interpretacije simbola ¢ i f u modelu M.
Ako je a € NM valuacija u modelu M, x promjenljiva i b € M, sa a(x/b)
oznacavamo valuaciju u kojoj promjenljiva x ima vrijednost b, dok su vri-

jednosti ostalih promjenljivih odredene valuacijom a. Na primjer, ako je x
promjenljiva vy,

a(z/b) = (ag,a1,a2,..,an—1,b,an41,--.).

ZADATAK 1. Svaki term ¢t jezika £ ima jedinstveno odredenu vrijednost
[t]M € M u modelu M, za svaku valuaciju a € M.

Interpretacija nelogickih simbola jezika £ i denotacija njegovih terma u
datom modelu M, omoguéava valuaciju svih formula u modelu M.

Neka je M model jezika £ i a € MY valuacija promjenljivih. Za svaku
formulu A, relaciju ”formula A je istinita za valuaciju ¢ u modelu M”, koju
oznacavamo sa M =, A, definiSemo indukcijom po slozenosti formule A:

(1) Ako je A elementarna formula oblika t; = ta,
M. (i =t2) & [t = [,
(2) Ako je A elementarna formula oblika r(¢1,...,t,),
M o r(ty,. .. t) < ru([t]M . (A0,
(3) Ako su A i B formule jezika L,
ME,AANB & ME, A i M}, B,
M, AVB & ME, A ili M, B,
ME,A— B & ME, A implicira M =, B,
M=, A & nije M =, A,
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(4) Ako je A formula i x promjenljiva jezika L,
M, 3z A & zanekobe M, M =y, A,
M=, Vo A & zasvako b € M, M =4, /) 4,

za sve formule A i B, proizvoljne terme t1, ..., t, i svaku promjenljivu z € V.

Uz denotaciju terma, definicija istinitosti formule moze se shvatiti kao
neka vrsta re¢nika koji, u zadatom kontekstu, prevodi formule jezika £ na
neformalni jezik matematike.

ZADATAK 2. Indukcijom po slozenosti formule, dokazati da istinitost
formule, za datu valuaciju, zavisi samo od njenih slobodnih promjenljivih.
Preciznije, ako su a i b valuacije i [z]M = [z]M, za svaku slobodnu pro-

a
mjenljivu  formule A,

M)ZQA = M':bA.

Ako A(zy,...,zy), tj. ako su sve slobodne promjenljive formule A neke
do promjenljivih z1,...,x,, pored oznake M =, A, ponekad koristimo i
oznaku M = Alay, ..., a,], gdje je [2;]M = a;, zasve 1 <i < n.

Logicki zakoni u predikatskoj logici

Formula A je logicka posljedica skupa formula X, tj. ¥ je skup logickih
pretpostavki formule A, u oznaci ¥ | A, ako za svaki model M jezika L i
svaku valuaciju a € M,

ME,S = M, 4,

gde M =, ¥ znaéi da u modelu M za valuaciju a vaze sve formule skupa 3.

Formula A je istinita u modelu M, tj. M je model formule A, ako Ml =, A,
za svaku valuaciju a € M. Tu ¢injenicu oznaéavamo sa M = A.

Ako M = A, za svaku formulu A skupa formula ¥, kazemo da je M
model skupa ¥ i za to koristimo oznaku M |= 3.

Formulu bez parametara nazivamo recenicom. Nekada je u logici umjes-
to reCenice bio u upotrebi termin sud, ali je on sasvim napusten.

Ako je A recenica ona nema slobodnih promenljivih, pa valuacija ne utice
na njenu istinitost. U svakom modeu M jezika £, ili M =, A ili M |, —A.

Formula jezika L je logicki zakon predikatske logike ako je istinita u sva-
kom modelu jezika £. Za logicki zakon u predikatskoj logici, matematic¢ari
nikada ne koriste termin tautologija. Najc¢eSée se koristi termin valjana for-
mula ili rede univerzalno vazeta formula.
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Kada je ve¢ o terminologiji rije¢, ako M =, A, umjesto, formula A je
istinita u modelu M za valuaciju a, ponekad kazemo da formula A wvaZi u
modelu M za valuaciju a. Ako M |= A, kazemo da formula A vazi u modelu
M. Ako je formula A logicki zakon, koristimo oznaku = A.

Skup logickih zakona predikatske logike, u izvjesnom smislu, sadrzi tau-
tologije. Preciznije, ako je iskazna formula tautologija, supstitucijom njenih
iskaznih promjenljivih formulama jezika L, dobija se instanca tautologije u
jeziku L.

TEOREMA 1. Svaka instanca tautologije je logicki zakon.

DokAz. Napomenimo da je po uslovu (3), u definiciji istinitosti formule
jezika L, istinitost iskaznih veznika definisana isto kao u iskaznoj logici.
Neka je formula B instanca tautologije A(p1,...,pn), dobijena supstituciom
elementarnih iskaza pi,...,p, redom formulama Ai,..., A, jezika L. Ako
je a € MY valuacija u modelu M jezika £ za koju nije M |= B, neka je v
valuacija elementarnih iskaza py,...,p, takva da

v(p)) =1 & Mg, 4,

kada je 1 < i < n. Zbog spomenutog uslova (3) dobijamo M =, B ako i
samo ako v(A) = 1. Kako nije M = B, mora biti v(A) = 0, §to protivreci
pretpostavci da je A tautologija. <

ZADATAK 2. Modus ponens u predikatskoj logici: Za proizvoljne formule
AiB,akoE=Ai = A— Bonda = B.

Kako se prirodno i o¢ekuje, postoje mnogi zakoni predikatske logike koji
nisu instance tautologija.

Korektne supstitucije

Dokaza¢emo da, za datu valuaciju u datom modelu jezika L, korektna
supstitucija promjenljivih ne mijenja istinitost formule.

Ako je A formula, u it termi jezika £ i = promjenljiva, sa u(x/t) ozna-
¢avamo term koji se iz terma u dobija zamjenom svih javljanja promjenljive
x termom t. Sa A(z/t) oznatavamo formulu koja se dobija zamjenom svih
slobodnih javljanja promjenljive x u formuli A termom %.

TEOREMA 1. Neka je M model, u i ¢ termi jezika £ i x promjenljiva. Za
svaku valuaciju a € M,

[u(e/D))a" = [ulat, s
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DokaAz. Tvrdenje dokazujemo indukcijom po slozenosti terma u. Ako
je term u promjenljiva razli¢ita od x, ni smjena promjenljive, a ni izmjena
valuacije ne uti¢u na njegovu vrijednost. Ako je u promjenljiva x, onda
u(z/t) = t, pa je [u(z/t)]M = [t}M. Sa druge strane, [x}fl\/([w/[t]M) = [t]M, pa
tvrdenje vazi. ‘

Ako je u term oblika f(uq,...,u,), gde suuy, ..., u, termi jezika £, onda

u(z/t) = fur(x/t),. .., upn(z/t)),

pa redom imamo:

[u(z/)]g" = farfua (/D" [un(z/8)]3")
= Fur(wlieyggny - lnlatosyn)
= [lalo/tary

U drugom koraku koristili smo induktivnu pretpostavku, tj. da teorema vazi
za terme manje slozenosti od slozenosti terma w. <

TEOREMA 2 Ako je M model jezika L i t term slobodan za promjenljivu
x u formuli A:

M ':a A(a:/t) < M ':a(m/[t]fl”) A.

Dokaz. Teoremu dokazujemo indukcijom po slozenosti formule A. Ako
je A elementarna formula, tvrdenje slijedi iz prethodne teoreme, a ako je A
disjunkcija, konjunkcija, implikacija ili negacija, iz definicije relacije zado-
voljenja.

Jedini zanimljiv slucaj je kada formula A ima oblik Vy B. Ako z nije
slobodna promjenljiva formule A, formula A(z/t) je isto Sto i formula A,
a promjena vrijednosti promjenljive x u valuaciji a ne uti¢e na istinitost
formule A. Preostaje moguénost da promjenljiva z jeste parametar formu-
le A i sledstveno tome razli¢ita od promjenljive y. Po definiciji korektne
supstitucije, promjenljiva y se ne javlja u termu ¢, pa

M [z, Yy B(x/t) < zasvako c € M, M =4,/ B(z/t),
& zasvako c € M, M /0y B,
& zasvako ¢ € M, M =, ,/ma)(y/c) B
& M Equan Yy B.
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Pritom, prelazak sa poretka supstitucije a(y/c)(z/[t]M) u valuaciji a, na
poredak a(z/[t]M)(y/c) jeste mogué, buduéi da se promjenljiva y ne javlja
u termu t. Slucaj formule oblika Jy B se dokazuje na isti na¢in. <

Logicka svojstva kvantifikatora

LEMA O INSTANCAMA KVANTIFIKATORA: Ako je term t slobodan za pro-
mjenljivu z u formuli A jezika L,

EVrA— A(x/t),
E A(z/t) — Jz A.

DoxkAz. Ako je formula Vz A istinita za valuaciju a u modelu M, formula
A je istinita za svaku valuaciju a(z/c), ¢ € M, pa je istinita i kada c = [t]M,
tj. za valuaciju a(z/[t]M). Kako je term t slobodan za promjenljivu z u
formuli A, prema prethodnoj teoremi, formula A(z/t) je istinita u modelu
M za valuaciju a.

Kako je term t slobodan za promjenljivu x u formuli A jezika L, ako je
formula A(z/t) istinita za valuaciju a u modelu M, po prethodnoj teoremi,
formula A je istinita i za valuaciju a(z/[t}M). To znaci da postoji ¢ € M
(zapravo ¢ = [t]M) takvo da je formula A istinita za valuaciju a(z/c) u
modelu M, pa po definiciji istinitosti, formula Jx A je istinita za valuaciju a
u modelu M. «

ZADATAK 1. Navesti primjere terma t i formule A jezika L, za koje ne
vazi =V A — A(x/t), tj. za koje ne vazi = A(z/t) — Jz A.

LEMA O BERNAJSOVIM PRAVILIMA: Ako su A i B formule i promjenljiva
x nije slobodna u formuli A,

FA—-B = EA—-VabB.

EB—A = EdtB — A.

DokAz. Pretpostavimo da je A — B logicki zakon i da promjenljiva x
nije slobodna u formuli A. Neka je a valuacija promjenljivih u modelu M za
koju je formula A istinita. Kako promjenljiva z nije slobodna u formuli A,
formula A je istinita za valuaciju a(x/c), za svako ¢ € M. Dakle, formule
A — B'i A su istinite za valuaciju a(z/c), pa je formula B istinita za valua-
ciju a(z/c), za svako ¢ € M. Po definiciji istinitosti, formula Va B je istinita
za valuaciju a.
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Pretpostavimo da je B — A logicki zakon i da promjenljiva x nije slo-
bodna u formuli A. Neka je a valuacija promjenljivih u modelu M za koju
je formula dx B istinita. To znaé¢i da postoji ¢ € M za koje je formula B
istinita za valuaciju a(x/c). Dakle, formule B — A i B su istinite za valua-
ciju a(z/c), pa je formula A istinita za valuaciju a(z/c). Kako promjenljiva
x nije slobodna u A, formula A je istinita za valuaciju a. <

ZADATAK 2. Navesti primjere formula A i B za koje ne vazi zakljucak
prethodne teoreme.

Ekvivalencija u predikatskoj logici

Formule A i B su logicki ekvivalentne ako u svakom modelu M, za svaku
valuaciju a € MY,
MF, A & M, B.

Iz definicije istinitosti implikacije slijedi da su formule A i B logicki
ekvivalentne ako i samo ako

E(A— B)AN(B— A).

Ovo je razlog da u predikatskoj logici definiSemo ekvivalenciju. Formula
A <> B je zamjena za formulu (A — B) A (B — A).

ZADATAK 3. Ako je A formula i x promjenljiva, = A < | Vz A.

Implikacija = je pravilo generalizacije, a implikacija < je dokazana u
lemi o instancama kvantifikatora.

Navesti primjer formule A, za koju ne vazi = A + Vz A.

ZADATAK 4. Svojstva jednakosti: Ako su x,y, z,x;,y;, 1 < i <n, prom-
jenljive, t term i A formula,

) ( (xl,...,xn) :t(yly--wyn))v
F (@1 =y) A~ (wn—yn ) = (A1, 2n) = Ay, -, yn))-

Jednakost je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna relacija (relacija ekvi-
valencije) koja je saglasna sa operacijama i relacijama definisanih na proiz-
voljnom domenu, tj. jednakost je kongruencija u svakoj strukturi.

)
)
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Formula Vi -- -V, A je univerzalno zatvorenje formule A(xy,...,zp).
Univerzalna zatvorenja navedenih svojstava su aksiome jednakosti.

ZADATAK 5. Ako je term t slobodan za promjenljivu z u formuli A,

= A(z/t) < Va ((z
E A(z/t) « 3z ((z

t) — A),
t) A A).

PRIMJER 1. Ako je A formula, = ~3zA — —Vz A, za svako z € V.

Pretpostavimo da nije M =, -3z A — —Vz A, za valuaciju a € M, u
nekom modelu M. Po definiciji istinitosti implikacije, imamo M =, -3z A i
nije M |=, —Vz A, tj. po definiciji istinitosti negacije, nije Ml |=, 3z A i jeste
M =, Vz A. Ovo nije moguce, jer M # () (u definiciji strukture pretpostavili
smo da njen domen nije prazan). <

PRIMJER 1. Ako su A i B formule,
EVz(A— -B)— —~(3x AAVz B),

= V2 (A— —-B) —» ~(Yx AA 3z B).

Pretpostavimo suprotno. Neka je Ml model u kome ne vazi data formula.
To znac¢i da M |=, Vo (A — —B), M =, 3x AiM =, Vx B, za neku valuaciju
a € MY, Otuda, postoji b € M takvo da M =, (z/b)A, pa za takvo b € M
dobijamo da M =, (z/b)(A — —B), tj. nije M |=, (z/b)B, a to protivreci
M =, Vx B.

Sliéno, ako M |, Vo (A — =-B), M &, Vz A i M |=, 3z B, za neku
valuaciju @ € MY, onda postoji b € M, tako da M Fa(/p) B- Za takvo
be M vazi M ):a(m/b) (A — —\B>7 tj. M ):a(x/b) (B — —A), pa dakle nije
M =q(2/5) A, a to protivreci M =, Vz A. <

Kvantifikatori i negacija

Semantika predikatske logike je takva da se svaki od kvantifikatora moze
definisati pomoc¢u negacije i drugog kvantifikatora.

ZADATAK 1. Uopsteni De Morganovi zakoni: Za svaku formulu A,
E —Vr A+ Jz-A,

= -Jz A < Vo -A.
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Ovi zakoni predstavljaju uopstenje De Morganovih zakona zato Sto se
univerzalni kvantifikator moze shvatiti kao mogucée beskonacna konjunkcija,
a egzistencijalni, kao moguce beskonacna diskunkcija. Da to ilustrujemo,
podsjetimo se, za svaki model M jezika L, definisali smo njegovu prostu
ekspanziju My, = (M, b € M), kao model jezika LU {¢, : b € M} u kome
svaki element b skupa M, ima svoje ime cp.

ZADATAK 2. Ako je A formula i M model jezika £, onda

M 'Za(x/b) A & My ):a A(a:/cb),

za svako b € M i svaku valuaciju a € M.

ZADATAK 3. Neka je A formula i M konacan model jezika £. Ako je
M ={by,...,b,}, onda
ME,VzA & My o A(z/ep ) N NA(x/ey,),
ME,3zA & My = Alx/ey,) V-V Ax/c,),

za svaku valuaciju a € M.

U kona¢nom modelu M, formula Vx A ekvivalentna je kona¢noj kon-
junkciji, a formula Jx A konac¢noj disjunkciji, pa se odnos negacije i kvan-
tifikatora svodi na De Morganove zakone

n

ME-~( N\ Ale/e,) <\ ~Ale/e,),
1=1

=1

I\\/I[lz—\(\/ (x/cp,)) /\ A(x/cp,).

i=1
Opéstije, ako je A formula i Ml model jezika £, onda

ME.VsA & Myl \ Al/a),
beM

M, 324 & My \/ A@/a),
beM

za svaku valuaciju a € MY, Pritom, My f=q Apers A(@/cp), je oznaka za
recenicu ”za svako b € M, My =, A(x/cp).”

Na taj nacin, odnos iskaznih logickih veznika prema kvantifikatorima,
svodi se na njihov odnos prema beskona¢nim disjunkcijama i konjunkcijama.
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Kvantifikatori i konjunkcija

Kao beskona¢na konjunkcija, univerzalni kvantifikator se jednostavno
distribuira preko konjunkcije. Medutim, egzistencijalni kvantifikator je bes-
kona¢na disjunkcija, pa njegova distribucija preko konjunkcije, u opstem
sluc¢aju, ne vazi.

ZADATAK 1. Ako su A i B formule, univerzalni kvantifikator se moze

prenijeti ispred konjunkcije:

= (Ve AAVx B) < Va (AN B).

Medutim, takvo tvrdenje ne vazi za egzistencijalni kvantifikator. Bez
ogranic¢enja na parametre formula A i B, on se ne mozZe prenijeti na pocetak,
ve¢ samo prolazi kroz konjunkciju:

ZADATAK 2. Za proizvoljne formule A i B,
=3z (AAB) — (3x AN 3z B).

Navesti primjere formula A i B, za koje u modelu Q = (Q, <g) ne vazi
formula (32 AA 3z B) — 3z (AN B).

ZADATAK 3. Ako formula B ne sadrzi parametar x, za svaku formulu A,

E (3 AANB) < Jz(AAB).

Kvantifikatori i disjunkcija

Kao beskonacna disjunkcija, egzistencijalni kvantifikator se distribuira
preko disjunkcije, ali distribucija univerzalnog kvantifikatora preko dis-
junkcije, ne vazi u svim modelima.

ZADATAK 1. Ako su A i B formule, egzistencijalni kvantifikator se moze

prenijeti ispred disjunkcije:
E (Jx Av 3z B) < 3z (AV B).
Medutim, takvo tvrdenje ne vazi za univerzalni kvantifikator. Bez ogra-

ni¢enja na parametre formula A i B, on ne prolazi kroz disjunkciju, veé se
samo moze prenijeti na pocetak:
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ZADATAK 2. Za proizvoljne formule A i B,
= (Yt AVVxB) = Vx (AV B).

Navesti primjere formula A i B, tako da u modelu Q = (Q, <) racio-
nalnih brojeva ne vazi formula Vx (AV B) — (Vz AV Vz B).

ZADATAK 3. Ako formula B ne sadrzi parametar x, za svaku formulu A,

= (Vz AV B) < Vx (AV B).

Kvantifikatori i implikacija

ZADATAK 1. Ako su A, B formule i x promjenljiva koja nije slobodna u
formuli B,

E (VxA— B) <+ Jdz (A — B),
E(B—VrA) Ve (B— A),
= (3rA— B) < Vo (A— B),
EF(B—3dzxA) <« Jdx(A— B).

Navesti primjere formula A i B, tako da u modelu Q = (Q, <) racio-
nalnih brojeva ne vazi formula 3z (A — B) — (d=z A — 3B).

ZADATAK 2. Navesti primjere formula A i B, tako da u modelu Q =
(@, <q) racionalnih brojeva ne vazi formula Vz (A <> Vo B) — Vz (A <+ B).

ZADATAK 3. Navesti primjere formula A i B, tako da u prirodnim bro-
jevima N = (N, +n, N, 85 ,0n), ne vazi Va (A — Va B) — Vx (A — B).

ZADATAK 4. Za svaku formulu A,
EdzVy A — Vy 3z A.

Navesti primjer formule A, tako da formula Vz 3y A — JyVx A, ne vazi
u modelu Q = (@, <) racionalnih brojeva.

Ovaj logicki zakon se moze shvatiti i kao uopstenje jednog iskaznog lo-
gickog zakonom. Ako se formula A interpretira u proizvoljnoj strukturi sa
dvoelementnim domenom, navedeni logicki zakon postaje tautologija

(AANB)V (CAD)— (AVC)A(BV D).

Ova tautologija se rijetko srece u literaturi. U njoj je ¢udno §to disjunk-
cija implicira konjunkciju, a da istovremeno ne vazi i obratno.
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ZADATAK 5. Navesti primjer formule A, tako da formula Vz (A — Vz A)
ne vazi u modelu Q = (Q, <) racionalnih brojeva. Isto pitanje za formulu
Vo (Jz A — A).

Sa druge strane, formula 3x (A — Va A) jeste logicki zakon, za svaku for-
mulu A. Njegov smisao je pomalo neo¢ekivan: za svaku formulu A, postoji
neki poseban z takav da, ako vazi A(x), onda vazi i Vx A.

Preneksni oblik formule

Uslovi za primjenu logickih zakona o odnosu kavantifikatora i iskaznih
veznika, ostvaruju se preimenovanjem promjenljivih i supstitucijom ekviva-
lentnih formula.

ZADATAK 1. Preimenovanje vezanih promjenljivih: Ako formula A ne
sadrzi promjenljivu vy,

Vo A« VyA(z/y),
3z A<+ yAz/y),

Navesti primjer formule A, tako da Vz A — Vy A(z/y) ne vazi u modelu
racionalnih brojeva Q = (Q, <g). Isto pitanje za 3z A — Jy A(z/y).

ZADATAK 2. Navesti primjer formule A, tako da VaVy A — Va A(y/x)
ne vazi u strukturi Q = (Q, <q). Isto pitanje za 3z Iy A — Iz A(y/x).

ZADATAK 3. Supstitucija ekvivalentnih formula: Ako je A(B/C) formula
koja se iz formule A dobija supstitucijom nekih, ne obavezno svih, javljanja
njene potformule B formulom C, onda

=B C = = Ao AB/O).

Formula Qqz1...,Qnx, A, gde su @Q; kvantivikatori V ili 3, i gde je
formula A bez kvantifikatora, ima preneksni oblik. Dokazacemo da svaka
formula ima ekvivalentni preneksni oblik. Ovde se taj dokaz zasniva na se-
mantickim pretpostavkama. Kada definiSemo sintaksu predikatske logike,
pokazacemo da se ova teorema moze dokazati i u toj sintaksi.

TEOREMA O PRENEKSNOM OBLIKU FORMULE. Za svaku formulu A, pos-
toji formula A* u preneksnom obliku, takva da

EA < A"

Pritom, pridruzivanje A — A* je efektivno.
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DokAz. Indukcijom po slozenosti formule A. Ako je A elementarna for-
mula, kako elementalne formule ne sadrze kvantifikatore, formula A* je for-
mula A, pa teorema vazi. Takode, trivijalan je induktivni korak u kome for-
mula A ima oblik Vz B ili 3z B, za neku formulu B. U preostalim koracima,
za svaki iskazni logicki veznik, preimenovanjem vezanih promjenljivih, os-
iguravamo pretpostavke za primjenu odgovarajuceg odnosa tog veznika i
kvantifikatora. <

ZADATAK 4. Detaljno opisati algoritam koji formulu A prevodi u A*

ZADATAK 5. Ako su A i B formule bez kvantifikatora, odrediti preneksni
oblik formula: (JxVy AA3xVy B) i (JzVy AV 3xVy B).

Skolemove funkcije

Kada formulu svedemo na preneksnu formu, jedini na¢in da se formula
dalje uprosti i smanji njena slozenost jeste da mijenjamo poredak kvantifi-
katora ili da ih na neki nac¢in eliminiSemo.

smisao: ”za svako x, postoji neko y, koje je funkcija od z, takvo da vazi A.”
Kada bi smo datu re¢enicu transformisali na sljedeé¢i nacin:

M =V IyA(z,y) < M IfVe Alz,y/f(z)),

poredak kvantifikatora V3 bi se promijenio u poredak 3V, ali se u tako
dobijenoj formuli kvantifikuje po funkcijama skupa M, pa to nije formula
predikatske logike prvog reda. U predikatskoj logici kvantifikujemo samo po
individualnim promjenljivim.

Jedini na¢in da opisanu transformaciju korektno napravimo jeste da
uvedemo novi operacijski simbol f i prosirimo jezik. Sada, u ekspaniziji
M’ = (M, fp/) modela M, u kojoj je funkcijom fys, interpretiran novi op-
eracijski simbol jezika £ U {f}, imamo

M | VzIyA(r,y) & M Ve A(x,y/f(x)),

svakako, pod uslovom da je promjenljiva y slobodna za z u formuli A.

Ideja da se broj kvantifikatora u formuli smanji uvodenjem novih operaci-
jskih i relacijskih simbola, pojavila se u prvoj polovini dvadesetog vijeka u
radovima Zaka Erbrana i Torlafa Skolema. Uobi¢ajeno je da se taj metod
naziva skolemizacijom. U narednim primjerima, pretpostavljamo da su sve
supstitucije promjenljivih korektne.
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Formula A je zadovoljiva ako postoji model M i valuacija a € MY, tak-
va da formula A vazi za valuaciju ¢ u modelu M. Dualno, formula A nije
zadovoljiva ako je formula —A logicki zakon.

PrRIMJER 1. Neka je A(z,y, z,u,v) formula bez kvantifikatora jezika L.
Posmatrajmo recenicu

VaVyIzVuIv Az, y, 2, u, v).

Ako je M model jezika L, neka su f i g novi operacijski simboli, duzine
dva i tri, redom. Definisimo ekspanziju M’ modela M u prosirenom jeziku
L U{f, g}. Fiksirajmo valuaciju a € M~ modela M i proizvoljne b,c € M.

Pretpostavimo da vazi M =, JzVu3Jv A[b, ¢|. Tada, postoji d € M,
takvo da vazi M =, Yu3Jv Alb, ¢, d], pa neka je fur(b,c) = d. Dalje, za
proizvoljno t € M, ako vazi M =, Jv A(b,c,d, t), postoji s € M, takvo da
vazi M =4 A(b, ¢, d,t, s). Neka je ¢}, (b, ¢, d,t) = s. Kako je f(b,c) = d, neka
je gM(bv ¢ t) = g?\/l(bv G f(b7 C)v t)'

Ako ne vazi M =, 32 Vu Jv A[b, ¢, dakle u svim drugim moguéim sluca-
jevima, neka je fas(c,d) = gar(b, c,t) = m, gde je m € M proizvoljno.

Ako je M' = (M, fas, grr) ekspanzija modela M, po konstrukeiji

M |=, Vo Vy Iz Vu Jv Az, y, 2, u,v) <
MI ):CL VxVyVUA(%ya f(xay)7uag($7y7u))7

za svaku valuaciju a € M. Recenica Vz Vy 32 Vu Jv A je zadovoljiva ako i
samo ako je zadovoljiva recenica Va Vy Vu A(z,y, f(z,y),u, g(z,y,u)).

Uvodenjem novih operacijskih simbola, problem zadovoljivosti recenice
oblika V 4V d sveden je na problem zadovoljivosti recenice oblika VV V.

Skup formula ekvivalentnih formuli oblika V1, ...Vz,A,n > 0, gde je A
formula bez kvantifikatira, uobicajeno se oznacava sa II;.

Skup formula ekvivalentnih formuli oblika Jx1,...3z,A4,n > 0, gde je A
formula bez kvantifikatira, uobic¢ajeno se oznacava sa 1.

Prethodni primer pokazuje da se problem zadovoljivosti svake rec¢enice
moze svesti na recenice klase I1;.

LEMA 2. Za svaku reCenicu A jezika L, postoji recenica A* klase Iy
prosirenog jezika L£* koja je zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva rec¢enica
A. Pritom, prosireni jezik £* dobija se dodavanjem novih opercijskih sim-
bola jeziku L.

DoxkAz: Tvrdenje dokazujemo tako Sto rec¢enicu A jezika L prevedemo
u preneksnu formu A’, pa izvedemo konstrukciju iz prethodnog primjera. <
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Kako smo veé¢ napomenuli, formula A nije zadovoljiva ako je formula —A
logicki zakon, pa kako je negacija II; formule, formula klase 1, prethodno
tvrdenje se moze preformulisati na sledeci nacin:

SKOLEMOVA TEOREMA: Za svaku re¢enicu A jezika L, postoji formula
A* klase ¥ jezika L koji je prosiren novim operacijskim simbolima, takva
da vazi

A e A

DokAz. Napomenimo da je pridruzivanje A — A* efektivno: Negaciju
re¢enice A prevedemo u preneksni oblik A’, taj prelaz je efektivan. Citajuéi
formulu A’ sa lijeva na desno, za svaku kombinaciju blokova kvantifikatora
V73 7, u kojima se javlja m > 1, tj. n > 1 promjenljivih, redom, uvedemo
n operacijskih simbola duzine m > 1. Izvrimo supstituciju promjenljivih 7/
odgovarajuéim operacijskim simbolima, pa dobijamo formulu A”. Formula
A" je Klase II; i nije zadovoljiva ako i samo ako nije zadovoljiva formula —A.
Kako B < C' ako i samo ako =B < —C, iz formule A" klase IIj, dobijamo
formulu —=A4” klase 1, pa ako je A* formula —-A", konaéno imamo da vazi,
FA & = A" gde je A* formula klase ¥;. <

Svakako najvaznija posljedica prve Skolemove teoreme jeste da ona od-
lucivost predikata = svodi na odlucivost tog predikata za formule klase ¥,
u kojima ucestvuju operacijski simboli.

Napominjemo da, iako efektivan, prelaz sa formule A na formulu A*,
ne donosi mnogo kada, u konkretnom modelu, treba definisati Skolemove
funkcije. Ako M |= Va JyA(x,y), za svako b € M, postoji neprazan skup

F,={ce M: A, ]},

koji uopste ne mora biti jedno¢lan, niti mora biti konac¢an. U definiciji funk-
cije f, za svako b € M, treba izabrati ¢ € Fj, tako da f(b) = ¢. Dakle, za
familiju nepraznih skupova (Fy : b € M), treba napraviti funkciju izbora.

Pretpostavka da svaka familija nepraznih skupova ima funkciju izbora,
osim kada se radi o familiji konaénih ili bar prebrojivih skupova, vazi za
veoma neefektivnu pretpostavku. Ta pretpostavka naziva se aksioma izbora.
Uvodenjem novih operacijskih simbola, ostali smo u predikatskoj logici prvog
reda i tako izbegli logiku drugog reda, ali nam je sada neophodan isuvise
jak metamatematicki princip - aksioma izbora.
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Elementarna ekvivalentncija

Ako M E A implicira My = A, za svaku re¢enicu A, modeli M; i My
jezika L su elementarno ekvivalentni. Elementarnu ekvivalenciju oznacava-
mo sa M; = M.

TEOREMA 1. Ako M; = My, za svaku rec¢enicu A jezika L,

M, ):A =4 MQ):A

Doxkaz. Ako, M; | A, po definiciji, My = A. Ako nije M; = A, onda
M; | —A, pa po definiciji My = —A, tj. nije My = A. <

Elementarno ekvivalentni modeli jezika £ imaju ista svojstva izrazena
u jeziku L, ali se u matematickom smislu ne mogu identifikovati, tj. nisu
obavezno izomorfni.

Modeli M i Mly jezika £ su izomorfni ako postoji obostrano jednoznacno
preslikavanje g skupa M na skup Ms, takvo da za sve ay,...,a, € M,

ran (at, ... an) < rap(glar), ..., glan)),
9(fa(ar, ... an)) = fan(9(ar), ..., g9(an)),
g(ean) = cmy,
za svaki predikat r, svaki operacijski simbol f i svaku konstantu c jezika L.

Izomorfne modele oznacavamo sa My ~ Ms.

Dakle, kada treba dokazati da je preslikavanje g izomorfizam modela M,
i M, treba dokazati da f zadovoljava sledeée uslove:

(1) za sve ay,a2 € My, ako g(a1) = g(az), onda a3 = ag, tj. treba
dokazati da je preslikavanje g obostrano jednoznacno,

(2) za svako b € My, postoji a € M, tako da g(a) = b, tj. treba dokazati
da ¢ preslikava skup M7 na skup Mo,

(3) prvi uslov definicije izomorfizma, tj. treba dokazati da preslikavanje
g ¢uva relacije modela My,

(4) drugi uslov definicije izomorfizma, tj. treba dokazati da preslikavanje
g ¢uva operacije modela My,

(5) treéi uslov definicije izomorfizma, tj. treba dokazati da preslikavanje
g ¢uva istaknute elemennte modela M.
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ZADATAK 1. Struktura G = (G, +¢g,<qg,0q) je uredena grupa, ako je
struktura (G, +g,0g) grupa i G EVaVyVz (z +2 <y +2) < (z <vy)).

Ako je R = (R,+r,<r,0gr) uredena aditivna grupa realnih brojeva i
RT = (R, -p+, <p+, 1 g+ ) uredena multiplikativna grupa pozitivnih realnih
brojeva, dokazati da je preslikavanje g(x) = a®, a > 1, izomorfizam uredenih
grupa R i RT. Dali je g izomorfizam, ako 0 < a < 17

TEOREMA 2. Izomorfni modeli su elementarno ekvivalentni.

Dokaz. Ako su Mj i My izomorfni modeli jezika L, treba dokazati da
M; = A ako i samo ako My |= A, za svaku reCenicu A jezika £. Me-
dutim, recenice nisu induktivno definisane, pa tvrdenje treba dokazati za
sve formule jezika L. Preciznije, indukcijom po slozenosti formule A, treba
dokazati sledece tvrdenje:

Ako je g izomorfizam modela M i My, za svaku formulu A jezika L,

M, l:a A & My ':f(a) A,

za svaku valuaciju a € M{¥. Pritom, ako je a = (ao, a1, as,...) valuacija u
modelu My, f(a) = (f(ao), f(a1), f(as),...) je valuacija u modelu M.

Ako je A elementarna formula, tvrdenje vazi po definiciji pojma izomor-
fizma. Svi induktivni koraci dokazuju se neposredno, na osnovu definicije
relacije istinitosti. <

Postoje elementarno ekvivalentni modeli koji nisu izomorfni. Takav pri-
mjer su uredenja racionalnih i realnih brojeva. Skup racionalnih brojeva je
prebojiv, dok skup realnih brojeva to nije, pa je jasno da njihova uredenja
ne mogu biti izomorfna.

TEOREMA 3. Ako Q = (Q,<q) i R = (R,<g), onda Q =R.

Dokaz. Ako je £ = {<}, indukcijom po slozenosti formule dokaza¢emo
da za svaku formulu A jezika L,

QF. A & REqA4,

za svaku valuaciju a € QV. Otuda se po definiciji dobija da Q = A ako i
samo ako R |= A, za svaku recenicu jezika L.

Ako je A elementarna formula, kako () C R, trvdenje je oc¢igledno. Za-
pravo, jedini interesantan korak u indukciji jeste kada formula A ima oblik
dx B, za neku formulu B.

Ako Q |, 3z B, onda teorema takode vazi neposredno. Naime, onda
postoji ¢ € @, takvo da Q |=4(,/q) B, pa kako je ¢ € R i po induktivnoj
pretpostavci R [=,(,/q) B, dobijamo Q =, 3z B.
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Obratno, ako R =, 3z B, onda postoji r € R, takav da R =, /r) B.
Ali, kako da utvrdimo da je realan broj r istovremeno i racionalan?

Jedan dokaz ove teoreme pociva na ¢injenici da uredenje Q racionalnih
brojeva dopusta eliminaciju kvantifikatora, tj. da za svaku formulu A jezika
L = {<}, postoji formula A* bez kvantifikatora, takva da Q =, A ako i
samo ako Q |, A*. To zapravo znaci da se teorema svodi samo na formule
jezika L bez kvantifikatora. <

Uredenje racionalnih brojeva

TEOREMA 1. Struktura Q = (Q, <g) dopusta eliminaciju kvantifikatora.

Dokaz. Indukcijom po slozenosti formule, treba dokazati da za svaku
formulu A jezika £ = {<}, postoji formula A*, takva da Q =, A ako i
samo ako Q =, A*, za svaku valuaciju a € QV. Kao u prethodnoj teoremi,
interesantna je samo formula oblika

3%3(.%,.1‘1, o ee 7:UTL)7

gde je B formula bez kvantifikatora.

Moze se pretpostaviti da je formula B zadata u disjunktivnoj normal-
noj formi. To znaédi da je B disjunkcija konjunkcija, gde svaka konjunkcija
sadrzi samo elementarne formule i njihove negacije.

Kako su sve elementarne formule oblika x = y ili z < y, negacije se mogu
eliminisati. Formula —(z = y) moze se zameniti formulom (z < y)V (y < z),
a formula =(z < y) sa (x =y) V (y < z).

Ako se poslije eliminacije negacija elementarnih formula, primijeme za-
koni distributivnosti, formula B se dalje svodi se na disjunkciju konjunkcija
elementarnih formula. Ako imamo u vidu logi¢ki zakon

): dx (B1 vV BQ) < dxz By V Jdx Bo,

formula 3z B svodi se na disjunkciju formula oblika 3z (C1 A --- A Cy), gde
su C; elementarne formule. Ako promjenljiva z nije slobodna u formuli By,

’: dx (Bl /\BQ) — By A dx B,

pa se dokaz teoreme svodi na formule oblika Jx (C1 A --- A C), gde svaka
elementarna formula C;, za sve ¢ < k, ima jedan od oblika

T<Tij, T=T4, Tj <.



87

Ako je neka od formula C; jednakost, ona se takode moze eliminisati,
tako §to se koristi logicki zakon

=32 (e = y) A Ca)) © Cly).

Ostaje dakle slucaj kada se promjenljiva x javlja samo u elementarnim ne-
jednakostima.

Ako su sve nejednakosti oblika = < x;, i < n, ili ako su sve nejednakosti
oblika z; < z, ¢+ < n, kako u racionalnim brojevima nema ni najmanjeg, ni
najveéeg elementa, u oba slucaja, takav x € @) postoji, za svaku valuaciju
promjenljivih z;, pa formulu 3z (E1 A- - - A E,) mozemo zamijeniti bilo kojom
iskaznom tautologijom.

Ostaje sluc¢aj nejednakosti u kojima se javljaju i gornja i donja ograni-
cenja za x. Na primjer, ako formula Jx B ima oblik

Jz ((x1 < 2) A (22 <) A (T < 23) A (T < 24)),

ekvivalentan uslov koji treba da zadovoljavaju promjenljive x1,xs,x3, 24,
jeste da su sva donja ograni¢enja manja od svih gornjih ogranicenja, tj.
formula A* je formula:

(1 < 23) A2 < 24) A (T2 < 23) A (T2 < 24).

Kako je Q gusto uredenje, poslednje dvije formule su ekvivalentne, pa je
teorema dokazana. <

U dokazu prethodne teoreme koristili smo odsustvo najmanjeg i najveceg
elementa i gustinu uredenja Q = (Q, <), pa teorema vazi za svako linearno
gusto uredjenje bez krajeva.

Na osnovu prethodne teoreme, svaka dva linearna gusta uredjenja bez
krajeva su elementarno ekvivalentna. To znaci da je Q = R.

Teorije u predikatskoj logici

Kako smo ve¢ napomenuli, kao specificna grana matematike, logika se
bavi izucavanjem jezika u kojem se izrazavaju matematicka tvrdenja. Pre-
ciznije, ona se bavi odnosom matematickih teorija izrazenih u formalnom
jeziku i matematickih struktura u kojima se takve teorije realizuju. Razmo-
tricemo osnove tog odnosa, za nekoliko najvaznijih matematickih teorija. U
predikatskom rac¢unu, matematicke teorije formalizujemo skupovima receni-
ca, tj. skupovima formula bez slobodnih promjenljivih.
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Neka je T skup recenica i M model jezika £. Ako M = A, za svaku
recenicu A € T, rekli smo da je Ml model skupa recenica T i koristili oznaku
M | T. Takode, rekli smo da je recenica A je logicka posljedica skupa
recenica T ako M |= T implicira M = A, za svaki model M jezika £. Sa
T E A oznaéili smo ¢injenicu da je A logicka posljedica skupa T

TEOREMA 1. Neka je T skup recenica jezika L. Za svaku recenicu A,
TEA < T,-A nema model.

DokAz. Pretpostavimo T' = A. Ako skup T',—A ima model M, onda bi
bilo M = -4 i M = A, a to nije moguce.

Obratno, pretpostavimo da skup T, —A nema model. Ako je je M model
za T, onda u M ne vazi —A4, tj. u M vazi A. Dakle, recenica A je istinita u
svakom modelu skupa T, tj. T = A. <

Skup recenica je teorija. Jezik teorije je skup svih nelogickih simbola koji
se u njoj javljaju. Ako je T' skup recenica jezika £, sa Cn(T") oznacavamo
skup svih njegovih logickih posljedica. Ako je Cn(T') = T, skup recenica T
je zatvorena teorija u jeziku L. U daljim razmatranjima, kada govorimo o
teoriji podrazumijevamo i sve njene posljedice, tj. podrazumijevamo da je
teorija zatvorena.

U nacelu, teorije se mogu zadati na dva nacina. Prvi nacin, najceséi i
najprikladniji, jeste da se zada konacan ili beskonac¢an skup aksioma: skup
recenica I' je skup aksioma teorije 7" ako Cn(I") = T

Drugi nacin jeste da se teorija zada nekom klasom modela, kao skup
recenica koje zadavoljavaju svi modeli te klase, ukoliko takav skup recenica
uopste postoji. Na primer, ako je M model jezika £, sa Th(M), oznacavamo
skup svih recenica jezika £, koje vaze u modelu M. Teorija Th(M) je ele-
mentarna teorija modela M.

Elementarna teorija Th(M) je kompletna, tj. za svaku rec¢enicu A jezika
L, ili Th(M) = A ili Th(M) = —A. Po definiciji, svi modeli elementarne

teorije su elementarno ekvivalentni.

TEOREMA 2. Zadovoljiv skup recenica T' je kompletan ako i samo ako
svaka dva modela skupa T su elementarno ekvivalentna.

Dokaz. Neka je T kompletan skup recenica. Ako modeli My i My skupa
T nisu elementarno ekvivalentni, onda postoji recenica A takva da M; = A
iMsy = A Otuda M = —AiMy = A, paT E—-AiT = A, ato protivreci
kompletnosti skupa T'.
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Obratno, pretpostavimo da su svaka dva modela skupa recenica T ele-
mentarno ekvivalentna. Neka je A proizvoljna recenica jezika L. Po pretpos-
tavci, T' je zadovoljiv skup recenica, pa ima model M. Kako je A recenica,
My = A ili My = —A. Ako M | A, za svaki model M skupa 7', Ml = M,
pa M |= A, tj. T = A. Analogno, ako My = —A, onda T' = —A. <

ZADATAK 1. Neka je F teorija u jeziku bez nelogickih simbola, tj. njen
jezik je prazan skup. Aksiome te teorije su recenice koje izrazavaju reflek-
sivnost Vx(z = z), simetricnost VaVy(x = y — y = z), i tranzitivnost
jednakosti VaVyVz((z = y Ay = z) — & = z). Teoriju E nazivamo teorijom
jednakosti. Dokazati da teorija jednakosti nije kompletna.

Modeli teorije jednakosti su strukture bez logickih simbola, tj. neprazni
skupovi. Njihovi izomorfizmi su obostrano jednoznacne i na funkcije.

ZADATAK 2. Ako je A retenica VazVy (x = y), teorija T = E U {A} je
kompletna teorija u jeziku jednakosti.

ZADATAK 3. Neka je Ey recenica dx(z = x) i za svako n > 0, neka je
E,, retenica V1 -+ Vr,Jy (-(y = x1) A+ A =(y = z,,)). Smisao recenice
E,, jeste da ”domen modela sadrzi vise od n > 0 elemenata.”

Dokazati da je teorija I' = EU{E, A—E,41} kompletna, za svako n > 0.

Dokazati da je skup recenica ¥ = E U {E, : n € N} kompletan. Svi
modeli skupa 3 su beskonac¢ni. Pokazati da postoji kompletno prosirenje
teorije E razlic¢ito od I' i X.

Teorija grupa

Teorija grupa T je teorija u jeziku L5 = {+,0}, a njene aksiome su
sledece tri recenice:

VaVyVz (z+y) +z=x+ (y + 2)),
Ve(r4+0=2z AN 0+2=ux),
Vedy(z+y=0 A y+x=0).

Svaka struktura G u jeziku Lg, u kojoj vaze navedene recenice je grupa.
Logicke posljedice aksioma teorije grupa su sve recenice jezika teorije grupa
koje vaze u svim grupama.

ZADATAK 1. Recenica VaVy((z +y =2 AN y+x =2) -y = 0) je
logicka posljedica aksioma teorije grupa. Naime, u svakoj grupi neutralni

element je jedinstven. Jezikom teorije grupa izraziti svojstvo: svaki element
grupe ima jedinstven inverzni element.
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ZADATAK 2. Dokazati da su recenice Vz (r+0=2) Vady(z+y=0)1i
VaVyVz ((x +y) + 2 =z + (y + 2)) aksiome teorije 1.

ZADATAK 3. Dokazati da ni recenica VaVy (x +y = y + z), ni njena
negacija nisu logicke posljedice aksioma grupe.
Ako je x promjenljiva, izraz x + - - - oznacavamo sa n - x, dokazati da
——

n
rec¢enica dz (n -z = 0), nije logicka posljedica aksioma teorije grupa?

Ako je G grupa, prirodan broj n > 1 je red elementa a € G akon-a =10
im-a#0,zam<n.

ZADATAK 4. Ako je p > 2 prost broj, u jeziku teorije grupa formulisati
teoriju beskonacnih komutativnih grupa ¢iji su svi elementi reda p. Ako
imaju istu kardinalnost, svi modeli ove teorije su izomorfni. Ovo je takode
primjer kompletne teorije.

ZADATAK 5. Grupa G je bez torzije ako su svi njeni elementi beskonad-
nog reda. Element a € G je beskonacnog reda, ako na # 0, za svako n > 1.
Skupom formula jezika Lg opisati sve komutativne grupe bez torzije.

ZADATAK 6. Grupa G je grupa sa dijeljenjem ako za svako a € G, postoji
b € G, tako da n - b = a, za svako n > 1. Skupom formula jezika L opisati
sve komutativne grupe sa dijeljenjem.

PRIMJER 1. Grupe sabiranja cijelih, racionalnih i realnih brojeva nemaju
torziju. Grupe racionalnih i realnih brojeva su grupe sa dijeljenjem. Teorija
komutativnih grupa sa dijeljenjem i bez torzije je kompletna.

Teorija linearnog uredenja

Linearno uredenje je struktura P = (P, <p) jezika £ = {<}, koja zado-
voljava sledece recenice:
Vo =(x < x),
VaVyVz (z <y ANy <z — x < 2),
VaVy (e <yVz=yVy<x).
Navedene recenice su aksiome teorije linearnog uredenja 7T's. Iz aksioma

slijedi da, ako relacija <C P? nije prazan skup, linearno uredenje P ima bar
dva elementa.
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Linearno uredenje P = (P, <) je gusto ako za sve a,b € P takve da a < b,
postoji ¢ € P, tako da a < ¢ < b. Uredenje P ima najmanji element, ako
postoji a € P, takvo da a < b, za svako b € P, tj. ima najvecéi element, ako
postoji a € P, takvo da b < a, za svako b € P.

ZADATAK 1. Formulom jezika L izraziti svojstvo gustine linearnog ure-
denja. Ako formula A izrazava svojstvo gustine, dokazati da Tg = A.

ZADATAK 2. Formulisati aksiome teorije T gustog linearnog uredenja
bez krajeva. Dokazati da je teorija T" kompletna.

ZADATAK 3. Ako je Z = (Z,<) uredenje cijelih brojeva, dokazati da
za svako a € Z, postoji najmanji b takav da a < b. Izraziti ovo svojstvo
formulom jezika L.

Ako su Py i Py linearna uredenja, takva da Py N P, = (). Neka je P =
P, U P, i P=(P,<p) uredenje u kome:

(i) Akoa,be€ Pi,a<pbako isamo ako a <p, b,
(il) Akoa € P, b€ Py, ondaa <pb,
(iii) Ako a,b € Py, a <p b ako i samo ako a <p, b.

Uredenje P je suma linearnih uredenja Py i P9 i oznacava se sa Py + Po.

ZADATAK 4. Dokazati da su linearna uredenja Z i Z + 7Z elementarno ek-
vivalentna i nisu izomorfna. Modeli Z i Z+Z jezika {<} su iste kardinalnosti
(oba su prebrojivi), elementarno su ekvivalentni i nisu izomorfni.

Ovaj pregled svojstava linearnog uredenja zavrsavamo jednom vaznom
osobinom uredenja prirodnih brojeva w = (N, <). Skup prirodnih brojeva je
dobro ureden, tj. svaki njegov podskup ima najmanji element.

Ako je P = (P, <) linearno uredenje, uredenje P* = (P, <*) je linearno
uredenje u kome a <* b ako i samo ako b < a, za sve a,b € P. Na primjer,
uuredenjuw, 0<1<2<---, auuredenju w,” ---<2<1<0.

ZADATAK 5. Dokazati da su w i w 4 w, linearna dobra uredenja. Da li
je uredenje w + w* + w, dobro uredenje.

U dobrom uredenju P = (P, <p), za svako S C P, skup S ima najmanji
element. U ovoj definicii ne kvantifikuje se po elementima skupa P, veé
po njegovim podskupovima, tj. po unarnim relacijama skupa P. Ona je
formulisana u logici drugog reda i nije jasno da li se moze izraziti u jeziku
L = {<}, ili njegovom prosirenju?

U vise navrata smo pretpostavili da svaki prebrojiv skup ima dobro ure-
denje. Ako se ta pretpostavka prosiri na sve skupove, dobija se princip dobrog
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uredenja. Taj princip je ekvivalentan aksiomi izbora. Sva svojstva skupova
koja smo nabrojali u okviru teorije ZF' prihvatljiva su svim matematicarima.
Svakodnevno ih koriste, ali to posebno ne isti¢u, dok princip dobrog uredenja
uvijek naglase i samo njega nazivaju aksiomom teorije skupova. To Cine sa
razlogom jer se princip dobrog uredenja ne moze dokazati, niti opovrgnuti
na osnovu aksioma teorije ZF'.

Parcijalno uredenje

Struktura P = (P, <p) je parcijalno uredengje ako je binarna relacija <p
refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna:

Vo (z < x)
VaVy((z <y Ay <z)— z=y)
VeVy (z <y ANy <zx)— x=y).

Jezik parcijalnog uredenja je Lp = {<}, a njegovi modeli, za razliku od
linearnog uredenja, mogu imati i samo jedan element.

ZADATAK 1 Neka je < binarna relacija nepraznog skupa P i neka je <
binarna relacija definisana tako da: a < b ako i samo ako —(b < a), za sve
a,b € P. Relacija < je nerefleksivna i tranzitivna ako i samo ako relacija <
je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna.

ZADATAK 2. U jeziku parcijalnog uredenja, formulisati svojstva maksi-
malnog, najveteg, minimalnog i najmanjeg elementa.

Dokazati da parcijalno uredenje ima najviSe jedan najveci element, tj.
da je to logicka posljedica aksioma parcijalnog uredenja.

Navesti primjer parcijalnog uredenja koje nema ni najmanji, ni najveéi
element, a ima minimalni i maksimalni element.

ZADATAK 3. Ako je P(x) skup svih podskupova skupa z, koji moze biti
i prazan, struktura (P(z),C) je parcijalno uredenje.

Parcijalno uredenje P je linerano ako a < b ili b < a, za sve a,b € P.
Skup L C P je lanac u parcijalnom uredenju P ako a < b ili b < a, za sve
a,be L.
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Parcijalno uredenje se kao struktura prirodno javlja u svim oblastima
matematike. Stoga je za matematiku vazna jedna verzija principa dobrog
uredenja koju je pocetkom dvadesetog vijeka, u terminima parcijalnog ure-
denja, formulisao Maks Corn. Naziva se Cornova lema i glasi;

Ako svaki lanac u parcijalnom uredenju ima gornje ogranicenje, parci-
jalno uredenje ima maksimalni element.

ZADATAK 4. Ako ry C ro, relacija ro je prosirenje relacije ry, za proiz-
voljne relacije 71 i 72, nepraznog skupa M. Dokazati da se svako konac¢no
parcijalno uredenje moze prosiriti do linearnog uredenja.

Teorija polja

Aksiome teorije polja izrazavamo u jeziku Lp = {+,-,0,1}, sa binarnim
operacijskim simbolima + i - i konstantama 0 i 1:

VaVy (z +y =y + x)

VaVyvz ((x +y) +z =2+ (y + 2)),
Vo (z+0=ux),

Vedy (z+y =0),
VaVy (z -y =y )

VavVz ((z-y) -z =z (y- 2)),

Ve (x-1=ux),

Vo (-(z=0) = Jy(z-y=1)),
VeVyVz (z+y) - z=x-2+y - 2),
-(0=1).

Teorija polja Tk je skup svih logickih posljedica navedenih recenica. Po-
lje je struktura jezika Lp sa bar dva elementa u kojoj vaze sve recenice
teorije TF.

Prototip polja jeste polje Q racionalnih brojeva, sa kojim se u matematici
svakodnevno susreé¢emo, a zatim dolaze polje R realnih brojeva i polje C
kompleksnih brojeva. Ta polja se ipak suStinski razlikuju i ta se razlika
dobro moze predstaviti sredstvima predikatske logike.

ZADATAK 1. Dokazati da su recenice VaVy ((z-y = 0) — (x = 0Vy = 0))
i Vz (z-0=0) logicke posljedice aksioma teorije polja.

Dokazati da recenica Vz (x +x = 0 — x = 0), nije posljedica aksioma
teorije polja.

operacije +2 i -9 sabiranje i mnozenje po modulu 2, jeste polje.
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U polju Zg vazi recenica: Zy = Va (x + 2 = 0), pa kazemo da je polje Za
karakteristike 2.

Polje F je karakteristike n > 2, ako je n najmanji prirodan broj takav da
n-a =0, za svako a € F'. Polje je karakteristike nula ako nije karakteristike
n, za svako n > 2.

ZADATAK 3. Skup Z,, ostataka po modulu n > 2, sa operacijama po
modulu n i konstantama po modulu n, je struktura Z, u jeziku L. Dokazati
da je Z,, polje, ako i samo ako n > 2 je prost broj.

ZADATAK 4. Karakteristika polja je prost broj ili nula. Svako konaéno
polje karakteristike p ima p* elemenata, za neko k > 1.

ZADATAK 5. Dokazati da postoji beskona¢no polje konac¢ne karakteris-
tike. Svako polje karakteristike nula je beskonacno.

Ako je K, recenica (p-1 = 0), teorija polja karakteristike p je skup svih
logickih posljedica skupa recenica Tr, K, za svaki prost broj p > 2. Dakle,
teorija polja karakteristike p ima konacnu aksiomatizaciju.

Teorija polja karakteristike nula dobija se prosSirenjem teorije polja Tr
recenicama —K,, za svaki prost broj p > 2. Moze se dokazati da teorija
polja karakteristike nula uopste nema kona¢nu aksiomatizaciju.

Za svaku promjenljivu x, sa z™ oznaCavamo izraz x - --- - . Ako se
—

aksiome teorije polja prosire listom rec¢enica
Py YyoVyr ... Vyk (g # 0 = 32 (ypa® + -+ yrz + yo = 0)),

za svaki prirodan broj k > 1, dobija se teorija algebarski zatvorenih polja.

Smisao aksiome P jeste da svaki polinom stepena k ima nulu, za svako
k > 1. Dakle, polje F je algebarski zatvoreno ako svaki polinom, sa koefici-
jentima iz polja F, ima nulu u polju F.

Polje Q racionalnih i polje R realnih brojeva nisu algebarski zatvorena
polja, a prema osnovnoj teoremi algebre, polje C kompleksnih brojeva, jeste
algebarski zatvoreno.

Za svako polje F postoji "najmanje” algebarski zatvoreno polje F*, takvo
da F' C F*. Pritom, ako je F' prebrojiv skup, onda je i F'* prebrojiv skup.
Dakle, polje Q ima prebrojivo algebarsko zatvorenje Q*. Poznato je da su
svaka dva neprebrojiva algebarski zatvorena polja izomorfna, pa se na osnovu
te ¢injenice moze dokazati da je teorija polja iste karakteristike komletna.
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Teorija realno zatvorenih polja

Jos jedan primjer vazne kompletne teorije jeste teorija realno zatvorenih
polja. To je teorija u jeziku Lp, ¢ije su aksiome redom: sve aksiome teorije
polja, recenice oblika Po41, za sve k > 0, reCenica

Vedy (y?> =z V y* + 2z =0),
kao i recenice R,, n > 1, oblika

Vo Vo (@2 - 4+22=0 = 21 =0A --- Az, =0).

Polje R realnih brojeva je realno zatvoreno polje: svaki realan polinom
neparnog stepena ima nulu, svaki pozitivan realan broj ima kvadratni korijen
i svaka kvadratna forma realnih brojeva jednaka je nuli, samo ako su svi njeni
sabirci jednaki nuli.

ZADATAK 1. Dokazati da je svako realno zatvoreno polje beskonacno i
karakteristike nula.

PrIMIJER 1. Kvadratna jednacina sa realnim koeficijentima ima re-
alan korijen ako i samo ako njena diskriminanta nije negativna. Ako to
prevedemo na jezik teorije realnih polja, dobijamo

R |= 3z (az? + bz +c=0) < R} b —4dac > 0.

Formula 3z (az? + bx + ¢ = 0), u strukturi R ekvivalentna je formuli bez
kvantifikatora b2 — 4ac > 0.

To vazi uopste, za svaku formulu A jezika Lp, postoji formula bez kvan-
tifikatora A* u istom jeziku, koja je u strukturi realnih brojeva ekviva-
lentna formuli A. Dakle, polje R dopusta eliminaciju kvantifikatora, pa
su svaka dva realno zatvorena polja elementarno ekvivalentna, tj. teorija
realno zatvorenih polja je kompletna.

Teorija uredenih polja

Ako se u teoriji realno zatvorenih polja, realni brojevi sagledavaju sa ¢isto
algebarskog stanovista, u teoriji uredenih polja sagledavamo ih sa stanovista
matematicke analize.

Jezik teorije uredenih polja je Ly = {+,:,<,0,1}, tj. to je jezik
teorije polja prosiren binarnim operacijskim simbolom {<}. Aksiome teorije
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uredenih polja su aksiome teorije polja, aksiome linearnog uredenja i sledece
dvije recenice:

VeVyVz(zx <y — (z+z<y+2)),
VeVyVz(0<z = (z<y — (- 2<y - 2))).

Dakle, uredeno polje I je struktura jezika Ly ¢ija redukcija na jezik Lp
je polje, redukcija na jezik linearnog uredenja Lg je linearno uredenje, u
kojoj je relacija poretka saglasna sa operacijom sabiranja i uslovno saglasna
sa operacijom mnozenja (aksioma Us). Ta saglasnost izrazena je navedenim
recenicama. Teoriju uredenih polja oznacavamo sa Ty. Njeni najvazniji
modeli su polje Q racionalnih i polje R realnih brojeva.

LEma 1. Ty = (0 < 1).

DoxkAZ. Neka je F uredeno polje. Po desetoj aksiomi teorije polja, 0 # 1.
Prema aksiomi linearnosti, 0 < 1vV0=1VvV1<0,pa0<1VvV1<0. Ako
1 < 0, prema aksiomi uredenog polja, 1 + (—=1) < 0+ (1), pa 0 < —1.
Prema drugoj aksiomi uredenog polja, 0 - (—1) < (—1) - (=1), paje 0 < 1,
tj. 0 =1, a to nije moguce. Dakle, Ty E0 < 1. <

ZADATAK 1. Dokazati da Ty =V (v <z +1).

LEMA 2. Svako uredeno polje sadrzi izomorfnu kopiju uredenog polja
racionalnih brojeva.

DokAz. Neka je N= (N, 4, -,0,1) struktura prirodnih brojeva (sa uo-
bi¢ajenim svojstvima operacija + i - i konstanti 01 1) i neka je F uredeno po-
lie. Akoje0 =0p,1=1p,2=1p+1p,..., neka je preslikavanje u : N — F
definisano sa u(n) =, za sve n € N.

Na osnovu aksioma teorije polja, lako se provjeravadajex +y =T +p
iT-y=7T: 7y, pa preslikavanje u ¢uva operacije + i -. Ako T = 7,
onda x = y, pa je preslikavanje u obostrano jednoznacno. To znaci da svako
uredeno polje sadrzi izomorfnu kopiju prirodnih brojeva.

Kako je N C Z C @Q, prethodna konstrukcija se lako moze prosiriti prvo
na cijele, a potom i na racionalne brojeve, pa svako uredeno polje sadrzi
izomorfnu kopiju uredenog polja Q racionalnih brojeva. <

| <

Uredeno polje realnih brojeva je kompletno. To znaéi da svaki neprazan
ograni¢en skup realnih brojeva ima supremum. Kako svako uredeno polje
sadrzi izomorfnu kopiju uredenog polja racionalnih brojeva, Dedekind je sje-
¢enjima dobio kompletiranje polja racionalnih brojeva i tako dokazao da, do
na izomorfizam, postoji samo jedno kompletno uredeno polje - polje realnih
brojeva.
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Problem sa ovim Dedekindovim rezultatom je u tome $to on pociva na
principu kompletnosti: Svaki neprazan ograni¢en podskup skupa realnih bro-
jeva ima supremum. Ovdje se kvantifikacija ne vrsi po elementima, veé¢ po
podskupovima, tj. po unarnim relacijama skupa realnih brojeva. Dakle,
princip kompletnosti je princip logike drugog reda.

Videli smo da problem logickih zakona, u logici prvog reda nije odluciv.
Ali, on je ipak parcijalno odluéiv, zato §to ima odlu¢ivu aksiomatizaciju, pa
se svi logicki zakoni mogu generisati polazeé¢i od skupa aksioma. U logici
drugog reda, o logickim zakonima znamo veoma malo. Ona nema rekurzivnu
aksiomatizaciju, pa nije logicki sistem u pravom smislu te rijeci.

Sa stanovista predikatske logike, polje realnih brojeva nije jedinstveno.
Naime, njegova elementarna teorija Th(R) ima model R* koji nije izomor-
fan polju realnih brojeva R. Pritom, Th(R) = Th(R*), tj. polja R i R* su
elementarno ekvivalentna - imaju ista svojstva prvog reda.

Teorija brojeva

Elementarna teorija Th(N) strukture N = (N, +x, -, sy, On), prirodnih
brojeva je kompletna teorija brojeva.

Jezik kompletne teorije brojeva je Lpa = {+,-,5,0}. Dakle kompletna
teorija brojeva je skup svih re¢enica jezika Lpy4 istinitih u modelu N.

Model N je standardni model kompletne teorije brojeva. Svaki drugi
model te teorije je nestandardni model.

Kao posljedicu stava potpunosti predikatske logike, dokazatemo da kom-
pletna teorija brojeva ima prebrojiv nestandardni model.

Prirodno se postavlja pitanje da li kompletna teorija brojeva ima ak-
siomatizaciju rekurzivnim, tj. odlu¢ivim skupom aksioma? Najpoznatija
rekurzivna aksiomatizacije teorije brojeva je Peanova aritmetika:

Q1 Vz(s(z) =0),

Q2 VaVy(s(z) =s(y) — z =y),

Qs Va(o(z=0) — Tyl =s(y))),

Qs Vr(r+0=uzx),

@5 VaVy(z+s(y) = s(z+y)),

Qs Vz(x-0=0),

Qr VaVy(z - s(y) =z y+ux),

Qa  A(0)AVz(A(z) = A(s(x)) — Vo A(x),

za svaku formulu A(x) jezika L4 sa parametrom z € V.
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Prve tri aksiome izrazavaju svojstva funkcije sledbenika u prirodnim bro-
jevima. Po prvoj aksiomi, unarna operacija s, ili operacija sledbenika, je
obostrano jednoznacno preslikavanje skupa prirodnih brojeva, po drugoj ak-
siomi, nula nije sledbenik prirodnog broja i po tre¢oj aksiomi, svaki prirodan
broj razli¢it od nule je sledbenik nekog prirodnog broja.

Cetvrta i peta aksioma ¢ine rekurzivnu definiciju sabiranja prirodnih
brojeva. Sabiranje se rekurzivno definiSe preko funkcije sledbenika: za dati
prirodan broj m, po ¢etvrtoj aksiomi m+0 = m, pa ako smo izracunali m+n,
po petoj aksiomi sledeéu vrijednost m + s(n) izracunavamo kao vrijednost
funkcije sledbenika s(m + n), za svaki prirodan broj n.

Sesta i sedma aksioma ¢ine rekurzivnu definiciju mnozenja prirodnih
brojeva. Mnozenje se rekurzivno definiSe preko sabiranja: za dati prirodan
broj m, po Sestoj aksiomi, m -0 = 0, pa ako smo izracunali m - n, po sedmoj
aksiomi, slede¢u vrijednost m-s(n) izracunavamo kao zbir m-n+n, za svaki
prirodan broj n.

Poslednja aksioma u ovom nizu je shema aksioma ili aksioma induk-
cije. To je beskonacan skup formula {Q4 : A(z) € F,x € V}, jezika Lpa.
Aksioma indukcije formalno izrazava princip matematicke indukcije: ako u
prirodnim brojevima vazi A[0] i ako A[n] implicira A[s(n)], za svako n > 0,
onda u prirodnim brojevima vazi Vo A(x).

Iz postovanja prema Djuzepeu Peanu, koji je napravio prve pokusaje u
formalizaciji svojstava prirodnih brojeva, navedena teorija naziva se Peano-
vom aritmetikom i oznacava sa PA.

TEOREMA 1. PA C Th(N).

DoxAz. Dovoljno je provjeriti da sve aksime PA vaze u standardnom
modelu N, jer onda vaze u svakom modelu teorije Th(N). Dakle, sve njihove
logicke posljedice vaze u svakom modelu kompletne aritmetike. <

Gedelova teorema nepotpunosti, iz 1931. godine, tvrdi da Peanova arit-
metika nije kompletna. To znac¢i da obratna inkluzija u prethodnoj teo-
remi ne vazi, tj. kompletna teorija brojeva je prava ekstenzija Peanove
aritmetike. Svaka teorija u jeziku Lp4 sa rekurzivnim skupom aksioma
koja sadrzi Peanovu aritmetiku nije kompletna. Otuda slijedi da svako
prosirenje Peanove aritmetike konacnim skupom aksioma nije kompletno,
pa kompletna teorija brojeva nema konacnu aksiomatizaciju nad Peanovom
aritmetikom. To znaéi da kompletna aritmetika uop]v ste nema kona¢nu
aksiomatizaciju. Koristeé¢i nestandardne modele teorije brojeva, o kojima ¢e
kasnije biti reci, dokazano je da ni Peanova aritmetika nema konacan skup
aksioma.



99

Interesantna podteorija Peanove aritmetike je Robinsonova aritmetika.
To je teorija @) ¢ije su aksiome recenice Qq,...,Q7. Teorija ) je znacajna
zato §to se u njoj mogu izraziti sve rekurzivne funkcije, tj. u njoj se moze
opisati svaka procedura izracunavanja, na bilo kom ra¢unaru.

Tako se formulama teorije () mogu predstaviti sve rekurzivne funkcije,
ona ipak ne govori sve o svojstvima prirodnih brojeva. Sa druge strane, tesko
je zamisliti svojstvo prirodnih brojeva koje se ne moze izraziti i dokazati
u Peanovoj aritmetici. Mi znamo da takva svojstva postoje, jer Peanova
aritmetika nije kompletna, ali je njihov prakti¢ni znacaj prilicno ogranicen.

Napomenimo da teoriju brojeva Peano nije formulisao kao teoriju u pre-
dikatskoj logici prvog reda. Njegova aksiomatizacija sastojala se od aksioma
Q1 i Q9 1 principa indukcije izrazenog u logici drugog reda:

Za svako P C N, ako 0 € P i ako n € P implicira s(n) € P, za svako
n € N,onda P=N.

Poput uredenog polja realnih brojeva, standardni model prirodnih bro-
jeva je u Peanovoj aritmetici drugog reda jedinstveno odreden: svaki model
M je izomorfan standardnom modelu N.

Na kraju ovog pregleda svojstava teorije brojeva, isticuéi znacaj prin-
cipa matematicke indukcije, navodimo tri njena ekvivalentna oblika: prin-
cip potpune indukcije, princip dobrog uredenja prirodnih brojeva i princip
opadajucih lanaca.

ZADATAK 1. Za svaku formulu A(zx) jezika aritmetike, logicka posljedica
aksioma Peanove aritmetike je princip potpune indukcije:

Ve (Vz (z < x — A(2)) = A(x)) — Yz A(x).

Uputstvo: Primijeniti aksiomu indukcije na formulu Vz (z < z — A(%)).

ZADATAK 2. Za svaku formulu A(z) jezika aritmetike, logicka posljedica
aksioma Peanove aritmetike je princip dobrog uredenja:

dr A(z) — Jy (A(y) AVz (2 <y — —A(y)))-

Uputstvo: Primijeniti princip potpune indukcije na formulu —A(x).

ZADATAK 3. Za svaku formulu A(z) jezika aritmetike, logicka posljedica
aksioma Peanove aritmetike je princip opadajuceg lanca:

Vo (A(z) — Jy (y <z A A(y))) = Vo —-A(x).

Uputstvo: Primijeniti princip dobrog uredenja.
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ZADATAK 4. Ako se teorija () prosiri principom dobrog uredenja prirod-
nih brojeva, dokazati da je princip matematicke indukcije logicka posljedica
tako dobijene teorije.

Sintaksa predikatske logike

Zbog semanticke neodlucivosti predikatskog racuna, poseban znac¢aj ima
¢injenica da on ipak ima sintaksu koja potpuno opisuje sve njegove logicke
zakone. Pomocu pravila zaklju¢ivanja, oni se mogu generisati, polazeé¢i od
rekurzivnog skupa aksioma. To znaéci da je predikat ” =" parcijalno odluciv,
tj. postoji program koji proizvodi sve logicke zakone predikatskog racuna.

Aksiome predikatske logike su dvije aksiome za implikaciju, tri za kon-
junkciju, tri za disjunkciju, dvije aksiome negacije i zakon iskljuc¢enja treceg.
Osim tih aksioma, predikatska logika ima jos dvije aksiome za kvantifikatore
i pet aksioma jednakosti:

INSTANCE ISKAZNIH AKSIOMA: Sve instance iskaznih aksioma su aksio-
me predikatskog racuna prvog reda.

AKSIOMA UNIVERZALNOG KVANTIFIKATORA: Ako je term t slobodan za
promjenljivu  u formuli A, formula

Ve A — A(x/t),

je aksioma predikatske logike.
AKSIOMA EGZISTENCIJALNOG KVANTIFIKATORA: Ako je term t slobo-
dan za promjenljivu  u formuli A, formula

Az /t) — Jx A.

je aksioma predikatske logike.

Ograni¢nje na term t koje se javlja u aksiomama za kvantifikatore je
neophodno. U suprotnom, postoje instance tih aksioma koje nisu valjane.

PRIMJER 1. Formula Vaz3y A — Jy A(x/y) je instanca aksiome univer-
zalnog kvantifikatora, ali nije logicki zakon.

Ako je z < y formula A, i N' = (N, <y), onda N’ |= Va3y (z < y), ali ne
vazi N' = Jy (y < y), jer ne postoji n € N, takav da n < n.

PRIMJER 2. Formula Vz A(y/t(z)) — JyVz A je instanca aksiome egzi-
stencijalnog kvantifikatora, ali nije logicki zakon.
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Ako je x < y formula A1 N = (N, <y, sn), onda N |= Vz (z < s(z)),
ali ne vazi N’ = 3y Vz (x < y), jer ne postoji najveéi prirodan broj.

AKSIOME JEDNAKOSTI: Ako je f operacijski simbol duzine k& > 1, r
relacijski simbol duzine n > 1, x,vy,2, x1,...%k, ¥Y1,--..,Yn individualne
promjenljive jezika L, formule

E, Vz(zr=ux),
Ey, YaVy(z=y—y=ux),
Es VYaVyVz(r=yANy=z—z=2),
Ex VEVY (N (@i =) = fen,.mn) = fyn, - m),
Es VZYY (N (@i =) = (r(@,m) <y, w),
su aksiome predikatske logike.
Prve tri aksiome, izrazavaju refleksivnost, simetri¢nost i tranzitivnost i

karakterisu jednakost kao relaciju ekvivalencije, a druge dvije, njenu saglas-
nost sa operacijama i relacijama svakog modela jezika L.

Predikatska logika ima tri pravila izvodenja, modus ponens i dva Ber-
najsova pravila za uvodenje kvantifikatora:

MobDus PONENS: Ako su A i B formule,

AA— B
B

PRAVILO UNIVERZALNOG KVANTIFIKATORA: Ako su A i B formule i
promjenljiva x nije slobodna u formuli A,

A— B
A —VzB

promjenljiva x nije slobodna u formuli A.

PRAVILO EGZISTENCIJALNOG KVANTIFIKATORA: Ako su A i B formule
i promjenljiva x nije slobodna u formuli B,

A— B
drA — B

Pojmovi dokaza, dokaza iz hipoteza, teoreme i sintaksne posljedice se u
predikatskom ra¢unu definisu isto kao u iskaznom rac¢unu. Jedina razlika je
u primjeni novih pravila.



102

Neka je I' skup formula, A formula jezika £ i n > 1 prirodan broj. Ko-
nacan niz formula (Ay,..., A,) je dokaz formule A iz pretpostavki T' ako
A, = Aizasvako k < n, formula Ag je aksioma ili A; € I' ili, po nekom od
pravila izvodenja, A; slijedi iz prethodnih ¢lanova niza.

Formula A je sintaksna posljedica skupa formula I', u oznaci I' - A, ako
A ima dokaz iz pretpostavki I'. Kada je I' prazan skup, formula A je teorema
predikatskog racuna, u oznaci - A.

Po definiciji dokaza, ako ' C X i I' - A onda X + A, tj. u predikatskoj
logici vazi pravilo slabljenja. Takode, kako je dokaz iz hipoteza konacan niz,
ako ¥ F A, postoji konacan skup formula 3y C X takav da g - A.

Pravilo generalizacije

TEOREMA 1. U predikatskom ra¢unu vazi pravilo generalizacije: za sva-
ku formulu A jezika L,

A
VrA
DokAz. Pretpostavimo da je formula B instanca bilo koje iskazne ak-
siome, u kojoj promjenljiva x nije slobodna, onda redom imamo:

A, (pretpostavka)

A— (B— A, (aksioma implikacije)

B — A, (modus ponens)

B —>Vx A, (pravilo univerzalnog kvant.)
B, (aksioma)

vz A. (modus ponens)

Kako promjenljiva z nije slobodna u formuli B, uslov za primjenu pravila
za uvodenje univerzalnog kvantifikatora je ispunjen. <

ZADATAK 1. Ako se u predikatskom ra¢unu Bernajsova pravila zamijene
pravilom generalizacije i dodaju aksiome

Vz (A — B) — (A — Vz B),
Ve (B - A) — (3x B — A),

promjenljiva x nije slobodna u formuli A, dobija se logika sa istim skupom
teorema.
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TEOREMA 2. Za svaku formulu A, vaze De Morganovi zakoni:
FVrA < —dz—A,
F3zA < —Vx-A.

Doxkaz. Dokaz formule dzA — —Vx—A, je sledeéi niz formula

VA — A, (aksioma univerzalnog kvant.)
——A — =Vz-A, (slaba kontrapozicija)

A— A, (slaba dvojna negacija)

A — VA, (tranzitivnost implikacije)

JxA — —Vz-A. (pravilo egzistencijalnog kvant.)

Uslov za primjenu aksiome univerzalnog kvantifikatora je ispunjen bududi
da je promjenljiva x slobodna za samu sebe u formuli =A. Promjenljiva z
nije slobodna u formuli =Vz—A, pa je uslov za primjenu pravila za uvodenje
egzistencijalnog kvantifikatora takode ispunjen.

Tvrdenje - VA — —dz—A dobija se kontrapozicijom iz prethodnog
tvrdenja za sluc¢aj formule —A.

Tvrdenje F =dx—A — Vx A dobijamo koristeéi aksiomu za egzistencijalni
kvantifikator. Njegov dokaz je sledeéi niz formula:

—A — Jz-A, (aksioma egzistencijalnog kvant.)
—Jdz—A — A, (slaba kontrapozicija)

—-—A — A, (jaka dvojna negacija)

—dr—-A — A, (tranzitivnost implikacije)
—Jdz-A — Vz A (pravilo univerzalnog kvant.)

Kako je promjenljiva x slobodna za samu u sebe u formuli —A, ispunjen
je uslov aksiome egzistencijalnog kvantifikatora, a kako promjenljiva x nije
slobodna u formuli =3z—A, ispunjen je uslov za primjenu pravila za uvode-
nje univerzalnog kvantifikatora.

Tvrdenje - —Vz—A — dzrA dobija se kontrapozicijom iz prethodnog
tvrdenja za slucaj formule —A. <

LEMA 1. Za svaku formulu A, vazi: F dyVe A — Vedy A.

Doxkaz. Dokaz ovog tvrdenja je niz formula: Va A — A, A — Ty A,
Ve A— JyA, Ve A — Vedy A, JyVz A — Vzdy A.

Prva formula je aksioma univerzalnog, a druga egzistencijalnog kvanti-
fikatora. Treca se dobija iz prve dve po tranzitivnosti, ¢etvrta uvodenjem
univerzalnog, a peta egzistencijalnog kvantifikatora. Pritom, uslovi za prim-
jenu svake od aksioma i svakog od pravila su ispunjeni. <
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ZADATAK 2. Ako je promjenljiva y slobodna za x u formuli A,

FVr A — VyA(z/y),
F3dz A— JyA(z/y).

LEMA 2. Dokazati da za proizvoljne formule A i B, u predikatskom
racunu vaze slede¢a pravila:

A— B A— B
VA - VB dxA — JxB

Ako pretpostavimo A — B, onda redom dobijamo: po aksiomi univer-
zalnog kvantifikatora, Vo A — A; po pretpostavci, A — B; po tranzitivnosi,
Vx A — B; kako x nije slobodna u formuli Vx A, po pravilu za uvodenje uni-
verzalnog kvantifikatora, Vo A — Vz B. Na isti nac¢in, polazeé¢i od aksiome
egzistencijalnog kvantifikatora, po pravilu za uvodenje egzistencijalnog kvan-
tifikatora, dobijamo da vazi i drugo pravilo. <

TEOREMA 1. Za svaku formulu A(x1,...,x,) jezika L,
FA(zy,...,xn) & FVa- Vo, Az, ..., 2p).

DokAz. Ako pretpostavimo + A, ponavljanjem pravila generalizacije
dobijamo F Vzq - --Vz, A. Obratno, ako pretpostavimo + Vzq---Vz, A, ka-
ko je promjenljiva x, 1 < k < n, slobodna za sebe samu u formuli A, zbog
aksiome univerzalnog kvantifikatora, u n koraka dobijamo - A. <

Formula Vi ---Va, A(z1,...,2,) je univerzalno zatvorenje formule A.
Primetimo da prethodna teorema ne tvrdi da je formula dokazivo ekvivalen-
tna svom univerzalnom zatvorenju.

ZADATAK 3. Postoji formula A za koju ne vazi + A < Vzq---Va, A.

Lema o novim konstantama

Ako je L' prosirenje jezik £, onda prirodno skup svih teorema T" jezika
L' sadrzi skup T svih teorema jezika £. Medutim, samo po sebi nije jasno
da li postoji formula A jezika L, takvada A € T"i A ¢ T. Odnosno, moze li
se u novom, bogatijem jeziku i sa ja¢im sredstvima, dokazati nova teorema
starog jezika? Odgovor je negativan, takva pro§irenja su konzervativna, ona
ne mijenjaju skup teorema polaznog jezika.

Jezik teorije T je skup nelogickih simbola koji se javljaju u formulama
teorije T. Ako je T' C T', teorija T je konzervativno prosirenje teorije T,
ako za svaku formulu A jezika teorije T', 7' = A implicira T+ A.
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LEMA O NOVOJ KONSTANTI: Ako je ¢ konstanta koja se ne javlja u
formuli A,

FA(z/c) & F A,
za svaku promjenljivu z.

Dokaz. Ako F A, po pravilu generalizacije Va A, pa na osnovu aksiome
univerzalnog kvantifikatora dobijamo - A(x/c).

Sustinu leme o novoj konstanti izrazava drugi dio tvrdenja. Ako formulu
A(z/c) dokazemo za konstantu c¢ koja se ne javlja u formuli A, time smo
dokazali A.

Po pretpostavci, neka je (Ag,..., A,) dokaz formule A(x/c), Izaberimo
promjenljivu y koja se ne javlja u navedenom dokazu i sva javljanja kon-
poslednji ¢lan A, (c/y) = A(c/y), koji jeste dokaz formule A(c/y). Naime,
sve kalkulacije sa konstantama i promjenljivim ostaju iste, po promjenljivoj
y se ne kvantifikuje, a sve supstitucije koje se javljaju u aksiomama, kao i
primjena svih pravila izvodenja, ostaju korektni, pa imamo + A(c/y).

Kako je A(c/y) teorema jezika L, po pravilu generalizacije Yy A(c/y),
na osnovu Yy A(c/y) — A(c/y)(y/x), jer = je slobodna u A(c/y) (aksioma
univerzalnog kvantifikatora), dobijamo A(c/y)(y/x), a to je formula A, pa
je formula A teorema jezika L. <

LEMA O NOVIM SIMBOLIMA: Ako formula A jezika £ koja ima dokaz u
prosirenom jeziku £, onda A ima dokaz u jeziku L.

DokAz. Pretpostavimo da formula A jezika £ ima dokaz u prosirenom
jeziku L.

Ako je jezik L' dobijen dodavanjem novih konstanti, svaku novu kon-
stantu u dokazu formule A, zamijenimo novom promjenljivom, koja se u
njemu ne javlja. Tako dobijeni niz je dokaz formule A u jeziku L.

Ako je jezik £’ dobijen dodavanjem novih operacijskih simbola jeziku L,
u dokazu formule A u jeziku L', sve terme koji poc¢inju novim opercijskim
simbolom zamijenimo (jednom istom) novom promjenljivom, koja se u tom
dokazu ne javlja. Tako dobijeni niz je dokaz formule A u jeziku L.

Kada je jezik £’ dobijen dodavanjem novih relacijskih simbola jeziku L,
u dokazu formule A u jeziku £, sve elementarne formule koje se odnose na
nove simbole, zamijenimo (jednom istom) recenicom jezika £. Tako dobijeni
niz formula je dokaz formule A u jeziku L. <
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Teorema dedukcije u predikatskoj logici

Teorema dedukcije, u sasvim opstem vidu i bez ikakvih ograni¢enja, ne
vazi u predikatskom racunu.

PRIMJER 1. Ako pretpostavimo formulu x = 0, primjenom generalizaci-
je, dobija se Va (x = 0), pa dakle (x = 0) F Va (x = 0). Primenom teoreme
dedukcije dobili bi smo t (z = 0) — Vz (x = 0), a to nije valjana formula.

U standardnom modelu prirodnih brojeva N, svaka valuacija, za koju je
vrijednost promjenljive x jednaka nuli, zadovoljava formulu z = 0. Dakle,
pretpostavka x = 0 je zadovoljena, ali u modelu N nipos§to ne vazi recenica
Vo (x =0).

Iz takvih razloga, teoremu dedukcije primjenjiva¢éemo samo u slucaju
kada su sve pretpostavke recenice.

TEOREMA DEDUKCIJE: Ako je I'; A skup recenica i B formula
I'N'AFB = T'HFA-— B.

DoxkaAz. Postupamo kao u iskaznom racunu, tj. tvrdenje dokazujemo
indukcijom po duzini dokaza. Jedina razlika u tom dokazu je u tome sto u
induktivnom koraku imamo i dva pravila za uvodenje kvantifikatora.

Neka je n > 1 prirodan broj. Pretpostavimo da (induktivna pretpos-
tavka) ako formula C' ima dokaz iz pretpostavki I', A duzine k& < n, onda
' A — C, za svaku formulu C.

Pretpostavimo sada da formula B ima dokaz (Bji,...,Bp+1), duzine
n+ 1, iz pretpostavki I') A. Po definiciji dokaza, formula B = B, je
aksioma ili pripada skupu I', A ili po pravilima izvodenja slijedi iz prethod-
nih ¢lanova niza (B; : 1 <4 < n). modus ponensu sledi iz formula B; i By,
za neke 7,5 < n. Ako je formula B aksioma ili pripada skupu I', A ili je
dobijena po modus ponensu iz formula B; i Bj, za neke i, j < n, postupamo
isto kao u iskaznoj logici.

Neka je B formula oblika C' — Vz D dobijena je primenom pravila za
uvodenje univerzalnog kvantifikatora na formulu By, k& < n, oblika C' — D,
gde x nije slobodna u formuli C. Po induktivnoj pretpostavci A — By ima
dokaz iz hipoteza I'. Kako je (A — By) — (A A C — D) instanca iskazne
teoreme, po modus ponensu, dobijamo (A A C') — D i pritom, kako je A
reCenica, promjenljiva z nije slobodna u formuli A A C. Primenom pravi-
la za uvodenje univerzalnog kvantifikatora dobijamo (A A C') — Vz D, tj.
A — (C — Vz D), a to konatno znac¢i da formula A — B ima dokaz iz
hipoteza T'.
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Preostaje jos moguénost da formula B ima oblik 3z C — D i dobijena
je primjenom pravila za uvodenje egzistencijalnog kvantifikatora na formulu
By, k < n, oblika C — D, gde x nije slobodna u formuli D. Po induktiv-
noj pretpostavci A — By ima dokaz iz hipoteza I'. Kako je (A — By) —
(C — (A — D)) instanca iskazne teoreme, po modus ponensu, dobijamo
C — (A — D) i pritom, kako je A recenica, promjenljiva z nije slobodna u
formuli A — D. Primjenom pravila za uvodenje egzistencijalnog kvantifika-
tora dobijamo 3z C — (A — D), tj. A — (3xC — D), a to kona¢no znaci
da formula A — C; ima dokaz iz hipoteza I'. <

Teorema, o preneksnom obliku

U okviru rasprave o semantici predikatske logike, dokazali smo da svaka
formula ima ekvivalentan preneksni oblik. Na osnovu toga, poslije dokaza
stava potpunosti, mogli bi smo konstatovati da za svaku formulu A postoji
formula B bez kvantifikatora takva da

FA(—)QlSL‘l"'QnInB.

Ipak, smatramo dobrom vjezbom, da se teorema o preneksnoj formi dokaze i
sintaksnim sredstvima. Pritom, u indukciji po slozenosti formule, koristimo
iste odnose kvantifikatora i iskaznih veznika, koje sada treba dokazati.

LEMA O SUPSTITUCLJI EKVIVALENTNIH FORMULA: Ako je A(B/C) for-
mula koja se iz formule A dobija supstitucijom nekih, ne obavezno svih,
javljanja njene potformule B formulom C, onda

FB+ C = FA+ AB/C).

DokAz. Za date formule B i C, tvrdenje dokazujemo indukcijom po
slozenosti formule A. Postupamo isto kao u iskaznoj logici, osim u slucaju
kada formula A ima oblik Vx D ili 3z D. Po induktivnoj pretpostavci, ako
B <« C,onda - D« D(B/C), pa ako na tu formulu primijenimo jedno
od ranije dokazanih pravila

A— B A— B
VoA — VeB dzxA— JxB

neposredno dobijamo Vo D <» Vo D(B/C) i 3z D <» 3D(B/C). <
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LEMA O PREIMENOVANJU VEZANIH PROMJENLJIVIH: Ako formula A ne
sadrzi promjenljivu y,

FVr A < Vy Az /y),
Fdz A« JyA(z/y).

Dokaz. Prema aksiomi univerzalnog kbantifikatora, kako se prom-
jenljiva y ne javlja u formuli A, - Vz A — A(x/y), pa kako x nije slobodna
u formuli dx A, primjenom pravila za uvodenje univerzalnog kvantifikatora
dobijamo F Vo A — Yy A(z/y).

Obratno, kako je promjenljiva x slobodna za y u formuli A(z/y), prema
aksiomi univerzalnog kvantifikatora, - Vy A(z/y) — A(x/y)(y/z); kako je
A(z/y)(y/z) formula A, - Yy A(xz/y) — A; primjenom pravila za uvodenje
univerzalnog kvantifikatora, - Vy A(xz/y) — A.

Drugi dio tvrdenja, dokazuje se na isti nacin, primjenom aksiome i prav-
ila za uvodenje egzistencijalnog kvantifikatora. <

ZADATAK 1. Za proizvoljne formule A i B,
F3rAv3xB <« 3x(AV B),
FYr ANV B < Vx (AN B).
F-Vz A+ dx A,
F—dx A < Ve -A.

ZADATAK 2. Ako promjenljiva x nije slobodna u formuli B, za svaku
formulu A,

F(VxA— B) <> 3Jz(A— B),
F(3x A — B) <> Vz (A — B).

ZADATAK 3. Ako promjenljiva x nije slobodna u formuli A, za svaku
formulu B,

F(A—VzB) « Va(A— B),
F(A— 3z B) + 3z (A — B).

ZADATAK 4. Ako promjenljiva z nije slobodna u formuli B, za svaku
formulu A,

F3zAAB <« Jx(AANB),
FVYx AAB < VY (AAB).
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ZADATAK 5. Ako promjenljiva x nije slobodna u formuli B, za svaku
formulu A,

FVYx AV B < Vx (AV B),
F3r AV B <« 3z (AV B).

TEOREMA O PRENEKSNOM OBLIKU: Za svaku formul A, postoji formula
u preneksnom obliku A* takva da F A < A*.

DoxkAz. Indukcijom po slozenosti formule A. Ako je A elementarna for-
mula, tvrdenje vazi samo po sebi. Ako je A formula oblika —B, primjenju-
jemo tvrdenje o negaciji kvantifikatora. Ako formula A ima jedan od oblika
BAC, BvCili B— C, preimenovanjem vezanih promjenljivih i supstitu-
cijom ekvivalentnih formula stvaraju se uslovi za primjenu distributivnosti
kvantifikatora i odgovarajuc¢ih iskaznih veznika. U slu¢aju formule A oblika
Jx B, formula A* je dx B*. Kada je A oblika Vx B, formula A* je Vx B*.
Dakle, za svaku formulu A, F A & A*. <

Korektnost predikatske logike

Sintaksu predikatske logike definisali smo tako da generiSe valjane for-
mule i samo takve formule, tj. tako da bude korektna i potpuna u odnosu
na semantiku.

TEOREMA KOREKTNOSTI PREDIKATSKE LOGIKE: Svaka teorema je lo-
gicki zakon.

DokAz. Teoremu dokazujemo indukcijom po slozenosti dokaza. Treba
dokazati da su sve aksiome logicki zakoni i da pravila zakljuc¢ivanja ¢uvaju
logicke zakone. U odeljku logicki zakoni u predikatskoj logici, dokazali smo
da su sve instance tautologija logicki zakoni, kao i da modus ponens Cuva
logicke zakone. U odeljku o logickim svojstvima kvantifikatora, dokazali smo
da su aksiome kvantifikatora logicki zakoni, da Bernajsova pravila ¢uvaju
logicke zakone i da su aksiome jednakosti F4 i E5 logicki zakoni.

Preostaju samo aksiome jednakosti F1, Fo i F3. U svakoj interpretaciji,
simbol jednakosti definisemo kao stvarnu jednakost na nepraznom skupu M,
tj. kao relaciju {(a,a) : @ € M}. Kako je ona refleksivna, simetricna i
tranzitivna na svakom nepraznom skupu M, aksiome jednakosti su logicki
zakoni. <
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OPSTA TEOREMA KOREKTNOSTI: Za svaki skup recenica X, A jezika L,
YFA = YEA

DoxkAz. Ako X F A, kako je dokaz konacan niz, postoji kona¢an skup
Yo ={A1,...,A,} takav da ¥y - A. Skup ¥ je skup recenica, pa na osnovu
teoreme dedukcije, u n koraka dobijamo teoremu

FA = (A2 = (- = (A, = A)...)).

Neka je M model skupa recenice 3, tj. Ml = Ay,...,M  A,,. Prema stavu
korektnosti, prethodna teorema vazi u svakom modelu, pa

MEA = (A2 = (- = (A, = A)..0)).

Otuda, po definiciji istinitosti implikacije, u n koraka dobijamo M = A, tj.
YEA <

Skup formula 3 je konzistentan ili neprotivrecan ako ne postoji formula
A zakoju X F AiXF —A. U protivnom, X je nekonzistentan ili protivre-
¢an skup formula. Skup recenica je zadovoljiv, ako je svaka njegova formula
zadovoljiva.

ZADATAK 1. Ako je ¥ nekonzistentan skup formula, onda X + A, za
svaku formulu A.

ZADATAK 2. Skup recenica je neprotivrecan ako i samo ako svaki njegov
konacan podskup je neprotivrecan.

TEOREMA KOREKTNOSTI PREDIKATSKE LOGIKE: Zadovoljiv skup rece-
nica je konzistentan.

DokAz. Pretpostavimo da zadovoljiv skup re¢enica X nije konzistentan,
tj. da postoji recenica A takva da X+ A i X+ —A. Ako je M model skupa
., to bi znagilo da M+ A i MFE —A, a to nije moguée. <

ZADATAK 3. Ako se konstanta c¢ ne javlja u A, B i skupu formula X,
onda ¥, A(x/c) B implicira ¥,3x A+ B.

ZADATAK 4. Ako se konstanta ¢ ne javlja u skupu formula 3, za svaku
formulu A, ¥ + A(z/c) implicira ¥ - Vo A(x).
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Potpunost predikatske logike

Dokazac¢emo teoremu potpunosti predikatske logike: svaki neprotivrecan
skup recenica je zadovoljiv. Postupamo kao u iskaznoj logici: neprotivrecan
skup recenica 3 prosirujemo do kompletnog skupa 7', za koji konstruisemo
model. Razlika je u izboru kompletiranja koje ovde mora da zadovolja-
va uslov egzistencijalne zatvorenosti: za svaku reCenicu oblika dx A, ako
T + 3z A onda u jeziku £ postoji konstanta ¢ za koju T'+ A(z/c).

Poput logicke kompletnosti definiSemo i sintaksnu kompletnost: konzis-
tentan skup recenica X je kompletan, ako ¥ + A ili ¥ F —A, za svaku
reCenicu A.

ZADATAK 1. Ako je skup formula X konzistentan, bar jedan od skupova
>, Aili X, - A je konzistentan, za svaku formulu A.

ZADATAK 2. Ako su skupovi formula Tg, 11, ... konzistentni i T; C T;, 1,
za sve i € N, onda je | J;c y T; konzistentan.

LEMA O KOMPLETIRANJU: Svaki konzistentan skup re¢enica ima kom-
pletno prosirenje.
Doxkaz. Neka je (Ag, A1, Ag,...) prebrojavanje svih formula jezika £ i
T neprotivre¢an skup formula. Neka je Ty =T i
T, A; ako je T;, A; konzistentan,
Tiy1 = o
T;,—A; inace.
za sve ¢ € N. Kako su skupovi T; konzistentni i T; C T;11, za sve ¢ € N,
skup (J;cy Ti je konzistentan, a kako po konstrukciji sadrzi A; ili —A4;, za
sve ¢ € N, ta unija je kompletan skup formula koji prosiruje skup 7. <.
Ako jezik L nije prebrojiv, u prethodnoj teoremi koristimo princip lin-
earnog dobrog uredenja, pa dokaz ostaje prakti¢no isti.

LEMA 1. Ako je T kompletan skup formula, A i B recenice jezika L,

THFAANB & THAIiTF B,
THAVB & THAIiiTE B,
TH-A & THA,

THFA—-B & THAIiTEHB.

DoxkAz. Prvo tvrdenje je ocigledno. Pretpostavimo T+ AV B. Ako
TH ALITLWY B, zbog kompletnosti skupa T, imamo T' - -A i T F =B,
pa T F =(AV B), a to nije moguce, jer T je konzistentan skup. Sli¢no se
dokazuju sva preostala tvrdenja. <
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LEMA 2. Pretpostavimo da kompletan skup formula T jezika £ zado-
voljava uslov: ako T't+ 3x A onda T'+ A(z/t). Tada vazi

THIwA & T+ Az/t),

THVzA & TF A(z/t),
gde je t term jezika L slobodan za promjenljivu z u formuli A.

DokAz. Prvi dio tvrdenja slijedi iz pretpostavke, sa jedne, i aksiome
egzistencijalnog kvantifikatora, sa druge strane.

Pretpostavimo da 1"t/ Vax A. Zbog kompletnosti skupa T, T'F =Vx A, pa
po De Morganovom zakonu, T+ dx - A. Po pretpostavci, term ¢ je slobodan
za promenljivu x u formuli —=A, pa T + —A(x/t). Skup T je kompletan pa
Tt A(z/t). Dakle, T - A(z/t) implicira T+ Vax A. Obratno tvrdenje slijedi
iz aksiome univerzalnog kvantifikatora. <

LeEmA 3. Ako je y promjenljiva koja se ne javlja u konzistentnom skupu
formula T, 3z A, onda je skup formula T, 3z A, A(z/y) konzistentan.

Dokaz. Prema lemi o konstanti, sve slobodne promjenljive u skupu
formula T, 3 A mozemo zamijeniti novim konstantama, tj. mozemo pret-
postaviti da je T', 3z A skup recenica. Ako skup 7, 3z A, A(z/y) nije konzis-
tentan, onda T, 3z A + = A(x/y), pa se prema pravilu generalizacije dobija
T,dx A + VYy—-A(xz/y). Otuda, poslije preimenovanja promjenljivih ima-
mo T, dx A - Va —-A; pa kona¢no imamo T, 3x A = —3x A, a to protivreci
pretpostavci da je skup T, 3z A konzistentan. <

Egzistencijalno zatvoreni skupovi

Skup formula T jezika L je egzistencijalno zatvoren ako za svaku formulu
A jezika L
TrH3zA = T+ 3A(z/c),

za neki simbol konstante ¢ € L.

TEOREMA 1. Svaki konzistentan skup formula datog jezika ima kom-
pletno egzistencijalno zatvoreno prosirenje u jeziku sa novim konstantama.

Dokaz. Pretpostavimo da je T konzistentan skup formula jezika £ i da
je L' = L U{co,c1,c2,...} prodirenje jezika £ novim simbolima konstanti.
Neka je (Ag, A1, Ag, .. .) prebrojavanje svih formula jezika £ i (¢, ¢1, ca, .. .)
prebrojavanje novih konstanti. Ako je Ty = T i za svako i > 0,
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T;, —A; ako je T;, A; nekonzistentan,

T;,3xB,B(x/cj) ako je T;, A; konzistentan,
formula A; ima oblik 3z B
i c¢j je prva konstanta koja
se ne javlja u skupu T3, A4;,

Tiv1 =

T, A; inace,

skupovi formula T; su konzistentni, za svako i € N, a skup (J;cn T; je
kompletan skup formula.

Za svako i € N, prema prethodnoj lemi i prema lemi o konstanti, ako je
skup formula Tj, 3z B konzistentan, onda je T;, 3z B, B(z/c;) konzistentan
skup formula. Dakle, skup formula 7T; je konzistentan, za svako i € N.

Kako T; C Tjy1, za sve i € N, skup (J;cny T je konzistentan, a po kon-
strukciji on je kompletan i egzistencijalno zatvoren skup formula koji sadrzi
dati skup T'. <

Kanonski model

Nad skupom svih zatvorenih terma jezika L, konstruisatemo kanonski
model kompletnog egzistencijalno zatvorenog skupa recenica.

TEOREMA 2. Svaki kompletan egzistencijalno zatvoren skup recenica je
zadovoljiv.

DokAz. Neka je T kompletan egzistencijalno zatvoren skup recenica i
S skup svih zatvorenih terma jezika L. Kako jezik sadrzi bar jedan simbol
konstante, skup S nije prazan.
Neka je ~ binarna relacija skupa S, definisana tako da, za proizvoljne
u,t €S,
u~t & Thu=t,

Na osnovu aksioma jednakosti, relacija ~ je relacija ekvivalencije. Ako
je t klasa ekvivalencije terma ¢t € S, neka je M = {t : ¢t € S}. Na skupu M
konstruisemo model skupa rec¢enica 7'.

Ako je ¢ € L simbol konstante, njegova interpretacija u skupu M je klasa
ekvivalencije ¢ terma c € S.

Ako je f € L opercijski simbol duzine n > 1, njegova interpretacija je
operacija fys skupa M, takva da za sve t1,...,t, € 5,

Pty .t = Fty, . tn).
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Ako je r € L relacijski simbol duzine n > 1, njegova interpretacija je
relacija rys skupa M, takva da

T‘M(ﬂ,...,t;) < TEr(ty,...th),

za sve t1,...,t, € S.

Operacija fyr i relacija rj; skupa M, definisane su preko predstavnika
t1,...,tn € S klasa ekvivalencije t1,...,t, € M, ali ta definicija ne zavisi
od izbora predstavnika:

Ako je t; = Ul,...,tn = Un, onda T F t; = uy,...,T F t, = un, pa
prema aksiomama jednakosti:

T}—f(tl,...tn) :f(ul,...un),
TEr(ty,...ty) < ThEr(u,... u),

§to, po definiciji relacije ~, znaci da:
far(ry ) = fr@r, i)
vty .y tn) < ray(ur, ... up),
za sve t;,u; € 5,1 <i<n.

Neka je M = (M, (epr, far,rar ¢, fyr € L£)). Tvrdimo da M = T. Da bi
smo to dokazali, dovoljno je dokazati da

MEA & TFA,

za svaku reCenicu A jezika L. Tako recenice nisu induktivno definisane, u
ovom slucaju, zbog egzistencijalne zatvorenosti skupa 7' dokaz indukcijom
po slozenosti recenice je mogué.

Ako je A elementarna re¢enica oblika u = t, za neke u,t € S, po definiciji
relacije ~ i definiciji skupa M,

MEt=u & t=u & t~u < THt=u.

Ako je A elementarna recenica r(ti,...t,), za neke t1,...t, € S, po
definiciji interpretacije u modelu M,

M = 7(ty, ... tn) € ra(ty,... tn) & ThEr(ty,...t).

Neka je A recenica -B. Ako M | =B, onda M [~ B; po induktivnoj
pretpostavci, Tt/ B; zbog kompletnosti teorije 7', T+ —~B. Obratno, ako
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T + —B; zbog neprotivrecnosti teorije T, T' t/ B; po induktivnoj pretpos-
tavei, Ml £ B; po definiciji istinitosti, Ml = —B.

Ako recenica A ima jedan od oblika BAC, BV Cili B — C, tvrdenje
slijedi neposredno iz Leme 1 poglavlja Potpunost predikatske logike.

Neka je A recCenica oblika dz B. Ako T + dz B, zbog egzistencijalne
zatvorenosti teorije T', postoji konstanta ¢ jezika £ takva da T+ B(x/c).
Po induktivnoj pretpostavei, M = B(z/c), a to znaé¢i da M = 3z B.

Obratno, ako M = 3z B, zaneko b € M i svaku valuaciju a, Ml =4,y B-
Kako je svaki element skupa M oblika [t], za neki zatvoren term ¢, to postoji
t takvo da b = [t], pa za takvo t, M = B(z/t). Otuda, po induktivnoj
pretpostavci, 7'+ B(x/t), pa prema aksiomi egzistencijalnog kvantifikatora,
T+ dx B.

Preostala je jo§ moguénost da rec¢enica A ima oblik Vx B(x). Pretpos-
tavimo da T'F Vz B. Po aksiomi univerzalnog kvantifikatora, 7'+ B(t), pa
po induktivnoj pretpostavci, M = B(t), za svaki zatvoren term ¢ € S. Po
definiciji skupa M, to znaci da M = Vz B.

Obratno, neka M |= Va B(x). Ako T I/ Va B, zbog kompletnosti teorije
T imamo T + —Vx B, tj. T + dz—B. Kako je T egzistencijalno zatvorena
teorija, postoji konstanta ¢ takva da T'+ —B(z/c). Sa druge strane, iz pret-
postavke M = Vx B slijedi M = B(x/c¢), tj. po induktivnoj pretpostavci,
T + B(z/c). Dakle, istovremeno vazi i T + =B(x/c) i T + B(z/c), a to
protivreci pretpostavci da je teorija T neprotivrecna. <

TEOREMA POTPUNOSTI PREDIKATSKE LOGIKE: Svaki neprotivrecan
skup recenica je zadovoljiv.

DokAz. Ako je T neprotivrecan skup recenica jezika £, njegovo kom-
pletno egzistencijalno zatvoreno prosirenje T* ima model M’ u prosirenom
jeziku L') koji sadrzi nove simbole konstanti. Redukcija M modela M’ na
jezik L, je model skupa rec¢enica T' <

Posljedice teoreme potpunosti

SKOLEMOVA TEOREMA O PREBROJIVOM MODELU: Neprotivreéna teorija
u prebrojivom jeziku ima prebrojiv model.

Skolemova teorema neposredno slijedi iz dokaza stava potpunosti, jer
kanonski model je prebrojiv. Ova Skolemova teorema ima vrlo zanimljive
posljedice.
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OPSTA TEOREMA POTPUNOSTI: Ako je A formula i ¥ skup recenica,

YFA & Y EA

Doxkaz. Tvrdenje da ¥ F A implicira ¥ = A je stav korektnosti, koji
smo ve¢ dokazali. Pretpostavimo da nije ¥ + A. Po zakonu dvojne negacije,
nije X - =—A, pa je X, A neprotivrecan. Po teoremi potpunosti, 3, —A je
zadovoljiv skup, tj. nije ¥ = A. <

TEOREMA KOMPAKTNOSTI: Ako je svaki konac¢an podskup skupa rece-
nica I' zadovoljiv, I" je zadovoljiv.

Dokaz. Ako skup recenica I' nije zadovoljiv, prema stavu potpunosti, I'
je protivrecan, pa I' - A A = A. Kako je dokaz konacan niz, postoji konacan
I'g C T takav daI'g F AA—A, tj. Ty je konacan protivrecan podskup skupa
I" nije zadovoljiv. <

TEOREMA 1. Ako skup recenica I' jezika £ ima proizvoljno veliki kona-
¢an model, I" ima beskonac¢an model.

Dokaz. Progirimo jezik £ beskona¢nim skupom simbola konstanti C' =
{ci:i€w}. Nekaje L*=LUC'i

P*:PU{—\(Ci:Cj):i<j<w}

skup recenica jezika L£*. Tvrdimo da svaki konac¢an podskup skupa I'* ima
model.

Ako je I'j konacan podskup od I'*, postoji konacan podskup I'g skupa I
i prirodan broj n € w, takav da

s=ToU{~(ci, =¢j,) : k <n}

Po pretpostavci I'g ima model My kardinalnosti |My| > n. Prosirimo
strukturu My konstantama ¢; € C. Konstante ¢;,, £ < n, koje se javljaju
u skupu I'j), njih ima najvise n, interpretiramo razlic¢itim elementima skupa
My, a sve druge konstante skupa C' proizvoljno. Tako se dobija model M
skupa recenica I'j.

Kako svaki konac¢an podskup od I'* ima model, prema stavu kompakt-
nosti, skup recenica I'* ima model M*. Kako to propisuju recenice skupa
I'*, sve konstante ¢; € C' u modelu M* moraju biti interpretirane razlic¢itim
elementima domena M, pa je model M* beskonacan. Neka je M redukcija
model modela M* na jezik £. Model M je beskonacan model skupa I'. <

ZADATAK 1. Ne postoji skup recenica predikatskog racuna I', takav da
M T ako i samo ako model M je konacan.
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To znaéi da ne postoji aksiomatizacija kona¢nih skupova, kona¢nih gru-
pa, konacnih polja itd. Svaki skup recenica koji zadovoljavaju konacne gru-
pe, zadovoljava i neka beskonaéna grupa. Ovaj rezultat valja uporediti sa
slede¢im zadacima.

ZADATAK 2. Neka je Ml model jezika £. Dokazati da za svaki prirodan
broj n > 1, postoji recenica A,, takva da M = A,, ako i samo ako model M
ima kardinalnost n.

ZADATAK 3. Neka je Ml model jezika £. Dokazati da postoji skup rece-
nica I', takav da M = T" ako i samo ako model M je beskona¢an. Dokazati
da i sam skup I' mora biti beskonacan.

Dakle, svojstvo beskonacnosti strukture jeste izrazivo skupom recenica.
Beskonacnost jeste, a konacnost nije izraziva upredikatskom ra¢unu.

ZADATAK 4. Ako je (P, <) parcijalno uredenje konac¢nog skupa P, do-
kazati da se relacija < moze prosiriti do linearnog uredenja <* skupa P.

Koristeéi stav kompaktnosti, dokazati da se svako parcijalno uredenje
moze prosiriti do linearnog uredenja.

Nestandardni prirodni brojevi

Posledica teoreme potpunosti je egzistencija modela elementarne teorije
prirodnih brojeva Th(N) koji sadrzi beskona¢no velike prirodne brojeve.
Konstrukcija se moze izvesti i za model elementarne teorije realnih brojeva
Th(R) koji, osim beskona¢no velikih, sadrzi i beskona¢no male veli¢ine.

TEOREMA 1. Kompletna aritmetika Th(N) ima model koji nije izomor-
fan standardnom modelu N prirodnih brojeva.

Doxkaz. Neka je L = LpaU{c, : n > 1}, prosirenje jezika aritmetike,
dobijeno novim simbolima konstanti. Ako je N standardni model jezika
aritmetike £p 4, neka je N’ njegova ekspanzija na jezik £ u kojoj svaki novi
simbol ¢,, interpretiramo prirodnim brojem n, za svako n > 1.

Neka je ¢ & L, jos jedan novi simbol konstante i A,, formula —(¢c = ¢,),
n > 1. Formula A, je formula jezika £’ = LU {c}, za sve n > 1.

Posmatrajmo skup recenica I' = Th(N') U {A4,, : n € w}.

Ako je I'g C T" konacan, postoji prirodan broj k > 1, takav da za svako
n > k, formula A, ne pripada skupu I'g. Ako konstantu ¢ interpretiramo
brojem k, onda N’ = T'y. Dakle svaki konacan podskup skupa I' ima model,
pa prema stavu kompaktnosti, I" takode ima model M. Neka je M redukcija
modela M, na jezik aritmetike Lp4.
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Tvrdimo da je model M nestandardni model prirodnih brojeva, tj. da
model M nije izomorfan sa N. U suprotnom, ako je f : N — M izomorfizam
modela N i M, onda postoji n € N, takvo da je f(n) = cpr, gde je cpr € M
interpretacija konstante c. Otuda

M Eaa/s(m) ~(@ =n) & NEq@/m) (7= ca),
a to protivreéi pretpostavci da je f izomorfizam. <

Posto m < n ako isamo ako postoji k& > 0, m+k = n, poredak u strukturi
N je izraziv formulom A oblika 3z (=(z = 0) A (z + z = y)). Pritom,

(m<n) & NE Alm,n].

Formula A jezika £ u modelu M definiSe poredak <, pa za svaki priro-
dan brojn > 0, M | (nj; < ¢). Dakle, u nestandardnom modelu M, postoji
broj ¢ koji je veéi od svakog standardnog prirodnog broja. Kako je M model
kompletne teorije brojeva Th(N), model M ima sva svojstva prirodnih bro-
jeva, pa sasvim opravdano mozemo re¢i da je ¢ beskonacan prirodan broj.

TEOREMA 2. Postoji prebrojiv nestandardan model prirodnih brojeva.

DokAz. Kako je jezik £', definisan u dokazu prethodne teoreme, pre-
brojiv, neprotivrecan skup recenica I', koji smo takode definisali u dokazu
prethodne teoreme, ima prebrojiv model, pa kompletna aritmetika Th(N)
ima prebrojiv model M, koji nije izomorfan sa N. <

ZADATAK 1. Uvodenjem skupa {c, : 7 € R} novih simbola konstanti,
izvesti konstrukciju nestandardnog modela elementarne teorije Th(R) real-
nih brojeva, u jeziku teorije uredenih polja. Ta konstrukcija ne razlikuje se
od konstrukcije nestandardnog modela elementarne teorije Th(N).

Ako je R* nestandardni model realnih brojeva, dokazati da u modelu
R postoje beskonacno male velicine ili infinitezimale, tj. da postoji ¢ € R*,
tako da 0 < ¢ < %, za svaki prirodan broj n > 1.

Erbranova teorema

Na osnovu stava potpunosti, dokaza¢emo Erbranovu teoremu. Po svojoj
ideji i sadrzaju, ona je bliska Skolemovim teoremama o slozenosti problema
logickih zakona, zato $to taj problem za formule klase 1 svodi na logicki
ekvivalentne formule bez kvantifikatora.
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U dokazu koji ¢emo izloziti pozivamo se na stav potpunosti, §to na izves-
tan na¢in odudara od duha same Erbranove teoreme, kao efektivnog kriter-
jjuma logickih zakona. Stoga napominjemo da postoji i njen sintaksni ili
direktan dokaz. On je znatno komplikovaniji, ali moguce prikladniji u prim-
jenama.

ERBRANOVA TEOREMA: Ako je A formula bez kvantifikatora jezika L,
formula Jdzq - - - 3z, A je logicki zakon ako i samo ako postoje zatvoreni termi
tij, 1 <1 <m, 1 <5 <n,jezika L, takvi da

): A($1/t11,$2/t12, - ’xn/tln)\/

\/A(:L‘l/tgl,l’z/tgg, - ,:L‘n/tzn) V

\/A(.%'l/tml,xg/tmg, o ,:En/tmn).

DokAz. Oznaimo sa B gornju disjunkciju. Ako = B, po teoremi o
svojstvima kvantifikatora, = B(x;/t;j) — Jx; B, pa imamo |= Jz; B. Ako
to ponovimo za sve terme t;;, dakle mn puta, dobijamo = Jzy --- 3z, B,
gde su u formuli B eliminisani svi termi ¢;;. Posle eliminacije, formula B
se svodi na disjunkciju u kojoj se mn puta ponavlja A, dakle, svodi se na
formulu A. To znaéi da vazi | Jzy - - Iz, A.

Da dokazemo obratno, pretpostavimo da formula A nema drugih pro-
mjenljivih osim x1, ..., x,, u suprotnom, takve promjenljive zamijenimo no-
vim konstantama i radimo u prosirenom jeziku. Posmatrajmo skup 7' svih
recenica oblika

—|A(.I1/t1, e a:n/tn),

za proizvoljne zatvorene terme tq, ... t, jezika L.

Ako je skup recenica T konzistentan, prema opStoj teoremi potpunosti,
T ima model M. Neka je H C M, H=1{b& M : b= [t]™, za neko t € S},
gde je S skup svih zatvorenih terma jezika L.

Za svaki simbol konstante ¢ € £, neka je cg = cpy.

Za svaki relacijski simbol r € £, duzine n > 1, neka je

ra(a, ... ay) < rylar, ..., ay),

za sve ai,...a, € H.
Za svaki operacijski simbol f € L, za sve ay,...ax € H, neka je

fH(al, ... ,ak) = fM(al, .. ,ak).
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Neposredno se provjerava da su obje definicije korektne, pa je time defin-
isan model H = (H,rg, fg,cy : r, f,c € L) jezika L. Pritom, po definiciji
modela H, za svaku formulu C bez kvantifikatora:

ME,C & Hi,C,

za svaku valuaciju a € HY. Kako sve recenice skupa T ne sadrze kvantifika-
tore, i kako M |= T, imamo da H = T.

Po pretpostavci = 3z --- 3z, A, pa postoje ai,...,a, € H, takvi da
H = Alas,...,a,]. Otuda, ako je a; = [t;]M, 1 < i < n, dobijamo da vazi
H | A(x1/t1,...,z,/tn), a to protivreci pretpostavei H | T.

Dakle, T je protivrecan skup, pa T+ C i T F =C, za neku formulu C.
Akosu Ay, ..., A, € T, sve recenice u dokazima za C i =C iz pretpostavki T,
onda redom imamo: AjA---AA, F CA-C, akoisamo ako - —(A1A---AAy,),
ako i samo ako = =41 V.-V 24, pa Erbranova teorema vazi. <

Skolemova teorema problem odluéivosti predikata |= za formule sa op-
eracijskim simbolima svodi na formule klase ¥;. Kako Erbranova teorema
problem oducivosti predikata = za formule klase ¥; svodi na formule bez
kvantifikatora, ispada da je predikat = odluciv. Medutim, Alonso Ceré
je 1936. godine dokazao suprotno: predikat = nije odlu¢iv. Problem je u
tome Sto kada jezik sadrzi operacijske simbole, u disjunkciji koja se javlja
u Erbranovoj teoremi treba proé¢i kroz beskonac¢an skup terma, pa to ne
daje proceduru odluc¢ivosti. Ako jezik ne sadrzi operacijske simbole, Erbra-
nova teorema daje postupak odlucivosti za jednu klasu formula predikatske
logike. Iz tog razloga, u ra¢unarskoj nauci postoji odredeno interesovanje
za fenomen Erbranove teoreme.

PRIMJER 1. Ako su ¢ i d simboli konstanti, r binarni relacijski simbol i
A formula
Jz (r(e,x) — r(z,d)),

svi zatvoreni termi u formuli A su konstante cid, a (x/c) i (x/d) sve mogucée
supstitucije tih terma u formuli A, pa je Erbranova forma formule A sledeca
formula:

(r(e,e) = r(e,d)) V (r(e,d) — r(d,d)).

U ovom slucaju ona jeste logicki zakon bududi da je formula r(c, d) kon-
sekvens prve i antecedens druge alternative.
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Napomene

Dio logike koji je obuhvac¢en ovom knjigom pripada teoriji modela, grani
logike koja izucava odnos formalnih teorija i matematickih struktura, u ko-
jima se takve teorije realizuju. Kako je osnovna ideja teorije modela dua-
lizam sintakse i semantike, ova teorija predstavlja prototip platonistickog
shvatanja matematike.

Prema platonistickom shvatanju, matematicki objekti postoje nezav-
isno od nas, kao Sto nezavisno od nas postoje objekti materijalnog svijeta.
Prirodni, racionalni i realni brojevi, grupe kretanja, prsteni realnih funkcija,
prostori operatora i ¢itav skupovni univerzum nisu samo mentalne konstruk-
cije, ve¢ apstraktni objekti koji postoje nezavisno od iskustva i uslova pod
kojim saznajemo njihova svojstva. Jezik predikatskog racuna je sredstvo za
izrazavanje svojstava matematickih struktura, a one same postoje nezavisno
od toga kako matematika istrazuje njihova svojstva.

Platonisticko shvatanje matematike je dosljedno zastupao Kurt Gedel.
Posle Gedelovih rezultata, o kojima je ranije bilo rijeci, logicari prave jasnu
razliku izmedu sintakse i semantike, tj. izmedju formalnih jezickih objekata
i njihovog znacenja u matematickim strukturama.

Na jedan specifican nacin i Frege je zastupao platonisticko shvatanje
matematike. Naime, on je 1879. godine definisao pojam formalnog sistema,
ali ne kao sredstvo izrazavanja svojstava matematickih struktura, ve¢ kao
potpunu formalizaciju prirodnog jezika u kojem se problem razli¢itih in-
terpretacija njegovih simbola uopste ne postavlja. Za razliku od veéine
matematic¢ara, koji moguénost razli¢itih interpretacija formalnih simbola
smatraju jednom od kljucnih ideja matematicke logike, Frege je imao u vidu
potpuni opis jedinstvenog matematickog univerzuma. Njegovo shvatanje
matematike je specificno i utoliko Sto je vijerovao da se ona, u sasvim stro-
gom smislu, moze svesti na logiku.
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Napominjemo da u okviru nasih izlaganja nismo zastupali nikakvo
posebno filosofsko stanoviste o prirodi matematickih objekata, iako rezultati
o kojima smo govorili implicitno podrazumijevaju platonisticko stanoviste.
Sasvim uopsteno re¢eno, matematiku shvatamo kao aprioran oblik saznanja,
nezavisan od naseg iskustva. Svi njeni pojmovi, definicije pravila ili dokazi
imaju nedvosmisleno znacenje, a njeni rezultati ne mogu se preispitivati sa
stanovista eksperimentalnog iskustva. Eventualno, moze se govoriti o adek-
vatnosti pojedinih teorija konkretnom empirijskom problemu, ili o uticaju
takvih problema na razvoj odredene matematicke discipline.

Prva verzija predikatske logike, koju je formulisao Frege 1879. godine,
znacajno se razlikuje od one koju smo ovdje izlozili. Osim razlika u notaciji,
izboru aksioma i pravila izvodenja, Fregeova formulacija dozvoljavala je i
kvantifikaciju preko predikatskih promjenljivih. Uz ostale Fregeove pretpos-
tavke, ta je teorija bila protivrec¢na.

Pojam induktivno definisanog formalnog sistema i pojam njegove induk-
tivno definisane interpretacije javlja se eksplicitno dvadesetih godina proslog
vijeka, ali je strogu definiciju semantike predikatske logike definisao Alfred
Tarski 1935. godine. Kasnije, pedesetih godina, on i Abraham Robinson for-
mulisali su i veé¢inu drugih modelsko-teorijskih ideja, uklju¢ujuéi definiciju
elementarne ekvivalencije i dokazali klju¢ne teoreme o eliminaciji kvantifika-
tora.

Stav potpunosti predikatske logike dokazao je Gedel u jednom radu iz
1930. godine. U istom radu za prebrojive jezike dokazani su prosireni stav
potpunosti i stav kompaktnosti. Metod konstanti koji smo koristili u dokazu
stava potpunosti formulisao je Leon Henkin 1949. godine.

Da svaka neprotivreéna teorija u prebrojivom jeziku ima prebrojiv model
dokazao je Skolem 1920. godine. On je takode, 1934. godine, definisao prvu
konstrukciju prebrojivog nestandardnog modela aritmetike. Na posredan
nacin i Lajbnic je vjerovao u egzistenciju takvih modela, tj. u postojanje
nearhimedovskih prosirenja uredenih polja. U kontekstu nestandardnih
modela realnih brojeva, Abraham Robinson je 1960. godine oziveo Lajbni-
cove ideje u diferencijalnom i integralnom rac¢unu i zasnovao nestandardnu
analizu. Pokazalo se da su Lajbnicove pretpostavke o aktualnoj egzistenciji
beskonacno malih i beskona¢no velikih brojeva bile opravdane.
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