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DIN ACTIVITATEA DEPARTAMENTULUI

Concursul “Draexlmaier IT Day”, Editia a IV-a, 2022
Mihai-Radu Gaman ' si Maria Miroiu

Departamentul IT Center Pitesti din cadrul companiei DRAXLMAIER Group a
organizat in luna iulie 2022 a patra editie a concursului “Draxlmaier IT Day”. Concursul
a constat in realizarea de aplicatii informatice pentru un Sistem de inchiriat biciclete si
trotinete electrice. Nu au fost restrictii in ceea ce priveste limbajele de programare. Datele
trebuiau stocate intr-o baza de date relationale (MS Access, mySql, Oracle, etc.). De asemenea,
un raport al rezervarilor trebuia sa fie disponibil la cerere.

Punctarea proiectelor s-a facut astfel:
o 100 de puncte pentru implementarea administrarii centrului de inchiriere (adaugarea/ modifi-
carea/ stergerea bicicletelor, tipurilor de biciclete, preturilor);
o 100 de puncte pentru implementarea interfetei cu utilizatorul, necesara pentru inchirierea de
biciclete;
o 100 de puncte pentru generarea si vizualizarea facturii de dupa incheierea cursei.

Data limita de depunere a proiectelor a fost 1 iulie 2022. Prezentarea proiectelor s-a desfasurat
la sediul IT Center Pitesti, in data de 15 iulie 2022. La concurs au participat studenti de la
domeniul de licenta Informatica din cadrul Facultatii de Stiinte, Educatie Fizica si Informatica,
Universitatea din Pitesti, iar juriul a fost compus din mai multi specialisti din cadrul I'T Center
Pitesti, Draexlmaier Group.

Premiile oferite: premiul I a constat dintr-un voucher de cumparaturi pe platforma Emag in
valoare de 1400 lei si a fost castigat de studentul Vasile Marian-Lucian de la Informatica, anul
al treilea, premiul al II-lea a constat dintr-un voucher de cumparaturi pe platforma Emag in
valoare de 700 lei si a fost castigat de studentul Croitoru Radu-Alexandru de la Informatica,
anul al treilea, iar premiul al III-lea a constat dintr-un voucher de cumparaturi pe platforma
Emag in valoare de 250 lei si a fost castigat de studentul Tuta Denis-Octavian de la Informatica,
anul al doilea. Au mai fost oferite mentiuni urmatorilor studenti de la Informatica, anul al
doilea: Grigoriu Robert Ionut, lordan Ionut-Marius si Mandea Daniel.

1 Scop

Scopul proiectului consta in crearea unei aplicatii de inchiriat biciclete si trotinete electrice
intr-un limbaj de programare la alegere, cu o baza de date la alegere, interfata cu utilizatorul
si interfata pentru mentenanta a aplicatiei. Aplicatia trebuia sa ofere informatiile din baza

'Head of Delivery Supply Chain Management, IT Center Pitesti, Draexlmaier Group, mi-
hai.gaman@draexlmaier.com
2Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, maria.miroiu@upit.ro



6 M.R. Gaman, M. Miroiu

de date in cele doua interfete (de exemplu: aplicatie mobila pentru utilizatori si aplicatie web
pentru administratori, o singura aplicatie web/mobila atat pentru utilizatori, cat si pentru
administratori, dar separata clar, in asa fel incat utilizatorii sa nu poata vedea informatiile
administratorilor). De asemenea, aplicatia trebuia sa creeze facturi fiscale pentru persoanele ce
au folosit bicicletele sau trotinetele.

2 Diagrama secventiala a interactiunii cu utilizatorul

C%n | Pagind login | | Pagina selectie bicicletafrotinate electrice l | Pagind de umirire fve a pratului si timpului | Pagin sfisare a timpuiui 5i prefului clitorisi l | Fagind de piata Bzt e dte
™ J I I I I |
1 | | | | |
Accessazd aplicatia | | | 1 | |
= | | | | |
I I Interogheszs usemame-ul si parols ! I > I
| | | |
| | Returnezz3 lognOK 1 | J‘!J
il (el [l Jrmmmmm s B Bl
. L ' ' '
o) paece = True] 1 | | 1 | |
1 | | | | |
Alzge bicicktatratineta elctricd de inchirat o | | | |
T = | | | |
1 | . | 1 | |
1 L Pomeste ciliiona L 1 | |
| | | | |
) [oBiktorisAntvE = True] I T 1 | |
1 | 1 | |
" : Afizeazd durata si preful it in fimp rzal : l l
N I i I I I
T T | | |
: Oprests c3iStona . : : :
1 | 1 | |
| | Afgeazi prequl 5i dursta finald ale caldtonl | | |
1 | T = | |
| ! ! datele otoriei !
I i i i o
1 | | Retumeard factura fiscald
] | | Mmoo gt
| | - " | |
e oo mm oo I L Rewmemdtohidepss Lo e I
1 | | |
| | Mfizeaz factura fiscald | |
o Rl e el | it | P b ™
1 | PO | |
L | Piateste caldtoria | 1 -
1 I | |
I ! Plats sfectustick | !
el F t 1 1
| | | | - .
1 | | 1 factura ca platits
1 | 1 1 o
hobasizssenes . ,:A R 1| ‘.‘I.A. .......
| | |
| g 5 poate canecta - : : :
T T T
| | |
! . !

Figura 1. Sistem de inchiriat biciclete si trotinete electrice

3 Model pentru entitatile din baza de date

Baza de date avea in componenta urmatoarele entitati: <bikes>, <bikes_types>, <rentals>,
<customers>, <invoices>.

Diagrama conceptuala a acestor entitati si relatiile dintre ele sunt descrise in imaginea
urmatoare.
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id numeric 1—-.,
1 bike_types
type numeric
\ L id numeric
register_date date
description varchar

price_per_minute numeric

id numeric 1 id numeric

*
bike_id NUMEric e’
name varchar

*
customer_id numeri

billing_addres varchai

start_date_time datetime

t.r](’ {ia[{’ l"-r](‘ Ill:ll.:””:l _

Involce_id numeric 1 1 id numeric

Bross amount NUMeric
vat numerit
net_amount numerie

vaid boolean
f

Figura 2. Relatiile intre entitati

Descrierea relatiilor:

- 0 bicicleta/trotineta poate fi de un singur tip si poate avea mai multe inchirieri;
- un client poate face mai multe inchirieri;
- o factura corespunde unei singure inchirieri.

4 Descrierea entitatilor

1. Entitatea <bikes> - reprezinta tabelul cu toate bicicletele/trotinetele electrice aflate in
stocul companiei.

Atribut Tip Validare | Descriere

id int | obligatoriu | primary key, id-ul bicicletei/ trotinetei
tipul (1-bicicleta clasica, 2-bicicleta electrica, 3-
trotineta etc), foreign key catre tabelul <bikes>
register_date | date | obligatoriu | data inregistrarii bicicletei in sistem

type int | obligatoriu
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2. Entitatea <bike_types> - reprezinta tabelul pentru tipurile de biciclete/trotinete.

Atribut Tip Validare | Descriere
id int obligatoriu | primary key, id-ul tipului
.. ) .| descrierea tipului(bicicleta clasica, bicicleta
description varchar | obligatoriu . Co .
electrica, trotineta electrica etc)
price_per_minute | decimal | obligatoriu | pretul pe minut al tipului de bicicleta

3. Entitatea <rentals> — reprezinta tabelul pentru inchirierile din sistem.

Atribut Tip Validare | Descriere
id int obligatoriu | primary key, id-ul inchirierii
g . . .| foreign key catre id-ul bicicletei di -
bike id - obligatori oreign key catre id-ul bicicletei din ta
belul <bikes>
. . . . i atre id-ul cli lui di -
customer id - obligatoriu foreign key catre id-ul clientului din ta
belul <customers>
start_date_time datetime | obligatoriu fj ata. 3t :clrnpul cand bicicleta a fost
inchiriata
end_date time datetime | obligatoriu data si timpul cand bicicleta a fost re-
turnata
foreign key catre id-ul facturii din ta-
S . . belul invoices; in cazul in care a fost
invoice_id mt optional A e . o N
’ inchiriata o bicicleta, dar suma inca nu
a fost platita, coloana poate fi nula.

4. Entitatea <customers> — reprezinta tabelul pentru clientii din sistem.

Atribut Tip Validare | Descriere
id int obligatoriu | primary key, id-ul clientului
name varchar | obligatoriu | numele clientului
billing_address | varchar | obligatoriu | adresa de facturare

5. Entitatea <invoices> — reprezinta tabelul pentru facturile fiscale din sistem.

Atribut Tip Validare | Descriere
id int obligatoriu | primary key, id-ul inchirierii
gross_amount | decimal | obligatoriu | pretul brut
VAT decimal | obligatoriu TVA-ul aplicabil ce va fi dedus din pretul
brut
net_amount | decimal | obligatoriu | pretul net
paid boolean | obligatoriu true (daca a fost platita suma) sau false (in
caz contrar)
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5 Cerinte functionale si tehnice

Proiectul curent presupune realizarea unei aplicatii pentru:

- Aplicatia trebuia sa aiba doua interfete separate, una pentru utilizatori si una pentru
administratori.

- Aplicatia trebuia sa aiba o baza de date, folosind un SGBD la alegere (MySQL, PostgreSQL,
MS SQL Server etc.) sau simple fisiere txt, json, xml etc. In al doilea caz, integritatea
datelor si a relatiilor trebuia asigurata in interiorul aplicatiei.

- Interfata pentru utilizatori trebuia sa poata face posibila inchirierea bicicletelor de catre
clienti si sa afiseze tipul bicicletei, pretul pe minut al acesteia, data de inceput a plimbarii,
data de incheiere a plimbarii, timpul total de plimbare si pretul pe care trebuie sa-1
plateasca. Optional, se puteau adauga functionalitati suplimentare precum: bateria
ramasa, pretul acumulat pana in momentul respectiv, inchiriere prin cod QR, plata prin
card online, inchiriere pentru mai multe persoane etc. De asemenea, interfata pentru
clienti trebuia sa asigure completarea datelor clientilor (nume, adresa de facturare).

- Interfata pentru administratori trebuia sa contina cat mai multe informatii relevante
pentru un angajat, sa poata adauga/modifica/sterge biciclete sau tipuri de biciclete (insert,
update, delete pentru tabelele bikes si bike_types) si, optional, sa adauge functionalitati
suplimentare, precum statistici, pozitia in timp real a bicicletelor etc.

- Programul trebuia sa creeze automat facturile pentru clienti la terminarea plimbarii cu
bicicletele. Datele facturilor trebuiau incluse in tabelul invoices. Factura trebuia afisata
utilizatorilor, iar optional, facturile puteau fi afisate clientilor in interfata ca un fisier PDF
(se putea utiliza platforma JasperReports pentru acest lucru).

- Inregistrarea pentru o inchiriere din tabelul rental trebuia creata la inceputul calatoriei,
urmand ca la finalul acesteia, sa fie completata si coloana invoice_id.

- Se putea folosi orice tehnologie dorita. Era indicata folosirea unei tehnologii compatibile
cu cerintele actuale de pe piata.

- In cazul in care se viza crearea unei singure aplicatie, atat pentru utilizatori, cat si pentru
administratori, trebuia sa existe un mecanism prin care utilizatorii sa nu poata accesa sau
modifica informatiile administratorilor.

- Se puteau adauga tabele sau coloane suplimentare fata de modelul de baza de date oferit
mai sus daca cu ajutorul acestora se adaugau functionalitati suplimentare.
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6 Exemple pentru interfata grafica

320 Bikes

Ride Complete Done

21 Apr 17 06:00PM, 1 Day, 1 Bike

< Sort By Filters

Cosmic Power-MS 21
Speed MTB Bike

N7 '
® 2 Indiranagar

Thanks for riding with us! ¥170hour

Your receipt has been sent to your email

OYAMA Freedom 2.3 21
Speed 27.5 Inches

e nt ) Invoice number:

13178 ) BTM Layout 2D 3 Gears

L 27 5/hour 2 350/hour with gears

Lapierre CycloCross 20
Rental Extension: 1 hour Speed
¥275 + ¥3,065 oad E

0 Koramangala 2 6 Gears

T290/mour T410)hour with gears

8hr 30mins Cannondale Caad 8 7C Sora
117 kms _ 18 Speed 700x25C

20 km/hr
Cubbon Park

310 nour
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Y BIKE RENTAL

o Al Bike

|

L}

Database

Notification

Dashboard

Database

Maps

Notifications

BIKE RENTAL

Dashboard Seawch Q 5 P =
D . ®
43/50 $34,245 +245

A 7bkes 2 unctioning n » @

800

600

400

200
Al

J FMAMJI JASONTD

Daily Rentals Email Subscriptions Completed Tasks

T

Add bike

Bike ID Type (1 - classic, 2 - electric, 3 - scooter...)

Here you can specily additional information

Modify. = = BIKETYPES iy BIKES

1 - Classic P
2 - Electric ;o
3 - Scooter P
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) BIKERENTAL Database

D Type Register Date

1 - Classic bike
9 Maps
2 1 - Classic bke 04.12.2021
o
3 2-Elec i
4 2 - Electric bike 0501
5 3 - Scooter
T BIKERENTAL
5 3- Scooter
Dashboard
o Gross Amount VAT Net Amount Paid
1 408 3248 YES
[ ]
2 355 19% 28358
3 405 19% 3245 NO
4 665 19 53465 E

»
]
&
]
g
]
0
=}



ARTICOLE SI NOTE DE MATEMATICA

Three beautiful-difficult inequality problems

Pham Huu Hoai !

In this paper we present three problems involving some inequalities in three non-negative
real variables.

Problem 1. Let a,b,c be three non-negative real numbers such that ab+ bc + ca > 0. Prove

that:
8a b—c\? 8b c—a\? 8¢ a—0b\?
- - - - + > 6.
b+c b+c c+a c+a a+b a+b

Solution. We first prove the following three inequalities.

[ a b [ ¢ abc
b+c+\/c+a+ a—+ 22\/1+(a+b)(b+c)(c+a)' (1)

Indeed, using Minkowski’s Inequality and Schur’s Inequality we have

Z\/aQ(a+b+c)+abc> \/(a+b+6)3+9abc

LHS = , SO
Vie+b)(b+c)(c+a) ~ Jla+b)(b+c)(c+a)
4abc Y a(a—>b)(a—c)
LHS 2 \/4+ @ib) bt cta)  (atb)(btolcta)

4abc
= \/4+(a—|—b)(b—|—c)(c—|—a) = tHS.

2
b—c\? c—a\? a—0b\?2 b—c\? c—a\? a—0b\?
+ + > 2 + +
b+c c+a a+b b+c c+a a+b
Indeed, let
b—rc c—a a—>

- (2)

c+a’ a+b’
SO
r+y+z+ayz=0, -1 <z,y,z<1.

We need to prove

(Vi + VP 4 V) 22 (e 4 4+ 2) e

!Teacher, VIET AU High School, District 12, Ho Chi Minh City, Vietnam, duyanh175@gmail.com

13
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2 |wy| + 2 |yz| + 2 |z2] > 2 +y? + 22
Tty
1+ a2y

By v+ y+ 2z + xyz = 0, there exist xy > 0 and z = —

We need to prove
2|yl + 2lyz| + 22| > a® +y? + 2% e

2 2 2
Qxy+M2x2+y2+(x+y> i

1+ axy 1+ a2y
4x 2 1
y2+ > 1+ —07s.
(x+y)” 14wy (14 zy)

But (1 — 22) (1 —4?) > 0, then (z +1y)* < (1 + 2y)°, and hence
4o 2 4o 2 1
Y+ > 14—
(z4+y)” 1+zy~ 14xy)” 142y (1+ zy)

Y

since 0 < zy < 4.

(0) (50 + (1) + o 22 ¥

This inequality follows immediately from the identity
b—c\? c—a\’ a—b\? 16abc b—c\?(c—a\?[a—D\?
- - + =24 .
b+c c+a a+b (a+0b) (b+c)(c+a) b+c c+a a+b
We back to the given problem. Using Minkowski’s Inequality, (1), (2) and (3), we have
8a (b—c)2 8b (c—a)2 8c (a—b>2
+ + + + -
b+c b+c cta cta a+b a+b
a b c c—a a—b
84/ + +4/ 4
b+c c+a a+b c+a a+b
4abc ) (b—c)2 (c—a b>2
4 2
\/8< +(a+b)(b+c)(c—|—a) * [ b+c * c+a a+b
_ J3949 (b—c>2+(c—a)2+(a—b)2+ 16abc
B b+c c+a a+b (a+b)(b+¢c)(c+a)

Problem 2. Let a,b,c three non-negative real numbers such that ab + bc + ca > 0, and let

1
k> 1 Prove that:

k2a N be N k2b N ca N k2c N ab
b+ c (b—i—c)2 c+a (c+a)2 a+0b (a—l—b)2

1\? 4 (k —2)* abe
= \/(2“5) HCEDIEICET)

v

v

> 0.

O
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Solution. Let
p=a+b+c, r=a>+b+c% y=ab+bc+ ca,

t=",r=abe, M=(a+b)(b+c)(c+a).
Y

By Schur’s Inequality we have

Z a 4abe o Y a(a—0>)(a—c)

bre @rDbrocta) - (arhlraera -
Sabc 2a
@ b+ leta) =" 2bre (4)

abc

a a’ +b® + 2 <a2+b2—|—02

b+c ab+bc+ca ab—i—bc+ca+ >(a—|—b)(b+c)(c+a)

t+(t+3)—.
+ ( 3) (5)
Let
2a 2b 2c Sabe

“bte cra axp "’ (a+b)(b+c)(c+a)

By (4) we have v > max {0,4 — u}.

4u — 3v
By (b h t = .
y (5) we have e
Let
LIS — Z\/ (ks o) oD obe
= a S —
\/ab+bc+ca b+ c b+ c
and

2 o2
RHS—\/(%JF%) +w

By Minkowski’s Inequality we have

LHS >

1 be 12 (k—1)*abe
Jm\/{k(a+b+c)+zb+c} +(a+b)(b+c (c+a) [Z\/a+b aJch'

But

Yo=Y (v egrg) e

ab 4+ bc + ca a+b+c
= —(a+b+c)
a+b+c b+c

ab + be + ca
- a—i—b—i—c( Zb ) (a+b+c)

_ Yy
syt e
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and, by Minkowski’s Inequality,

(X V@+n) (a+c))2: <Z\/@2+(\/mf)2

> (a+b+c) +9(ab+be+ca) =z + 11y,

and hence we have

LHSZ%\/{kaF%(?’“LZbiC)—PrJr(k_W?\ijny)’
—<k\_/_yl)p+%(3+2$) +(l~c—1)2[§+(y+3)]\; iﬂ
S| o (Spt i)

{F<z>

LHS? >

LHS 2 (k= 1) [t +(t+3) 1 ( ) +(k=1) Z;QJ:L(;Jr
+2(k—1) +(k ]\2) i
LHSQZ[(k—1)2+2(’f_1)}Zbic t+2( +Zb+c)
(k — )8abc

+2(k—1)% +

(a+0)(b+c)(c+a)
(W —Du vrs <3+g>2—|—2(k—1)2+(k—1)2v

LHS? >
= 2 +4u—v+16

We need to prove that

(k2 —1)u v+ 8 w2 ) ) ( 1)2 (k—2>%v .
— 2(k—1 E—1)20> (2k+ = = e
5 +4U_U+16(3+2)+ ( ) 4 ( o> + + ie

2 2 )
(K~ u vts uy? 2 2 ( 1>2 (k—2)2v
2 B _ B 0 (k=20
2 T 016 <3+2> +2k—-1)4+ k-1 v—(2k+ 0

2 2 =
(v +8) (u+6)

ie. f(v)=

+2(K* =1 u+2(k —2)v—8k*—17>0.

du — v+ 16
4(u+6)°
We have [’ (v) = o 82:_ )16)2 + 2 (k* —2).

Case A. u > 4, so

S (L) MR S LC L L) MY (5 SR SIS
f(v)zf(o)*(4u+16>2+2(k 2)2(4x4+16)2+2<16 2) 32>07

and hence

F) 2 f(0) =200

= (u—4) [2<k2—%>+;&—;ﬂ)} > 0.

+2 (K —1)u—8k*—17
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Case B. 3 <u <4, so
4 (u+6)° 4(4+6)° 1 1
f’(U)Zf,(Zl—U):L)Q 2(k2_2)2(;>2+2(__2):_>07
(5u + 12) (5 x4+12) 16 32
and hence
(12 — u) (u + 6)*
f)>fd—u)= St 12 +2 (K —1)u+2(k —2) (4—u)—8k*—17
_5(4—u) (u—3) .
B Su + 12 -
The proof is complete. l

Remark 1. The above result can be rewritten in the following form

a N k2bc N b N k2ca N c N k2ab
b+ c (b+c)2 c+a (c+a)2 a+b (a+b)2
. <§+2)2+ 4(2k —1)% abe
= 2 (a+b)(b+c)(c+a)

where 0 < k < 4.

Problem 3. Let a,b,c three non-negative real numbers such that abc = 1, and let k > —2.

Prove that:

@’ + 0+ + (K +3k* — 2) (ab+ be + ca) > (3k* + 3k) (a + b+ ¢) + 3k> — 9k — 3.

Solution. We first prove the following inequality
1 1
a®+ 0% + (K + 3k* — 2) <5+5) — (3k? + 3k) (a +b)

2
> 2ab+ (K + 38 = 2) —=. — (38 + 3K) (2Vab) ,

@ — (3% +3k) (Va—vb) >0,

ie. (Va—vb) {(\/EJF Vo) + % — (3K? +3/<:)} > 0.

ie. (a—0b)+ (k*+3k* —2)

Indeed, we have

3 2_2 3 2_2 4
(Va+ o) + 20 22 s g vap e B 22 gk —g)er o
ab ab Ve
and hence we need to prove that
4
(k’3+3k2—2)c+% — (3K* +3k) > 0, ie.
2 2 —1)°

3(Ve—1)(k—1)(k+2)+ (k+2)(k—1)*Ve+ et2) (Ve ) > 0.

Ve
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Case A. =2 < k < 1. We assume that ¢ = min{a,b,c}, so ¢ € (0;1], and hence
(Ve=1)(k=1)=0.
Case B. k > 1. We assume that ¢ = max {a, b, c}, so ¢ > 1, and hence (y/c—1)(k—1) > 0.

Through the above two cases, we see that (6) is true.

We back to the given problem. Using (6) we have

2 1 2
LHS—RHSZE+02+(k3+3k:2—2) <E+2\/E)—(3k:2+3k:) <%+c> — 3k% + 9k + 3,

and hence

LHS — RHS > (1= 0 (k= &) [c+2(k+1) e+ k+3] =0,

C

since ¢ > 0 and k > —2. O



A generalization of Mollweide’s formula, rather Newton’s

Emmanuel Antonio José Garcia 't

Mollweide’s formula, sometimes also referred to as Mollweide’s equation, is a set of two
relationships between sides and angles in a triangle. This equation is particularly useful in
checking one’s result after solving an oblique triangle since all six components of the triangle
are involved.

Let a = |BC|, b = |AC|, and ¢ = |AB| be the lengths of the three sides of a triangle. Let

a, 3, and v be the measures of the angles opposite those three sides respectively. Mollweide’s
formula states that

a+b cos 1 (a — )

1
c sin 57y

(1)

and ) T
a— _sm a— ) @)

c oS 27

The equations adopt their name from a German mathematician and astronomer Karl Brandan
Mollweide. Nonetheless, this pair of equations was discovered earlier by Isaac Newton. In
fact, formula (1) is also known as Newton’s formula. An excellent overview of the history of
Mollweide’s formula is given by Wu [5]. For proofs of the Mollweide’s formula we invite the
readers to see Karjanto’s article on the subject [4].

The following theorem generalizes formula (1). We recall that a cyclic quadrilateral is a
quadrilateral whose vertices all lie on a single circle.

Theorem 1. Let a = |AB|, b =|BC|, ¢ = |CD| and d = |AD| be the sides of a cyclic convex
quadrilateral. Let /ZDAB = o, ZABC = 3, /BCD =~ and ZCDA =§. If AC and BD
intersect at E, denote ZCED = 0. Then the following identity holds

sinf(a+f8) atc 1
= t 0. 3
cos (v —9) brd 2 3)

See Figure 1 for an example of the situation described in Theorem 1.

Proof. We take advantage of the cyclic nature of the half-angle formulas [2, p. 186] in combination
with the formulas of compound angles.

sin3(a+ )  singacos 5 + cos yarsin 38

cosi(y—0)  cosiycosis+siniysinis
Substituting from the half-angle formulas
sind(a+8) VeV S+ vV SateV Caser
cosyly=0) /Eogeell Jeolel ¢ Jeoiid Jee D

IProfessor, CIDIC-Universidad UTE, Santo Domingo, Dominican Republic, emmanuelgeogarcia@gmail.com

o= (N
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20 E.A. José Garcia

Figure 1: A cyclic convex quadrilateral with diagonals AC' and BD.

where s is semiperimeter. Simplifying and factorizing

sin%l(oz—l—ﬁ) \/(s—a)(s—c)‘(s—d)—i-(s—b).

cos (v —9) (s=b)(s—d) (s—a)+(s—c)
It is well-known that tan 36 = % (see [3, p. 26]), thus the formula reduces to
1
Lo+ 1
o 21(04 h) _are cot —0.
cosz(y—4) b+d 2

O

Note that in contrast to Mollweide’s formulas, this version for a cyclic quadrilateral not
only relates the four sides to the four angles, but also includes the angle between the diagonals.
We have to admit we were skeptical as to whether it was really a generalization of Mollweide’s
formula. Blue has shown that indeed the formula (3) generalizes Mollweide’s formula, more
specifically, it generalizes Newton’s version [1]. The following is Blue’s contribution.

Figure 2: Angles v and v have been sub-divided into o + o’ and ~v + +'.
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Anticipating reducing the formula (3) to (1), rename elements of the figure as in Figure 2:

That is, angles a and v have been sub-divided into a + o and v+ 4/, and the segment labels
have been scrambled: a = |BC|, b = |AD|, ¢ = |AB|, d = |CD|. Note that § =7 — § (as § and
9 are inscribed angles subtending opposing arcs). With these changes, the formula in question

becomes

C+dcot 10_ sini(a+ o + f) B sini(a+ o + f) )
at+b 2 cosy(y+y —(m—0) sing(y+y+06)

If we slide vertex D along the circle to coincide with C' (so that E does as well), we find
that o’ and d shrink to nothing; 4" and 6 adjust to match 5 and -, respectively; and § and §
don’t change at all (see Figure 3).

Figure 3: If C = D = F, then o/ =0, y =60 and v = 5.

So, (4) becomes

c+0 cotl _ sin(a+ 0+ 3) _ sin 1 (a + )
a+b 27 sing(vy+8+6) sing(y+26)

Since a + 8 + v = m, we have

a+pf=m—7, Y+28 =7~ (a—p)

whence (5) becomes

and we can write

which is Newton’s formula.
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New inequalities in triangle

Mih&ly Bencze !

In this paper we present some new inequalities in triangle.

Theorem 1. In any triangle ABC' hold the following inequalities:

{ sin A sin B sin C }
max
14cos2B+cos2C’ 14 cos2C +cos2 A’ 1+ cos2 A+ cos?B
R 1
< —< —.
WRZ—1r2 " /3
2 2R 2
Proof. We have the identity > cos? A =1 — i (2R2+ r) :

By Gerretsen’s inequality s? < 4R? + 4Rr + 3r? we derive that

ZCOS2AZ 1-— (%)2

It follows that

R2_T2

sin® A + cos® A 4 cos? B+ cos?C' > 2

2 .2 9/R2 — 12
R? R

+sin® A, so

1 + cos®> B + cos®> C' > -sin A, and hence

sin A < R < 1
1+ cos?B+cos?C ~ 2y/R2—12 ~ /3
where the last inequality holds from Euler’s R > 2r inequality.

Corollary 1. In any triangle ABC' hold the following inequalities:

sin A 3R
1 < <43
)2 1+cos?2B+cos2C ~— 2/R2 — 2 — V3
(a refinement of the inequality from problem O.600 from Mathematical Reflections);

sin? A S

2 < .
>Z1+cos2B+cos?C’ ~ 2W/R2 — 2’

SiHASiH2§ 2R —r

3 < :
)2 1+cos2A+cos2C — 4/R2 — 2’

A
)y SinACOSQE . AR + 7
1+ cos?2B+cos?2C ~ 4R2 -2

!Profesor dr., Brasov, benczemihaly@gmail.com
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24 M. Bencze

sin A R 3R

P .1 < = < V3.
roof )21+0052B+c0520_22\/m QW_\/_
sin? A s
2 nAd=—¥——.
)Zl—I—COSQB-i-COSQC \/R2 TZZsm 2V R% — 12
A
sin A sin? = OR — r
3) % 2 S sin? ———.
1—|—cosZB—|—cos2C’ \/RQ—rQ A4V R2 — 2
A
sinA0082§ R AR + 1

4 _:—_
) 2 1 —i—COSQB—i-COSZC 2 R2 — r2 2 cos’ 4RZ — 12

All the next corollaries can be proved in a similar manner as Corollary 1.

Corollary 2. In any acute triangle ABC' hold the following inequalities:

sin 2A /R +1r
1 < .
)Zl—f-COSQB-l—COSQC_ R—7r’

2) 3 tg A < R(s*+1r? —4R?)
1 +cos? B+cos?C ~ 9/R2 — 42 [82—(2R+r)2}'

Corollary 3. In any triangle ABC' hold the following inequalities:

7. sin A s’R
1) > 7~ < ;
14+ cosB+cos’C — 2/R2 — r2
hyh.sin A s%r

2) 2.

1—|—COS2B+COSQC VRZ — 2’
Corollary 4. In any triangle ABC hold the following inequalities:
D3 a’r, < 2sR*(2R —r) ;
1+ cos? B + cos?2C R2 — 2
2 2
2) 3 a §2R(4R+7’)'
(1+cos?B+cos2C)rg = svVRZ—12

Theorem 2. In any non-obtuse triangle ABC' hold the following inequalities

.9
sin® C'

cos? A + cos’ B > —>QCOSACOSB
1+ cosC

(and their permutations). The second inequality is valid in any triangle.
Proof. We have

1 —2cos Acos BcosC = cos? A+ cos? B + cos> C' > 2cos Acos B + cos? C, so
sin? C' > 2 cos A cos B(1 + cos C), and hence
sin® C'

HTSC’ Z 2cos Acos B.

In another way

1= ZcoszA—i-ZcosAcosBcosC’ < ZCOSQA+COSO(COSQA+COSQB), SO
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1—cos?C < (14 cosC) (cos2 A + cos? B) , and hence

. 9
C

ey < cos? A + cos? B.

1+ cosC

Corollary 5. In any non-obtuse triangle ABC hold the following inequalities:
s*+1r? —4R? < sin® A < 2R* — s>+ (2R +1)?
2R? - 14+cosA — R?

(a refinement of the inequality 3s*> < 16R* + 8Rr + r?). The first inequality is valid in any
triangle.

Theorem 3. In any acute triangle ABC' hold the following inequalities:

sin? A <14 e sin? A
cos .
cos?2 B +cos2(C — — 2cos Bcos(C
Proof. The inequalities follow from Theorem 2. O

Corollary 6. In any acute triangle ABC hold the following inequalities:

Z SiIlQA <4+L<lz Sin2A
cos? B +cos2C — R — 2 cos BecosC'

Theorem 4. In any acute triangle ABC' holds the following inequality:

( cos A cos B cosC ) < R

max )

1+sin?B+sin?C’ 1+4cos2C +cos2 A’ 1+ cos2A+cos2B/) ~ 2, /3r(2R — 1)
2 r(4R

Proof. We have the identity > sin® A = i TQ(RQ * T).

By Gerretsen’s inequality s*> > 16Rr — 5r? we derive that
3r(2R —
Z Sin2 A Z %
It follows that
3r(2R —r)

7 +cos? A, so

cos® A + sin? A + sin? B + sin® C' >

2R — 2
1+sin? B +sin®C > W +cos? A > I 3r(2R —r) - cos A, and hence
cos A < R
1+sin® B+sin®C ~ 2./3r2R—r)
O
Corollary 7. In any acute triangle ABC' hold the following inequalities:
1 R (s* +v? — 4R?)
1) Z 1 . 9 ) S 2 5
+sin’ B+sin®C ™ 2, /3r(2R = 7) [ — (2R + 1)’
2) 3 | ;:OSA < 3R ;
1 +sin® B +sin“C ~ 2,/3r(2R — 1)
cos? A R+

3 < .
P> 1+sin® B +sin®C ~ 2,/3r(2R —r)
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Corollary 8. In any acute triangle ABC hold the following inequalities:
sin2A

S
1 < -
)21+sin2B+sin20 = \/3r2R—r)

A
)5 cosAsinQE - 1\/%_
1+sin®? B+sin®?C ~ 4 3r

A
cos A cos? =
3y 9 < 4R+ r ;
1+4sin* B +sin®C ~ 4,/3r(2R —r)
ryre cos A s’R

4 < .
) 2 1 +sin?B +sin?C — 2/3r(2R —r)

Theorem 5. In any triangle ABC' holds the following inequality:

A B C
coS — cos — cos — Vnys)
max e 5 ) 1B (< ,/LR :
1+sin?2 4sin®= 14+sin®2 +sin®2 14sin®2 4sin2= | 2V2R-T
2 2 2 2 2 2
A 2R -—
Proof. We have Y sin® — = " 1t follows that
2 2R
oA oA 2B 2O 2R A
— +sin” — + sin® — + sin® — = —
cos” o+ sin” o +sin” o 4 sin” R cos” 7, 80
B C 2R — A 2R — A
1—|—sin2§+sin2§: 2Rr—i—cosz§22\/ 5 T'COSE, and hence
cOoS —

92 < V2R
C = 2AR=r

B
+ sin 2—i—sm 5

Corollary 9. In any triangle ABC' hold the following inequalities:

A
cos —
5 32 < 3v2R ;
14+sin® 2 4sin2= 2V2R-T
2 2
COSSA
%) E - 9 . < 4R +r ;
1—|—sin2——|—sin2— 2\/2R(2R—7’>
2 2
A
Sy - (4R+r)\/2__

3) > < ——
1+Sin2§+8in2€ 23 2R—T
2 2
5 A
COS 5 svV2R

4)Z< B 0) Agzrm‘

1 + sin?® 5 + sin? 5 sinE
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Theorem 6. In any triangle ABC' holds the following inequality:

A . B e
S — S1n — Sin —
max 32 o C’2 e A2 - < V2R .
1+ cos? — 4+ cos? — 1+ cos? — 4 cos? — 1+ cos? — + cos? — 2VAR A+
2 2 2 2 2 5
A 4R
Proof. We have 7 cos® 5= 2; " 1t follows that

LA , A , B ,C 4R+7r A
sin §+cos §+cos E—Fcos — = + sin bY SO

2 2R
B C 4R A [4R A
1+COSQE+00825: 2;T+sin2§22 2;—r-sin§, and hence
A
sin o . V2R
B C — 9/ '
1—|—COSQE+COSQ§ 2VAR+T
O
Corollary 10. In any triangle ABC' hold the following inequalities:
A
sin — SR
2R 5O S i
1—|—cos25+cos2§ "
sin® A
bl 2R —
22 5 C§2\/2R4RT ’
1+ cos? — + cos? — (4R +1)
2 2
A
cos — °R
> B0 S vy
1—1—0052——1—00525 " "
.o A
" SIS < 2R(4R+ )
<1+0082§+0082 g) cosé - 2 |
2 2 2
Theorem 7. In any triangle ABC' holds the following inequality:
A . B . C
sin — sin — sin — 5D
max B2O’(3’2A’AQB§,/LR'
cos? — + cos? — cos? — + cos? — cos? — + cos? — V2R +v
2 2 2 2 2 2
Proof. We have
B C r A r A [2R+r A
2 = 2_:2 o 2_:1 o 2_>2 L
CoS 2—i—cos 5 +2R cos 5 —1—2R~|—sm 5 = SR sm2,
A
S1n — /2
and hence 2 < ft ) OJ
C = 2V2R+r

cos? — + cos? —
2 2
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Corollary 11. In any triangle ABC' hold the following inequalities:

A
sin —
Hy . 9 - < 3V2R ;
cos? — + cos? — 2V2R A+
2 2
sin® A
= oR _
)} D R Lot
cos? = +cos? — 2 2R(2R + 1)
2 2
A
cos — AR
WY gt < e
cosZ — + cos — r r
2 2
. A
> s _ (4R+1)V2R
1< )
(cos2 — + cos? g) cos 3 2sV2R+r
References
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O generalizare a Problemei 4609 din Crux
Mathematicorum

Marin Chirciut

Articolul porneste de la Problema 4609 din Crux Mathematicorum, Vol. 47 (2021), No. 1,
propusa de George Apostolopoulos:

Daci AD, BE si CF sunt bisectoarele triunghiului ABC (D € (BC), E € (AC), F € (AB)),

atuncs

AB*+ BC* + C A* - 16
DE*+ EFA+ FD* —

Vom enunta si demonstra o generalizare a acestei probleme.

Vom utiliza urmatorul rezultat.

Lemma 1. Daca BE si CF sunt bisectoare in triunghiului ABC, cu E € (AC) si F € (AB),

4

Demonstratie. Folosind Teorema bisectoarei in AABC' obtinem

AF = % gap= b
' a-+c

a+b

Cu Teorema cosinusului in AAEF obtinem

EF? = AF? + AE? —2AF - AF - cos A

_< be >2+< be )2_2 be be b +c?—a?
\a+b a+c at+b a-tc 2bc

B b2c? .az(a—i-b)(a—i-c)—a(a—i—b+c)(b—c)2
(a+b)?*(a+c) be

< b2c? a*(a+d)(ate) _ a*be

=@t @t be @ (@t

a’be avbc
< = :
2v/ab - 2+/ac 4

cu egalitate daca si numai daca a = b = c. ]

Urmeaza generalizarea problemei de mai sus.

IProfesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”, Pitesti, marin.chirciu@yahoo.com
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30 M. Chirciu

Propozitia 1. Daca AD, BE si CF sunt bisectoarele triunghiului ABC (D € (BC), E € (AC),
F € (AB)), atunci pentru orice n € N* avem

AB2n + BCan + CA2n - 4n
DE? 4 EF?n  FD2n = ©

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul ABC' este echilateral.

Demonstratie. Folosind lema anterioara si inegalitatile binecunoscute
ot oyt 4+ 2 > 2t R 4 2 > atyr + P + 2PPay, Yo,y 2 € R,
cu egalitate daca si numai daca x = y = 2, obtinem

ABQn + Bc2n + CAQn a2n + bZn + CQn

> m m

4 4 4
a2n + an + c?n

— 4" .
amvbrer + b”\/W + v a™bm

> 4"

Y
cu egalitate daca si numai daca a = b = c. O

Observatia 1. Pentru n = 2 se obtine Problema 4609 din Crux Mathematicorum.

Bibliografie
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ARTICOLE SI NOTE DE INFORMATICA

Caracterizari pentru secvente grafice

Costel Balcau t

Grafurile sunt modele matematice cu o gama larga de aplicatii. Aceasta aplicabilitate a
condus la dezvoltarea accelerata a teoriei grafurilor, atat din punct de vedere al rezultatelor
teoretice cat si al algoritmicii, grafurile impunandu-se drept modele fundamentale in informatica.

In acest articol vom prezenta conditii necesare si suficiente ca o secventa de numere naturale
sa fie sirul gradelor unui graf neorientat.

Introducere

Intr-un graf neorientat G = (V,E), gradul unui nod x, notat cu d(z) = dg(x), reprezinta
numarul de muchii incidente cu acel nod.

Mentionam ca terminologia specifica teoriei grafurilor nu este unificata si astfel recomandam
ca la parcurgerea unui material despre grafuri sa fim atenti la definirea conceptelor utilizate.

In articolul de fatd, intr-un graf (numit si graf simplu) neorientat G = (V, E)) muchiile sunt
perechi neorientate [z, y| de noduri distincte si orice doua muchii sunt diferite.

Pe de o parte, daca permitem existenta de muchii de forma [z, ], numite bucle, spunem
ca avem de-a face cu un pseudograf. In acest caz, orice bucld [z, 2] se numara de doua ori la
calculul gradului nodului . Pe de alta parte, daca permitem existenta de muchii multiple (adica
muchii care au aceleasi extremitati si astfel doua noduri pot fi conectate prin mai multe muchii),
dar doar intre noduri distincte, spunem ca avem de-a face cu un multigraf. Mai general, daca
permitem existenta de orice muchii multiple, inclusiv bucle multiple, spunem ca avem de-a face
cu un graf general.

Caracterizarea gradelor unui graf general

Propozitia 1 (Euler). Fie G = (V, E) un graf neorientat general avand m muchii. Atunci

> d(x) = 2m.

zeV

Demonstratie. Fiecare muchie e = [v;,v;] € E (din cele m muchii) contribuie cu 1 la d(v;) si cu

1 la d(vj) (cu 2 la d(v;) daca v; = v;, adica e = bucla), deci cu 2 la suma ) d(z). Rezulta ca
eV
aceasta suma este egala cu 2m. O

LConf. univ. dr., Universitatea din Pitesti, chalcau@yahoo.com
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32 C. Bélcau

Propozitia 2. Fie dy,ds,...,d, € N, unde n € N*. Atunci numerele dy,ds, ... ,d, sunt gradele

n

nodurilor unui graf neorientat general cu n nodurt daca $i numai dacd suma Y | d; este un numdr
i=1

par.

n

Demonstratie. ”=" Conform Propozitiei 1 avem ) d; = 2m, unde m este numarul de muchii
i=1

ale grafului general avand gradele nodurilor dy, ds, . .., d,, deci suma considerata este un numar

par.

7«<” Demonstram ca daca Y d; = 2m cu m € N, atunci exista un graf neorientat general
i=1
G=(V,E) cuV={vy,...,v,} astfel incat dg(v;) = d;, Vi € {1,...,n}, prin inductie dupa m.
Pentru m = 0 rezulta ca d; = 0, Vi € {1,...,n}, deci luand F = @ avem dg(v;) = 0 = d;,
Vie{l,...,n}.

Presupunem afirmatia adevarata pentru m — 1 si o demonstram pentru m, unde m € N*.

n
Fie >~ d; = 2m. Avem doua cazuri.
i=1

Cazul 1) Exista j,k € {1,...,n}, j # k, astfel incat d; > 1 si d,, > 1. Fie

g { d; — 1, dacaie {j, k},
: d;, dacaie{l,...,n}\{j,k}.

Atunci ) d} =Y d; —2 =2(m — 1), deci, conform ipotezei de inductie, exista un graf general
i=1 i=1

neorientat G' = (V, E') cu V- = {wy,...,v,} astfel incat der(v;) = df, Vi € {1,...,n}. Fie graful

general G = (V, E' U {e}), unde e = [v;,v;], e € E'. Evident, avem dg(v;) = de/(vj) +1 =

d; +1 = dj, dg(vr) = dar(v) +1 = d), + 1 = dy 51 dg(vi) = der(v;) = di = d; pentru orice

ie{l,....,n}\ {4, k}. Astfel dg(v;) =d;, Vie{l,...,n}.

Cazul 2) Exista j € {1,...,n} astfel incat d; = 0 pentru orice i € {1,...,n}\ {j}. Atunci
dj = > d; = 2m. Fie graful general G = (V. E), cu V = {vy,...,v,} si E = {es,...,en}, unde
=1

er = [vj,v;], Vk € {1,...,m}, iar buclele ey, ..., e, sunt distincte doua cate doua. Evident,
avem dg(v;) = 2m = d; si dg(v;) = 0 = d; pentru orice i € {1,...,n} \ {j}. Astfel, din nou,
d(;(Ui) = di, Vie {1, e ,TL}.

Demonstratia prin inductie este incheiata. ]

Observatia 1. Demonstratia propozitiei anterioare este constructiva, ea indicand un algoritm de
generare a unui graf neorientat general cu gradele nodurilor date.

Exemplul 1. Numerele 1,1,1,2,4,4,5,5 nu pot fi gradele nodurilor unui graf neorientat general,
8

deoarece suma »_ d; = 23 este un numar impar.
i=1
Exemplul 2. Numerele 1,1,1,1,2,2, 3,13 pot fi gradele nodurilor unui graf neorientat general,
8
deoarece suma > d; = 24 este un numar par. Mai mult, conform demonstratiei propozitiei
i=1
anterioare (partea ”<="), un graf general avand gradele nodurilor numerele date se construieste
adaugand succesiv cate o muchie intre doua noduri de grade nenule, grade care se micsoreaza cu
1, pana cand fie toate gradele devin egale cu zero, fie ramane un grad nenul d;, par, care este

anulat si el prin d;/2 bucle. Acest procedeu este evidentiat in tabelul urmator:
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Pas | Gradele ramase | Muchia adaugata

1,1,1,1,2,2,3,13 (01, vg]
0,0,1,1,2,2,3,13 ,

0,0,0,0,2,2,3,13 Vs, Vg
0,0,0,0,1,1,3,13 Vs, Ug

0,0,0,0,0,0,2,12
0,0,0,0,0,0,1,11 ,
0,0,0,0,0,0,0,10 | [vs,vs] de 5 ori
0,0,0,0,0,0,0,0 -

(U3, V4]
[05, vs)]
[05, vs)]
0,0,0,0,0,0,3,13 [v7, vs]
[v7, vs]
[v7, vs]

OO U =W I~

Graful general obtinut are matricea de adiacenta

0 00

SO N OO DO OO
S OO OO OO
W OO OO o oo
TTLWw OO oo oo

[l eleloBoNoll S
OO OO O oo
S o oo~k O o
=N oeleloBal s

Evident, acest graf nu este singurul cu gradele date. De exemplu, daca dorim sa minimizam
numarul de bucle, atunci adaugam de fiecare data muchie intre doua noduri de grade nenule
maxime. Pe de alta parte, daca dorim sa maximizam numarul de bucle, atunci adaugam intai
bucle, cat timp exista grade mai mari sau egale cu 2.

Caracterizarea gradelor unui multigraf

Propozitia 3. Fie dy,ds,...,d, € N astfel incat d; < dy < ... < d,, unden € N, n > 2.

Atunci numerele dy, ds, . .., d, sunt gradele nodurilor unui multigraf neorientat cu n noduri daca
n n—1

si numai dacd suma Y d; este un numdr par si d, < Y d;.
i=1 i=1

Demonstratie. =" Conform Propozitiei 1 avem Z d; = 2m, unde m este numarul de muchii

ale multigrafului neorientat avand gradele nodurllor dl, ds,...,d,, deci suma considerata este un
n—1

numar par. De asemenea, avem d,, = »_ a;, unde, pentru orice i € {1,...,n — 1}, a; reprezinta
i=1

numarul de muchii de forma [v,,v;]. Cum a; < d; pentru orice i € {1,...,n — 1}, rezulta ca

n—1
d, < ¥ d;.
i=1

—1
<" Aratam ca daca Z di=2mcumeN, dy <dy <...<d,sid, < Z d;, atunci exista

un multigraf neorientat G = (V E)cuV ={vy,...,v,} astfel incat dg(v;) = dl, Vied{l,...,n}.

Pentru n = 2 rezulta ca d; = ds, deci considerand multigraful neorientat G = (V, E), cu
V = {v, v} si E = {e1,...,en}, unde m = d; = dy si e, = [vg, 0], VEk € {1,...,m}, iar
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muchiile multiple ey, ..., e, sunt distincte doua cate doua, obtinem ca dg(v1) = m = d; si
dG<’l}2) =m = d2.

Pentru n > 3 demonstram afirmatia prin inductie dupa m.

Pentru m = 0 rezulta ca d; = 0, Vi € {1,...,n}, deci luand F = @ avem dg(v;) = 0 = d;,
Vied{l,...,n}.

Presupunem afirmatia adevarata pentru m — 1 si o demonstram pentru m, unde m € N*.

n n—1 n
Fie Y d;=2m, dy <dy <...<d, sid, < > d;. Deoarece >  d; =2m > 2, rezulta ca d,, > 1.
i=1 i=1 i=1
n—1
Cum d, < ) d;, rezulta ca si d,—; > 1. Fie
i=1

)

{ d;, dacal<i<n-—2,
d; — 1, dacaie {n—1,n}.

Atunci Y d, = > d; —2=2(m —1). Avem doua cazuri.
i=1

i=1
Cazul 1) d,,—2 < dp. Atuncid) < d, <...<d), sid, =d,—1< Zd —-1= Zd deci,
conform ipotezei de inductie, exista un multigraf neorientat G' = (V E ) cuV = {vl, ce s, Unt

astfel incat dg/(v;) =d,, Vie {1,...,n}.

Cazul 2) d,,—o = d,, deci si d,—1 = d,,. Atuncid) < dy, <...<d, _,=d,sid, ,=d, =
d, — 1, deci

r g
max d; = d, _,
i=1n

n n—3 n—3
Avem ) d;—2d,_,= > d;+d,+(d,—1)+(d, —1)—2d, = ) d; +d, —2 > —1, deoarece
i=1 i=1 =1
d, > 1. Pe de alta parte, > d, — 2d), , =2(m — 1) —2d,, ,, deci >_ d, — 2d., , este un numar
=1 i=1

par. Astfel rezulta ca > d; — 2d),_, > 0. Obtinem ca
i=1

n—

3
maxd, =d, , <> di+d, ,+d,

i=1n

i=1
deci, conform ipotezei de inductie (aplicata pentru numerele d}, dj, ..., d] rearanjate in ordine
crescatoare), rezulta din nou ca exista un multigraf neorientat G' = (V, E') cu V = {vy,..., v, }

astfel incat dg/(v;) =d, Vi e {1,...,n}.

In ambele cazuri, fie multigraful neorientat G = (V, E' U {e}), unde e = [v,_1,v,], e & E.
Evident, avem

dG(Un 1) d (Un 1)+1_d/ 1+1:dn—17

de(vy) = der(vn) +1 = d. +1 = d,,

da(v;) = dg/(v;) = d;, = d;, pentru orice i € {1,...,n — 2}.
Astfel dg(v;) =d;, Vi€ {l,...,n}.

Demonstratia prin inductie este incheiata. ]
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Observatia 2. Demonstratia propozitiei anterioare este constructiva, ea indicand un algoritm de
generare a unui multigraf neorientat cu gradele nodurilor date.

FExemplul 3. Numerele 1,1,1,1,2,2,3,13 din exemplul anterior nu pot fi gradele nodurilor unui
8 7

multigraf neorientat, deoarece suma »  d; = 24 este un numar par, dar dg = 13 > 11 = >_ d;.

Ezremplul 4. Numerele 1,1, 1,2,4,5,1 ;5 pot fi gradele nodurilor unui multigraf neorli_elntat,
deoarece suma 28: d; = 24 este un numar par si dg = 5 < 19 = 27: d;. Mai mult, conform
demonstratiei pri):plozitiei anterioare (partea”<="), un multigraf avéndzz"adele nodurilor numerele

date se construieste adaugand succesiv cate o muchie intre doua noduri de grade nenule maxime,
grade care se micsoreaza cu 1, pana cand gradele devin toate egale cu zero. Acest procedeu este
evidentiat in tabelul urmator:

Pas | Gradele ramase | Muchia adaugata
1 |1,1,1,2,4,5,5,5 [v7, vg]
2 | 1,1,1,2,4,5,4,4 Vs, Us)]
3 11,1,1,2,4,4,4,3 [vg, v7]
4 1,1,1,2,4,3,3,3 [U5,Ug]
5 11,1,1,2,3,3,3,2 [vg, v7]
6 [1,1,1,2,3,2,2,2 [v5, Us)]
7 11,1,1,2,2,2,2,1 [vg, V7]
8 |1,1,1,2,2,1,1,1 Vg, 5]
9 |1,L,1,1,1,1,1,1 [v7, vs]
10 | 1,1,1,1,1,1,0,0 [V, vg]
11 | 1,1,1,1,0,0,0,0 [v3, V]
12 [1,1,0,0,0,0,0,0 [v1, vs)]
- 10,0,0,0,0,0,0,0 -
Multigraful obtinut are matricea de adiacenta
01 000O00O00O0
1 00000O0O0CO
00010000
e 00101000
0001010 2
00001031
0000030 2
00002120
Caracterizarea gradelor unui graf simplu
Definitia 1. O secventd (dy,da, ..., d,) de numere naturale (n € N*) se numeste secventd

grafica (secventa de grade, sir grafic, sir de grade) dacd exista un graf neorientat simplu
G=(V,E) cu V={vy,0q,...,0,} astfel incit dg(v;) =d;, Vi€ {1,2,...,n}.

Teorema 1 (Havel-Hakimi). Fie dy,ds,...,d, € N astfel incat dy < dy < ...<d, sid, > 1,
unden € N, n > 2. Atunci (dy,ds, . ..,d,) este o secventa grafica daca si numai dacd d,, < n—1
si (dy,day ... dy_gq, 1,dn_a, — 1, dy_g,+1—1,...,dy_1 — 1) este secventd grafica.
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Demonstratie. ”=" Fie G = (V, E) un graf neorientat simplu cu V' = {wy,...,v,} astfel incat
dg(v;)) = d;, Vi€ {l,...,n}. Deoarece graful G este simplu, adica nu contine nici bucle, nici
muchii multiple, rezulta ca gradul d,, = dg(v,) este egal cu numarul de noduri adiacente cu v,
deci d,, <n — 1. Fie M multimea nodurilor adiacente cu v, deci card(M) = d,,. Avem doua
cazuri.

Cazul 1) M =A{vn_a,, Un—d,+15- - -, Vn_1}. Atunci graful G’ = (V', E’) definit prin
V=V \{v,} ={v1,...,vn 1}, E'=E\{[vp, 2] |2 € M}
este un graf neorientat simplu avand gradele nodurilor

de(v;) = dg(v;) = d;, pentrul <i<n-—d, —1,
de/(v;) =dg(v;)) —1=d; — 1, pentrun—d, <i<n-—1,

deci (dy,da, ..., dy—q,-1,dpn—q, — 1,dp_g,+1—1,...,d,_1 — 1) este secventa grafica.
Cazul 2) M # {vp—a,, Vn—d,+1;---,VUn_1}. Fie
A={vn_a,, Un-dyt1s--sVn-1} \ M, B=M\{Vn—a,, Vn—dyt1,--+>Vn_1}-
Cum card ({vy—a,, Vn—dp+1; - - -, Un—1}) = card(M) = d,,, rezulta ca avem
card(A) = card(B) > 1.
Fie r = card(A) = card(B), A = {vj,,vj,, ..., } 81 B = {vk,, Uky, - - -, U, }, unde
{j1,J2, - Jr} CS{n—dp,n—d,+1,...,n— 1} si {ky,ko,.... k. } C{1,2,...,n—d, — 1}.

Pentru orice i € {1,2,...,r}, cum dg(v;,) = d;, > di, = da(vg,) si v, nu este adiacent cu vy,
dar este adiacent cu vy, rezulta ca exista un nod vy, € V' care este adiacent cu vj;, dar nu este
adiacent cu vg,. Fie graful Gy = (V, E}) definit prin

By = (BN U e o]} ) U UKo 03], [ )

Atunci G este un graf neorientat simplu avand aceleasi grade ale nodurilor ca si G, adica
de, (v;) = de(v;) = d;, pentru orice i € {1,2,...,n}. In plus, in graful G; multimea nodurilor
adiacente cu v, este chiar multimea {v,_q4,,Vn—d,+1,---,Un—1}. Conform demonstratiei de la
Cazul 1 (inlocuind G cu Gy) rezulta din nou ca

(dl, dz, Ce ,dn,dnfl, dnfdn — 1, dnfdn+1 — 1, e ,dn,1 — 1)

este secventa grafica.

"<” Fied, <n—1si G = (V', E') un graf neorientat simplu cu V' = {vy,...,v,_1} astfel
incat

de(v;) = d;, pentrul <i<n-—d, — 1,
dg(v;) =d; — 1, pentrun —d, <i<n-—1.

Atunci graful G = (V, E) definit prin V = V' U {v,} ={v1,...,v,} (cu v, € V') si

E=FEU{v,,v]|n—d,<i<n-—1}
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este un graf neorientat simplu avand gradele nodurilor

dg(v;) = der(v;) = d;, pentrul <i<n-—d, —1,
dg(v)) =dg(v;))+1=d;—1+1=d;, pentrun—d, <i<n-—1,

deci (dy,ds, ..., d,) este secventa grafica. O

Observatia 3. Demonstratia teoremei anterioare este constructiva, ea indicand un algoritm
recursiv de generare a unui graf neorientat simplu cu gradele nodurilor date.

Ezemplul 5. Verificam daca secventa (1,1,1,2,4,5,5,5) din exemplul anterior este secventa
grafica. Conform teoremei anterioare avem echivalentele:

(1,1,1,2,4,5,5,5) este secventa grafica

<5< Tsi(1,1,0,1,3,4,4) este secventa grafica
<4 <6si(1,0,0,0,2,3) este secventa grafica
< 3<5s5i(0,0,0,—1,1) este secventa grafica.

Cum ultima secventa nu este o secventa grafica (deoarece gradele nu pot fi negative), rezulta ca
nici secventa initiala nu este secventa grafica.

Exemplul 6. Verificam daca secventa (1,1,2,3,4,5,5,5) este secventa grafica. Conform teoremei
anterioare avem echivalentele:

S1=(1,1,2,3,4,5,5,5) este secventa grafica

<5< Tsi Sy =(1,1,1,2,3,4,4) este secventa grafica
<4 <6si5;=1(1,1,0,1,2,3) este secventa grafica
< 3<5si5;,=(1,0,0,0,1) este secventa grafica

< 1<45iS;=1(0,0,0,0) este secventa grafica.

Cum ultima secventa, S5, este o secventa grafica, fiind secventa gradelor grafului simplu cu 4
noduri si 0 muchii, rezulta ca si secventa initiala, S, este secventa grafica.

Mai mult, conform demonstratiei teoremei amintite (partea ”<="), avem succesiv:

S5 = (0,0,0,0) este secventa gradelor grafului G5 = ({v1,...,v4}, E5) cu
Es = 0;
Sy =(1,0,0,0,1) este secventa gradelor grafului G4 = ({v1,...,v5}, E4) cu
Ey = E5 U {[vs, v1]};
S3 = (1,1,0,1,2,3) este secventa gradelor grafului Gs = ({v1,...,vs}, E3) cu
E3 = E4 U {[vg, v2], [vs, v4], [v6, 5] };
Se = (1,1,1,2,3,4,4) este secventa gradelor grafului Gy = ({vy,...,v7}, Es) cu
Ey = E5 U {[v7, v3], [v7,v4], [v7, v5], [V7, 06] };
S1=(1,1,2,3,4,5,5,5) este secventa gradelor grafului G; = ({vq,...,vs}, E1) cu

Ey = Ey U {[vs, v3], [vs, v4], [Us, 5], [vs, V6], [vs, v7] }

Graful Gy este reprezentat in figura urmatoare.
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Algoritmul fill si aplicatii
Doru Anastasiu Popescu 'si Doru Constantin 2

In acest articol se prezinta algoritmul fill de tip backtracking in plan intr-o maniera simpla
cu structuri de date elementare. Apoi, sunt prezentate cateva probleme clasice rezolvate cu acest
algoritm. In partea final a articolului s-a introdus o listd de probleme din arhive educationale
pentru a implementa algoritmul fill in situatii variate.

1 Introducere

Algoritmul fill este un caz particular de parcurgere a unui graf neorientat. In acest articol se
prezinta algoritmul fara a se folosi notiuni de teoria grafurilor. Mai precis, vom porni de la un
caz practic legat de aplicatia Paint. Fiecare dintre noi a creat un desen in aplicatia Paint si a
trebuit s& umple cu o anumita culoare un contur inchis (cerc, dreptunghi, triunghi, etc). Acest
lucru l-am realizat selectand culoarea, pensula si dand click in interiorul conturului. Apoi instant
operatia a fost realizata. Lucrul acesta s-a realizat pentru ca in spatele aplicatiei imaginea este
un tablou bidimensional, elementele lui fiind pixeli de o anumita culoare, si cu un algoritm
de tip fill se schimb# culoarea pixelilor din interiorul conturului. In F igura 1 si Figura 2 este
prezentat un astfel de exemplu.

5 FlElAa . 10 A by TR IIT YT Y
-

Figura 1. Contururi umplute cu culori in Paint.

1Conf. univ. dr., Universitatea din Pitesti, dopopan@yahoo.com
2Conf. univ. dr., Universitatea din Pitesti, cdomanid@yahoo.com
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Figura 2. Imaginea rezultata dupa operatia de umplere

2 Algoritmul fill pentru umplerea unui contur inchis

In prezentarea algoritmului fill vom porni de la urmatoarea problema:

Se da un tablou bidimensional cu m linii, n coloane si elemente din multimea {0,1} ce
codifica o imagine cu un contur inchis. Un pixel din imagine corespunde unui element din
tabloul bidimensional. Pentru a avea o imagine cat mai simpla vom considera doar doua culori:
alb codificat cu 0 si negru codificat cu 1. Cunoscand coordonatele unui pixel din interiorul
conturului umpleti tot conturul cu 1. Doi pixeli sunt vecini pe contur daca sunt unul sub
altul sau, unul langa altul, sau vecini pe diagonala. Tabloul bidimensional este dat in fisierul
fill.in, pe prima linie dimensiunile, iar pe liniile urmatoare elementele sale. Linia si coloana
pixelului din interiorul conturului sunt date pe ultima linie a fisierului £i11.in. Dupa umplerea
conturului tabloul obtinut se va scrie in fisierul £ill.out.

Exemplu

fill.in
6 8
01010000
01001000
00100110
0010O0O010O0
00111110
00 0O0O0OO0OO0O
4 5

fill.out
01110000
01111000
00111110
00111110
00111110
00 0O0O0OO0OO0O

Descrierea algoritmulus
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1. Citim m, n, elementele tabloului a si x0, y0 - linia si coloana pixelului interior conturului.

2. Din (x0,y0) generam toate traseele cu metoda backtracking in plan, fara a le memora,
doar marcam cu 1 elementele de pe aceste trasee. Cand ne gasim intr-un element afi][j] putem sa
ne deplasam numai in cele 4 directii: sus, dreapta, jos, stanga daca elementele respective sunt 0.
Adica in ali-1][j], a[i][j4+1], a[i+1][j], a[i][j-1]. Pe scurt din ali][j] in a[in][jn], unde in =i + dl[k],
jn =j + dclk], k = 0, 1, 2, 3, vectorii dl si dc memorand deplasarile relative in cele 4 directii:

int dl[4]={-1, 0, 1, 0};
int dc[4]={ 0, 1, 0,-1};
3. Dupa umplerea conturului inchis se afiseaza tabloul.

Programul C++ pentru algoritmul de umplere a unui contur inchis este prezentat in
continuare.

#include <fstream>
using namespace std;

ifstream fin("fill.in");
ofstream fout("fill.out");

int a[200][200] ,m,n,x0,y0;
int dl1[4]={-1, 0, 1, 03};
int dc[4]={ 0, 1, 0,-1};

void cit(){ // citirea imaginii si a coordonatelor unui pizel tnterior
int i,j;
fin>>m>>n;
for(i=1;i<=m;i++)
for(j=1;j<=n;j++)
fin>>alil[j]1;
fin>>x0>>y0;

3

void fill(imnt i, int j){
int k,n,in, jn;
alil[j]l = 1; // coloaram cu 1 pizelul curent dim contur
for (k=0;k<4; k++){ // werificam pizeli vecini celuti curent
in = i + dl[k];
jn = j + dclk];
if (in>=1 && in<=m && jn>=1 && jn<=n && alin]l[jn] == 0)
£ill (in, jn);
}
}

void afis(){ // afisarea tabloului bidimensional
int i,73;
for(i=1;i<=m;i++){
for(j=1;j<=n;j++)
fout<<alil[jl<<"y";
fout<<endl;

}
}
int main (){

cit ();
£i11(x0,y0);
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afis ();
return O;

}

3 Stergerea unui obiect dintr-o imagine

Se da un tablou bidimensional cu m linii, n coloane si elemente din multimea {0, 1} care codifica
o fotografie alb - negru cu un singur obiect. Elementele obiectului sunt valori egale cu 1. Relatia
de vecinatate a pixelilor este ca in problema din Sectiunea 2. Stergeti obiectul din fotografie.

Dimensiunile tabloului bidimensional si elementele lui se dau in fisierul fotol.in. Tabloul
dupa stergerea obiectului se va scrie in fisierul fotol.out.

Exemplu
fotol.in
5 6
0 0O0O0O0D O
000110
001000
001110
001100
fotol.out
0 00O0O0DO
000 O0O0OO
00 O0O0O0ODO
0 00O0O0D O
0 0O0O0O0D O

Descrierea algoritmulus
1. Citim m, n si elementele tabloului bidimensional a.

2. Determinam coordonatele unui pixel de valoare 1 din tablou. Notam cu x0, y0 linia si
coloana pe care se afla acesta.

3. Stergem obiectul cu un algoritm fill mergand pe elemente de 1 in cele 8 directii posibile:
pe orizontala, verticala si diagonale.

4. Afisam tabloul modificat.

Programul C++ pentru acest algoritm este prezentat in continuare.

#include <fstream>
using namespace std;

ifstream fin("fotol.in");
ofstream fout("fotol.out");

int a[200][200] ,m,n,x0,y0;
int d41[(8]={-1,-1, 0, 1, 1, 1, 0,-1};
int dc[8]={ O, 1, 1, 1, 0,-1,-1,-1};



Algoritmul fill si aplicatii 43

void cit (){
int 1i,j;
fin>>m>>n;
for(i=1;i<=m;i++)
for(j=1;j<=n;j++)
fin>>alil[j];
}

void fill(int i, int j){
int k,n,in, jn;
alil[j1 = 0O;
for (k=0;k<8; k++){ //deplasarea in cele 8 directit
in = i + dl[k]l;
jn = j + dclk];
if (in>=1 && in<=m && jn>=1 && jn<=n && alin][jn] == 1)
£ill (in, jn);
}
}

void afis (){

int i,j;

for(i=1;i<=m;i++){
for(j=1;j<=n;j++)

fout<<alil[jl<<"y";

fout<<endl;

}

}

int main(O){
cit ();
//determinam z0, yO
int 1i,j;
for(i=1;i<=m;i++)
for(j=1;j<=n;j++)
if(alil[jl==1){

x0 = i; i=m+1;
yo = j; Jj=n+1;
}
£i11(x0,y0); //stergem obiectul
afis () ;
return O;
}

4 Determinarea numarului de obiecte dintr-o fotografie

Se da o fotografie alb negru codificata printr-un tablou bidimensional cu m linii, n coloane si
elemente 0, 1 (0 — pixel alb, 1 — pixel negru). Fotografia contine obiecte ca in problema din
Sectiunea 3. Determinati numarul de obiecte continute de fotografie. Dimensiunile tabloului
bidimensional si elementele lui se dau in fisierul foto2.in. Numarul de obiecte se va scrie in
fisierul foto2.out.

Exemplu

foto2.in
6 8
10000110
000O0O0110
1 000O0O0O01
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11001100

11001010

1 000O0O0O0O1
foto2.out

4

Descrierea algoritmulus
1. Citim m, n si elementele tabloului a.

2. Parcurgem elementele tabloului a cu i=1,....m si j =1,2,....n, daca a[i][j]=1 numaram
obiectul curent si il stergem cu apelul fill(i,j).

3. Afisam numarul de obiecte.

Programul C++ pentru algoritm este urmatorul:

#include <fstream>
using namespace std;

ifstream fin("foto2.in");
ofstream fout("foto2.out");

int a[200][200] ,m,n,Nr0Ob;
int d41[8]={-1,-1, O, 1, 1, 1, 0,-1};
int dc[8]={ O, 1, 1, 1, O0,-1,-1,-1};

void cit(){
int i,3;
fin>>m>>n;
for(i=1;i<=m;i++)
for(j=1;j<=n;j++)
fin>>alil[j];
}

void fill(int i, int j){
int k,n,in, jn;
alil[j] = 0;
for(k=0;k<8; k++){
in = i + d1[k];
jn = j + dclk];
if (in>=1 && in<=m && jn>=1 && jn<=n && alin]l[jn] == 1)
£ill(in, jn);

}
X

int main O

cit ();

int i,j;

NrOb = O;

for(i=1;i<=m;i++)

for(j=1;j<=n;j++)
if(alil[jl==1){

NrOb++;
£i11(4,3);

fout <<NrQOb;
return O;

}
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5 Suprafata unui obiect

Se da o fotografie cu un singur obiect. Ce suprafata (arie) are obiectul? Fotografia este
asemanatoare cu cea de la Sectiunea 3. Suprafata unui obiect este egala cu numarul de pixeli
(elemente de 1 din tabloul dat). Dimensiunile tabloului bidimensional si elementele lui se dau in
fisierul foto3.in. Suprafata obiectului se va scrie in fisierul foto3.out.

Exemplu
foto3.in
5 6
0 00O0O0D
000110
001000
001110
001100
foto3.out

Descrierea algoritmului

1. Citim m, n si elementele tabloului bidimensional a.

Initializam Aria cu 0.

Determinam un pixel in obiect si ii memoram coordonatele x0, y0 (linia si coloana).

Stergem obiectul pornind din (x0,y0) si numarand pixelii in variabila Aria.

AN I

Afisam valoarea pentru Aria.

Programul C++ pentru algoritm este urmatorul:

#include <fstream>
using namespace std;

ifstream fin("foto3.in");
ofstream fout("foto3.out");

int a[200][200] ,m,n,x0,y0, Aria;
int d41[(8]={-1,-1, 0, 1, 1, 1, 0,-1};
int dc[8]={ O, 1, 1, 1, O0,-1,-1,-1};

void cit(){
int i,j;
fin>>m>>n;
for(i=1;i<=m;i++)
for(j=1;j<=n;j++)
fin>>alil[j]1;
}

void fill(imnt i, int j){
int k,n,in, jn;

Aria++;

alil[j]l = 0;
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for (k=0;k<8; k++){
in = i + dl[k];

jn = j + dclk];
if (in>=1 && in<=m && jn>=1 && jn<=n && alin]l[jn] == 1)
£fill (in, jn);
}
}
int main (O
cit ();
//det z0,y0
int 1i,j;

for(i=1;i<=m;i++)
for(j=1;j<=n;j++)
if(alil[jl==1)1
x0 = 1i;
yo = 3;

£i11(x0,y0);
fout<<Aria;
return O;

3

6 Probleme propuse pentru rezolvare

Pentru a va familiariza cu algoritmul fill va propunem sa rezolvati problemele aflate la link-urile urmatoare:
https://www.pbinfo.ro/probleme/eticheta/128/fill
https://www.pbinfo.ro/probleme/830/generare2
https://www.pbinfo.ro/probleme/840/croco
https://www.pbinfo.ro/probleme/844/crocol
https://www.infoarena.ro/problema/padure
https://www.infoarena.ro/problema/ferma3
http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=1574
http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=534
http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=135

http://campion.edu.ro/arhiva/index.php?page=problem&action=view&id=1195
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MATEMATICA PENTRU PROGRAMATORI SI
PROGRAMARE PENTRU MATEMATICIENI

Elemente de calculul probabilitatilor in R

Maria-Crina Diaconu® si Cosmin-Marian Arpasanu?

Limbajul de programare R este unul dintre cele mai avansate programe statistice. Materialul
prezentat se adreseaza utilizatorilor incepatori. Este important de precizat insa ca programul
poate fi utilizat in mai multe domenii ale matematicii aplicate, nu numai in statistica.

Bazele teoriei probabilitatilor au fost puse in secolul al XVII-lea de matematicienii Blaise
Pascal (1623-1662) si Pierre Fermat (1601-1665). Epoca noastra cunoaste o dezvoltare consi-
derabila a acestei teorii care este aplicata in toate domeniile de activitate. Aplicatiile teoriei
probabilitatilor au contribuit la dezvoltarea ei teoretica, statistica a capatat o mare dezvoltare.

A defini o probabilitate in raport cu o experienta, avand un numar finit de cazuri posibile,
inseamna a asocia fiecarui eveniment A, legat de respectiva experienta, un numar P(A) numit
probabilitatea evenimentului A. Cum orice eveniment poate fi considerat ca o submultime a
unei multimi F, o probabilitate P face sa corespunda fiecarei submultimi a lui £ un numar real.

Definitia 1. Aplicatia P : P(E) — R este o probabilitate daca:

b) P(E) =

a) 0 < P(A) <1;
L;
c¢) P(AUB) =

P(A)+ P(B), daca AN B = Q.

Daca cunoastem probabilitatea evenimentelor elementare, cunoastem probabilitatea oricarui
eveniment.

Rezulta ca, in cazul evenimentelor elementare echiprobabile, probabilitatea unur eveni-
ment A este egald cu raportul dintre numarul cazurilor favorabile lui A si numarul
total al cazurilor posibile ale experientes.

In multe din aplicatii se considera satisfacuta conditia de echiprobabilitate a cazurilor posibile
ale experientei.

In continuare, prezentam rezolvarea unor probleme cu grade diferite de dificultate, precum
si implemetarea in R a solutiilor acestora. Primele probleme sunt extrase din variantele de
bacalaureat propuse in anii anteriori [4], ultimele doua probleme fiind rezolvate in manualul de
matematica de clasa a X-a [3].

1. Si se calculeze probabilitatea ca alegand unul dintre numerele log, v/2, logs 25, log, 1, acesta,
sa fie supraunitar.

Lect.univ.dr., Universitatea din Pitesti, crynutza_25@Qyahoo.com
2Student, Universitatea din Pitesti, cosmin.arpasanu@gmail.com
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Solutie.

1
log, V2 = 5 < 1; logs25=2>1; log,1=0<1.
Nr. caz. favorabile = card ({log; 25}) = 1.

L _0m)

Nr. caz. posibile =3 — P = 3

Implementare in R:

> x<-c(logl(egrt(2),2),log(25,5),log(l,7))
> f£<-0

> for(i in x)

+ if(i»=1)

+ f<-f41

> p=f/length(x)

> P

[1] 0.3333333

2. Sa se determine probabilitatea ca alegand un element = al multimii
A={zeN|z* -8z +7<0},

acesta sa fie numar prim.
Solutie. 2 -84+ 7<0=1zx€ (x1,22), unde z1, zo sunt radacinile ecuatiei si x7 < xs.
—(—8) — /36

=1
2x1 ’

A=(-8)7—4%1%7=064—28=36—= x, =
—(—8) + /36

Ty = 571 =T=A={reN|22-8r+7<0}=1{2,3,4,5,6}.
Nr. caz. favorabile= card({z € A|x prlm}) = card({2,3,5}) = 3.
Nr. caz posibile= card(A) =5 = P =2 =0, 6.

Implementare in R:

a<-1
b<——38
ca—
x1<- (-b-sgrt (b*2-4%a*c) )/ (2*a)
x2<— (-b+sgrt (b*2-4%a*c) )/ (2%a)
Lo— (=141 (=x2-1)
» prim <- function(x) {
£ ifizx == 2)
£ TRUE
[ else if(anvi(x %% 2:(=x-1) == 0})
+ FALSE
F o} else {
F TRUE
» F<-0

» for(x in A)
+ if (prim(x)==TRUE)

b E<-f41

» La<-length (&)
» Pa-£/t

> P

11 0.6
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3. Sa se determine probabilitatea ca alegand un numar & din multimea {0, 1,2,

indeplineasca conditia: C¥ < CE+1,

Solutie.
o k=0:
o k=1
o k=2
o k=3
o k=4
o k=5
o k=6

521 S a3l

SV TRETINETIVT

7T
Ei < 6? = 1<TA

7! 7!
< ——<<=T7<21 A

6l S Bl

| I
7 r 21 <35 A

| I
7 r < 35<35F

| I
7 < T <= 35<21F

“31.40 © 215l

7! 7!

< — <= 21<T7F

2150 .6l
oo

=< =<«=T7<1F

6! 7!

Caz.fav.= {0, 1,2}

P Nr.caz. favorabile

Nr.caz.posibile

Implementare in R:

> x<-0:6
> £<-0
» for(i in =x)

:}P:

~ (0,4285714.

| W

if (choose (7,1i)<choo=ze (7,1i41))

+ f<-f+1

> t<-length (x)
> P=f/t
> F

[1] ©0.4285714

...,6}, el sa

4. Calculati probabilitatea ca alegand o pereche (a,b) din multimea {1,2,3} x {1, 2,3}, sa avem

a+b=>5.

Solutie. Nr.caz.posibile= 3% = 9.

a+b=5=—=a=2b=3= (2,3
= Nr.caz.favorabile = 2 =— P

Implementare in R:

>

L A A S S ST Y

A<-1:3

f<-0
t<-{length (&) )"2
for{a in &)
for(b in A)

if (a+k==5)
fe-f41

B<-f/t

P
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5. Sa se calculeze probabilitatea ca alegand unul dintre numerele Py, AL, O3 acesta s fie divizibil
cu 3.

Solutie.
Py=3=6=3|P;

3
A== =3= 3| Aj,

2!
C3 = 4 =4=31C}
S ey — G

2
— P = 3 ~ (0, 6666667.

Implementare in R:

®<—-c|(factorial (3), prod|({(3-1+1):3), choose (4, 3))
t<-length (x)
£<-0

for(i in =)
if (1%%3==0)
+ fF<-f+1

> P=f/t

> M

[1] &€ 3 4

b

[1]1 2

= P

11 0.6666667

oW N WY

6. Determinati probabilitatea ca alegand un numar din primele 40 de numere naturale, acesta
sa nu contina cifra 7.

Solutie. Nr.cazuri favorabile= 36, Nr. cazuri posibile= 40.

36
P=—=0,9.
40 ’

Implementare in R:

®<-1:40
f<-0
t<-length (x)
for(i in =)
if({i %% 10 '= 7 && i %/% 10 = T)
+ f<-f+1

> P<-£/C

> F

[1] O.5

> T

[1] 40

> £

[1] 36

FoWON YW

7. Se arunca un zar de 4 ori. Care este probabilitatea sa obtinem de fiecare data cifra 47
Solutie. Py = ¢, Py =% Py=¢,Pp=3 P =P -P,-P;- P, ~0,00076 (evenimente
independente).

Implementare in R:
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H<-10"5

zarl=zample (c(l:6), H, replace=TRUE)
zarZ=zample (c(l:68), H, replace=TRUE)
zar3=zample (c(l:6), H, replace=TRUE)
zard=zample (c(l:6), H, replace=TRUE)
pl<—zum(zarl=—4) /length(zarl)
pi2<—-2um(zarZ==4) /length(zar2)

p3<-sum({zar3=—4) /length(zar3)
4) /length(zar4)

LT A A " A T A A R T

1] 0.0007655271

8. a) O urna contine 7 bile verzi si 6 albastre. Se extrag succesiv 3 bile fara intoarcerea bilei
extrase. Care este probabilitatea ca prima bila sa fie verde, iar celelalte doua albastre?

b) O urna contine 6 bile verzi si 5 bile albastre. O alta urna contine 4 bile verzi si 3
bile albastre. Din fiecare urna se extrage cate o bila. Se considera evenimentele: A=bila
extrasa din prima urna este verde; B=bila extrasa din a doua urna este verde. Sa se

calculeze: P(AN B), P(AU B), P(A — B), P(A).

Solutie. a)A - prima bila verde, B - a doua bila albastra, C' - a treia bila albastra.
P(ANBNC)=P(A)-P(B|A)-P(C|ANB).

P(4) = 13, P(BJ4) = 162 P(C|ANB) = 151 P(ANBNC)~0,122377.
b) P(A) = % P(B) = %

P(ANB) = P(A) - P(B) = % ~ 0,3116

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) ~ 0,8062.

P(A— B) = P(A) — P(An B) ~0,2320.

P (A) =1—P(A) ~0,4550.

Implementare in R:

> HN<-10"5

> f<-0

» urnal=sample (c ({"verde™, "wverde™, "wverde™,
> urnaz=szample (c("verde™, "verde™, "verde™, ™

> pA=sum{urnal="verde™) /length (urnal)
> pB=sum (urnaZ2=="verde™) /length (urnaz)
> pAB=pA*pB

> DAS

[l] 0.312943%5

> pAsSiB=phA+pB-piAB
> pAsiB

[1] 0.8062661

> pAmB=pA-pAB

> phAmB

[1] 0.232036l

> pnia=1-ph

> pnd

11 0.45502

Mentionam ca am realizat aceasta prezentare cu dorinta de a familiariza elevii de liceu cu R,
un limbaj de programare accesibil, tot mai utilizat in mediul academic, dar care este folosit si
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pentru realizarea unor proiecte complexe. Este gratuit si are avantajul existentei unui grup de
utilizatori activi care aduc imbunatatiri, dezvolta module noi specializate pe implementarea
unor algoritmi si ofera sfaturi si asistenta pe forumuri specializate.
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RUBRICA DE ROBOTICA

Deprinderea elementelor fundamentale robotica si de

9

programare in Python folosind robotul Finch 2.0

Remus-Dragos Albu !

Finch 2.0 este un instrument versatil ce poate fi folosit pentru a integra codificarea in
programa scolara si pentru a alinia oportunitatile de la cei mai mici si mai putin experimentati
elevi ai nostri pana la cei mai experimentati. Capacitatea de a utiliza o varietate de dispozitive
/ platforme si o gaméa corespunzitoare de limbaje de programare permite elevilor sa creasca
cunostintele si experienta lor de codificare.

1 Introducere

Python este un limbaj de programare simplu, cu scop general, la nivel inalt si orientat pe obiecte.

Robotul Finch poate fi extrem de util pentru a fixa si completa, printre altele, elementele
fundamentale de programare in Python.

Finch este un robot conceput special pentru elevii care invata informatica. Se pot scrie
programe pentru a muta si roti Finch, lumina ciocul si/sau coada si colecta informatii cu senzorii
sai. Pe masura ce sunt scrise programe, acestea pot fi testate cu Finch in lumea reala!

T 1. Senzor distanta
' Roata

Senzor de linie
Butoane
Senzori lumina
Accelerometru
Busola

Suport marker

P NSO WD

Figura 1: Robotul Finch 2

Mai intai, se realizeaza conexiunea la Finch in conectorul BlueBird, apoi se deschide un fisier
nou in Python, care trebuie sa se afle in folderul BirdBrainPython care contine BirdBrain.py.
Pentru a utiliza Finch in Python, trebuie importata clasa Finch din biblioteca BirdBrain. O
biblioteca in Python este o colectie de cod Python ce poate fi utilizata in program., iar clasa
Finch contine metodele utilizate pentru a scrie programe care utilizeaza Finch.

IProfesor, Liceul Tehnologic ,,Danubius” / Liceul Teoretic ,,Al. I. Cuza” Corabia, dragos_albu@yahoo.com
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from BirdBrain import Finch

Apoi, se declara un obiect care reprezinta Finch. Aceasta linie de cod ii da lui Finch un
Y
nume, in acest caz "pasare”, si 1i spune programului ca este Finch.

pasare = Finch()

2 Prezentare

Dupa declararea unui obiect Finch, se pot utiliza metode pentru a-l face pe Finch sa faca lucruri
diferite. De exemplu, metoda setMove() face ca Finch sa se deplaseze inainte sau inapoi. Aceasta
metoda ia trei parametri, sau bucati de informatii, in interiorul parantezelor.

Toate aceste parti sunt prezentate impreuna in programul de proba de mai jos. Acest
program de proba va muta Finch inainte de 20 cm la 75% din viteza maxima.

pasare.setMove("F’,20,75) # deplasare inainte 20 cm la 75% viteza
pasare.setMove('B’,30,50) # deplasare inapoi 30 cm la 50% viteza

Rotirea robotului este foarte asemanatoare cu deplasarea robotului inainte sau inapoi. Se
utilizeaza metoda setTurn() pentru a roti Finch.

pasare.set Turn(’R’,90,50) # rotire la dreapta 90° la 50% viteza
pasare.set Turn('L’,60,30) # rotire la stanga 60° la 30% viteza

Iesirile sunt modalitati prin care Finch poate actiona asupra lumii sau poate comunica cu
utilizatorul; acestea includ motoarele, luminile si soneria. Finch are si intrari numite senzori,
care colecteaza date despre mediul din jurul sau si furnizeaza aceste date programului.

Senzorul de distanta masoara distanta dintre Finch si cel mai apropiat obstacol. Se poate
citi valoarea senzorului de distanta cu functia getDistance(), care returneaza o valoare numerica
care este distanta in centimetri. Pentru a vedea valoarea senzorului de distanta, se poate utiliza
functia print() pentru a afisa valoarea pe ecran.

print(pasare.getDistance())
print(” Distanta: ”, pasare.getDistance()) # afisare valoare senzor de distanta cu eticheta

Afisarea valorilor unora dintre ceilalti senzori Finch folosind metodele de mai jos:

getLight(’R’) — returneaza valoarea senzorului de lumina potrivit print(”Right Light: ”, pasare.getLight(’R’))
getLight’L’) — returneazi valoarea senzorului de lumind din stdnga | print(”Left Light: ”, pasare.getLight(’L’))
getButton(’A’) - returneazi valoarea butonului A pe micro:bit print(”Button A: 7, pasare.getButton(’A’))
getOrientation() — returneaza orientarea Finch-ului print(” Orientation: 7, pasare.getOrientation())
getEncoder(’R’) — returneazd numérul de rotatii pe care roata din | print(”Right Encoder: 7 pa-
dreapta le-a rotit sare.getEncoder('R’))

print(”Right Light: 7, type(pasare.getLight(’R’))) # int
print(” Left Light: 7, type(pasare.getLight('L’))) # int
"Button A: 7, type(pasare.getButton(’A’))) # bool

R

print

Y

print(” Orientation: ”, type(pasare.getOrientation()))#string

(
(
(
(

print(”Right Encoder: ”, type(pasare.getEncoder(’R’))) # float
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Fiecare valoare are un tip de date diferit, existand patru tipuri de date comune in Python:
int, float, bool si str. Se poate utiliza functia type() pentru a gasi tipul de date al unei valori.
Pentru a salva o valoare pentru a o utiliza mai tarziu, in Python se utilizeaza o variabila, care
este un nume care reprezinta o valoare. Pentru a crea o variabila, se selecteaza un nume si se
utilizeaza semnul egal pentru a atribui o valoare variabilei. Dupa ce o variabila a fost initializata,
poate fi utilizata mai tarziu in program. De fiecare data cand programul vede numele variabilei,
acesta va Inlocui valoarea acelei variabile. Se pot utiliza operatori aritmetici in Python.

leftLight = pasare.getLight(’L’)
rightLight = pasare.getLight(’R’)
diferenta = leftLight - rightLight
print(diferenta)

media = (leftLight + rightLight)/2
print(media)

distantaCurentd = pasare.getDistance()
print(distantaCurent&)

print(2* distantaCurent&)

print(4* distantaCurentd)

Alte tipuri de iesiri: controlul luminilor din ciocul si coada lui Finch. Fiecare dintre luminile
din cioc si coada are de fapt trei elemente mici de lumina in interiorul acestuia. Unul este rosu,
unul este verde, iar unul este albastru.

Pentru a seta culoarea ciocului, se utilizeaza metoda setBeak(). Aceastd metoda necesita trei
parametri care seteaza valorile a trei culori. Prin combinarea cantitatilor diferite din aceste trei
culori, se pot crea alte culori. Functia setBeak() seteaza culoarea ciocului si apoi trece imediat
la urmatoarea linie din program. Pentru a intrerupe fiecare culoare, se utilizeaza functia sleep().
Functia sleep() are un singur parametru care este un numar de secunde pentru ca programul sa
se Intrerupa; acesta poate fi un numar intreg sau un numar zecimal. Functia sleep() trebuie
importata din biblioteca time.

Coada lui Finch contine patru lumini. Pentru a le controla, se utilizeaza metoda setTail(),
care este similara cu setBeak(), cu exceptia faptului ca are un parametru suplimentar. Parametrul
portului controleaza lumina care este activata. Acest parametru trebuie setat fie la un numar
intreg de la 1 la 4, fie la valoarea sirului "toate”.

# setare luminile 1 si 4 la rosu respectiv albastru timp de
2 secunde

pasare.setTail(1,100,0,0)

pasare.setTail(4,0,0,100)

sleep(2)

pasare.stopAll()

# arata un curcubeu de culori pe ciocul si coada lui Finch
pasare.setBeak(100,0,0)

pasare.setTail(1,100,0,100)

pasare.setTail(2,0,0,100)

pasare.setTail(3,0,100,100)

pasare.setTail(4,0,100,0)

sleep(2)
pasare.stopAll()

Se pot scrie programe pentru a permite unui utilizator sa controleze Finch. Se poate
utiliza functia input() pentru a adresa o intrebare utilizatorului si a astepta un raspuns. Cand
utilizatorul atinge tasta Enter, functia returneaza raspunsul lor. Valoarea returnata de input()
este un sir, caz in care se stie ca utilizatorul a introdus un numar, astfel incat sa poata fi folosita
functia int() pentru a converti userResponse la un numar variabil de tip int.

userResponse=input(” Valoare rosu (0-100): ”) #preia input utiliza- | userResponse=input(”Lungime in centimetri: )
tor latura = int(userResponse)
rosu=int(userResponse) # Convertire la int pasare.setTail(’all’,100,0,0)
userResponse=input(” Valoare verde(0-100): ”) #preia input utiliza- | pasare.setMove(’F’,side,60)
tor pasare.setTurn(’R’,90,50)
verde=int(userResponse) # Convertire la int pasare.setTail(’all’,0,100,0)
userResponse=input(” Valoare albastru(0-100): ”) #input utilizator | pasare.setMove('F’,side,60)
albastru=int(userResponse) # Convertire la int pasare.setTurn(’R’,90,50)
pasare.setBeak(rosu,verde,albastru) pasare.setTail(’all’,0,0,100)
pasare.setTail(”all”, rosu,verde,albastru) pasare.setMove('F’ side,60)
sleep(3) pasare.setTurn(’R’,90,50)
pasare.stopAll() pasare.setTail(’all’,100,0,100)
pasare.setMove('F’ side,60)
pasare.setTurn(’R’,90,50)
pasare.stopAll()
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Pentru a obtine o gama mai larga de miscari, se poate utiliza setMotors() pentru a seta viteza
fiecarei roti in parte. Aceasta metoda ia doi parametri, care sunt viteza rotilor din stanga si din
dreapta. Pentru a muta Finch folosind setMotors, trebuie pornite rotile, intrerupt programul si
apoi oprite rotile (se poate utiliza, de asemenea, setMotors (0,0) sau stopAll() pentru a opri
motoarele).

userResponse=input(” Viteza pentru roata stanga (-100 to 100): ”) pasare.setMotors(40,40) # inainte
stanga = int(userResponse) sleep(3)
userResponse = input(”Viteza pentru roata dreapta (-100 to 100): | pasare.setMotors(50,25) # intoarcere la dreapta
”»
) sleep(4)

dreapta = int(userResponse) pasare.setMotors(40,40) # inainte

pasare.setMotors(left,right) sleep(3)
sleep(2) pasare.setMotors(25,50) # intoarcere la stanga
pasare.stop() sleep(4)

pasare.stop()

Este o idee buna sa se verifice daca utilizatorul a introdus valori valide, ce se poate face cu o
declaratie if-else, care permite programului sa ia o decizie. Sa presupunem ca se doreste pornirea
motoarelor Finch pentru un anumit numar de secunde: in primul rand se cer utilizatorului
informatii si se converteste raspunsul sau la o valoare flotanta, apoi se pornesc motoarele pentru
aceasta perioada de timp.

directie = input(”Introduceti d sau s: ”)
if (directie == d’):
pasare.setMotors(50,25)

userResponse = input(” Timpul in secunde: ”)
timp = float(userResponse)
if (timp < 0): # Daca timp este mai mic decat 0

print(” Timp negativ nu este luat in calcul!”) # Eroare else:
else: # Altfel pasare.setMotors(25,50)
pasare.setMotors(100,0) # ruleazi pentru acel timp sleep(1)

sleep(timp) pasare.setMotors(0,0)

pasare.stop()

Uneori se doreste sa se verifice daca doua declaratii booleene sunt adevarate. Se poate face
acest lucru cu operatorii logici and si or.

userResponse = input(” Introduceti viteza (-100 to 100): )
viteza = int(userResponse)
if (viteza>=-100) and (viteza<=100): # Daca ambele sunt
true
pasare.setMotors(viteza,viteza) # Miscare inainte
sleep(1)
pasare.stop()
else: # Altfel
print(” Vitez& nevalida!”) # Eroare

userResponse=input(” Viteza pentru roata stangd(0-50): )
stanga = int(userResponse)
if (stanga >= 0) and (stanga <= 50):
dreapta = 2*stanga
pasare.setMotors(stanga,dreapta)
sleep(5)
pasare.setMotors(0,0)
else:
print(” Eroare: Viteza nu este intre 0 si 50.”)

Se pot utiliza operatori de comparatie pentru a crea conditii booleene care utilizeaza alti
senzori Finch, cum ar fi senzorul de distanta. Metoda getDistance() returneaza distanta pana la
cel mai apropiat obiect in centimetri. Gama senzorilor de distanta Finch este de aproximativ
2-200 cm. Senzorul de distanta nu poate masura un obiect care este apasat direct pe acestal.

print(pasare.getDistance())

if pasare.getDistance() < 30: # dacd aproape de senzor
pasare.setTail(”all”,0,0,100) # Coada albastra

else:
pasare.setTail(”all”,100,0,0) # Coada rosie

sleep(2)

pasare.stopAll()

if (pasare.getDistance() > 30): # Niciun obstacol
pasare.setMove(” forward”,20,50)

else:
pasare.setMove(” backward”,20,50)

Uneori se doreste continuarea verificarii starii, atata timp cat este adevarata, lucru ce se

realizeaza utilizand o bucla while, ce repeta declaratiile din interiorul ei, atata timp cat o
expresie booleana este adevarata.
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while pasare.getDistance() < 30: # distanta mai mica de
30
pasare.setBeak(100,0,0) # Red
pasare.setBeak(0,100,0) # Verde
sleep(1)
pasare.stopAll()

while (pasare.getDistance()>30): #distanta mai mare de 30
pasare.setMotors(50,50) # inainte
pasare.stop()

while pasare.getDistance() > 20:
pasare.setTail(”all”,0,0,100)
sleep(3)
pasare.setTail(”all”,100,0,100)
sleep(3)

pasare.stopAll()

Se poate plasa o structura de control in interiorul alteia, care se numeste imbricare, ce poate

ajuta la crearea unor programe mai complexe.

while not pasare.getButton(’A’): #Repeta pand cand buto-
nul A este apasat
if (pasare.getDistance() > 30): # Niciun obstacol
bird.setTail(”all”,0,100,0)
else:
bird.setTail(”all”,100,0,0)
pasare.stopAll()

while not pasare.getButton(’A’): #Repeta pand cand buto-
nul A este apésat
if (pasare.getDistance() > 30): # Niciun obstacols
pasare.setMotors(50,50) # Inainte
else:
pasare.setMove('B’,10,50) # Inapoi
pasare.set Turn(’R’,120,50) # Intoarcere
pasare.stopAll()

Metoda getLight() returneaza valoarea masurata de un senzor de lumina de la 0 la 100 (fara
unitati). Aceasta metoda necesita un parametru, un sir care indica daca este vizat senzorul din
dreapta sau din stanga. Deoarece getLight() returneaza o valoare intre 0 si 100, se poate apela
aceasta metoda intr-o metoda Finch care necesita un parametru de la 0-100.

while not bird.getButton(’A’):
pasare.setBeak(0,bird.getLight(’R’),0)

# Control cioc cu senzorul drept

pasare.setTail(”1”,0,0,bird.getLight("L’))

pasare.setTail(”2”,0,0,bird.getLight("L’))

bird.stopAll()

sleep(1)

while not pasare.getButton(’A’):
pasare.setBeak(0,100 - pa-

sare.getLight(’R’),0)

# Control cioc cu senzorul drept
pasare.setTail(”all”,0,0,100 -

pasare.getLight("L’))

bird.stopAll()

sleep(1)

while not (pasare.getButton(’A’) or
pasare.getButton(’B’)):
pasare.setMotors(pasare.getLight('R’),
pasare.getLight("L’))

pasare.stopAll()

Se poate utiliza senzorul de lumina pentru a controla comportamentul Finch cu o instructiune

if-else sau o bucla while.

prag = 10

teaza lumina
pasare.setTail(”all”,100,0,0)
sleep(0.1)
pasare.setTail(”all”,0,0,0)
sleep(0.1)

while (pasare.getLight(’L’)>prag):#Cat timp senzorul stang detec-

while

mina

(pasare.getLight("R’)>prag):

pasare.setMotors(50,50)
pasare.stopAll()

(pasare.getLight(’L’) >prag)and
#cat timp e lu-

if (pasare.getLight("L’)<prag) and (pasare.getLight(’R’)<prag): # cat timp ambele detec-

teaza Intuneric

pasare.setBeak(100,0,0)
pasare.setTail(”all”,100,0,0)
pasare.setMotors(100,0)

else:



58 R.D. Albu

pasare.setBeak(0,100,0)
pasare.setTail(”all”,0,100,0)
sleep(3)
pasare.stopAll()

Pentru un comportament mai putin previzibil, se pot incorpora unele variatii, astfel incat
robotul sa faca ceva usor diferit de fiecare data cand ruleaza programul, putandu-se utiliza
un generator de numere aleatorii, care este o functie care alege un numar aleatoriu de fiecare
data cand este apelat. In Python, se utilizeaza randint() pentru a alege un intreg, aceasta
avand doi parametri care definesc intervalul de numere interesat (functia trebuie importata
din biblioteca random). Biblioteca random include si alte generatoare de numere aleatorii. De
exemplu, random.random() genereaza un numar aleator intre 0.0 si 1.0 (fara a include 1.0).

while (pasare.getLight(’L’)<prag) or | while (pasare.getLight("L’) <prag) or
(pasare.getLight("R’)<prag): (pasare.getLight(’R’) <prag):

for i in range(4): #porneste fiecare dintre luminile cozii for i in range(4): #porneste fiecare dintre
la o culoare aleatoare diferita luminile cozii la o culoare aleatoare diferita pa-
pasare.setTail(i4-1,random.randint(0,100), sare.setTail(i+1,random.randint(0,100),
random.randint(0,100), random.randint(0,100)) random.randint(0,100), random.randint(0,100))

sleep(1) sleep(5*random.randomy())
pasare.stopAll() bird.stopAll()

while (pasare.getLight(’L’)>prag) or (pasare.getLight('R’)>prag):
pasare.setBeak(100,0,0)
bird.setMotors(-50,50) # Invértire
sleep(2*random.random()) #pentru o perioada aleatoare de timp
pasare.setMotors(0,0) # Stop
pasare.setBeak(0,100,0)
sleep(1)

pasare.stopAll()

Finch contine doi senzori de linie, care sunt senzori infrarosii care emit radiatii infrarosii si
masoara cantitatea reflectata de suprafata de sub Finch. Metoda getLine() returneaza valoarea
masurata de un senzor de linie de la 0 la 100 (fara unitati). Aceasta metoda necesita un
parametru, un sir care indica interesul pentru senzorul din dreapta sau stanga.

while not pasare.getButton(’A’): pasare.setMotors(30,30)
if (pasare.getLine(’L’) <prag) or | while not (pasare.getLine(’L’)<prag or
(pasare.getLine(’R’)<prag): pasare.getLine('R’) <prag):
print(”negru”) pass
else: pasare.stop()
print(”alb”)

Cea mai obisnuita utilizare a senzorilor de linie este de a urmari o linie. Pentru a urmari
partea dreapta a unei linii negre cu senzorul de linie dreapta, robotul ar trebui sa vireze la
dreapta atunci cand este peste linia neagra (mai putina radiatie infrarosie reflectata) si la stanga
atunci cand este peste o suprafata luminoasa (mai multa radiatie infrarosie reflectata).
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while not pasare.getButton(’A’):
if (pasare.getLine("R’)<prag): # daci este peste negru
pasare.setMotors(20,0) # intoarce dreapta
else:
pasare.setMotors(0,20) # intoarce stinga
pasare.stop()

while not pasare.getButton(’A’):
if (pasare.getDistance()<20): # Obstacle!
pasare.setMotors(0,0) # Stop
else: # altfel urmeaza linia
if (pasare.getLine(’R’)<prag): # peste negru
pasare.setMotors(20,0) # intoarce dreapta
else:
pasare.setMotors(0,20) # intoarce stanga
pasare.stop()

Prin utilizarea ambilor senzori de linie, Finch poate detecta locurile in care se ramifica o cale.

Cand Finch ajunge la punctul de ramificatie intr-o cale, ambii senzori de linie vor fi peste negru.

while not pasare.getButton(’A’):

if (pasare.getLine(’R’)<prag) and
(pasare.getLine(’L’) >prag): # dreapta peste negru
si stanga peste alb
pasare.setMotors(20,0) # intoarce dreapta
elif (pasare.getLine(’R’) >prag) and

(pasre.getLine(’L’)<prag): # dreapta peste alb si
stdnga peste negru pasare.setMotors(0,20) F#intoarce
stanga
else: # altfel merge inainte
pasare.setMotors(20,20)
pasare.stop()

while not pasare.getButton(’A’):

if (pasare.getLine(’R’)<prag) and
(pasare.getLine(’L’) >prag): #dreptul peste negru si
stangul peste alb
pasare.setMotors(20,0) # intoarce dreapta
elif (pasare.getLine(’R’) >prag) and

(pasare.getLine('L’)<prag): # dreptul peste alb si
stangul peste negru
pasare.setMotors(0,20) # intoarce stinga
elif (pasare.getLine("R’)<prag)
(pasare.getLine(’L’)<prag): # ambele peste negru

pasare.setMotors(0,0) # Stop

and

pasare.setTurn(’L’,45,50) # Intoarcere spre stanga
if (pasare.getDistance()<60): # un obstacol
pasare.setTurn("R’,90,50) # drumul din dreapta
pasare.setMove("F’,5,50) # trecere peste intersectie
else: # ambele peste alb
pasare.setMotors(20,20) # mergere inainte
pasare.stop()

Pentru a defini o functie, se utilizeaza cuvantul cheie def, urmat cum se doreste sa fie
denumita functia. Numele nu trebuie sa contina spatii sau semne de punctuatie. Numele este
urmat de o pereche de paranteze si de doua puncte. Toate declaratiile indentate dupa doua
puncte sunt continutul functiei. Dupa ce se defineste o functie, poate fi utilizat numele pentru a
apela functia respectiva. Functiile permit sa reutilizarea cu usurinta a codului. Functiile sunt si
un instrument de abstractizare, care este ideea ca se pot face programele mai usor de utilizat si
de inteles prin plasarea grupurilor de actiuni autonome in cadrul functiilor. Un programator
poate utiliza apoi functiile fara a intelege detaliile codului din interiorul lor!

# functie trasare patrat
def trasarePatrat():
for i in range(4):
pasare.setMove('F’,15,50)
pasare.setTurn(’R’,90,50)
# trasarePatrat() # apel functie
for i in range(6):
trasarePatrat()
pasare.setTurn(’L’,60,50)

# functie trasare cerc

def trasareCerc():
pasare.setMotors(40,80)
sleep(4)
pasare.setMotors(0,0)

# trasareCerc() # apel functie

for i in range(8):
drawCircle()
bird.set Turn(’R’,45,50)
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def urmeazaZid():
pasare.setMotors(20,30) # Arc pana se intalneste zid

# functie ce poate fi apelatd (repetat) oricand se doreste
urmarea unei linii.

def lineTrack(): while (pasare.getDistance() > 30):

prag = 91 pass

if (pasare.getLine(’R’)<prag) and pasare.setMotors(0,0)
(pasare.getLine("L’)>prag): #dreptul pe negru, stangul pasare.setMove(’B’,10,50) # inapoi usor
pe alb pasare.setTurn("R’,90,50) # intoarcere dreapta

pasare.setMotors(30,0) # intoarce dreapta
elif (pasare.getLine(’R’) >prag)
(pasare.getLine('L’)<prag):  # dreptul
stangul peste negru
pasare.setMotors(0,30) # intoarcere stanga
else: # altfel merge inainte
pasare.setMotors(30,30)
# urmeaza linia pana cand se intalneste un obstacol
while (pasare.getDistance() > 20):
lineTrack()
pasare.stop()

while not(pasare.getButton(’A’)):
followWall()

and
peste alb si

Se pot crea functii care iau parametri. Este nevoie de un parametru numit dimensiune care
este numit in interiorul parantezelor care urmeaza numele functiei, care creeaza o variabila in
interiorul functiei. Cand apelati functia, furnizati o valoare pentru parametru, iar functia este
executata cu variabila parametrului egala cu acea valoare.

def licarireTot(rosu, verde, albastru):
pasare.setBeak(rosu, verde, albastru)
pasare.setTail(”all”, rosu, verde, albastru)

def trasarePatrat2(marime):
for i in range(4):
pasare.setMove('F’ size,50)

pasare.setTurn(’R’,90,50) sleep(0.1)
pasare.stopAll()
trasarePatrat2(10) # apel functie sleep(0.1)

for i in range(20): # Testare
licarireTot(100,0,100)

for i in range(5):
trasarePatrat2(random.randint(5,20))

Functiile pot returna si valori. De exemplu, o functie ce returneaza media valorilor senzorilor
de lumina Finch. Codul care apeleaza aceasta functie poate utiliza apoi valoarea returnata.

def lightMean():
return 0.5%(pasare.getLight(’L’)+pasare.getLight('R’))

# functie ce returneaza True cand Finch este intr-o anumita
pozitie si False altfel
def estePozitie():
return pasare.getOrientation() == " Pozitie”
while estePozitie ():
licarireTot(0,100,0)

print(lightMean())

Daca se doreste redarea unei melodii cu Finch, este mai usor sa se utilizeze o lista, care, in
Python, este un grup de valori. Se poate defini o lista plasand elementele sale in paranteze
patrate, separate prin virgule. O bucla for stabileste variabila i egal cu fiecare element dintr-o
lista. Listele pot fi create cu functia range(), dar se poate utiliza orice lista cu o bucla for.
Pentru cantecele, a se vede siteul [§],

Se pot accesa elemente individuale dintr-o lista utilizand paranteze patrate. Elementele listei
sunt indexate de la 0 la lungimea listei minus 1. Functia len() returneaza lungimea unei liste. Se
poate utiliza o bucla for cu functia range() pentru a accesa elementele individuale ale unei liste.

note = ?

[60,65,69,72,60] | print(”Prima nota: 7,
note|[0])
print(?Ultima  nota:

7, note[len(note) - 1])

#Lista note

for i in note: #Pentru fiecare

nota din lista
pasare.playNote(i,

#reda nota
sleep(0.5)

0.5)

for i in range(len(note)): #Pen-
tru fiecare nota din lista
pasare.playNote(noteli], 0.5)
# reda nota
sleep(0.5)

batai = [1,0.5,1,2,0.5]

for 1 in range(len(note)):

#Pentru fiecare nota din lista
pasare.playNote(notel[i],

batdifi]) #Reda nota
sleep(batai[i])

Se pot utiliza liste pentru a stoca datele colectate de la utilizator.
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distantaMasuratd = [] # Creare listd goala luminaMa&suratd = [] # Creare listd goald
for i in range(15): for i in range(20): # Maésurare senzor stanga L. .
distantaMasuratd.append(pasare.getDistance()) | de 20 ori for i in range(len(lh'lmlnal\ﬁasurat'fi)):
# Adauga element la sfarsitul listei luminaMasuratd.append(pasare.getLight(’L’)) pasare.playNote(luminaMasurata [i] +
sleep(1) # Ad&ugare element la sfarsitul listei 32, 0.5)
print(distantaMa&surata) sleep(1) sleep(0.5)

Finch contine doi senzori numiti codificatoare, care masoara informatii despre Finch insusi.
Codificatoarele fac parte din rotile Finch si fiecare codificator masoara cat de departe s-a rotit
una dintre roti. Metodele setMove() si setTurn() utilizeaza codificatoarele pentru a determina
cand Finch a finalizat miscarea dorita.

Inainte ca Finch s& facd o miscare ce se doreste masurata, trebuie resetate codificatoarele
apeland metoda resetEncoders(). Resetarea codificatoarelor seteaza valoarea ambelor codifica-
toare la 0 (pasare.resetEncoders()). Dupa resetare, se poate citi valoarea fiecarui codificator
utilizand metoda getEncoder(), carereturneaza numarul de rotatii pe care roata le-a miscat de
la ultima resetare. Miscarile inainte sunt pozitive, iar miscarile inapoi sunt negative.

pasare.resetEncoders() #Setare encodere la 0 #Functia returneaza distanta in cm pe care roata a parcurs-o de cand
pasare.setMotors(50,50) #  Miscare inainte | encoderul a fost resetat

pentru 1 s def getDistantaRoata(roata):

sleep(1) diametru=5 #diametrul rotii Finch

pasare.stop() circumferinta=3.14159*diametru # circumferinta rotii Finch
#Afisare cat de departe fiecare roata s-a miscat if roata == 'R’ or roata == 'L’":

print("Rotatii  roata  stanga: ', pa- return pasare.getEncoder(wheel)*circumferinta
sare.getEncoder(’L’)) else:

print('Rotatii ~ roata  dreaptd: ) pa- print(” Roata nevalida”)

sare.getEncoder(’R’)) return -1

pasare.resetEncoders() #Setare encoder la 0
pasare.setMotors(50,50) #Miscare inainte pentru 1 s
sleep(1)

pasare.stop()

# Afisarecat de departe fiecare roata s-a miscat
print('Distanta roata stangi: ’, getDistantaRoata (’L’))
print(’Distanta roata dreaptd: ’, getDistantaRoata ('R’))

prag = 70
pasare.resetEncoders()
pasare.setMotors(20,20)
while not (pasare.getLine(’L”)<prag or pasare.getLine(’R’)<prag):
pass
pasare.stop()
print(”S-a miscat 7, 0.5%(get WheelDistance('L’)+get WheelDistance(’'R’)), * cm.”)

Se pot utiliza codificatoarele pentru a afla cat de departe s-a intors robotul. Acest lucru
necesita o anumita geometrie! Imaginati-va ca roata finch din stanga este stationara in timp
ce roata din dreapta se misca. Finch se va deplasa intr-un cerc de raza d, care este latimea
robotului. Distanta a pe care se misca roata din dreapta este o lungime a arcului de-a lungul
acelui cerc. Acea lungime a arcului este latimea ori unghiul 6 pe care robotul s-a intors. Acest
unghi este in radiani si poate fi convertit in grade inmultindu-1 cu factorul de conversie m/180°.
a =d- Orqdiani = %d(')a, 0 = %. Aceasta ecuatie permite aflarea a faptului cat de departe
s-a deplasat Finch in functie de distanta pe care a miscat-o roata din dreapta si de latimea
robotului, care este de 10 cm.

Se poate utiliza aceasta functie pentru o situatie mai generala. Daca vitezele rotilor din
dreapta si din stanga sunt ambele pozitive, dar nu egale, se poate calcula diferenta dintre
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distanta parcursa de roata mai rapida si distanta pe care o parcurge roata mai lenta. Daca se
apeleaza functia cu aceasta diferenta, se va oferi unghiul in care robotul s-a intors.

def getUnghilntoarcere(distanta): pasare.resetEncoders()
d = 10 # latimea robotului pasare.setMotors(0,20)
unghi=180*distanta/(3.14159*d) while getUnghiintoarcere(getDistantaRoata ('R’)) <= 360:
return unghi pass
pasare.stop()

def trasareCerc(leftSpeed, rightSpeed):
pasare.resetEncoders|()
pasare.setMotors(leftSpeed, rightSpeed)
while getUnghilntoarcere(abs(getDistantaRoata('R’)-get DistantaRoata('L’))) <= 360:
pass
bird.stop()
for i in range(5):
trasareCerc(random.randint(0,50),50-+random.randint(0,50))
sleep(1)

Utilizarea busolei Finch spune directia micro:bitului in raport cu nordul magnetic. Inainte
de a utiliza busola, trebuie calibrata in conectorul BlueBird. Dupa calibrare, se poate utiliza
metoda getCompass() pentru a citi valoarea busolei. Aceasta metoda nu necesita parametri si
returneaza valoarea busolei de la 0° si 359°. 0° corespunde directiei nordului magnetic. Unghiul
creste pe masura ce robotul se intoarce in sensul acelor de ceasornic, deci 90° este spre est, 180°
este spre sud, iar 270° este vest. Pentru a utiliza busola, Finch trebuie sa fie la nivelul solului,
in caz contrar, busola nu va oferi masuratori utile.

#Functa returneazi un string ce reprezintd directia In care este | while not(pasare.getButton(’A’)):
indreptat Finch if pasare.getDistance()>30: #Niciun obstacol
def directia(): if pasare.getCompass()>180: #usor spre vest
if pasare.getCompass()>30 and pasare.getCompass()<60: pasare setMotors(20,0)
return 'NE’ else: # usor spre est
elif pasare.getCompass()>75 and pasare.getCompass()<105: pasare.setMotors(0,20)
return 'E’ else:
elif pasare.getCompass()>120 and pasare.getCompass()<150: pasare.setMove(’B’,10,50)
return 'SE’ pasare setTurn(’L’,90, 50)
elif pasare.getCompass()>165 and pasare.getCompass()<195: pasare.stopAll()
return 'S’
elif pasare.getCompass()>210 and pasare.getCompass()<240:
return 'SW’
elif pasare.getCompass()>255 and pasare.getCompass()<285:
return "W’
elif pasare.getCompass()>300 and pasare.getCompass()<330:
return 'NW’
elif pasare.getCompass()>345 or pasare.getCompass()<15:
return 'N’
else:
return ”
# Testare functie
while not(pasare.getButton(’A’)):
pasare.print(directa())
print(pasare.getCompass())
sleep(1)

Daca se doreste ca Finch sa redea o nota diferita pentru fiecare directie, o modalitate ar
fi de a utiliza o declaratie if-elif-else care sa includa un caz pentru fiecare directie. Se poate
face codul mai eficient folosind un dictionar, care este similar cu o lista, cu exceptia faptului ca
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fiecare element consta dintr-o cheie si o valoare. In loc sd se acceseze o valoare folosind indexul
sau (asa cum s-a facut cu listele), se acceseaza o valoare plasand cheia in interiorul parantezelor
patrate. Cand se utilizeaza un dictionar, adesea se doreste verificarea faptului daca o anumita
cheie se afla in dictionar, lucru ce se face folosind cuvantul cheie in.

exempluDictionar = {’¢:60, ’d’: 62, ’e’:64} #Dictionar cu 2 intrari dictionarDirectie={"N’:60, 'NE’: 62, 'E’:64,
pasare.playNote(exempluDictionar[’e’],0.5) 'SE’: 65, ’S’: 67, 'SW’: 69, "W’: 71, 'NW’: 72}
sleep(0.5) while not pasare.getButton(’A’):
nota = ’a’ directieCurentd=direction()
if nota in exempluDictionar: if directieCurenta in dictionarDirectie:
pasare.playNote(exempluDictionar[nota],0.5) pasare.playNote(dictionarDirectie
sleep(0.5) [directieCurent&],0.5)
sleep(0.5)
pasare.stopAll()

culoareDirectie={"N"[100,0,0], 'NE": [0,100,0], "E’:[0,0,100], *SE": [100,0,100], 'S’: [0,100,100],
'SW’: [100,100,0], "W’: [100,100,100], 'NW’: [50,100,50] }

while not pasare.getButton(’A’):
directieCurrnta=direction()

if directieCurrnta in dictionarDirectie: pasare.setBeak(culoareDirectie|directieCurental[0],
culoareDirectie[directieCurental[1], culoareDirectie[directieCurental[2])
bird.setTail(”all” ,directionColor[current Direction][0],
directionColor[currentDirection][1],directionColor|[currentDirection|[2])

bird.playNote(directionDictionary|currentDirection],0.5)
sleep(0.5)
bird.stopAll()

A fost folosit un obiect de tip Finch care este definit in Python ca o clasa, care este o
structura de programare care include toate functiile si variabilele care se refera la un singur
obiect. Un obiect poate fi ceva abstract ca o baza de date, dar in cazul Finch, este un obiect
fizic!

Incapsularea functiilor si variabilelor in clase se numeste programare orientata pe obiecte.
Cand se afla in interiorul unei clase, o functie se numeste metoda. O clasa permite unui
programator sa utilizeze metodele clasei fara a fi nevoie sa inteleaga modul in care acestea sunt
implementate. Acesta este un exemplu de abstractizare in informatica. Acest lucru inseamna ca
detaliile sunt manipulate o data intr-o bucata de cod reutilizabil. Altii pot folosi apoi acel cod
pentru a rezolva noi probleme fara a-si face griji cu privire la aceste detalii. Functiile sunt, de
asemenea, un exemplu de abstractizare.

Pot fi conectati pana la trei Finch (sau Hummingbird Bits sau micro:bits) cu Conectorul
BlueBird sau BirdBrain Brython, apoi se utilizeaza clasa Finch pentru a crea mai multe obiecte
Finch independente! Acest lucru inseamna ca se pot programa robotii sa interactioneze unul
cu celalalt. Cand sunt mai multe obiecte Finch, trebuie sa fie declarat fiecare apeland Finch()
cu un parametru care este litera ("A”, "B” sau ”C”) care identifica acel Finch in BlueBird
Connector. Obiecte declarate pot accesa toate metodele Finch.

from BirdBrain import Finch

from time import sleep

pasarel = Finch(’A’)
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pasare2 = Finch('B’)

for i in range(10): #Sincronizare blinking while pasarel.getOrientation() == ”Level”:
pasarel.setBeak(0,100,0) if pasare2.getButton(’A’):
pasare2.setBeak(0,100,0) pasarel.setTail(”all”,0,0,100)
sleep(1) if pasare2.getButton(’B’):
pasarel.setBeak(0,100,100) pasarel.setTail(”all”,0,0,0)
pasare2.setBeak(0,100,100) pasarel.stopAll()
sleep(1) pasare2.stopAll()

pasarel.stopAll()

pasare2.stopAll()

while not pasarel.getButton(’A’): while not pasarel.getButton(’A’):
if pasarel.getOrientation() == " Cioc jos”: acc = pasarel.getAcceleration()
pasare2.setMove(’F’,10,50) print(acc)
elif pasarel.getOrientation() == ”Cioc sus”: if abs(acc[0]) < abs(acc[1]):
pasare2.setMove(’B’,10,50) pasare2.setMotors(round(-3*acc[1]),round(-3*acc[1]))
elif pasarel.getOrientation()::”inclinat stanga”: else:
pasare2.set Turn(’L’,90,50) pasare2.setMotors(round(3*acc[0]),round(-3*acc[0]))
elif pasarel.getOrientation()=="Inclinat | Pasarel.stopAll()
dreapta”: pasare2.stopAll()
pasare2.setTurn(’R’,90,50)

Poate fi explorata recursivitatea cu Finch. Recursivitatea este atunci cand o functie se
apeleaza pe ea insasi. Se poate folosi recursivitatea pentru a desena fractali Koch. Pentru mai
multe tipuri de fractali, se poate accesa siteul [7].

Se poate folosi algoritmul dat in How to Think Like a Computer Scientist: Learning with
Python 3 by Wentworth, Elkner, Downey si Meyers. Pasii de mai jos pot fi utilizati pentru a
desena un fractal Koch de ordinul n:

Desenati fractalul Koch de ordinul n - 1 si dimensiunea L / 3.
Virati la stanga la 60°.

Desenati fractalul Koch de ordinul n
Virati la dreapta la 120°.

Desenati fractalul Koch de ordinul n
Virati la stanga la 60°.

Desenati fractalul Koch de ordinul n

1 si dimensiunea L / 3.

1 si dimensiunea L / 3.

N T W

1 si dimensiunea L / 3.

from BirdBrain import Finch # Import biblioteca Finch
from time import sleep # Import functia sleep()
pasare = Finch()
# Functia se apeleaza pe sine recursiv pentru a desena un fractal Koch.
def desenareFractal(ordin, distanta):
if ordin ==
pasare.setMove('F’ distanta,50)
else:
desenareFractal(ordin - 1, round(distanta/3))
bird.setTurn(’L’,60,50)
desenareFractal(ordin - 1, round(distanta/3))

bird.set Turn(’R’,120,50)
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desenareFractal(ordin - 1, round(distanta/3))
bird.set Turn(’'L’,60,50)
desenareFractal(ordin - 1, round(distanta/3))

desenareFractal (1, 50)

3 Concluazii

Se poate spune ca Finch este un robot conceput pentru a creste cu studentii. De la codificarea
bazata pe pictograme si blocuri la programarea avansata bazata pe text (Python, Java), Finch
este un instrument pentru scoala elementara, AP ComputerScience si orice nivel intermediar,
astfel incat acestea sa poata satisface nevoile elevilor de la toate nivelurile de experienta.

Python cu robotul Finch este conceput pentru a oferi o explorare practica a Python si
roboticii: se foloseste Finch pentru a invata si a practica o mare varietate de concepte de
informatica, de la algoritmi la variabile, la bucle, la liste si multe altele. Se poate utiliza pentru
abordarea strategiilor care folosesc robotica ca instrument pentru implicarea studentilor in
invatarea informaticii si a gandirii computationale.
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PROBLEME DE MATEMATICA PENTRU
EXAMENE

Teste pentru examenul de Evaluare Nationala

Testul 1

Maria-Crina Diaconu

SUBIECTUL I
fncercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. Rezultatul calcului 32 — 22 - 3 este:

a) 9; b) 3; c) -3; d) -12.
2
2. Daca % = atunci 5 - x — 8 este egal cu:
a) -2; b) 0; c) 2; d) -1.
3. Produsul dintre media aritmetica si media geometrica a numerelor 2v/3 si 4v/3, este egal
cu:
a) 6v/3; b) 24; c) 18v/2; d) 12.
. 1 2 5 5
4. Dintre numerele o T T g cel mai mare este:
) 2 b) 1 ) 5 Q) 5
a 37 ’ 5 C 67 ’ 47 *
\/_

5. Inversul numarului x = 7 3 este:
) 1 b) 3
a) 3s d) —.
Vel ) 3
6. Numarul de numere irationale din multimea M = {\ /0,(2),/0,14, /0, (6), /0, 18} este:
a) 1; b) 2; c) 3; d) 4.

SUBIECTUL al II-lea

Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. In figura alaturata punctele M, N, P sunt M P X N
coliniare. Daca X este mijlocul segmentu- I I '
lui M N, segmentul M P are lungimea de
4 cm, iar segmentul M N are lungimea de
10 cm, atunci lungimea segmentului X P
este egala cu:

a) 1 cm; c) 2 cmy
b) 5 cm; d) 6 cm.

'Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, crynutza_25@yahoo.com
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2. In figua alaturata, semidreapta OC' este A
bisectoarea <AOB si semidreapta OD C
este bisectoarea <BOC. Daca masura
<BOD = 25°, atunci <AOB are masura D
de:

a) 90°; c) 50°;
b) 100°; d) 75°. 0

3. In figura aliturati este reprezentat AABC! C

cu aria de 12 cm?. Punctul T se afla pe
segmentul BC astfel incat CB =4 -TP.
Aria ANATC este egala cu:
1
a) 8 cm?; c) 19 cm?;
b) 4 cm?; d) 3 cm?. A B

4. Fie trapezul isoscel ABC'D cu baza mare D C

AB si AC bisectoarea <BAD. Stiind ca 7
AB = 2AD = 12 cm, atunci lungimea
liniei mijlocii a trapezului este de:

a) 24 cm; c) 18 cmy; A
b) 12 cmy; d) 9 cm.

5. In figura alaturata este reprezentat un cerc P

de centru O, iar punctele M, N € C(0,r)
astfel incat M N = 8 cm si <MON = 120°.
Perpendiculara dusa din O pe coarda M N

intersecteaza cercul in punctele P si Q).
Aria AMNQ este egala cu:

16v/3 ¢) 24v/3 cm?; M \’/N
0

2.
a) 3 cm?; 19/7 )
b) 16 cm?; d) 7 om

6. Un cub are lungimea diagonalei egala cu D' '
v/8 cm. Volumul cubului este egal cu:

B!
158 12v6 D Ad---o C
a)Tcm; C)TCI’H; -
1 272 .
b) 69\/6 cm?; d) 7;/_ cm?. A B
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SUBIECTUL al III-lea
Scrieti rezolvarile complete.

1. Un obiect s-a ieftinit cu 15% si apoi s-a scumpit cu 25%. Ultimul pret este egal cu 374 lei.

a) Pretul initial al obiectului poate fi 400 lei? Justificati.
b) Determinati pretul initial al obiectului.

o - B 1y (1 1
2. Secon&deraexpresm.E(x)—(x 2+x+2>'<x x+2),undexER\{ 2,0}.

1
a) Sa se arate cad E(z) = §x(x2 — 3) pentru orice z € R\ {—2,0}.
b) Rezolvati in multimea numerelor rationale ecuatia E(x) = 0.
3. Fie f:R=R, f(z)=2a—3)-2+1,aeR.

a) Aflati numarul real a, stiind ca reprezentarea grafica a functiei f contine punctul
A(-1,1).

b) Pentru a = 1, calculati aria triunghiului obtinut din reprezentarea grafica a functiei
si axele de coordonate.

4. In figura alaturata este reprezentat un tri- A
unghi isoscel ABC' cu AB = 18 cm, si
<BAC = 120°. Punctul P este situat pe
latura BC' astfel incat AP | AB.
B P C

a) Determinati m<(APC).
b) Calculati distanta de la punctul P la dreapta AC.

5. In trapezul dreptunghic ABCD cu D C
AB||CD, m<(BAD) = 90°  si
m<(ABC) =45°, DC =8 cm si AB =15
cm. y B

a) Calculati aria trapezului ABCD.
b) Daca BS||AC, unde S € AD,
determinati lungimea segmentului

BS.

6. In figura alaturata este desenata o pira-
mida patrulatera regulata SABCD cu la-
turile AB = 6 cm si SA = 8 cm. Punc-
tul O este centrul bazei ABC'D, iar punc-
tele M, N, P si () sunt mijloacele laturilor
AB,SA,SD, respectiv DC.

a) Demonstrati ca OP este paraleld cu
planul (SBC).

b) Calculati sinusul unghiului format de
dreptele PQ) si M N.
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Testul 2
Daria Badoi?

SUBIECTUL I
incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. Scrierea numarului 2023 ca produs de puteri de numere prime distincte este:

a) 173; b) 7-17% c) 7?-17% d) 7%-17.
2. Calculand 24% din 75, rezultatul obtinut este egal cu:
a) 12; b) 15; c) 18; d) 20.
3. Daca 1% =7 atunci ab-30 este egal cu:
a) 30; b) 0; c) 10; d) 3.
4. Produsul numerelor intregi pozitive din intervalul (—3;4) este:
a) 4; b) 3; c) 6; d) 0.
5. Dinu, Maria, Toma si Dan calculeaza Dinu | Maria | Toma | Dan
media geometrica a numerelor 3v6 — V30 7 26 8

V5 si 3v6++/5 . Rezultatele obtinute sunt
prezentate in tabelul alaturat. Raspunsul
corect a fost dat de:

a) Dinu; b) Maria; c¢) Toma; d) Dan.

6. Un pieton se deplaseaza cu 9 km/h. Sofia afirma: , Pietonul va parcurge 6 km in 40
minute.” Afirmatia Sofiei este:

a) adevarata; b) falsa.

SUBIECTUL al Il-lea

Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. In figura alaturata sunt reprezentate punc- ) ’ S
tele coliniare A, B,C,D, AB = 4 cm, A B C D
BC = 4 cm, CD = 2 cm. Valoarea ra-

tl'AC t 1a
ortului — este egala cu:
p AD g

a) 0,25; b) 0, 80; c) 2; d) 2,50.
2. In figura alituraty unghiurile AOC C
si BOC sunt adiacente suplementare.
Masura unghiului BOC' este egala cu 100°, D
iar semidreapta OD este bisectoarea un-
ghiului AOC'. Masura unghiului DOB este
- A 0 B

egala cu:

a) 140°; c) 100%;

b) 40°; d) 80°.

2Profesor, Scoala Gimnazial ,,Academician Marin Voiculescu” Giurgiu, badoidaria@yahoo.com
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3. In figura alaturata, triunghiul ABC este A
isoscel cu baza BC, AB = AC = 12 cm,
BC = 12v/3 cm. Medianele AD si BE
se intersecteaza in punctul G. Lungimea
segmentului GD este egala cu:

a) 6; c) 4 v
b) 3v2; : B D ¢
4. In figura alituratd rombul ABCD are A
masura unghiului BAD egala cu 30° si

lungimea laturii AB = 6 cm. Aria rombu-
lui ABCD este egala cu:

a) 18 cm? c) 36v/2 cm?
b) 36 cm? d) 18v/3 em?. C

5. In figura alituratd punctele A si B se afla
pe cercul de centru O i raza R, astfel incat
masura unghiului AOB este egala cu 80°.
Masura arcului mare de cerc AB este egala

cu: A B
a) 80°; c) 280°;
b) 160°; d) 120°.

6. In figura alaturata este reprezentat un te-
traedru regulat ABC'D. Suma lungimilor
tuturor muchiilor tetraedrului ABC'D este
48 cm. Suma ariilor tuturor fetelor tetrae-
drului este egala cu:

a) 64v/3 cm?; c) 96 cm?;
b) 48v/3 cm?; d) 64 cm?.

SUBIECTUL al III-lea
Scrieti rezolvarile complete.

1. Daca elevii unei clase sunt asezati cate doi in banca, raman 6 elevi in picioare, iar daca
sunt agezati cate trei in banca, raman trei banci libere.

a) Este posibil ca in clasa sa fie zece banci? Justificati raspunsul.
b) Aflati numarul elevilor si bancilor din clasa.
( 1 2 3 ) o 2 +1

— SR y——E unde z este numar

2. S idera ia: = —

e considera expresia: F (z) pol FR—
real,x%O,z#—lsix#—%;x%—Q

a) Aratd cd 22+ 3z + 2 = (z + 1)(z + 2), pentru orice numar real .

b) Daca n este numar par, nenul, arata ca numarul N = ﬁ este numar natural.
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3. Se considera functia f : R — R, f(z) =
r — 2.

a) Arata ca f(2) + f(3) = 1.

b) In sistemul de axe ortogonale xQOy,
se considera punctul M(1,1). Arata
ca triunghiul AM B este dreptunghic
in A, unde A si B sunt punctele de
intersectie a reprezentarii grafice a
functiei f cu axele Ox, respective Oy.

4. In figura alaturatd, ABCD este un drept-
unghi cu AB = 12 cm si AD = 4 cm.
Punctul M este mijlocul lui BC' si [AN
este bisectoarea unghiului DAB.

a) Determinati aria dreptunghiului
ABCD.

b) Calculati aria AAMN.

5. Figura alaturata reprezinta un triunghi

ABC, cu masura unghiului ABC egala cu

60°, AD | BC, D € BC, AB = 18 cm si
BC = 24 cm.

a) Calculeaza lungimea segmentului
CD.

b) Arata ca perimetrul triunghiului
ABC este mai mic decat 63,9 cm.

6. In figura alaturata este reprezentata o pi-

ramida patrulatera regulata VABCD cu
baza ABCD, AB =V A =6 cm. Punctul
M este mijlocul muchiei BC.
a) Arata ca apotema  piramidei
VABCD are lungimea de 3v/3 cm.
b) Calculeaza distanta de la punctul M
la planul (VAB).
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Testul 3
Raluca Mihaela Georgescu ®

SUBIECTUL I

Incercuiegte litera corespunzatoare raspunsului corect.

3 11\
1. Rezultatul calculului [—— +0, (6)] : (%) este:

10 1
a) 2; b) = c) 3; d) L
) 27
2. Fie multimea A = {z € N | 3* + 372 4 3*+3 < 333}.Cardinalul multimii A este:
a) 3; b) 4; c) 5; d) L
2
3. Daca 0 3) atunci (—) —xy =
6y 1 14 11
a) 2; b) = ) ——; d) =

81 81’
4. O persoana are la bancd un depozit de 6000 lei, la care i se acorda o dobanda de 5% pe
an. Dupa 24 de luni, in depozitul bancar, persoana va avea:

a) 6220 lei; b) 6615 lei; c) 6830 lei; d) 6500 lei.
1
5. Patratul numarului — este egal cu:
3V3+3, 2v3 O ®
) I b) I ) 4 a) 1

Y6 36’ “9 12
6. Andrei afirma cd numarul n? 4 5n + 8, n € N este un numar par. Afirmatia lui este:

a) Adevarata; b) Falsa.

SUBIECTUL al II-lea

Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. In jurul punctulul O sunt patru unghlun AOB BOC COD DOA astfel 1ncat AOB =
3r — 20°, BOC = 2z + 30°, COD =3z — 60°, DOA = 90°. Misura unghiului AOC este:

a) 120°; b) 150°%; c) 220% d) 180°.
2. In figura alaturati se stie ca al|b, si OM /
—_— 600
este bisectoarea unghiului AOB. Atunci “ Y% A

b
a) 60°; c) 35°%

b) 30°; d) 120°. /B M
3. In triunghiul isoscel ABC, cu AB = AC = AN
10 ecm, BC' = 16¢m, se considera M mij- _ P\
locul laturii BC' si P € AM, astfel incat RN
AP = %AM . Distanta de la P la AC este: ‘\\
a) 2 cm; c) 1,2 cm; / \
b) 1,4 cm; d) 3 cm. B M c

3Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, gemiral@yahoo.com
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4. In triunghiul dreptunghic ABC, LA = X
90°, se construieste AD L BC, D € (BC). '
Fie E simetricul lui A fata de D. Daca
AB =9 cm si BC = 15 cm, atunci peri-
metrul triunghiului AC'E este:

108 192

a) g cim; c) g8cm; ‘“«“H\H\
A b) 5 om; d) — om- B
5. In cercul de centru O se considera un di- C B

ametru AB si un punct C' pe semicercul

AB. Daca BC = x + 30°, AC' = 2x + 60°
si coarda BC' = 16 cm, atunci aria triun-
ghiului AOC' este:

a) 64 cm?; c) 25 cm?;
b) 64v/3 cm; d) 64v/3 cm?. A

6. Intr-un con circular drept raza si inaltimea
au aceeasi lungime. Stiind ca generatoarea
conului este 6v/2 cm, lungimea cercului de
la baza conului este egala cu:

a) 107 cm; c) 127 cmy;
b) 10v/27 cm; d) 12 cm.

SUBIECTUL al IIl-lea
Scrieti rezolvarile complete.

1. Media aritmetica a doua numere naturale a i b este 60% din diferenta lor. Suma dintre
dublul lui a si triplul lui b este 50.

a) Este adevarat ca raportul celor doua numere este %? Justificati raspunsul.
b) Aflati cele doua numere.
2. Se considera expresia E(z) = 4(x + 3)* — (z — 5)? — 3(z + 4)(z — 4).

a) Aduceti expresia F(z) la o forma mai simpla.
b) Rezolvati in R ecuatia |E(z)| = 9.
3. Se considera functia f: R — R, f(x) = ax + 3, a € R*.
a) Determinati numarul real a, stiind ca 3f(1) + 2a = 19.

b) Pentru a = 2, fie A, B punctele de intersectie ale graficului functiei cu axele de
coordonate gi C'(—4,0). Aflati aria triunghiului ABC.

4. In exteriorul triunghiului dreptunghic /E‘
ABC, £A =90°, cu AB =4 cm, AC = RN
44/3 cm, se construieste triunghiul echi- x,/'/ \\\ E
lateral DAC. Mediana din varful D al D AN
triunghiului DAC' se prelungeste pana in- o e \\\
tersecteaza latura BC in E. L -

a) Aratati ca punctul E este mijlocul laturii BC'.
b) Calculati cat la suta din aria patrulaterului AEC D reprezinta aria triunghiului ABE.
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5. Se considera rombul ABC'D si punctul £ A E
simetricul lui C' fata de D.
a) Sa se arate ca dreptele AE si AC sunt M
perpendiculare. 2 5
b) Daca AD N EO = {M}, ({0} = 0
AC N BD), aratati ca prelungirea
segmentului C'M intersecteaza latura
AFE 1n mijlocul acesteia. C
6. Fie prisma triunghiulara regulata dreapta AR '

ABCA'B'C' cu AB=6cmsi AD =63
cm si D mijlocul muchiei BC.

a) Calculati masura unghiului format de
dreptele C'C" si A'D.

b) Se considera punctul O € (AD) astfel
incat OD = /3 cm. Aflati distanta
de la C la OC".

Testul 4

Florentina-Alina Stefan*
SUBIECTUL 1

Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. Rezultatul calculului (ﬁ)o + /0, (1) : 37! este:

a) -1; b) 0; c) 2; d) 1.
2. Media geometrica a doua numere naturale este 12. Stiind ca numerele sunt direct
proportionale cu 4 i 9, media lor artimetica este egala cu:
a) 13; b) 79; c) 58; d) 19.
3. Probabilitatea de a alege un numar divizibil cu 2 si cu 5 din multimea A = {1,2,3, ..., 50}
este egala cu:

a) 0,8; b) 0,4; ¢) 0,1; d) 0,3.
4. Scrisa sub formé de interval multimea A = {z € R: (32 —1)* (£ — 2) < 0} este:

5. Intr-o clasi sunt 30 de elevi. Stiind ca 20% din ei au media 10 la matematica, 30% au
media 10 la engleza, 20% au media 10 la limba romana, iar restul media 10 la limba
franceza, aflati cati elevi au media 10 la limba franceza?

a) 7; b) 4; c) b; d) 9.

6. Andrei afirma ca relatia urmatoare este adevarata: . Afirmatia

lui este:  a) adevarata; b) falsa.

4Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, florentina.stefan@upit.ro
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SUBIECTUL al II-lea

Incercuieste litera corespunzatoare raspunsului corect.

1. In figura alaturata se considera lungimea A B C
segmentului AF egala cu 80 cm. Stiind ca
punctul C' este simetricul lui A fata de B,
punctul D este simetricul lui A fata de C,
iar punctul E este simetricul lui A fata de
D. Raportul lungimilor segmentelor AB
si DE este egal cu:

a) 3; b) 3 ¢) 1 d)
2. In figura alaturata dreptele AB si C'O sunt Cy
perpendiculare, EFO este bisectoarea un- \\E
ghiului <AOC, iar semidreptele OF si OF .
sunt semidrepte opuse. Masura unghiului .
LCOF este egala cu: - -

a) 120°; c) 135°; .

b) 130°; d) 110°. <

3. Se considera triunghiul ABC' dreptunghic E
in A cu lungimile laturilor BC' = 10 cm, "{n..ﬁ_%

AB = 6 cm. Mediatoarea M E a segmentu- S

lui BC intersecteaza latura AC' in punctul B % e
E. Aria triunghiului M EC' este egala cu:

[

a) 6 cm?; ¢) 2 cm?;

b) 2 cm?; d) 1 cm?

4. In interiorul dreptunghiului ABC'D cu lun-
gimile laturilor AB = 10 cm, AD = 6
cm se considera triunghiul isoscel DAM,
cu DM = MA. Raportul dintre aria
triunghiului DM C' i aria dreptunghiului
ABCD este egal cu:
a) 3 b) 3; c)

9

=
[oN
Nz

5. In cercul din figura alaturata se considera A
diametrul M B si un punct pe cerc A, ast- B
fel incat triunghiul AOB sa fie echilateral.
Masura unghiului AM B este egala cu:
a) 60°; c) 120°% M
b) 30°; d) 90°;
6. Se considera paralelipipedul dreptunghic : C
ABCDA'B'C'D" cu lungimile laturilor
AB = 5 cm, BC = 3 cm, D'B = 52 A : s
cm. Sinusul unghiului format de dreptele .....
AD si BC" este egal cu: a

a)
b)

c)
d)

(SN NI
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SUBIECTUL al IIl-lea
Scrieti rezolvarile complete.

1. Se considera numerele de forma x = ab + lab + 11ab + 111ab, unde a, b cifre.

a) Verificati daca z este divizibil cu 4. Justificati raspunsul.

b) Daca x = 12392, aflati cifrele a, b.
2. Se considerd expresia E(z) = 2%(2? +2) — (2?2 = 3)? = 5(x —4)(z +4) — 2, x € R.

a) Aratati cd (22 — 3)? = z* — 622 + 9, oricare ar fi x € R.

b) Daca x este un numar par, studiati paritatea expresiei @ + 1, oricare ar fi x € R.
3. Se considera functia liniara f: R — R, f(z) =z + 3.

a) Determinati media geometrici a numerelor f(v/5) si f(—+/5).
b) Verificati daca dreapta ce reprezinta graficul functiei f este paralela cu dreapta ce
reprezinta graficul functiei g : R - R, g(z) = = — 2.

4. Fie trapezul dreptunghic ABCD cu D '
masurile unghiurilor <4 = <D = 90°, AN \
AB || CD, AB > CD, avand lungimile T
laturilor AD = DC = 6 cm, AB = 14 /
cm. Se considera punctul M pe latura BC' 5
astfel incat % = % Sa se caculeze: A

a) valoarea sin <t{B + cos <{B;
b) aria patrulaterului AMCD.

5. In prisma triunghiulara regulata dreapta A '
ABCA'B'C’ cu lungimile laturilor AB = 6
cm si AA" = 10 cm, se considera punctul
M € AA’ astfel incat M B] este bisectoa-
rea unghiului <ABB’. Sa se determine:

a) perimetrul i aria desfagurarii

. . . C
suprafetei laterale a prismei.
b) sinusul unghiului format de dreptele
MB si MC.
6. Un cilindru circular drept are aria D C

desfasurarii laterale egald cu 487 cm?.
Daca lungimea generatoarei este egala cu
6 cm, calculati:

a) aria discului ce reprezinta baza cilin-
drului;

b) se noteaza cu ABC'D sectiunea axiala
a cilindrului si cu O centrul bazei. - -
Aflati distanta de la punctul A la A ) B
dreapta DO.
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Teste pentru examenul de Bacalaureat, specializarea Stiinte ale naturii

Testul 1

Marius Macarie *

SUBIECTUL I

1. Determinati produsul primilor trei termeni ai progresiei geometrice (by,),>1 stiind ca by = 3.

2. Se considera functia f : R — R, f(z) = 2% +  — 6. Determinati distanta dintre punctele
de intersectie ale graficului functiei f cu axa Oz.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x + vz + 1 = 5.

10
4. Determinati termenul din dezvoltarea (33: — \/%?) , care-l contine pe %,

5. In reperul cartezian Oy se considerd punctele A(—1,3), B(—2,2) si C(4,1). Determinati
ecuatia dreptei d care trece prin punctul A si este perpendiculara pe dreapta determinata
de punctele B si C.

6. Calculati sin 2z, stiind c& (sinz + 3cosx)? = 3 + 8 cos® x.

SUBIECTUL al II-lea
1l—=x T

3 1—3r >, unde z este numar real.

1. Se considera matricea A(x) = (

a) Aritati ca det (43(—1)) = 125.

b) Demonstrati ca A(z) - A(y) = A(z + y — 4zy), pentru orice numere reale x si y.
¢) Determinati numarul real z stiind ca A(2022%) - A(2022%) = A(—2).

2. Se considera polinomul f = X3+ mX — 5, unde m este numar real.

a) Determinati numarul real m stiind ca x = 1 este radacina a polinomului f.

b) Determinati numarul real m stiind ca restul impartirii polinomului f la polinomul
g=X?—-X+1este 2X — 6.

c¢) Determinati valorile intregi ale lui m astfel incat = + 23 + x5 + 25 + x5 + 23 < 17,
unde x1, x9 si x3 sunt radacinile polinomului f.

SUBIECTUL al IIl-lea

2
2
1. Se considers functia f: R\ {1} — R, f(z) = %
'Z‘ —
a) Aratati ca panta tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa z = 3 este

egala cu 0.
b) Determinati coordonatele punctului de intersectie ale celor doua asimptote ale grafi-
cului functiei f.
¢) Demonstrati ca functia f este convexa pe intervalul (1,400).
2. Se considera functia f: R — R, f(z) = e” - sin 2z.
er 2

0
us _'_ T

b) Calculati /6 f(x—“)dx.

z T+ 3

a) Aratati ca

f(e+3)
c) Aratati ca suprafata plana determinata de graficul functiei f, axa Oz si dreptele de
. : ” . . 2(e+1)
ecuatii ¥ = 0 si x = 7 are aria egald cu ———.

'Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, macariem@yahoo.com
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Testul 2

Maria-Crina Diaconu ?

SUBIECTUL I

1. S& se arate ca numarul a? € N* daci a = \/4 + 23 — \/4 —2V/3.

2. Se considerd functia f : R — R, f(z) = 2? + 3z — 3. Determinati numerele reale m pentru
care dreapta y = 2mx — 1 intersecteaza graficul functiei intr-un punct cu ordonata —5.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:

32l _10-3*4+3=0.

4. Se considera multimea M = {1,2,3,7,8,9}. Determinati numéarul submultimilor lui M
care au cel putin cinci elemente.

5. In reperul cartezian 2Oy se considerd punctele A(—1,3) si B(3, —5). Determinati ecuatia
mediatoarei segmentului AB.

6. Determinati numerele reale x € [0, 7|, pentru care sin 2x = cos z.

SUBIECTUL al II-lea

1. Se considera matricele I3 = , A= si M(a) = I3+ aA, unde

o O =
o = O
_ o O
N W
N W
NN DN

aeR
a) Aratati ca det(M (1)) = 7.
b) Determinati numarul real a pentru care M (a) este inversabila.
¢) Determinati matricea X € M3(R) pentru care M(1)- X - M(—1) = M(0).
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x oy = xy + 3z — 3y — 12.
a) Calculati (102) 0 3.
b) Determinati numarul natural n astfel incat non = n.
c) Aratati ca legea de compozitie ,,0” nu admite element neutru.

SUBIECTUL al IIl-lea

—2
1. Se considera functia f: (2,00) = R, f(x) =2+1n ’ 5
x
4
a) Aratati ca f'(z) = RIS (2,00).
l‘ p—
b) Calculati lim f(x).
r—+00
¢) Demonstrati ca f (%) <f (737)
2. S idera functia f: R — R =
e considera functia f , f(x) Tt 22
e +1

a) Aratati cé/ (14 z+2%) f(z) Inzde = T
1

b) Demonstrati ca orice primitiva a functiei f este crescatoare pe intervalul [0, 400).

1
c) Calculati/ f(x)dx.
0

2Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, crynutza_25Qyahoo.com
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Testul 3

Marius Macarie 3

SUBIECTUL I

1. Calculati modulul numarului complex z = (1 — 7)®.

2. Se considera functia f : R — R, f(z) = 2% — 2mx + 1, unde m este un numar real.
Determinati valorile reale ale lui m pentru care varful parabolei asociate functiei f este
situat deasupra axei Ox.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 21g(2x — 3) = lg(4x? — 4z + 1).

4. Se considera multimea A = {1,2,3,4}. Determinati numarul de submultimi ordonate ale
lui M care au cel putin doua elemente.

5. Determinati m € R astfel incat vectorii o = mi + 27 si V= (m+ 2)7> — 47 sa fie
ortogonali.

6. Calculati ctg x, x € (7r, 37”), stiind ca sinz = —2

1_3.
SUBIECTUL al Il-lea
2 1 3 20 +y+3z2=1
1. Se considera matricea A(m) = 1 —1 1 | sisistemul de ecuatii r—y+z=-1
1 2 m T+ 2y+mz=m

unde m este numar real.

a) Determinati valorile reale ale lui m pentru care sistemul are solutie unica.
b) Pentru m € R\ {2}, rezolvati sistemul de ecuatii.
c) Aflati inversa matricei A(1).
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativa xz oy = 3(x +y —
2)—x-y.
a) Aratati ca v oy =3 — (x — 3)(y — 3), pentru orice numere reale x si y.
b) Rezolvati In multimea numerelor reale ecuatia (r 4+ 1) o (z+1)o (z + 1) = 11.

¢) Calculati v/—2022 o v/—2021 0 ... 0 v/2021 o v/2022.
SUBIECTUL al III-lea
1. Se considera functia f : (=2, 4+00) = R, f(z) = (z + 2) In(x + 2) — z.

a) Aratati ca lim f@) = (=1
)

=0.
r——1 T+ 1
b) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.
¢) Demonstrati ca graficul functiei f nu admite asimptote verticale.
2. Se considera functia f: R — R, f(z) = (22 +x + 1) - e**.
20

2
a) Aratati ca [ f(z)-e *“dr = 3
0

1
b) Calculati / — f(Inz)dz.
LT
c) Aratati ca suprafata plana delimitata de graficul functiei f, axa Oz si dreptele de

.. . . v 2_
ecuatii x = 0 si x = 1 are aria egala cu 262 L

3Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, macariem@yahoo.com
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Testul 4
Florentina-Alina Stefan*

SUBIECTUL I

1. Determinati partea imaginara a numarului complex z = (3 +14)(2 — 7).

2. Determinati valorile parametrului real m astfel incat axa Ox sa fie tangenta parabolei
asociate functiei f: R — R, f(z) = 2° + mx + 4.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia log,(z + 2) = log, (2% + = — 2).

4. Calculati probabilitatea ca alegand un numar n din multimea numerelor naturale de doua
cifre, acesta sa aiba cifra unitatilor divizibila cu 3.

5. In reperul cartezian zOy se considerii punctele A(5,7), B(—3,5) si C(2,8). Determinati
ecuatia medianei din C'.

6. Fie triunghiul ascutitunghic ABC cu AB = 3, AC' = 6 si <A = 30°. Determinati aria
triunghiului ABC.

SUBIECTUL al II-lea

3—a 2 0
1. Se considera matricele A(a) = 2 3—a 0 ]J,cua€eR.
2 0 3

a) Calculati det(A(—1)).
b) Determinati valorile reale ale lui a pentru care matricele A(a) sunt inversabile.
c¢) Determinati X € M3(R), stiind ca A(2) - X = A(3).
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie *, x x y = 2%Y 4 2% + 2¥,
a) Calculati 1 x 0.
b) Rezolvati ecuatia x * (—x) = 3.
¢) Determinati numerele naturale m si n astfel incat m % n = 26.

SUBIECTUL al ITl-lea

2¢ — 4

1. Fie functia f : (0,00) = R, f(z) = In(2?)
T

2(x — 2
a) Aratati ca f'(z) = %

b) Determinati coordonatele punctului de extrem al functiei.
¢) Demonstrati ca 2lnz + — > 2+ 21In 2, pentru orice = € (0, 00).

T
2. Fie functia f : R — R, f(z) = 222 + 4.

dr = 4.

Vvat+4
b) Aratati ca orice primitiva a functiei f este convexa pe R.

< 5
¢) Determinati a € N*, stiind ca [ f(z)f'(x)dz = 3
0

2
a) Aratati ci [ L2
0

4Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, florentina.stefan@upit.ro
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Testul 5
Raluca Mihaela Georgescu ®

SUBIECTUL I

3+ 2

2—3i

2. Determinati parametrul real m astfel incat graficele functiilor f : R — R, f(z) =
mz® +10z+9si g: R — R, g(x) = 22 + 5 si aiba un singur punct de intersectie.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia va? + 4z = \/x + log, 16.

4. Calculati probabilitatea ca alegand un numar n din multimea numerelor naturale de doua
cifre, n + 3 sa fie divizibil cu 17.

5. In reperul cartezian Oy se considerd punctele A(3,7), B(—1,3). Determinati ecuatia
mediatoarei segmentului AB.

6. Fie triunghiul ascutitunghic ABC cu AB = /10, AC' = 6 si tg (<A) = 3. Determinati
aria triunghiului ABC.

SUBIECTUL al II-lea

1. Determinati modulul numarului complex z =

3 1

5 _3 ) si A(z) =xly + A, cuzx € R

1. Se considera matricele A = (

a) Calculati det(A(1)).
b) Aritati ci (A(z))” = zA(z) + zA + 415,
c¢) Determinati valorile reale ale lui z astfel incat det(A(z))* = 256.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie %, x x y = xy + x + 2y.
a) Calculati 2 * (—3).
b) Rezolvati ecuatia x * x = 4.
¢) Determinati numerele naturale m si n astfel incat m * n = 6.
SUBIECTUL al III-lea
1. Fie functia f: R = R, f(z) = Va2 + 1 — In(z* + 1).
r(Va?+1-2)

a) Ardtati ca f'(z) = 2 1
X

b) Gasiti intervalele de monotonie ale functiei.
c¢) Demonstrati ci 22 + 1 < 1+ In(22 + 1), pentru orice x € [—1,1].

2. Fie functia f: R — R, f(x) = z%* +

22+1

1
a) Aratati cad [(f(x) — z2e”)dr =
0

IS

b) Aratati ca orice primitiva a functiei f este strict crescatoare pe R.

p 1
¢) Determinati a > 0, stiind ca Of <f(x) — 1) dr = e® — 2.
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Teste pentru examenul de Bacalaureat, specializarea
Matematica-Informatica

Testul 1

Marius Macarie *

SUBIECTUL I (30p)
1. Aratati ca numarul n = (log2 VA + log 1 3) : 0, (3) este intreg,.

2. Se considera functiile f : R - R, f(z) =22 —4si¢g: R = R, g(z) = 3z + 1. Determinati
numarul real a pentru care (f o g)(a) = (go f)(—a).

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 22vV* — 3. 2V% 42 = (.

4. Calculati probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de trei
cifre, acesta sa aiba toate cifrele impare.

5. In reperul cartezian 2Oy se considers punctele A(—2,3), B(4,—1) i C(1,7). Determinati
ecuatia dreptei OG, stiind ca G este centrul de greutate al triunghiului ABC'.

6. Determinati cos(m + 2z), stiind ca z este un numar real gi sinx = 5

SUBIECTUL al II-lea (30p)

T—2y+z=2
1. Se considera sistemul de ecuatii ¢ z+2y+2=14 , unde m € R. Pentru fiecare
mx + 2y + 2 = 4m
m € R, notam cu .S, multimea solutiilor reale ale sistemului.

a) Determinati m € R pentru care sistemul are solutie unica.

b) Aratati ca pentru orice m € R sistemul este compatibil.

c) Sa se determine min{z? + y? + 2%|(z,y,2) € S1}.

2. Se considerd polinomul f = X3 — 3X? + mX — 2, unde m este un numair real.

a) Determinati numarul real m pentru care polinomul f este divizibil cu polinomul g = X —1.
b) Pentru m = 4, determinati radacinile polinomului f.

¢) Determinati numarul real m astfel incat o3 + a3 + 23 + (21 + 22) (21 + x3) (22 + 23) = 1,
unde x1, x9, r3 sunt radacinile polinomului f.

SUBIECTUL al ITI-lea (30p)

_2?—3r+3

1. Se considera functia f : R — R, f(x)
e.fl?

a) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de abscisa x = 0, situat pe
graficul functiei f.

b) Determinati punctele de extrem ale functiei f.

'Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, macariem@yahoo.com
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c¢) Determinati ecuatia asimptotei oblice spre +oco la graficul functiei g : R* — R, g(x) =

f(x)
Toe v
2 _
2. Se considera functia f: R\ {2} = R, f(z) = LZH
Tz —

a) Aratati ca f34 (f(x) — ﬁ) de =1

b) Aritati ci orice primitiva a functiei f este concava pe intervalul [2 — v/2,2 + /2] \ {2}.

¢) Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Oz a graficului functiei
9:10,1] = R, g(z) = f(z).

Testul 2

Marius Macarie *

SUBIECTUL 1

6.

9 1 332022
Determinati partea reala a numarului complex z = (3 2,) .
— 2
Se considers functia f : R — R, f(z) = 22 + 42 — 2. Determinati abscisele punctelor de
intersectie a graficului functiei f cu dreapta de ecuatie y = —2x — 7.

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia lg(2z + 6) = 1 + 21g(2z — 3).

6
Determinati termenul care-1 contine pe z* din dezvoltarea (2:62 + \3/_2> , unde z € R*.
x

In reperul cartezian 2Oy se considerd punctele M(1,—2) si H(2,4). Stiind ci H este
ortocentrul triunghiului M N P, determinati panta dreptei /N P.

1
Determinati z € [0, 27) pentru care sin <x — %) =35

SUBIECTUL al II-lea

1

2—a 2 1

. Se considera matricea A(a) = 1 3—-a 1 si sistemul de ecuatii

1 2 2—a

2—a)r+2y+2=0

r+ (3—a)y+z=0 , unde a este numar real.

r+2y+(2—-a)z=0
a) Determinati numarul real a pentru care matricea A(a) are rangul doi.
b) Determinati inversa matricei A(2).
c¢) Pentru a = 5, determinati solutiile (g, yo, 20) ale sistemului pentru care x3+ya + 22 =

3.

2. Pe multimea C a numerelor complexe se defineste legea de compozitie ,,0” prin z; o z5 =

21+ 29 + (21 + 29) — 1 — 4, pentru orice 21, 25 € C.

a) Demonstrati ca z; 0 zo = (21 +1)(22 + ) — ¢, pentru orice numere complexe z; si 2s.
b) Determinati simetricul elementului z = 1 — 2 in raport cu legea ,,0”.
c) Aratati ca zozo...0z = (z+1)" — 1, pentru orice n € N* gi z € C.

—

de n ori
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SUBIECTUL al ITl-lea
1. Se considera functia f: R = R, f(z) = Va2 + 4.
a) Ardtati ca (22 +4) - f’(z) +x - f'(x) = f(x), pentru orice x € R.
b) Determinati ecuatia asimptotei spre —oo la graficul functiei f.
c) Aratati ca functia f nu este surjectiva.
:L,’)"L
2 +3

dx.

1
2. Se considera girul (I,,),en+ definit prin I, = /
0

a) Calculati Iy i Io.
1
b) Aratati ca sirul (I,,),en+ verifica relatia 21,1 + 31, = —— Vn € N*.
n

c) Calculati lim nlf,.
n—oo

Testul 3

Raluca-Mihaela Georgescu ®

SUBIECTUL I (30p)
1. Aratati cad numarul (1 +4)* + |3 + 44| este natural.

2. Determinati a € R astfel incat distanta dintre punctele de intersectie ale graficului functiei
[ R—=R, f(z) =2* — ar — 3 cu axa Oz sa fie 4.

3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 52* — 5**! + log, 64 = log, 16.

4. Calculati probabilitatea ca alegand o submultime din multimea submultimilor nevide ale
unei multimi cu 6 elemente, aceasta sa aiba trei elemente.

5. In reperul cartezian XOY se considers punctele A(2,3), B(1,5) si C(—5,3). Determinati
ecuatia dreptei care trece prin punctul A si este paralela cu mediatoarea segmentului BC'.

6. Determinati aria triunghiului ABC), stiind ca A= g, B= g si raza cercului circumscris
triunghiului este R = 2 cm.
SUBIECTUL al II-lea (30p)
(a+1l)z—y+2z = a+3
1. Se considera sistemul de ecuatii ¢ =+ (a+ 1)y —22 = a—4 , unde a este un para-
—r+y+z = a+t4

metru real.
a) Determinati a € R astfel incat sistemul sa aiba solutie unica.
b) Verificati daca exista a € R astfel incat sistemul sa fie incompatibil.

¢) Stiind ca sistemul are solutie unica, sa se determine a > 0, astfel incat solutia sistemului
sa fie in progresie geometrica.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie ” x”, xxy = xy+ax + by + 2.

a) Stiind ca legea este asociativa, determinati valorile posibile pentru a si b.
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b) Pentru a = b = 2, rezolvati in R ecuatia = * x = e, unde e este elementul neutru al legii
de compozitie.

¢) Pentru a = b = —1, calculati g 1 x 1g 2 x - - - x 1g 2022.
SUBIECTUL al ITI-lea (30p)

1. Fie functia f : (0,00) = R, f(x) = 2?In .

a) Calculati f'(x).

b) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f, in punctul de abscisa x = e, situat pe
graficul functiei f, unde e este numarul lui Euler.

¢) Determinati numarul solutiilor reale ale ecuatiei f(x) = m, unde m este un parametru
real.

2. Fie f : R = R, f(x)zln(ﬁ—l—l)-e*

2
) Calculati f

b) Calculati ff(a:)exdx.
0
Calculati li L7 t)dt
c) Calculati zlg(lJEOff( )

Testul 4
Alina Fulga *

SUBIECTUL I (30p)
1. Aratati ci numirul —1 — /2 este solutie a ecuatiei 22 + 2z + 3.

2. Fie functiile f : R - R =3z +asi g: R— R =2?—3a. Determinati a € R pentru care
(fog)(z) >0,V € R..

3. Rezolvati In multimea numerelor reale ecuatia vz? — 4x +4 =z + 3.
4. Caleulati Ciy + Cfi + Clg + C12 — C13.

- = - =
5. Fie vectorii @ =mi +27 si v = (m —2) i — j. Determinati m > 0 astfel incat

vectorii @ si ¥ si fie perpendiculari.

1
6. Daca a € [0, 27| astfel incat sina + cosa = 3 calculati sin 2a.

SUBIECTUL al II-lea (30p)

a+3b+5c=5
1. Fie sistemul de ecuatii 2a+b—3c=3 cua,b,c € R s matricea asociata sistemului
ba —2b+Tc=3
1 3 5
A=12 1 -3
5 =2 7

4Student Matematics, anul I1I, Universitatea din Pitesti, alina.fulga2002@gmail.com
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a) Calculati det A.
b) Calculati A3 — A? + 2A.
¢) Rezolvati sistemul de ecuatii in R x R x R.
2. Se considera pe R legea de compozitie data de x x y = xy — bxr — dy + 30.
a) Calculati 20 * 23.
b) Aratati ca legea de compozitie ”*” admite element neutru.
c¢) Calculati 1% 2% 3 % --- % 2023.
SUBIECTUL al ITI-lea (30p)

1. Se considera functia f : (0,00) — R, f(z) =

a) Calculati derivata funtiei f.

b) Calculati xgrfoo f(x).

¢) Demonstrati ca graficul lui f are o unica asimptota.
1

2. Se considera sirul (I,)n>1, I, = /
0

xn

————dx.
22 4+ 2023
a) Calculati 1.
1
b) Aratati ca I,,o + 2023 - [, = ——,Vn > 0.
n+1

c) Calculati lim I,.
n—-+00

Testul 5

Antonio-Mihail Nuica °

SUBIECTUL I (30p)
—1+2i
3 2i+ 43

2. Sa se determine m € R astfel incat z(fo f)(z)+1>0,Ve e R(f: R —= R, f(z) =z +m,
z € R).

1. S& se calculeze

3. Sa se rezolve In R ecuatia logs(log,(logs x)) = 0.

4. Sa se calculeze C§ + C§ + C§ + Cf + Cj.

- = — —
5. Fie vectorii @ = — i —aj si ¥ =27 —(a+1)7.
vectorii si o s& fie perpendiculari.

Sa se determine a € R astfel incat

6. Sa se calculeze cos1°-cos2°-...-cos2023°.

SUBIECTUL al II-lea (30p)
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3 3

11 )giG:: {A(x) = L+ zA|x # —1/4}.

1. Fie matricea A = (

a) Sa se arate ca A? = 4A.

b) Sa se arate ca G este parte stabila in raport cu inmultirea matricilor.

7 "N

c) Sa se arate ca (G, ) este grup comutativ, unde ”-” este inmultirea matricilor.
2. Fie polinomul f = X* —4X? + 16.

a) S se arate ci f(v/3 —i) = 0.

b) Sa se rezolve in C ecuatia f(z) = 0.

c¢) Sa se descompuna polinomul in factori ireductibili in R[X] si in C[X].

SUBIECTUL al III-lea (30p)

2
1
1. Fie functia f(z) = %, x # 1.
:r JE—
a) Sa se calculeze f'.
b) Sse determine intervalele de monotonie ale lui f.

¢) Sa se determine asimptotele la graficul lui f.

Yar+0b

2. Fie I(a,b,n) = —_—
(a,b,n) i

a>0,b>0neN.

a) Sa se calculeze 1(0,1,2
b) Sa se calculeze I(1,1,2
c) Sa se calculeze 1(1,0,4).

).
).

Testul 6

Daniela Curpene ©

SUBIECTUL I (30p)

2024

1. Sa se arate ca x = (1 — i)?"** este un numar real pozitiv.

2. Se considera functia f : R — R, f(x) = 22 — 42 + m. Sa se determine cea mai mare
valoare intreaga a lui m astfel incat varful parabolei (graficul lui f) sa fie in cadranul IV.
3. S se reazolve in R ecuatia log,(z? + 1) = —3.

4. S se determine numarul termenilor irationali din dezvoltarea (1 + v/5).

5. In reperul cartezian zOy se considerd dreapta d : = + 2y — 1 = 0 si punctul A(1,0) ce
apartine dreptei d. Si se determine punctele B ce se afli pe dreapta d astfel incat AB = 2v/6.

6. Se considera punctele A, B, C, necoliniare, astfel incat AB = 4, AC' = 10 si 1@@ = 32.

Sa se determine lungimea segmentului BC'.

SUBIECTUL al II-lea (30p)

SDoctorand, Universitatea din Pitesti, daniela.curpene@yahoo.com



88 PROBLEME DE MATEMATICA PENTRU EXAMENE

1 1 1
1. Fie A(a,b,c) = 3a 3b 3c | siD(a,b,c)determinantul acesteia (unde a, b, ¢ € R).
5a%> 5b* 52

a) Sa se calculeze D(1,0,—1).
b) Sa se determine x € R astfel incat A(x,0,—1) sa aiba rangul 2.
c) Sa se arate ca daca D(a,b,c) =0 si a # b, atunci a = ¢ sau b = c.

2. Pe multimea G' = (—2,00) se definegte legea de compozitie asociativa z oy = zy + 2(x +
y) + 2.

a) Sa se determine inversul numarului z = V2 in raport cu legea 7o”.
b) Sa se rezolve in G ecuatia zoxox = x.

c) Sa se arate ca functia f : G — R, f(x) = In(z + 2) este izomorfism intre grupurile (G, o)
si (R, +).

SUBIECTUL al ITI-lea (30p)
1. Se considera functia f: R — R, f(z) = 23 — 5z + 2024.

a) Sa se calculeze lim f(z)

=)

b) Sa se determine intervalele de monotonie ale functiei.

c) Sa se determine m € R pentru care ecuatia f(z) — 2024 = m are trei solutii reale distincte.

1 n
2. Se considera I,, := /0 m, n € N*.

a) Sse calculeze Io.
1
b) Sa se arate ca Iy = 3~ 20241,.

c) Sa se calculeze lim 1,,.
n—oo
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Teste pentru admiterea la facultate

Testul 1
Raluca Mihaela Georgescu®
SUBIECTUL 1
mx + 2y — 2z = m+2
Fie sistemul de ecuatii { —4x+(m—1)y+32 = m—8 , meR.
3t —2y+(m—2)z = 4

a) Sa se arate ca sistemul este compatibil pentru orice m € R.

b) Pentru m = 1 sa se determine solutia (xg, yo, 20) astfel incat zg, yo, 2o sa fie in progresie
aritmetica.

c) Daca A(m) € M3[R] reprezinta matricea atasata sistemului, sa se rezolve in R ecuatia
tr(A(m))* = —26.

17 —6 6
d) Sa se determine X € M;[R] din ecuatia A(2)- X — tr(A(2))-A(1)=( 12 20 -9
-9 6 23
SUBIECTUL al II-lea
. . 1
Fie functia f : R — R, f(z) = PG Y
a) Sa se arate ca f'(0) + f”(0) = 0.
f'(@) + 5

b) Sa se calculeze lim
rx—1 xr — ]_
1

c) S& se calculeze Ofxf(x)da;.
MO ORI AG)

d) Sa se calculeze lim z
) A 20
SUBIECTUL al III-lea

In planul de coordonate XOY se considerd triunghiul ABC, cu A(1,6), B(5,2) si punctul
Q(3,2), unde {Q} = CP(AM si CP este inaltimea din C, iar AM este mediana din A in
triunghiul ABC.

L.

a) Sa se determine cooordonalele punctului C.

b) Sa se calculeze lungimea vectorului |zﬁ + AC .

c) Daca prin A se duce o paralela la BC, care intalneste pe CP in N, sa se afle aria
triunghiului ANC.

d) Sa se determine valoarea raportului dintre perimetrele triunghiurilor AAN P si ACPB.
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Testul 2

Raluca Mihaela Georgescu®

SUBIECTUL I

Fie matricele patratice A(a) € M3[R], A(a) = , a€R.

O 2 2
Q2 O
Q@ O 2

a) Sa se determine a astfel incat A(a) sa fie inversabile;
b) Sa se determine valoarea parametrului real a pentru care

21 3
Ala) + (A@)’ =1 3 2 1 |;
1 3 2
c) Sa se rezolve ecuatia det A(a) — 2tr (A(a))? +tr A+ 1 = 0;
d) Sa se calculeze (A(a))"

SUBIECTUL al II-lea

Fie functia f : R — R, cu proprietatile f'(x) — 3f(z) = 0si f(0) = e, unde e este numarul
lui Euler.

a) Sa se determine f(z);
b) Sa se calculeze lim M;
z—0 T

c) Sa se arate ca ecuatia f(x) = m — e are cel mult o solutie pentru orice m € R si sa se

determine m astfel incat, in cazul in care exista solutie, aceasta sa se afle in intervalul
[0,1];
5
d) Sa se determine primitiva F' a functiei f pentru care F'(0) = ﬁe‘g.
SUBIECTUL al IIl-lea

In planul de coordonate XOY se consideri punctele A(3,2) si B(5,8). Prin punctul A se
ridica o perpendiculara pe dreapta AB, care intersecteaza axele OX si OY in M, respectiv N.
Prin punctul B se duce o paralela la M N, pe care se ia un punct P ¢ OY, astfel incat aria
triunghiului ABP sa fie 10.

a) Sa se determine coordonatele punctelor M si N;
y — =

b) Sa se calculeze |BN + 2BM|;

c) Sa se determine coordonatele punctului P;

d) Sa se determine aria patrulaterului M N BP.
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Testul 3
D.M.I.3

Algebra, Elemente de analiza matematica, Geometrie si Trigonometrie

1. Se considera ecuatia

vt —2* +ma® +224+n =0, (m,n €R),

de radacini xy, z9, x3, T4.

a) Sa se calculeze E = z? + 23 + 12 + 3.

b) Daca 1+ ¢ este radacina a ecuatiei, sa se calculeze celelalte radacini si parametrii m si
n.

2. Daci f: [1,00) = R este functia f(z) = v/z + 2y — 1 + vz — 2/z — 1, atunci:
a) Sa se arate caV x € [2,00) avem 2 < f(x) < z, iar pentru = € [1,2] rezulta ca f(z) = 2.
b) Se defineste sirul z,,41 = f(x,), ¥n € N, unde zy € [1,00). S& se arate ca (x,), este
convergent si sa se calculeze limita sa.

Inz, daca =z € (0,¢e)

ar +b, dacd x € [e,00) » unde a si b

3. Se considera functia f : (0,00) = R, f(z) = {

sunt numere reale.
a) Sa se determine parametrii a si b astfel incat f sa fie derivabila pe domeniul ei de
definitie.
1 3
b) Pentru a = - si b =0 si se calculeze [ f(z)dx.
2

4. Pe laturile (AB) si (AC) ale triunghiului echilateral ABC' se considera respectiv punctele

D si E astfel ca AD = CFE sifie {M} = BENCD. Sa se arate ca m(@\(f) = 120° si sa
se calculeze in functie de latura triunghiului echilateral a, raza r a cercului inscris.

5. Sa se rezolve ecuatia: cosz — sinz = /2 cos 2.

(Admiterea la Universitatea din Pitesti, specializarile Matematica si Matematica-Informatica, 2002)
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Teste grila pentru admiterea la facultate

Testul 1

Vasile Marius Macarie®

2 —8r+12>0
1. Multimea solutiilor reale ale sistemului ¢ —2x + 2 <0 este:

r—95
a) (_00’2] U(5> OO); b) [172]; C) [172] U [67+OO); d) [1v5); e) (—00,2].

T €z 3
2. Solutia ecuatiei (v/5 +2v6) — (V5 —2vV6) = 5 este:

a)r=2; b)xe®; c¢)x= lg(52j—g2%/g); d)z=1;, e z= lg(51§22\/€)'
24 3
3. Imaginea functiei f: R — R, f(x) = % este:
24z

a) (—oo, 14—4;\/14]; b) [14+z$\/14, _1_00); c) (—oo, 14_‘;‘/14]U[14+‘;ﬁ4, —l—oo); d) [14—4\54’ 144414

e) [14—3\/14’ 14+§ﬁ4]. ! !

o =
—

1
4. Se considera determinantul A = |1 2|, unde ¢ este o radicina cubicd complexa a
1 €

2
unitatii (e =1,e # 1). Atunci:
a) A=—-3—-06s; b)A=0; ¢)A=3; d)A=-3+65 e A=1.

5. Resturile impartirii unui polinom f € R[X] la X —1,X + 1 gi X — 2 sunt 2, -2 §i res-
pectiv 7. Atunci restul impartirii lui f la (X — 1)(X + 1)(X — 2) este:

a) X242X —1; b) X2—2X+3: ¢)0; d)2X2—X—1; e) X242

[V5]+[22 V5] +... 4 [n? V5]

Dyt este:

6.Valoarea limitei [ = lim
n—oo

a)l=+5 b)l=Y o)l=0; d)I=; e)l=1

7. Se considerd functia f : R — R, f(z) = e*(2* + 4z + 1). Valorile reale ale lui m pen-
tru care ecuatia f(x) = m are trei solutii reale distincte sunt:

a) m € (—oo,—2¢71); b)m € (—=2¢71,0); c)m € (6e®,00); d)me (-2 0); e)
m € (0,6e7°).

z* + 3z

8. Se considera functia f : R\ {+2,1} = R, f(x) = ( 1) (22 — 4)
x—1)(z2 —

si n numarul asimp-
totelor la graficul functiei f. Atunci:

ayn=2; byn=4 ¢)n=3;, d)n=1 e n=0.

9. Valoarea integralei [ = f; %dw este:

Lect.univ.dr., Universitatea din Pitesti, macariem@yahoo.com
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1 1 1 1
: _ . — L ) I=0; o) I=—.

—2x

10. Dacia F(z) = e **(asin4x + bcos 4z) este o primitiva a functiei f(z) = e=* cos 4z atunci

a + b este egal cu:
1 4 1
a)

Zb) = - d) =2 .
2P 5 0d) =% 35
Testul 2
Raluca Mihaela Georgescu?
1. Suma patratelor solutiilor intregi negative ale ecuatiei 2% + 523 + 522 — 5z — 6 = 0 este:

a)29; b)24; c¢)14; d) 15; e) 25.

2. Solutiile reale ale ecuatiei (logs x)* — + log4 9 = 0 sunt:

10g$3 3
24+ 2x+3
3. Valoarea limitei lim (z + 2)In G e este:
z—500 x? —3x +4

a) e, b)oo; ¢)b; d)e? e)0.
. . : .. 21
4. Multimea solutiilor naturale ale inecuatiei x + — < 10 este:
x
2) 3,4,5,6}; b) {4,5,6}; <) {3,4,5,6,7}; d) {4,5,6,7}; <) {5,6}.

422 + 5
r—1

5. Ecuatia asimptotei cétre oo a functiei f : (1,00) = R, f(z) = este:

a)y=20-1 b)y=21; )y=1 d)y=22+1 ¢)y=2

6. Daca Intr-o progresie geometrica (b,),>1 cu ratia 3, avem by = 54 si S, = 728, atunci
n este:

a) 6; b) 5; ¢) 10; d) 4; e) 12.

7. Solutiile reale ale ecuatiei 9v/9z + 14 = 2% — 14 sunt:
a) {=3}; b) {2}; o) {14}; d) {32} ) {-1,2}.

8 Fie f: R = R, f(z) = 23 + 32% — 9z + 5. Atunci lim f(z)

T unde a este punc-

tul de minim, este:

a)3; b)6; c¢)—2; d)2; e)0.

3
9. Fie matricea A € My(R), A = V8 logy 27 . Atunci T'r(A?%2) este:
0 Ine?

2Lect. univ. dr., Universitatea din Pitesti, gemiral@yahoo.com
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a) 22022; b) 22023; C) 22021; d) 0, e) 3. 22022'

2
10. Valoarea integralei [ |z — 1|e® dx este:
0

a)2e—3; b)2e+1); ¢)e*—2; d)2e—2); e)2e—1).

Testul 3

Vasile Marius Macarie?

1. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x o y = 3xy — 6x — 6y + 14,
pentru orice x,y € R. Rezultatul calculului 3o 3o ---0 3 este:
—_——
de 2022 ori

a) 32021 + 2; b) 32022; C) 32022 _ 2; d) 2; e) 32021 —92.

Vet VE 4t e
n

2. Valoarea limitei [ = lim este:

n—oo

a)l=1; b)l=0; c)l=e d)l=e—1; e)l=oc.

AAAAA

3. Inversa matricei A = € M3 (Zs), unde Zs = {0, 1,2, 3,4}, este:

> N> =
Q> > D>
= = Q>

21 2 311 21 0
a)A'= 301 |; A= 012 | o)At'=([123 | dAa’t=
141 21 4 2 31
11 92 21 4
430 ) egAat=( 304
311 2 31
2x
2 1
4 Dacil=1lim | /2270 atunci:
T—00 x2—x—|—1
a)l=1; b)l=e c)l=¢* d)l=1 ¢ l=4.

3
5. Daca I = [ e”f(x)dz, unde f:[0,3] = R, f(z) = min(z +1,2* — 1), atunci:
0

a) [=3e3—e?—1; b)I=e*+e*—2; ¢)0; d)I=3e+22+1; e)[=¢>—2e—2.

6. Solutia in R a inecuatiei () T2 S 57T este:

- a))I:(l,Q); b) I=(3,1)U(2,00); ¢)I=(200); d)I=(300); e)I=(-00,1)U

3Lect.univ.dr., Universitatea din Pitesti, macariem@yahoo.com



PROBLEME DE MATEMATICA PENTRU EXAMENE 95

21
T
7. Termenul din dezvoltarea binomului | ¢/— + % in care x si y au puteri egale
Vv Ve
este:

a) Tia; b) They c¢) Tg; d) Tio; e) To.

1 4 4 2022 1 — ) 2022
8. Valoarea expresiei E = ( i Z) + ( Z) este
1—1 1+
a) —2; b)i; ¢)2; d)0; e) —i.

1 To9 I3
9. Fie determinantul A = | xo x3 1 |, unde x;, @, w3 sunt radacinile polinomului
T3 T1 To
f=X3—-3X?2+4X — 11. Atunci

a) A=24; b)A=0; ¢c)A=9; d) A

10. Fie f: R — R, f(z) = 2 + 2x. Daci g este inversa lui f, atunci ¢'(3) este:

1 1
a) 3 b) 1; ¢) 5; d) 3; e) v

Testul 4

DML
!
1. Se considerd functia f: R — R, f(z) = “2F

= 1 2 -e?* Daca 3 - f/(O) =11+ f(0)7 atunci:

51
2. Solutia in C a ecuatiei 2|+ 2z =1+ 1 ste:

V3

a)z:2+\/7§i; b)z:2—£"

1 c)z:l—i—\/ng'; d) z=1— ¥3;;

iy e) z —1—‘/?§z'.
1

3. Fie f(z) = D) z € (0,00) si F' o primitiva a sa cu proprietatea F(1) = —In+/2.
Atunci:

a) F(2) = —In¥%; b) F(2) = —InZ%; ¢ F(2) = —Inv5; d) F(2) = nZ%; e
F(2) = —In 2.

3— V2 3 2

4. Valoarea expresiei F(z,y) = /322 — bxy + 3y? pentru z = V3 V2 = V3+ V2
este:

arve T VB R
a) 7; b)12; ¢)13; d) 17; e) 8.

a+1 31
5. Dacda € Rgi [ (2 +4)dx = - atunci:

a

YUniversitatea din Pitesti, revista.matinfQupit.ro
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6. Se considera functia

r+m, daca x<1
2mx — 1, daca xz >1

f:R%R,f(m)—{ , (m #0).

Functia f este surjectiva pentru:

a)m € (0,3); b)me (=2,0); ¢)me(0,2; d)me(0,00); e)me (—o0,0).

7. Solutia ecuatiei 0,5 - lg(2x — 1) +1g /& — 9 = 1 este:
a)x =15 b)x=13; c)x=18; d)z=10; e)z =12

8. Fie ecuatia 2 — 722 + ma — 8 = 0, m € R. Valoarea parametrului m pentru care
radacinile xy, w9, x3 sunt in progresie geometrica este:

aym=28;, b)m=6; ¢c)m=14; d)m=-8; e) m=10.

2
9. Daca L = lim . e%, atunci:
aN\Ox + 1

a)L=1, b)L=0; ¢)L=-o0; d)L=¢; e)L=oc.

10. Care din urmatoarele propozitii este adevarata?

a) ”Orice gir monoton de numere reale este convergent.”

b) ”Orice gir marginit de numere reale este convergent.”

¢) ”Orice gir convergent de numere reale este marginit.”

d) ”Orice gir monoton de numere reale este marginit.”

e) ”Orice gir convergent i marginit de numere reale este monoton.”
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PROBLEME DE INFORMATICA PENTRU
EXAMENE

Teste pentru examenul de Bacalaureat, specializarea Stiinte ale naturii

Testul 1
Doru Anastasiu Popescu *

Limbajul C/C++

Filiera teoretica, profil real, specializare stiinte ale naturii

o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.

o Identificatorii utilizati in rezolvari trebuie sa respecte precizarile din enunt (bold), iar in
lipsa unor precizari explicite, notatiile trebuie sa corespunda cu semnificatiile asociate acestora
(eventual in forma prescurtatd). Datele de intrare se considera corecte, validarea lor nefiind
necesara.

SUBIECTUL I (20 de puncte)

Pentru fiecare dintre itemii de la 1 la 5, scrieti pe foaia de examen litera cores-
punzatoare raspunsului corect.

1. Se considera doua variabile de tip int cu numele x si y. Ce valori pot lua z si y pentru ca

expresia din dreapta sa aiba valoarea 67 (4p.)
a) =8, y=2 c)x=11,y=4
b) x=10,y=3 d) =10,y =2
2. Indicati valoarea expresiei 3*floor (1+sqrt(10)). (4p.)
a) 11

b) 3
c) 12
d) 10

3. Cu ce trebuiesc inlocuite punctele de p = 1;
suspensie ... pentru ca secventa de doA{
instructiuni sa afiseze produsul cifrelor ne- k = ...;
nule ale lui n? (4p.) if(k != 0)
p *= kj
n /= 10;
}while(n !'= 0);
a) n/10 ¢) n cout<<p;
b) n%10 d) n/10%10

4. Daca a este un tablou bidimensional patratic de dimensiune 5 cu indicii de la 0, in care pe
fiecare linie i se afla numerele i, i+1, i+2, i4-3, i+4, i=0,1,2,3,4.

!Conf.univ.dr., Universitatea din Pitesti, dopopan@yahoo.com
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x=0;
for(i=1;i<5;i++)
for(j=1;j<5;j++)
if(i==j [li+j==4)
x += alil[j];

cout <<x;

Ce se va afisa dupa executia secventei de instructiuni? (4p.)
a) 40 c) 10
b) 38 d) 36

5. Ce valoare trebuie sa citim in z, pentru ca cin>>x;
pe ecran sa se afiseze 557 (4p.) for(i=2;i<=10;i++)
X+=1,;

a) 2 c) 1 cout <<x;
b) 3 d) -1

SUBIECTUL al II-lea (40 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul corect pentru fiecare dintre cerintele
urmatoare.

1. Algoritmul alaturat este reprezentat in pse- citeste n(numar natural nenul)

udocod. S-a notat cu a%b restul impartirii
numarului natural a la numarul natural ne-
nul b si cu [¢] partea intreaga a numarului
real c.

m <- 0; i <- 1

pentru i > 0 executa

| citeste x (numar natural)
|  lcat timp x > 9 executa
| Ix <- [x/10]

(.
|

|

m <- m*10 +x; i <- i-1

a) Scrieti ce se afiseaza daca se citesc, in aceasta ordine, numerele 5, 1899, 2024, 988, 2,

7832.

(6p.)

b) Daca primul numar citit este 5, scrieti un set de numere distincte din intervalul [10,
1000] care pot fi citite in continuare astfel incat, in urma executarii algoritmului, sa
se afiseze un numar cu toate cifrele egale. (6p.)

¢) Scrieti programul C/C++ corespunzator algoritmului dat. (10p.)

d) Scrieti in pseudocod un algoritm echivalent cu cel dat, inlocuind adecvat prima
structura repetitiva cu o structura de tip pentru...executa. (6p.)

for(i=1;i<=n;i++)
if(x[i] < 10)
cout<<8-x[i];

. Se considera secventa de instructiuni
alaturata. Cu ce valori trebuie sa por-
neasca componentele lui x, pentru n = 5,
ca sa se afiseze 54321. (6p.)

. Cunoscand valoarea variabilei n din intervalul [50,100] scrieti o secventa de instructiuni
care sa foloseasca doar doua variabile n si k de tip int si sa afiseze codul ASCII si caracterul
corepunzator pentru intervalul de valori [n, 2n] pe linii diferite separate printr-un spatiu.
Primele 3 linii afisate, daca n = 64 sunt:

65 A
66 B
66 C

(6p.)
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SUBIECTUL al ITI-lea (30 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul corect pentru fiecare dintre cerintele
urmatoare.

1. Se citesc 3 numere naturale a, b si ¢, din intervalul [1,105], a < b. Se cer sa se scrie un
program ce calculeaza suma numerelor naturale din [a, b] care sunt prime cu c.

Exemplu: dacd a =4, b = 12 si ¢ = 6, atunci programul afiseaza valoarea 23 (5+7+11 =
23). (10p.)

2. Scrieti un program C/C++ care citeste de la tastatura un numar natural n (n € [1,102]),
apoi un sir de n numere naturale nenule din intervalul [1, 109], elemente ale unui tablou
unidimensional. Programul afiseaza pe ecran termenii sirului, pe doua linii separate, astfel
incat prima linie sa contina numerele cu suma cifrelor un numar prim, iar pe linia a doua
numerele cu suma cifrelor un numar care nu este prim. Pe o linie numere vor fi separate
prin cate un spatiu.

Exemplu: pentru n=7 si tabloul (128,9000,151,9002,6,11111,10002) se vor afisa pe ecran
valorile:

128 9002 11111 10002

9000 151 6 (10p.)

3. Un elev are o carte din care lipsesc pagini. Fiecare pagina este numerotata in partea de jos
a paginii ca in orice carte prin numere consecutive pornind de la 1. Cunoscand numerele
paginilor ramase din carte se cere sa se determine cu un algoritm eficient din punct de
vedere al timpului de executie si al memoriei cifra/cifrele care este/sunt folosita/folosite
de cele mai multe ori in numerele asociate paginilor din carte. Numerele asociate paginilor
sunt date in fisierul bac.txt pe o linie separate prin cate un spatiu (cel mult 1000000 de
numere cu maxim 9 cifre fiecare). Cifrele cerute se vor afisa pe ecran separate printr-un
spatiu in ordine descrecatoare.

Exemplu: Daca fisierul bac.txt contine numerele 28 1901 188 se va afisa: 8 1.

a) Descrieti in limbaj natural algoritmul proiectat, justificand eficienta acestuia. (2p.)
b) Scrieti programul C/C++ corespunzator algoritmului proiectat. (8p.)
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Teste pentru examenul de Bacalaureat, specializarea
Matematica-Informatica

Testul 1
Doru Anastasiu Popescu *

Limbajul C/C++

Filiera teoretica, profil real, specializare matematica-informatica / matematica-informatica
intensiv informatica, Filiera vocationala, profil militar, specializare matematica-informatica

o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

o Timpul de lucru efectiv este de 3 ore.

o Identificatorii utilizati in rezolvari trebuie sa respecte precizarile din enunt (bold), iar in
lipsa unor precizari explicite, notatiile trebuie sa corespunda cu semnificatiile asociate acestora
(eventual in forma prescurtatd). Datele de intrare se considera corecte, validarea lor nefiind
necesara.

o In grafurile din cerinte oricare arc/muchie are extremitati distincte si oricare doua arce/muchii
difera prin cel putin una dintre extremitati.

SUBIECTUL I (20 de puncte)

Pentru fiecare dintre itemii de la 1 la 5, scrieti pe foaia de examen litera cores-
punzatoare raspunsului corect.

1. Se considera doua variabile de tip int cu numele x si y. Ce valori pot lua z si y pentru ca

expresia din dreapta sa aiba valoarea 67 (4p.)
a) =8, y=2 c)x=11,y=4
b) x=10,y=3 d) =10,y =2
2. Se considera functia alaturata. Care este int ex(int x){

valoarea expresiei ex(100) + ex(80)? (4p.) if(x % 2 == 0)
return ex(x/2) + 1;
return x;

a) 36 c) 30 ¥
b) 29 d) 6

3. Utilizand metoda backtracking se genereaza numere naturale impare in ordine crescatoare
cu n cifre impare, divizibile cu 3. Daca n = 5, care este a 6-a solutie generata? (4p.)

a) 11193 b) 11157 ¢) 11175 d) 11151
4. Se considera un arbore cu 10 noduri prin vectorul de tati ¢t = (6,7,0,3,7,3,6,5,10,3).
Cate frunze are arborele? (4p.)
a) 4 b) 5 c) 6 d) 3
5. Se da un graf neorientat cu 7 noduri si muchiile [4,7], [1,4], [2,6], [7,1]. Se cere sa se
determine numarul de componente conexe. (4p.)
a) 2 b) 3 c) 4 d) 5

!Conf.univ.dr., Universitatea din Pitesti, dopopan@yahoo.com
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SUBIECTUL al II-lea (40 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul pentru fiecare din cerintele urmatoare.

1. Algoritmul alaturat este reprezentat in pse- citeste n(numar natural nenul)
udocod. S-a notat cu a%b restul impartirii m<- 0; i <- 1
numarului natural a la numarul natural ne- pentru i > 0 executa
nul b si cu [¢] partea intreaga a numarului |  citeste x (numar natural)
real c. |cat timp x > 9 executa

I

I Ix <= [x/10]
I
|

|

m <- mx10 +x; i <- i-1

a) Scrieti ce se afiseaza daca se citesc, in aceasta ordine, numerele 5, 1899, 2024, 988, 2,
7832. (6p.)
b) Daca primul numar citit este 5, scrieti un set de numere distincte din intervalul
[10,1000] care pot fi citite in continuare astfel incat, in urma executarii algoritmului,

sa se afiseze un numar cu toate cifrele egale. (6p.)
¢) Scrieti programul C/C++ corespunzator algoritmului dat. (10p.)
d) Scrieti in pseudocod un algoritm echivalent cu cel dat, inlocuind adecvat prima
structura repetitiva cu o structura de tip pentru...executa. (6p.)
2. Se considera variabila C' definita cu aju- struct punct{
torul structurii cerc si punct din dreapta. int x, y;};
Se cere sa initializati componentele lui C struct cerc{
cu datele unui cerc care are centrul in ori- punct C;
ginea axelor si raza radical din 10 scriind float r;} C;
atribuirile corespunzatoare. (6p.)

3. Variabila k este de tip intreg, iar variabila a memoreaza un tablou bidimensional cu 25
linii si 50 de coloane, numerotate incepand cu 0, cu elemente numere intregi. Fara a utiliza
alte variabile decat cele mentionate, scrieti o secventa de instructiuni in urma executarii
careia sa se afiseze pe ecran, separate prin cate un spatiu, indicii liniilor care au primul si
ultimul element numere cu ultima cifra egala. (6p.)

SUBIECTUL al ITI-lea (30 de puncte)

Scrieti pe foaia de examen raspunsul pentru fiecare din cerintele urmatoare.

1. Subprogramul suma are trei parametri, a, b si ¢, prin care primeste cate un numar natural
din intervalul [1,105], a < b. Subprogramul returneaza suma numerelor naturale din [a, b],
care sunt prime cu c. Scrieti definitia completa a subprogramului. (10p.)

Exemplu: daca a = 4, b = 12 si ¢ = 6, atunci subprogramul returneaza valoarea 23
(54+7+11=23).

2. Un text are cel mult 250 de caractere, iar cuvintele sale sunt formate numai din litere mici
ale alfabetului englez si sunt separate prin cate un spatiu. Scrieti un program C/C++ care
citeste de la tastaturda un numar natural n (n € [1,250]), apoi un text de tipul precizat
mai sus, si afiseaza pe ecran cuvinte ale acestuia cu cel putin n litere pe pozitii consecutive
ordonate alfabetic pe aceeasi linie separate prin cate un spatiu. Daca nu exista astfel de
cuvinte, se afiseaza pe ecran doar mesajul nu exista. (10p.)
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Exemplu: pentru n = 3 si textul anul acesta nu a plouat mult se poate afisa pe ecran:
acesta anul mult plouat.

Un elev are o carte din care lipsesc pagini. Fiecare pagina este numerotata in partea de jos
a paginii ca in orice carte prin numere consecutive pornind de la 1. Cunoscand numerele
paginilor ramase din carte se cere sa se determine cu un algoritm eficient din punct de
vedere al timpului de executie si al memoriei cifra/cifrele care este/sunt folosita/folosite
de cele mai multe ori in numerele asociate paginilor din carte. Numerele asociate paginilor
sunt date in fisierul bac.txt pe o linie separate prin cate un spatiu (cel mult 1000000 de
numere cu maxim 9 cifre fiecare). Cifrele cerute se vor afisa pe ecran separate printr-un
spatiu in ordine descrecatoare.

Exemplu: daca se citeste numarul 13 fisierul bac.txt contine numerele 13 5 1

a) Daca fisierul bac.txt contine numerele 28 1901 188 se va afisa: 8 1. (2p.)
b) Scrieti programul C/C++ corespunzator algoritmului proiectat. (8p.)
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PROBLEME DE MATEMATICA PENTRU
CONCURSURI

Rezolvarea problemelor pentru liceu din MATINF nr. 7

Clasa a 1X-a

M 165. Se considera sirul (z,,),,>, astfel incat x; =1 i

V n n 4 2

Demonstrati ca (v,),, este crescator, nemarginit si

n

Z L <%,Vn21.

Tp
1 ThTh+1

Cristinel Mortici, Viforata

Solutie. Prin inductie rezulta usor ca z, > 1, Vn > 1. Avem 2,/T,11 — /Tn, = \/Tn + 422,
deci ridicand la patrat obtinem x, 1 — 22 = \/ZTpZni1. Cum 22 >z, > 1, rezultd ci

Tny1 — Tn Z vV InTn+1 2 ]-7 Vn Z 1.

De aici deducem ca (), este crescator si ca x, > n, Vn > 1 (inductie), deci (z,),, este
nemarginit. Pentru orice n > 1, folosind inegalitatea de mai sus si Inegalitatea mediilor, avem

1 I (T +20) (Tpgr — 2) - 2V/TnTni1 - /TnTns1 2

x2 72 TnToal
n*n+1 ntn+1

2 2 2.2
T xn—‘rl xnmn—i—l

. 1 i 1 1 1 ( 1 1 ) - 1
= TRTRe1 255 \Th Ty 2\zf 2’
M 166. Fie d) < ds < ... <dy divizorii naturali ai unui numar natural n > 2. Aratati ca:
dy  ds dy,
a) (n—1 <—+——|—...+
) ( ) di  dy dp—1

b) (n—1)Ftdy>(n—1+d)(n—1+dy)-...-(n—1+d_y).

)2(k:—l)(n—1)+d1+d2+...+dk_1;

Mihaly Bencze, Brasov

Solutie.  Pentru orice ¢« = 1,k — 1 avem, succesiv: d;;1 > d;, .z , n_n > 1,
' di div1 di  dip
d; d? d? d;
di+12 n :dl—f— L Zdz—" L ,deci(n—l)- HZn—l—I—dz
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k=1 (. k-1
a) Prin adunare obtinem (n —1) > ZZH >(k=1)(n-1)+ > d,.
=1 i=1
k-1 k=1, dy
b) Prin inmultire obtinem [] (n—1+d;) < (n—1)*"1-T] o= (n—l)k_l-d— = (n—1)*"1dy
i=1 =1 1
(deoarece dy = 1).
M 167. Fie a,b,c,d > 0 astfel incat abcd = 1. Demonstrati ca
1 1 1 1
b d3( )>16
bt G T prn T ers  Fris) S

Marin Chirciu si Octavian Stroe, Pitesti

Solutie (Titu Zvonaru, Comanesti). Folosind Inegalitatea mediilor, avem

(a+b+c+d)’=(a+b?+ (c+d)’+3a+b)(c+d)(a+b+c+d)
=a®+ 0P+ A+ d® +3ab(a+b) + 3cd(c+d) +3(a+b)(c+d)(a+b+c+d)

> a® + b + ¢ + d® + 6abV/ab + 6cdV/ed + 24v/abed (Vab + Ved)

> a® +0® + & 4+ @ + 12V abedV abed + 481/ abed abed

=a* + b0+ +d®+60=(a®+15) + (b* + 15) + (c* + 15) + (a® + 15).
Inegalitatea din enunt rezulta imediat din Inegalitatea HM-AM, scrisa sub forma binecunoscuta

1 1 1 1
(z+ty+z+t)(=+-+-+-) =16
z Yy =z

Remarca. Aceasta solutie permite rezolvarea urmatoarei probleme, mai generala: daca
a,b,c,d,z,y,z,t > 0 astfel incat abed =1 si x +y + z + t = 60, atunci

1 1 1 1
(a+b+c+d)3< + + + )216.
ad+z B+y S+z B+t

M 168. Fie ABC un triunghi si M mijlocul laturii AC. Consideram punctul D pe dreapta
BC astfel incat B este situat intre C' si D, iar BD = AB. Daca dreapta DM intersecteaza
bisectoarea unghiului B in punctul E, sa se calculeze unghiul <EAB in functie de unghiurile
triunghiului ABC'.

Titu Zvonaru, Comanesti

B
Solutie. Notam x = <EAB. Deoarece AABD este isoscel, avem <BAD = 5 = <IEBA, deci
csinw
sin (x + %) '
Fie {P} = AB N DM. Folosind Teorema lui Menelaus pentru AABC cu transversala

DB MC PA AD
D — P — M si faptul ca BE || AD, avem, succesiv: e A PB - ’%ﬂ'ﬁzl’
c(a+ c)sinz . (
———————, 2csin

_ = x—|—§> cosE = (a + ¢)sinz, c[sin(z+ B) +sinz| =
sin (J;+5 2 2

(a+ ¢)sinx, sin(z+ B) sin C' = sin Asin z, sin(z+ B) sin C' = sin x sin(B + ('), sin z cos B sin C' +
coszsin Bsin C' = sinz sin B cos C' + sinx cos Bsin C, cosz sin C' = sinx cos C, sin(z — C) = 0,
prin urmare x = C.

B
BE || AD si AD = 2ccos 7 Din Teorema sinusurilor in AABE avem BE =

B
2¢? cos — =
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M 169. Demonstrati ca numerele sin 2021° si cos 2021° sunt irationale.

* %k %

Solutie.  Avem (2021,360) = 1, deci exista k,m € Z astfel incat 2021k + 360m = 1, prin
urmare cos(k - 2021°) = cos 1°. Sa presupunem, prin absurd, ca avem cos2021° € Q. Atunci,
folosind formula cos(n + 1)z = 2cosx cosnx — cos(n — 1)z, rezulta prin inductie ca avem
cos(n - 2021°) € Q pentru orice n € N. Astfel ar rezulta ca si cos 1° = cos(|k| - 2021°) € Q, de

unde, aplicand acelasi rationament, ar rezulta ca si cosn® € QQ pentru orice n € N, fals, deoarece
cos 30° ¢ Q. Deci cos2021° € Q.

Analog, sin 2021° = c0s(2021° — 90°) = cos 1931° & Q, deoarece (1931, 360) = 1.

Clasa a X-a

n

M 170. Fie 0 < 21, 22,...,2, < 1, n > 3 astfel incat Y x; =1 §i ) Ti oo

i=1 i=1 1=

Demonstrati ca

(=2 | (nfl)gl > (2n-1) (Zlfixi—nZ) -

=1

Cand are loc egalitatea?
Vasile Clirtoage, Ploiesti si Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin

Solutie.  Notdm = q;, deci z; = & , i = 1,n. Deoarece . @ 1, avem
’ 1—[[’, 1+6L2 izlai—l—l
noo1
> =n — 1. Astfel inegalitatea dorita devine
i—1a;+1
n n 2
n n
n—2 - — 7| >2n-1 a; — .
oo [St- 2 2 w0 (S 2
- . noo 1 n? &
Utilizand Inegalitatea HM-AM avem n —1 = ) > ——, deci > a; > , cu
—1a; +1 n+ > a = n—1
. i=1
egalitate dn.d. a; = ... =a, = ——. Notand »_ a; = S, avem o < S§S<2.
n — ]. i=1 n — 1
Din Inegalitatea CBS avem {Z a; (1+ ai)] (Z _:_1) > (Z ai> , adicd Y- a? > 5% — 8.
i=1 i=1 =1 i=1
1 1
Mai mult, egalitatea are loc dn.d. ay = ... = a, = saul a; = ... = ap = 1 si
n— p—
apy1 = ... = ap, = 0, unde 2 < p < n — 1, si permutarile lor. Astfel este suficient sa demonstram

(n—1)

(n—2)<S—nﬁ1) (S+ni1> Z<2n_1)<s_ni1)2'

2
n .o
),adlca
n—1

2(2n—1)<5—

2

ca (n —2) [SQ—S—
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1
Cum S — Ll > 0, mai trebuie aratat doar ca (n — 2) (S + 1) > (2n—1) (S - n 1),
n— n—

n
adica S < 2, adevarat. Pentru egalitate trebuie ca S € { 1,2}. Astfel, conform celor de

n p—
1
mai sus, egalitatea are loc pentru a; = ... = a,, = 7 sau permutarile lui (1,1,0,...,0).
1
Deducem ca inegalitatea din enunt devine egalitate pentru z; = ... = x,, = — sau permutarile
n

ul
2727 ) 9 )

M 171. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

55—9% 50
54+9: 1457

Sorin Ulmeanu, Pitesti

Solutie (Daniel Vacaru, Pitesti; Titu Zvonaru. Comanesti). Observam ca pentru orice z < 0

55 — 9% 0 RS y .
avem — < 11 < ———, deci ecuatia data nu are solutii negative.
54 9% 1+57
55 — 9=
Pentru x > 0, ecuatia poate fi scrisa sub forma f(z) = g(z), unde f(z) = s ol
+9%
60 : : y : 50 : : y
— — 1 este o functie strict crescatoare, iar g (r) = este o functie strict descrescatoare.
549z 1+ 57

Rezulta ca ecuatia are cel mult o solutie x > 0. Dar f(log;9) =5 = g(log; 9), deci z = log; 9
este singura solutie a ecuatiei date.

M 172. Daca a,b,c,d € (0,1) sau a,b,c,d € (1,00), demonstrati ca

logab+logbc logcd+logda> 8
c+d d4+a a+b b+c " a+b+c+d

Dorin Marghidanu, Corabia
Solutie (Titu Zvonaru, Comanesti). Folosind Inegalitatea mediilor, avem

log,b logyc log.d log,a
b d ( a C
(@r bt et ) T T Tra Tard bt

(a+0b)log,b (b+c)logyc (c+d)log.d (d+a)log,a
+ + -
c+d d+a a+b b+c
> 4{‘/logab-10gbc-logcd-logda
oy (a+0b)log,b (b+c)log,c (c+d)log.d (d+ a)log,a
c+d d+a a+b b+c
= 8{l/logab-logbc-logcd-logda =38

) = log, b+ log, c + log.d + log, a

(deoarece log, b - log, ¢ - log.d - log;a = log,a = 1). Egalitatea are loc daca si numai daca
a=b=c=d.

Nota. Domnul Daniel Vacaru din Pitesti a propus o alta rezolvare, folosind Inegalitatea lui
Bergstrom.
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M 173. Pentru orice numar natural n € N, aratati ca

(22021 . )

nl-(n+ - Cn+ - (dAn+ 1) 8n4+1)1-...- (22020 n 4+ 1)! eV

| Stelian Corneliu Andronescu | si Costel Balcdu, Pitesti

Solutie. Notam cu a(n) expresia din enunt. Evident, a(0) = 1. Pentru n > 1 avem

(n) (22021 . )] (22020 )] (4n)! (2n)!
a n f— . L} . .
(22020 . )1 (22020 . p - 1)1 (22019 . )1 - (22019 .y + 1)! 2n)!(2n+ 1)! nl(n+1)!
. (2n)! n1 - :
Notand ¢(n) = ——— = C§, — C5, " € N*, pentru orice n € N* (numerele lui Catalan),
nl(n+1)!
avem
a(n) =¢ (2 -n) - c(22-n)-...-¢(2n) - ¢(n) € N*.

M 174. Fie ABC un triunghi si fie D si E doud puncte situate pe laturile (AC), respectiv
(AB). Consideram doud puncte distincte M si N situate pe segmentul (DE). Notim cu x, y si
z distantele de la punctul M la dreptele BC, C'A, respectiv AB. Analog, notam cu w, v si w
distantele de la punctul N la dreptele BC', C'A, respectiv AB.

Demonstrati ca daca v =y + z si u= v+ w, atunci BD si CE sunt bisectoarele interioare
din B, respectiv C' ale triunghiului ABC'.

Dan Stefan Marinescu, Hunedoara

Solutia 1 (Titu Zvonaru, Comanesti). Vom utiliza urmatoarea relatie: daca ABC'D este un trapez

DM -AB+ AM -CD
si MN || AB || CD, unde M € (AD) si N € (BC), atunci M N = A—;) :
Intr-adevir, daci paralela prin D la BC' intersecteaza M N in @, iar paralela prin M

la BC' intersecteaza AB 1n P, atunci din asemanarea triunghiurilor DM si M AP avem
MN—-CD DM

AB—MN  AM’

Trecem la rezolvarea problemei. Presupunem ordinea £, M, N, D. Notam cu M,, N, si
D, proiectiile pe dreapta BC ale punctelor M, N, respectiv D. Analog, notam cu M, N,
proiectiile pe dreapta AC ale punctelor M, N, iar cu M., N, si D, proiectiile pe dreapta AB
ale punctelor M, N, respectiv D. Aplicand relatia de mai sus pentru trapezele M M,D,D si
MM_.D.D, precum si asemanarea triunghiurilor M DM, si N DN, aven

_ MN-DD,+ND-z _ MN-DD,+ND -z ND -y

“= MD = MD " UT D

Cum v = v+w, obtinem MN-DD,+ND -z =ND-y+MN -DD.+ ND -z, de unde rezulta
ca MN(DD, — DD.) = ND(y + z—x) = 0, deci DD, = DD.. Astfel punctul D este egal
departat de laturile AB si BC', deci BD este bisectoarea din B in triuunghiul ABC. Analog se
obtine ca si C'E este bisectoare in triuunghiul ABC'.

de unde se obtine relatia de mai sus.

Solutia 2 (Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin). Fie hy si ho distantele de la E la

AE EA <A
dreptele BC', respectiv AC. Avem i {EBg]] = Z—Zj, deci E = %. Analog, daca
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? h A(}
hs si hy sunt distantele de la E la dreptele BC, respectiv AB, obtinem AD = %. Cu
ansg Chiy

M se afla in interiorul AABC| atunci coordonatele sale baricentrice in raport cu A, B si C' sunt

ariile [MBC), [MCA] si [MAB]. Deci AM = 2 AB 2 AC _ by AB +cz- AC (1).

m

ar +by+cz  aly+z)+by+cz’
Dar M € (DE), deci AM = k- AB+(1 — k)-AD = k- 22 A8 (. ha AT e 0.1)
I 1 = . — . = T ——— — - u .
’ ahy + bhy ahs + chy’ ’
y (ahy + bhy)
.. ) . y (ahy + bhs) 2 (ahs + chy) _— ho
Prin identificare, obtinem "o = T deci k = y (ahy T o) N (ahs + chy)’
hs hy
Astfel E\? = by - @ ez ﬁ Deci daca notam E = a sl @ = [, atunci
~ y(ahy + bhy) +z(ah3—|—ch4)' hy 7 hy
By "
e by - AB+cz- A
AM = 2). Din (2) si (1 Ita ca = .
J@o b 12 @ito) (2). Din (2) si (1) rezulta ca ya + z6 =y + 2
Procedand analog pentru punctul N, obtinem va + wf = v + w.
b
Daca, prin absurd, ¥ _ i, atunci y_z_ y+z _— =R, deci R = vz _r_
voow voow vt w u vb  wc  ua

b ABC
yo+zc+ za = [ ] = 1, deci M si N au aceleasi ponderi in raport cu A, B, C, deci

vb+we+ua  [ABC]
L. y oz oL ya+zB8=y+z
M = N, contradictie. Asadar = # —, de unde rezulta ca sistemul
v oW va+wf=v+w

solutie unica. Observam ca aw =1, f = 1 este solutie a sistemului, deci este unica solutie. Astfel
hi = hs si hs = hy, ceea ce incheie demonstratia.

are

Clasa a Xl-a

1 2 1
M 175. Se considerd matricea A = 0 -2 —4 |. Calculati A"

-1 0 1

* %k %
Solutie. Avem tr (A) = 0, det(A) = 4 si a(a) = i i ou  G13 @22 023 | _
Q21 (22 a31 ass a3z Aa33

—2+42—2 = -2, deci ecuatia caracteristicd a matricei A este A> —2A — 413 = O3. Forma
numerica a acestei ecuatii este 2 — 2x — 4 = 0, avand radacinile z; = 2, Toz = —1 %1

Din Teorema mpartirii cu rest avem r?°*' = (2% — 22 — 4)C'(z) + az* + bx + ¢, Vo € C, cu
a,b,c € R. Luand z = @1 si @ = 23 obtinem 4da+2b+c = 229! §i 2ai+b(—1—14)+c = (—1—14)*H,
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adicad —b + ¢ + i(2a — b) = —2'919(—1 — ). Obtinem sistemul { 2a — b = 2010 , avand
4a + 2b + ¢ = 2202
22020 + 21010 2. 22020 - 3. 21010 2. 22020 + 2. 21010

lutia a = b= =
solutia a 3 , 3 , C 3

0 -2 —6
Avem A2 = qA? + bA + cls, iar A% = 4 4 4 , deci
-2 =2 0

4 - 22020 _ 21010 2. 22020 —8. 21010 —4- 22020 —9. 21010

A2021 — 1 4 . 22020 + 4. 21010 2. 22020 +12- 21010 4. 22020 + 16 - 21010
—4. 22020 + 21010 —9. 22020 —92. 21010 4 . 22020 _ 21010

a b ¢ d 0
k-l m 0 -—d
M 176. Fie matricea A = n p 0 —-m —c € M5(Z).
qg 0 —p -l —b
0 —q —n -k -—a

a) Ardtati ca daca produsul abedklmnpq nu se divide cu 4, atunci rang (A) = 4.

b) Ramane afirmatia adevarata dacd produsul abedklmnpq nu se divide cu 87

| Stelian Corneliu Andronescu | si Costel Baledu, Pitesti

Solutie. a) Avem

a k n qg 0 —a —k —n —q 0
b D 0 —gq b -l —-p 0 ¢
det(A) =det(ANY=|¢c m 0 —p —n|=(-1)°]-—c -m 0 p n
d 0 —-m -l —k —-d 0 m 1l k
0 —d —c —=b —a 0 d c b a
0 d c b a
—d 0 m | k
Interschimband Ly cu Ls si Ly cu Ly rezulta ca det(A) = —| —¢ —m 0  p n |
b -l —p 0 ¢
—a -k —nm —q O
a b ¢ d 0
E- I m 0 —d
Interschimband acum Cj cu Cs si Cy cu Cy rezulta ca det(A)=—|n p 0 —m —c
q 0 —p =1 -=b
0 —q —n —k —a

Am obtinut ca det(A) = —det(A), deci det(A) = 0 si astfel rezulta ca rang (A) < 4.

E Il m O
Pe de alta parte, minorul (1,5) al matricei A este §; 5 = " ](; _Op __n; = k(kp*+pmq—

0 —q —n -k
pnl) —l(knp+mng—In?)+m(mqg* —inqg+kpq) = (kp—In+mq)?*. Analog, d4 = (ap—bn+cq)?,
(53,3 = (CLl — bk + dQ)z, 5472 = (am —ck + dn)Q, (55’1 = (bm —cl+ dp)2
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Conform ipotezei, cel mult unul dintre numerele a, b, ¢, d, k, [, m, n, p, q este par, deci cel
putin doi dintre minorii d; 5, 02,4, 033, 042, 051 au toate variabilele impare, deci sunt impari,
deci diferiti de zero. Prin urmare avem rang (A) = 4.

2 1 3 1 0
11 2 0 -1
b) Raspunsul este NU, de exemplu pentru A = -1 1 0 -2 -3 avem Lo =
-1 0 -1 -1 -1
o 1 1 -1 =2

Ly + Ly si Ly = Ly + Ls, deci rang (A) < 3.
M 177. Fie a > 0 un numar real fixat si fie sirul (x,),>1 definit prin

ri=a six,=n(a+z,1), Yn>2.

Calculati  lim <1+i) (1—1—2) S <1+i> .
n—oo T ) I’n
Marin Chirciu, Pitesti
_ ) n a a (k+1)(a+ x) Tpt1 oL
Solutie. Fie vy, = (1 + —) Deoarece 1 + — = = , rezulta ca
’ Y kl;ll Tl T (k + 1)l’k (k -+ 1)l‘k
Uy = ﬁ T+t _ Tny1 __Znt
"o B+ Dr, (n+D)ap a(n+ 1)U
Tht1 at+ap oo Tl Ty G & < Tt :Uk> na L
D = d ——=—,d —— ] => —,ad
ey g e G T e ded 2 ey T ) T el
Ty T 1 Tny1 1
CES AT —akZ::lk!,prm urmare CES] —akX::Ok'
Tni1 "

Astfel rezulta ca y, = deci lim vy, = e.
n—o0

a(n+1)! =Yk
M 178. Fie a,b,c € (0,1). Demonstrati ca

(a+b)(b+c)(c+a)(a®+c) (0 +a) (" +b)>a " b7 70
Dorin Marghidanu, Corabia

Solutie. Vom utiliza urmatoarea inegalitate: pentru orice x > 0 si n € (0,1), avem

T
" >

r+n

Intr-adevir, prin logaritmare aceastd inegalitate este echivalenti cu (n—1)Inz+In(x +n) > 0.
-1
Considerand functia f : (0,00) = R, f(z) = (n—1)Inz +In(z+n), avem f'(x) = %,
z(x+n
deci f are un minim in xy = 1 — n. Prin urmare, pentru orice x > 0 avem f(x) > f(1 —n) =
(n—1)In(1 —n) > 0.
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Trecem acum la demonstratia inegalitatii din enunt. Aplicand in trei randuri (de cate
a

« > 4t b _ a s

ab+c¢ = ab+c  (a+b)(a®+c)

doud ori) inegalitatea de mai sus, obtinem a” = (a®)° >
b b c

) c > Y

(b+c)(b+ a) (c+a)(c*+b)

analoagele b > deci prin inmultire obtinem ca

abc
(@a+b)(b+c)(c+a)(a®+ ) (b + a)(c* +b)’

abc . bee . Cab >
inegalitate echivalenta cu inegalitatea din enunt.

—1
M 179. Fie ay,aq, ... ,a, >0, n >3 astfel incat Y. a;a; > M
1<i<j<n 2

2
a) Demonstrati ca daca — < B <1, atunci
n

(n—l)Za?—f—n(Hai) > (ZGZ) : (%)

=1 =1 =1

2
b) Aratati ca daca [ € (—oo, —} U (1, +00), atunci inegalitatea (x) nu este intotdeauna
n

adevaratad.

Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin

n 2 n
Solutie. Cum (n —1) (Z ai) >2n Y, aa; >n*(n—1), deducem ca Y a; > n.
i=1

1<i<j<n i=1

Fie Y a; = ns, deci s > 1. Notam > a? =n[(n—1)t*+ s?], t > 0. Avem
=1 i=1

n n B n 2 n B
(n—l)Za?—l—n(Hai) ><Zai> adica (HaZ) >[s—(n—1t]l[s+ (n—1)t].

n
a) Este suficient sa demonstram urmatorul rezultat mai general: daca ) a; > n, atunci
i=1

(n—l)Za?—i—n(Hai) > (ZGZ) :

= =1

T atunci [[a; > (s+1t)" " [s — (n —1)t] (deoarece pentru suma fixaté

i=1
produsul este minim cand sunt n — 1 variabile egale, a se vedea, de exemplu, Lema 2 de la pag.
26 din MATINF 3/2019). Deci in acest caz este suficient sa aratam ca

5 s
Daca t <
n —_—

(s+)" VP > s+ (n—1Dt][s—(n—1)1"".
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Din Inegalitatea lui Bernoulli avem (s +t)" " > s" 2 [s + (n — 1) t], deci
(s 4+ )" > =205 4 (n — 1)4]°.
Astfel este suficient s& ardtim c& s 28[s + (n — 1)#]° > [s+ (n — 1) t] [s — (n — 1) #]" 7, adica
s s s+ (n—1)1" Pls— (n—1)1"".

Cum s20-8) > [s + (n — 1) ] P[s — (n — 1) #]" 7, r&méane de ardtat ci s"28 > s20-8) fapt ce
rezulta din s > 1si (n—2) 8 > 2(1— ).

Daca t >

. n\8
7 atunci (Zl;[laZ) >0>[s—(n—1)t[s+ (n—1)t].

Demonstratia este completa.
. 2 .
b) Fie § € | —oo, —| U (1, 00), arbitrar fixat.
n

Presupunem prin reducere la absurd ca inegalitatea

(nl)ia?+n<ﬁai>ﬁ - (ia)z

este Intotdeauna adevarata.

2 2

Cazul 1. B € (—oo,—] Fieai =as = ... =a, =s > 1. Avem s > s? deci f > =,

n n

contradictie.
Cazul 2. f € (1,00). Fie s > 1 fixat si fie t € <1,,/ " 2).

n_
—(n—2)t?
Fiea1:agz...:an_lzst$ian:s-%.

2 (n — 1 1
Evident, > aa; = snin—1) > n(n )
1<i<j<n 2 2

Inegalitatea devine

— (n—2)¢21"" [ n
92 gnB—24(n=2)8 [L] > [nt? —(n—2 Vit e (1 )
s 5 [n (n—2)], A3/

deci
—(n—2)21° ! dn — 4
0= lim 22" 228 {u} > lim [nt2 —(n—-2)] = " > 0,
n 2 n n—2
V=2 N2
contradictie.

Demonstratia prin reducere la absurd este incheiata.
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Clasa a Xll-a

M 180. Rezolvati in Zggo1 ecuatia 50522 +1=0.

| Stelian Corneliu Andronescu| si Costel Bdlcdu, Pitesti

Solutie. inmult,ind cu 4, care este inversabil, ecuatia datd devine —z? + 14 = 0, adici
(:L’ — 2) (:L‘ + 2) = 0. Avem 2021 = 43 - 47 (descompunerea in factori primi).

Notand z = 75, unde k € {0,1,...,2020}, ecuatia este echivalenta cu (k — 2)(k + 2):2021,
adica
(k —2)(k +2):43 si (k—2)(k + 2):47.
Avem urmatoarele cazuri.
Cazul 1. 43 si 47 divid k — 2. Atunci k — 2 = M2021, deci k = 2.
Cazul 2. 43 si 47 divid k£ + 2. Atunci k + 2 = M2021, deci k£ = 2019.

Cazul 3. 43 divide k — 2 si 47 divide k + 2. Atunci k =43a+ 2 =47b— 2, a,b € N. Rezulta

4b—1
caa=>b+ (b43 ), deci b =43c+ 1, c € N. Astfel &k = M2021 + 45, deci k = 45.
Cazul 4. 43 divide k + 2 si 47 divide k — 2. Atunci k =43a — 2 =47b+ 2, a,b € N. Rezulta
40b+1
caa=>b+ (b+ ),decib:43c—1,c€N. Astfel £ = M2021 — 45, deci k = 1976.

43

In concluzie, ecuatia data are solutiile z € {5, 1\5, 1/9%, 2/01\9}
M 181. Pentrun € N*, fie x, k € {1,2,,...,5n} raddacinile complexe ale ecuatiei

(:B5—|—:E3+x+1)n:x.

5n
o 1 9n - 41 — 1
Aratati ca ; T T
Mihdly Bencze, Brasov
5n
Solutie. Fie polinomul f(X) = (X’+ X3+ X +1)" — X. Cum f(X) = [[(X — 2), rezulta
k=1
ca
i 1 f@) n@+2b+o+ )" (5at 322+ 1) — 1
k:lx—xk_f(x)_ (+3+r+1)" -2 ’
pentru orice z & {x1, %, ..., T5,}-

Cum f(1) # 0, luand = = 1 obtinem egalitatea din enunt.
M 182. Calculati

322 +2 1
/ Tt dz, v € R.

91 4 322 + 62 + 2
Sorin Ulmeanu, Pitesti
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32+ 2+ 1

32 +2r+1

Solutie. Fie f: R = R, f(z) =

9xt + 322 + 62 + 2

= deci t
(322 —1)2 4+ (3z + 1)’ ec [ este

1
continua, si fie F' o primitiva a lui f. Pentru x # —3 avem

3224+ 22+ 1 (3332—1)’
3z +1)2 1 3z +1
<3x —1) 3 (3:v —1)
+1
3r+1 3r+1
1 32— 1 1
—arctg < + (4, daca x < —=
oo 3 3x+1 3
Rezulta ca F(z) =

L t 1+C daca r > L
—arc aca r > ——
3ets 3a:+1 2 3

Dar F' este derivabila, deci continua, deci F (—

T
a0 =
2+1

FQ(.I) =

_g + Cy. Astfel, luand C; =

ar /f(m) dx = Fy(z) +C.

M 183. Aratati ca existd o singurd functie f : [0,00) —

(D)= Lamsr()-

7T . 1% . . . v . .
—5 obtinem ca o primitiva a functiei f este

1 . 322 -1 7 dack o <

_r _— — —_——

M B T Ty AT STy

1

0, daca r = —= ,

1 ¢ 3x2—1+7r dack 2 > 1

—alcC — aca T —_—
| 3 T Ty 3

[1,00) astfel incat

x)=x4++/f(z), Vo > 0.

Demonstrati ca functia f este continua st calculats / f(z)dx.

Solutie Fie functia ¢ : [1,00) —
1—7 >0, 9(1) = 0si lim g(x) =

pentru orice = € [1,00), rezultd ca f = g~*

Cristinel Mortici, Viforata

[0,00), g(x) = — /x. Evident, g este derivabila, ¢'(z) =

)~ T = a

. Prin urmare f este derlvablla, deci continua, iar

00, deci g este bijectiva. Cum g(f(z

utilizand substitutia ¢~!(z) = ¢ avem

/Oﬁf(x)dx:/;gl(x)d:c:/lgtg’(t)dt:/lg (t_g) gt — t2 t\/%‘g—40—%:%_4,
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M 184. a) Fien € N, n >4 si ay,aq,...,a, > 0. Demonstrati ca

(n—l)[(n—?)ia?—l—?n-ﬁai Zzn:ai- Z azaj (af > +al™?).
i=1 i=1 i=1

1<i<j<n

b)* (problema deschisa) Demonstrati sau infirmati urmatoarea afirmatie: dacan € N, k € R,
l<k<n—-1siay,ae,...,a, >0, atunci

k-1 n n n k n
(n—1) (Zal> -Za?_kH%—nk-Hai > (ZGZ) -Za?_k.
i=1 i=1 i=1 i=1

Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin

Solutie. a) Conform Inegalitatii lui Surdnysi,

n n n n
(n— 1)Za?+n~Hai > Zai~2a?’1,
i=1 i=1 i=1 i=1

cu egalitate daca si numai daca fie toate numerele sunt egale, fie unul este nul si celelalte egale.
Asadar,

n

(n—1) (n—2)ia?+2n-ﬁai > (n—Q)i:ai-zn:a?_l%—nQ-Hai.
i=1 i=1 =1 =l

i=1
Deci este suficient sa aratam ca

(n—2) zn:ai . zn:a?_l +n?- ﬁai > zn: a; - Z a;a; (a?_3 + a?_?’). (1)
=1 =1 =1 =1

1<i<j<n
Dar

E a;a; (a" 34 E a; - E a;” 2_ E a;” L

1<i<j<n

Astfel (1) devine

n n n n 2 n
(n—l)Zai-Za?*l+n2~Hai2 (Zai> -Za?’z. (2)
=1 =1 i=1 i=1 i=1

Pentru a demonstra (2), presupunem, fara a restrange generalitatea, ca 0 < a, < a,-1 < ... < ay.
Folosim doua rezultate importante:

i) Conform Teoremei variabilelor egale, Corolarul 1.7 (V. Cuirtoaje, The equal variable method,
Journal of Inequlities in Pure and Applied Mathematics, vol. 8, iss. 1, art. 15, 2007; https://
WWW.emis. de/Journals/JIPAM/lmages/OSQ 06 _JIPAM/059_06_www.pdf#page=5) pentru p =
n — 2, daca fixam Zaz si Z a??, atunci H a; este minim fie pentru a, = 0, fie pentru

i=1 i=1 i=1
O<an§an_1—...—a1.


https://www.emis.de/journals/JIPAM/images/059_06_JIPAM/059_06_www.pdf#page=5
https://www.emis.de/journals/JIPAM/images/059_06_JIPAM/059_06_www.pdf#page=5
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ii) Tot conform Teoremei variabilelor egale, Corolarul 1.8, Cazul 3, punctul (a), pentru

n n n
p=n—2siqg=n—1,daca fixam > a; si Y a2 atunci }_ a?! este minim# fie pentru a,, = 0,
fie pentru 0 < a,, < a,_1=... = a;.

Revenim la demonstratia inegalitatii (2).

Cazul 1. 0 < a, < ap_1 = ... = qq. In virtutea celor dou# rezultate de mai sus si
datorita omogenitatii, putem presupune, fara a restrange generalitatea, ca a,—1 = ... =a; =1
si a, = & € (0,1]. In urma unor calcule facile, (2) devine x(x —1)* (2z +7) > 0 pentru
n = 4, respectiv z(x — 1)°[(n — 2) 2" 3 + (n? = 2n — 1) 2™ * + ... + 2n — 1] > 0 pentru n > 5,
inegalitati adevarate, cu egalitate d.n.d. x = 1. Asadar in Cazul 1 inegalitatea este adevarata,
cu egalitate d.n.d. toate numerele sunt egale.

Cazul 2. a,, = 0. Atunci (2) devine

n—1 n—1 n—1
o 1) n—1 > ) n—2
(n aly” > a;-y al’"’,
i=1 i=1 i=1

inegalitate adevarata conform Inegalitatii lui Cebisev pentru secventele finite si descrescatoare

(a1,...,Gn-1) si (a’f‘Q, e ,af;%), cu egalitate d.n.d. a,_1 =--- = ay.

Demonstratia este incheiata.

Nota redactiei. Pentru punctul b) nu am primit, deocamdata, solutii corecte, deci problema
ramane deschisa.
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Probleme propuse pentru liceu

Clasa a IX-a

M 205. Fiea > b > ¢ > 0 astfel incat ab+ bc+ca = 1.

Demonstrati ca

w

a b c

> = — )%
b+c+6+a+a+b_2 (a—c)

_|_

1
3
Cristinel Mortici, Viforata

M 206. Determinati numerele reale a, b, c € (2022, 2023) astfel incat

1 1 1 1 1 1
a—2022+b—2022+c—2022_6_2023—a+2023—b+2023—c‘

George Mihai, Slatina

M 207. Fie z,y,z > 0 astfel incat xyz = 1 si fie k € (0,2]. Aratati ca

(zy + z)(zz + y) (yz + 2)(yx + 2)
(r4+y2)1+k(zy + 2)(zz+y)]  (y+ 20)[1+ k(yz + 2)(yr + 2)]
(22 + y)(zy + @) <2
(z+ oyl +k(zz +y)(zy +2)] &

Florica Anastase, Lehliu-Gara

M 208. Fie ABCD un dreptunghi cu AB = 8a si BC' = 9a, unde a > 0. Fie punctele E, F si

G astfel incat 3CE = 5@, WAF = 5FD si AC = 2GE.

a) Aratati ca punctele C, F' si G sunt coliniare.

b) Calculati aria patrulaterului DEGF.
Marin Chirciu, Pitesti

M 209. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

sin’ x N cos’x 80 (3 + cos? 2z)
l—cosBz  1—sin®z 224 + 32cos2 2z + sin® 22"

Mihdly Bencze, Brasov
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Clasa a X-a

M 210. Fie a,b,c,d, e, f numere reale nenegative astfel incat

ab+bc+cd+de+ef + fa = 6.

Demonstrati ca
(2a+1)2+ (2b+1)> + (2c+ 1) + (2d + 1)* + (2e + 1)* + (2f + 1)* > 54.
Vasile Cirtoagje, Ploiesti
M 211. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia
getl _ 4. gr T 442 — 1

Mihai Florea Dumitrescu, Potcoava

M 212. Fie 1, xo, ..., x, numere reale, n € N*, astfel incat
70
0<ZE1<ZE2<...<ZE7L<§.

Demonstrati ca
sin 21 + sin 29 + . .. + sin 2z, + sin(zy — 1) + sin(xz — x2) + ... + sin(x, — r,_1)
T . , .
<57t sin(xy + xa) +sin(zy + x3) + ... + sin(x,—1 + ).
Miguel Amengual Covas, Spania

M 213. Fie numarul
A= C'3022 + 03022 + 026022 +...+ 02282222-

Determinati cel mai mare numar natural & cu proprietatea ci 3% divide numarul A — 22.
Sorin Ulmeanu si Costel Balcau, Pitesti
M 214. Fie P urmatoarea propozitie:

Vo Iy Iz al 22y + 2%y — 2922 — 2y — 22 —1=0.

Sa se demonstreze ca:

a) P este falsa in multimea numerelor intregi;

b) P este adevarata in multimea numerelor rationale;
c¢) P este falsa in multimea numerelor reale;

d) P este adevarata in multimea numerelor complexe.

Mihai Prunescu, Bucuresti
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Clasa a Xl-a

M 215. Fie matricea A = ,unde a,b € C.
Calculati A", n € N*.

Marin Chirciu, Pitesti
M 216. Fie triunghiul ABC astfel incat mediana din B, mediatoarea lui [BC] si inaltimea din
C' sunt concurente.

a) Determinati valorile posibile ale unghiului B.

b) Exprimati valorile unghiurilor A si C' in functie de valoarea unghiului B.

lim —.
B—m
B<r

c) Calculati

Marcel Tena si Mihai Prunescu, Bucuresti

M 217. Studiati convergenta sirului (a,),>; definit prin

a, = Hsin(l +cosk), Vn > 1.
k=1
Tonel Tudor, Calugareni si Costel Balcau, Pitesti

M 218. Determinati functia ¢ : R — R cu proprietatea ca graficul sau admite o asimptota
orizontala si

g(@) +g(x+g(r)) =1, Vz e R.
Cristinel Mortici, Viforata
M 219. Fien € N, n > 4.
a) Determinati cea mai mica constanta K, pentru care inegalitatea
1

1 1
(a1+a2—|—...—|—an)(——l——+...—|——> <n*+ K, -
aq a9 Ay,

(ay — an)2
a1Qay

are loc pentru orice numere reale a; > as > ... > a, > 0.

b) Determinati cea mai mare constanta C,, pentru care inegalitatea

11 1 — a,)?
(a1+a2+...+an)(—+—+...+—> anJrOn-M
aq (05} Ap Q10

are loc pentru orice numere reale a1 > as > ... > a, > 0.

¢) Determinati cea mai mare constanta A,, pentru care inegalitatea

1 1 1 Ap1 — Gp)>
(a1 +ay+...+ay,) <—+—+...+—> z#w\mg
aq as (07% Ap—10n
are loc pentru orice numere reale a; > ay > ... > a, > 0.

Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin
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Clasa a Xll-a

M 220. Se considera multimea
M = {z*+8y* || z,y € N}
si fie n un numar natural.
Sa se arate ca daca 200n € M, atunci si 804n € M.
Costel Anghel, Slatina si Florea Badea, Scornicesti
M 221. Fie polinomul f € R[X],
f=X"4+8mX?+24mX*+ (m+6)’X +1, unde 0 <m < 1.

Aratati ca polinomul f are exact doua radacini reale.
Marin Chirciu, Pitesti
M 222. Calculati

¥sin 2z — 4ctg 2
/6 i - e xdx, x e <kﬂ',kﬂ-+z), k € Z.
2+ e¥sin2x 2
Mihaly Bencze, Brasov

M 223. Calculati
V10
1:/ [ {o) da
0
(unde [x] si {z} reprezinta partea intreagd, respectiv partea fractionara a numarului real x).

Dorin Marghidanu, Corabia

M 224. a) Determinati cea mai mare constanta reala k pentru care inegalitatea
6vabed + k(a — d)* < ab + ac + ad + be + bd + cd (3)
are loc pentru orice numere reale a > b > c¢ > d > 0.

1
b) Demonstrati ca daca 4d > a >b>c>d > 0si k = 3 atunci inegalitatea (3) este

adevarata.

¢)* (problemd deschisd) Fie n € N, n > 4. Determinati cea mai mare constanta

K, pentru care inegalitatea
n(n —1)

n

Ha? + Kp(ap_1 —a,)? <2 Z a;a;

i=1 1<i<j<n

n

are loc pentru orice numere reale a; > ay > ... > a, > 0.

Leonard Mihai Giugiuc, Drobeta Turnu Severin
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PROBLEME DE INFORMATICA PENTRU
CONCURSURI

Probleme propuse

Clasa a IX-a

I 121 (numere). Se dau doua numere naturale n si x. Se cere sa se determine cele mai mici n
numere naturale nenule si prime cu x.

Cerinta

Cunoscand n si x, se cere sa se afiseze primele n numere naturale nenule si prime cu x.
Restrictii si precizari

e x numar natural nenul cu maxim 8 cifre;

e 0 <n < 1000.

Exemplu

Date de intrare
n=4xr=06
Date de iesire

15711

Timp maxim de executie: 0.1 secunda/test.
Memorie totala disponibila 2 MB.

Doru Anastasiu Popescu, Pitesti
I 122 (fibosecv). Se da un sir cu n numere naturale.
Cerinta

Determinati cea mai lunga secventa a sirului dat formata doar cu numere — termeni din sirul
lui Fibonacci. Daca exista mai multe astfel de secvente se va afisa ultima.

Restrictii si precizari
e Numerele din sir au maxim 9 cifre;

e 0 < n < 10000;

e O secventa de elemente din sir are indicii consecutivi.

Date de intrare

Fisierul fibosecv.in contine pe prima linie n, iar pe linia urmatoare termenii sirului separati
prin cate un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire fibosecv.out va contine secventa ceruta.
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Exemplu

fibosecv.in fibosecv.out | Explicatie

10 531 Exista doua secvente de lungime maxima (8 1 3 si
11813453194 53 1), dar se afiseaza ultima: 5 3 1

Timp maxim de executie: 0.1 secunda/test.
Memorie totala disponibila 2 MB.

Doru Constantin, Pitesti

I 123 (pputeri). Se dau M si N numere naturale nenule, M < N. Se cere sa se determine
numarul de puteri (notat cu Nr) de numere prime din intervalul [M, N] .

Cerinta

Cunoscand M si N, se cere sa se determine numarul de puteri de numere prime Nr din
[M, N].

Restrictii si precizari

e 0 <M < N < 1000000.

Date de intrare

Fisierul pputeri.in contine pe prima linie valorile lui M si N separate printr-un spatiu.
Date de iesire

Fisierul de iesire pputeri.out va contine pe prima linie valoarea lui Nr.

Exemplu
pputeri.in| pputeri.out Explicatie
10 26 7 Puterile de numere prime din [10,26] sunt 11, 13,
16, 17, 19, 23 si 25.

Timp maxim de executie: 0.1 secunda/test.
Memorie totala disponibila 2 MB.

Ton Alexandru Popescu, Bucuresti

I 124 (monoton). Un numar se numeste monoton daca cifrele sale sunt in ordine crescatoare
sau descrescatoare (exemplu: 81110 si 5569 sunt monotone). Pentru un sir de numere care se
termina cu 0 (0 nu face parte din sir) se cere sa se determine numarul de numere monotone pe
care 1l contine.

Cerinta

Cunoscand sirul de numere, determinati numarul de numere monotone pe care il contine.
Restrictii si precizari

e Numerele din sir sunt cu maxim 10 cifre;

e Numarul de termeni din sirul dat este cel mult 100000.
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Date de intrare

Fisierul monoton.in contine pe o linie termenii sirului separati prin cate un spatiu. Sirul se
termina cu 0.

Date de iesire

Fisierul de iesire monoton.out va contine numarul de numere monotone din sirul dat.

Exemplu
monoton.in monoton.out | Explicatie
2100 1452 112233 0 | 3 Numerele monotone din sir sunt: 2 100 112233

Timp maxim de executie: 0.1 secunda/test.
Memorie totala disponibila 2 MB.
Doru Anastasiu Popescu, Pitesti
I 125 (cuvinte). Se da un sir de n cuvinte. Determinati lungimea celui mai lung cuvant
palindrom ce se poate forma prin alaturarea cuvintelor dintr-o secventa de cuvinte din sirul dat.

Restrictii si precizari

e 1 <n <1000

e Cuvintele au cel mult 30 de litere mici;

e O secventa dintr-un sir are indicii consecutivi;

e Un cuvant este palindrom daca este acelasi indiferent de citire, stanga-dreapta sau dreapta-
stanga.

Date de intrare

Fisierul cuvinte.in contine pe prima linie n, iar pe urmatoarele n linii cate un cuvant.

Date de iesire

Fisierul de iesire cuvinte.out va contine lungimea celui mai lung palindrom ce se poate
forma cu restrictiile din enunt.

Exemplu
cuvinte.in cuvinte.out | Explicatie
) 9 Secventa
abed xa
xa acd
acd caax
caax conduce prin alaturarea cuvintelor la
VX xaacdcaax, care este palindrom.

Timp maxim de executie: 0.1 secunda/test.
Memorie totala disponibila 2 MB.
Costel Balcau, Pitesti
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Clasa a X-a

I 126 (prop). Se da o propozitie formata din litere mari, litere mici si spatii. Cuvintele sunt
separate prin spatii. Se cere sa se determine cuvintele care sunt formate numai din litere mici si
nu contin litere care sa se repete. Apoi cuvintele se vor afisa pe cate o linie in ordine alfabetica.

Restrictii si precizari

e Cuvintele au cel mult 30 de litere mici.

e Propozitia are cel mult 10000 de caractere si se termina cu punct.
Date de intrare

Fisierul prop.in contine pe prima linie caracterele propozitiei.
Date de iesire

Fisierul de iesire prop.out va contine cuvintele din enunt in ordine alfabetica, cate unul pe
o linie.

Exemplu
prop.in prop.out Explicatie
Are un mar Si un | mar Cuvintele din propozitie care au litere mici
par fara. par distincte sunt:
un un, mar, un, par. Alfabetic, acestea sunt
un in ordinea: mar, par, un, un

Timp maxim de executie: 0.1 secunda/test.
Memorie totala disponibila 2 MB.

Ton Alexandru Popescu, Bucuresti

I 127 (fill). Se da o fotografie care contine mai multe obiecte. Fiecare pixel are o culoare din
multimea {0, 1,2,3,...,c}. Fundalul fotografiei este colorat cu 0, iar obiectele sunt colorate cu
aceasi culoare. Doi pixeli sunt vecini din acelasi obiect daca sunt colorati la fel si sunt unul sub
altul, unul langa altul sau sunt pe vecini pe diagonala. Se doreste numarul de culori nefolosite
in fotografie si numarul maxim de obiecte colorate la fel. Fotografia este data printr-un tablou
bidimensional cu m linii, n coloane si numere din multimea {0, 1, ..., ¢} pentru culorile pixelilor.

Cerinta

Pentru un tablou bidimensional cu m linii si n coloane ce codifica o fotografie si ¢, determinati
numarul de culori nefolosite si numarul maxim de obiecte colorate la fel.

Restrictii si precizari
e 0 <m,n < 200;
e Nu exista obiecte diferite care sa aiba pixeli vecini;

e Un obiect este colorat cu aceeasi culoare.
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Date de intrare

Fisierul £i1l. in contine pe prima linie m, n, ¢ separate printr-un spatiu si apoi pe urmatoarele
m linii elementele tabloului bidimensional.

Date de iesire

Fisierul de iesire £ill.out va contine pe cate o linie cele doua numere din cerinta.

Exemplu
fill.in fill.out
468 6
330111 2
300010
030001
000300

Timp maxim de executie: 0.1 secunda/test.

Memorie totala disponibila 2 MB.
Doru Constantin, Pitesti

I 128 (subtab). Se da un tablou patratic de dimensiune n cu elemente numere naturale si k
un numar natural nenul, k¥ < n. Se cere sa se determine numarul de subtablouri patratice de
dimensiune k, care au suma elementelor un numar prim.

Cerinta

Cunoscand n, k si elementele tabloului patratic, determinati numarul de subtablouri patratice
de dimensiune £ cu suma un numar prim.

Restrictii si precizari

o 1 <k <n<100;

e Numerele din tablou sunt < 100.
Date de intrare

Fisierul subtab.in contine pe prima linie n si k, apoi pe liniile urmatoare elementele
tabloului patratic separate prin cate un spatiu.

Date de iesire
Fisierul de iesire subtab.out va contine pe prima linie numarul cerut.

Exemplu

subtab.in subtab.out
43 2

1101
1002
0003
3331

Timp maxim de executie: 0.1 secunda/test.

Memorie totala disponibila 2 MB.
Doru Anastasiu Popescu, Pitesti
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I 129 (perm). Se dau n cuvinte ¢y, ¢a, ..., ¢,. Pentru fiecare cuvant ¢;, i = 1,2,...,n, se cere
sa se determine numarul de cuvinte Nr; care se pot forma folosind literele distincte ale lui ¢;.

Cerinta

Cunoscand n si cuvintele ¢, ca, .. ., ¢,, se cere sa se determine numerele Nry, Nry, ..., Nr,
cu semnificatia de mai sus.

Restrictii si precizari

o 1 <n <1000;

e Cuvintele contin maxim 100 litere mici si maxim 18 litere distincte.

Date de intrare

Fisierul perm.in contine pe prima linie n si pe urmatoarele n linii cate un cuvant.

Date de iesire

Fisierul de iesire perm.out va contine pe cate o linie numerele N7y, Nro, ..., Nr,.
Exemplu

perm.in perm.out

3 24

maria 2

ana 24

vali

Timp maxim de executie: 0.1 secunda/test.
Memorie totala disponibila 2 MB.

Costel Balcau, Pitesti

I 130 (cifsir). Un sir de numere este format numai din cifre impare in ordine crescatoare, astfel
incat o cifra poate sa apara de cel mult doua ori. Cate siruri se pot forma cu n elemente?

Cerinta

Pentru un numar n dat, determinati cate siruri cu n elemente, de tipul descris mai sus, se
pot forma.

Restrictii si precizari

1 <n <100.

Date de intrare

Fisierul cifsir.in contine pe prima linie n.
Date de iesire

Fisierul de iesire cifsir.out va contine numarul din cerinta.
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Exemplu

cifsir.in cifsir.out Explicatie

2 15 Se pot forma sirurile:
11;13;15;17,19;,33;3
9;37;,39;55;57;59,7T;
79,99

Timp maxim de executie: 0.1 secunda/test.
Memorie totala disponibila 2 MB.

Doru Anastasiu Popescu, Pitesti

Clasele a Xl-a si a Xll-a

I 131 (puteremat). Se da o matrice patratica A de dimensiune n, cu numere naturale.
Determinati valoarea determinantului matricei A™.

Cerinta

Cunoscand n si elementele matricei A, se cere sa se determine valoarea determinantului
matricei A™.

Restrictii si precizari

e 1 <n<10;
e Numerele din matrice sunt < 100.

Date de intrare

Fisierul puteremat.in contine pe prima linie n, apoi elementele matricei, linii dupa linii, pe
fiecare linie numerele sunt separate prin cate un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire puteremat.out va contine pe prima linie numarul cerut in enunt.

Exemplu

puteremat.in puteremat.out Explicatie

2 4 Matricea din fisier la puterea

31 a doua este:

42 135
20 8
si are determinantul egal cu
4.

Timp maxim de executie: 0.1 secunda/test.
Memorie totala disponibila 2 MB.

Ion Alexandru Popescu, Bucuresti
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I 132 (greuler). Se da un graf neorientat conex prin numarul de noduri n, numarul de muchii
m si perechile de noduri ce reprezinta muchiile. Se cere sa se determine numarul minim de
muchii NrMin ce trebuie adaugate la graful dat pentru ca acesta sa devina graf eulerian, daca
acest lucru este posibil. In caz contrar se considerd c& NrMin = —1.

Restrictii si precizari
e 1 <n <50

e Pentru toate testele, graful este conex.

Date de intrare

Fisierul greuler.in contine pe prima linie n si m separate prin spatiu si pe urmatoarele m
linii perechi de noduri (separate prin cate un spatiu) ce reprezinta muchiile grafului.

Date de iesgire

Fisierul de iesire greuler.out va contine pe prima linie numarul NrMin cerut in enunt.

Exemplu
greuler.in greuler.out | Explicatie
54 1 Graful nu este eulerian,
24 iar prin adaugarea muchiei
52 [1,3] devine eulerian.
32
12

Timp maxim de executie: 1 secunda/test.
Memorie totala disponibila 2 MB.

Costel Balcau, Pitesti

I 133 (conex3). Se da un graf neorientat conex cu n noduri si m muchii. Pentru acest graf se
doreste determinarea a doua muchii, care daca se elimina se obtine un graf cu 3 componente
conexe.

Cerinta

Cunoscand n, m si cele m muchii, se cere sa se determine doua muchii, care daca se elimina
conduc la un graf cu 3 componente conexe.

Restrictii si precizari

o 1 <n <50

e Pentru toate testele din fisierul de intrare exista solutie!

Date de intrare

Fisierul conex3.in contine pe prima linie n si m separate printr-un spatiu, apoi pe
urmatoarele m linii nodurile muchiilor separate prin cate un spatiu.

Date de iesire
Fisierul de iesire conex3.out va contine pe prima si a doua linie muchiile cerute in enunt.

Exemplu
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conex3.in conex3.out Explicatie

DD 41 Eliminand muchiile

24 24 41

32 24

52 se obtine un graf cu 3 compo-

41 nente conexe. Prima compo-

35 nenta conexa contine nodu-
rile 2, 3, 5 iar celelalte com-
ponente nodul 1, respectiv 4.

Timp maxim de executie: 1 secunda/test.
Memorie totala disponibila 2 MB.

Doru Anastasiu Popescu, Pitesti

I 134 (absir). Se dau a < b numere naturale si un sir cu n numere naturale 1, zs, ..., x,. Se
cere sa se determine numarul N7 de numere din intervalul [a, b], care se pot scrie ca suma de
elemente distincte ale sirului x.

Cerinta

Cunoscand a, b, n si termenii sirului x, se cere sa se determine Nr.
Restrictii si precizari

1<a<b<30.

Date de intrare

Fisierul absir.in contine pe prima linie a, b si n separate prin spatiu. Pe a doua linie se
afla termenii sirului « separati prin cate un spatiu.

Date de iesire
Fisierul de iesire absir.out va contine pe prima linie numarul Nr.

Exemplu

absir.in absir.out Explicatie

2103 4 Numerele 4, 5, 9, 10 din [2,
914 10] se pot scrie ca suma de
termeni din sirul x:

4=14

b=1+4

9=9

10=9+1

Timp maxim de executie: 0.1 secunda/test.
Memorie totala disponibila 2 MB.

Doru Constantin, Pitesti

I 135 (arborebin). Se da un arbore binar cu n noduri prin vectorii stanga s si dreapta d si
radacina r. Afisati numarul maxim, notat cu NrMaz, de noduri aflate pe acelasi nivel.

Cerinta
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Cunoscand n, r si elementele lui s, respectiv d, determinati NrMazx.
Restrictii si precizari

1 <n <1000.

Date de intrare

Fisierul arborebin.in contine pe prima linie n si r, iar pe linia a doua vectorul s si pe linia
a treia vectorul d, cu elementele separate prin cate un spatiu.

Date de iesire

Fisierul de iesire arborebin.out va contine NrMax.

Exemplu
arborebin.in arborebin.out
84 3
80530006
70010002

Timp maxim de executie: 0.1 secunda/test.
Memorie totala disponibila 2 MB.

Doru Anastasiu Popescu, Pitesti
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