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6. Zur allgemeinen molekularen Theorie
der Wdirme; von A. Einstein. |

Im folgenden gebe ich einige Ergénzungen zu einer letztes
Jahr von mir publizierten Abhandlung.?

Wenn ich von ,allgemeiner molekularer Warmetheorie
spreche, so meine ich damit eine Theorie, welche im wesent-
lichen auf den in § 1 der zitierten Abhandlung genannten
Voraussetzungen beruht. Ich setze jene Abhandlung als bekannt
voraus, um unniitze Wiederholungen zu vermeiden, und be-
diene mich der dort gebrauchten Bezeichnungen.

Zuerst wird ein Ausdruck fiir die Entropie eines Systems
abgeleitet, welcher dem von Boltzmann fiir ideale Gase ge-
fundenen und von Planck in seiner Theorie der Strahlung
vorausgesetzten vollstindig analog ist. Dann wird eine ein-
fache Herleitung des zweiten Hauptsatzes gegeben. Hierauf
wird die Bedeutung einer universellen Konstanten untersucht,
welche in der allgemeinen molekularen Theorie der Warme
eine wichtige Rolle spielt. SchlieBlich folgt eine Anwendung
der Theorie auf die Strahlung schwarzer Korper, wobei sich
zwischen der erwihnten, durch die GroBen der Elementar-
quanta der Materie und der Elektrizitat bestimmten universellen
Konstanten und der GroBenordnung der Strahlungswellenlingen,
ohne Zuhilfenahme speziellerer Hypothesen, eine hdchst inter-
essante Beziehung ergibt. |

§ 1. Uber den Ausdruck der Entropie.

Fiir ein System, welches Energie nur in Form von Warme
aufnehmen kann, oder mit anderen Worten, fiir ein System,
welches von anderen Systemen nicht adiabatisch beeinflublt
wird, gilt zwischen der absoluten Temperatur 7' und der
Energie F, nach § 3 und § 4, L. c., die Gleichung:

L0 (E) 1
2 w(EB) 4xT ’

(1) b=

1) A. Einstein, Ann. d. Phys. 11. p. 170. 1903.
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wobei » eine absolute Konstante bedeutet und o (etwas ab-
weichend von der zitierten Abha,ndlung) durch die Gleichung

definiert sei:
‘ E+&E

0(E).5 E = fdpl .. dp,.

Das Integral rechts ist hierbei iiber alle Werte der den momen-
tanen Zustand des Systems vollkommen und eindeutig definieren-
den Zustandsvariabeln zu erstrecken, denen Werte der Energie
entsprechen, die zwischen Z und # 4 § £ liegen.

Aus Gleichung (1) folgt:
dE , -

Der Ausdruck stellt also (unter Weglassung der willkiirlichen
Integrationskonstanten) die Entropie des Systems dar. Dieser
Ausdruck fir die Entropie eines Systems gilt iibrigens keines-
wegs nur fir Systeme, welche nur rein thermische Zustands-
‘#nderungen erfahren, sondern auch fiir solche, welche beliebige
adiabatische und 130pykn1sche Zustandsinderungen durch-
laufen. » ,
Der Beweis kann aus der letzten Gleichung von § 6, L c.,
gefithrt werden; ich unterlasse dies, da ich hier keine An-
wendung des Satzes in seiner allgemeinen Bedeutung zu machen
beabsichtige. ,

. § 2. Herleitung des zweiten Hauptsatzes.

" Befindet sich ein System in einer Umgebung von be-
stimmter konstanter Temperatur 7, und. steht es mit dieser
Umgebung in thermischer Wechselwirkung (,,Berithrung®), so
nimmt es ebenfalls erfahrungsgemsf die Temperatur 7, an
und behilt die Temperatur 7, fir alle Zeiten bei.

- Nach der molekularen Theone der Warme gilt Jedoch

dieser Satz mcht streng, sondern nur mit gewisser — wenn

auch fiir alle der direkten Untersuchung zuginglichen Systeme

mit sehr groBer — Annsherung. Hat sich vielmehr das be-

trachtete System unendlich lange in der genannten Umgebung

befunden, so ist die Wahrscheinlichkeit # dafiir, daB in einem
23%.
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beliebig hera,nsgegriffehen Zeitpunkt der Wert der Energie des
Systems sichz wischen den Grenzen Z und £4-1 befindet (§3,1c¢.):

E

W==Ce 2+T o(E),

wobei C eine Konstante bedeutet. Dieser Wert ist fir jedes £
ein von Null verschiedener, hat jedoch fiir ein bestimmtes ¥#
ein Maximum und nimmt — wenigstens fiir alle der direkten
Untersuchung zuginglichen Systeme — fir jedes merklich
groBere oder kleinere Z einen sehr kleinen Wert an. Wir
nennen das System ,,Warmereservoir“ und sagen kurz: obiger
Ausdruck stellt die Wahrscheinlichkeit dafiir dar, daB die
- Energie des betrachteten Wiarmereservoirs in der genannten
Umgebung den Wert % hat. Nach dem Ergebnis des vorigen -
Paragraphen kann man auch schreiben:

W= 0.85};(‘3_‘%) ,

wobei § die Entropie des Wirmereservoirs bedeutet.

Es mogen nun eine Anzahl Wirmereservoirs vorliegen,
welche sich samtlich in der Umgebung von der Temperatur 7,
befinden. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Energie des
ersten Reservoirs den Wert £, des zweiten den Wert. &, .
des letzten den Wert E, besitzt, ist dann in leicht verstand-
licher Bezeichnung:

l
| <5
[4

@ BW=#W,.W,...W,=0C,.C,...Ce -
Diese Reservoirs mogen nun in VWech'selwirkung treten
mit einer Maschine, wobel letztere einen Kreisproze8 durch-
lsuft. Bei diesem Vorgange finde weder zwischen Wéarme-
reservoirs und Umgebung noch zwischen 'Maschine und Um-
gebung ein Warmeaustausch statt. Nach dem betrachteten

Vorgange seien die Energien und Entropien der Systeme: -

E, B...H, |

bez. - -
S8/, 87,08,
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Dem Gesamtzustande der Wirmereservoirs, welcher durch
diese Werte definiert ist, kommt die Wahrscheinlichkeit zZu:

.z EE'
g2
(b) B/ =0.6.. Ce B

B-i dem Vorgange hat sich weder der Zustand der Um-
gebung noch der Zustand der Maschine geéndert, da letztere
~einen Kreisprozefl durchlief.

Nehmen wir nun an, daB nie unwahrschemhchere Zu-
stinde auf wahrscheinlichere folgen, so ist:: '
W =2B.

Es ist aber auch nach dem Energieprinzip:

[/ [4
SME=>F.
1 1 .
Beriicksichtigt man dies, so folgt aus Gleichungen (a) und (b):

SIS =TSS.

§ 8. Uber die Bedeutung der Koustanten x in der kinetischen:
Atomtheorie.

_ Es werde ein physikalisches System betrachtet, dessen
momentaner Zustand durch die Werte der Zustandsvariabeln

p 1? p 2 ¢ p n
vollstandig bestimmt sei
Wenn das betrachtete System mit einem System von relativ
unendlich grofler Energie und der absoluten Temperatur 7,
in ,,Beriihrung steht, so ist dessen Zustandsverteilung durch

die Gleichung bestimmt:
E

dW="Ce 2xhdp ...dp. .

In dieser Gleichung ist #» eine universelle Konstante, deren
Bedeutung nun untersucht werden soll. .

Unter Zugrundelegung der kinetischen Atomtheorie gelangt
man auf folgendem, aus Boltzmanns Arbeiten iiber Gas-
theorie geliufigen Wege zu einer Deutung dieser Konstanten.

Es seien die p, die rechtwinkligen Koordinaten z, y, z,
ZyYp e,y 2z und &9, 8,87, ...,&,7,C die Geschwmdlgkelten
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der einzelnen (punktférmig gedachten) Atome des Systems.
Diese Zustandsvariabeln konnen gewihlt werden, weil sie der
Bedingung > 0 ¢,/0p, =0 Genuge leisten (I. ¢, § 2). Man
bat dann:

= @(xl...z,,)+2-—’§”—(§3+n3+§3),
. ‘ 1

wobei der erste Summand die potentielle Energie, der zweite
die lebendige Kraft des Systems bezeichnet. Sei nun ein
unendlich kleines Gebiet dz, ...dz gegeben. Wir finden
den Mittelwert der GroBe

&+ + ),

welcher diesem Gebiete entspricht:

=ZE+n+3

2%”—(5%1;3“3)

(P=-. - 2,) : : . 1
- 4 x T, 2”T° .
e O dxy...dx, (52 +77,, + Z2 d& ...dé
Pm..5) E (& + 2, +22) |
e 4xTo 2xT0 d§1.‘.d'§n
+ . .
m, 52
mv§3 4AT0 dfv
-_—C0 .
=3 e =3x17T,.

m, &)
‘ 64:?¢Tod§v

-0

Diese GroBe ist also unabhingig von der Wahl des Gebietes
und von der Wahl des Atoms, ist also iiberhaupt der Mittel-
wert des Atoms bei der absoluten Temperatur 7). Die GroBe Sx
ist gleich dem Quotienten aus der mittleren lebendigen Kraft
eines Atoms in die absolute Temperatur.?)

Die Konstante x ist ferner aufs engste verknupft nit der
Anzahl & der wirklichen Molekiile, welche in einem Molekiil

1) Vgl L. Boltzmann, Vorl. iiber Gastheorie 2. § 42. 1898. -
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im Sinne des Chemikers (Aquivalentgewicht bezogen auf 1 g
Wasserstoff als Einheit) enthalten sind.

Liege namlich eine solche Quantitit éines idealen Gases
vor, so ist bekanntlich, wenn Gramm und Zentimeter als Ein-
heiten benutzt werden

pv=RT wobei R=3831.107.
Nach der kinetischen (astheorie ist aber:
pv=2%NL,

wobei L den Mittelwert der lebendigen Kraft der Schwerpunkts-
bewegung eines Molekiiles bedeutet. Beriicksichtigt man
noch, daf :
| I_1,
so erhilt man:
N.2x=R.
Die Konstante 22 ist also gleich dem Quotienten der Kon-
stanten B in Anzahl der in einem Aquivalent enthaltenen
Molekiile. .
Setzt man mit O. E. Meyer N =6,4.10%3, so erhalt.

man x = 6,5.10-17,

§ 4. Allgemeine Bedeutung der Konstanteir— #e .

Kin gegebenes System beriihre ein System von relativ
unendlich groBer Energie und der Temperatur 7. Die Wahr-
scheinlichkeit o # dafiir, daB der Wert seiner Energie in einem
beliebig herausgegnﬁ'enen Zeitpunkte zwischen Z und Z 4+ dE

liegt, ist:

E

dW=Ce 2%T @ Ed E
Fiir den Mlttelwert E von E erhalt man:

r__E
E:fOEe—znTmEdE.
Da ferner .

fOe Q”TmE’dE
0
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so ist

‘Differenziert man diese Gleichung nach 7, so erhdlt man:

[ea}

f( T2 +EE EZ)eszmEdE-o
0

Diese Gleichung besagt, daB der Mittelwert der Klammer ver-
schwindet, also: -

2%T2%—?= E? —

Im allgemeinen unterscheidet sich der Momentanwert Z der
Energie von F um eine gewisse GroBe, welche wir ,,Energie-
schwankung® nennen; wir setzen:

E=F + ¢.
Man erhilt dann

B BH—e2x7? S,

arT

Die GroBe ¢ ist ein MaB fir die thermische Stabilitit des
Systems; je groBer &2, desto kleiner diese Stabilitit.

Die absolute Konstante x bestimmt also die thermische
Stabilitit der Systeme. Die zuletzt gefundene Beziehung ist
darum interessant, weil in derselben keine GréBe mehr vor-
kommt, welche an die der Theorie zugrunde liegenden An-
nahmen erinnert.

Durch wiederholtes Differenzieren kann man ohne Schwierig-

keit die GroBen &, &* etc. berechnen.

§ 5. Anwendung auf die Strahlung.

Die zuletzt gefundene Gleichung wiirde eine exakte Be-
stimmung der universellen Konstanten » zulassen, wenn es
moglich wire, den Mittelwert des Quadrates der Energie-
schwankung eines Systems zu bestimmen; dies ist jedoch bei
dem gegenwirtigen Stande unseres Wissens nicht der Fall.
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Wir konnen iiberhaupt nur bei einer  einzigen Art physi-
kalischer Systeme aus der Erfahrung vermuten, daB ihnen eine
Energieschwankung zukomme; es ist dies der mit Temperatur-
strahlung erfiillte leere Raum.

Ist namlich ein mit Temperaturstrahlung erfiillter. Raum
von Lineardimensionen, welche sehr groB gegen die Wellen-
linge ist, der das I_unergwmammum der Strahlung bei der be-
treffenden Temperatur zukommt, so wird oﬁenbar der Betrag
der Energieschwankung im Mittel im Vexglexch zur mittleren
Strahlungsenergie dieses Raumes sehr klein sein. Wenn da-
gegen der Strahlungsraum von der GroBenordnung jener
Wellenlinge ist, so wird die Energieschwankung von derselben
GroBenordnung sein, wie die Knergie ‘der Strahlung des
Strahlungsraumes.

Es ist allerdings emzuwenden daB wir nicht behaupten
konnen, daB ein Strahlungsraum als ein System von der von
uns vorausgesetzten Art zu betrachten sei, auch dann nicht,
wenn die Anwendbarkeit der allgemeinen molekularen Theorie
zugestanden wird. Vielleicht miiite man zum Beispiel die
Grenzen des Raumes als mit den elektromagnetischen Zu-
standen desselben verinderlich annehmen. Diese Umstinde
kommen indessen hier, wo es sich nur um GréBenordnungen
handelt, nicht in Betracht.

~ Setzen wir also in der im vorigen Paragraphen gefundenen
Gleichung

= A2,
und nach dem Stefan-Boltzmannschen Gesetze
E‘::: C'DT4',

wobel » das Volumen in cm® und ¢ die Konstante dieses Ge-

setzes bedeutet, so miissen wir fir 'zi/; einen Wert von der
GroBenordnung der Wellenlinge maximaler Strahlungsenergie
erhalten, welche der betreffenden Temperatur entsprxcht
Man erhalt:
3/
% _ 21/2' _ 042

T T

wobei fir » der aus der kinetischen Gastheorie gefundene
Wert und fiir ¢ der Wert 7,06.10-1% gesetzt ist.




362 A. Binstein. Allgemeine molekulare Theorie der Wérme.

 Ist A die Wellenlinge des Energxemammums der Stra,hlung,
SO hefert dle Erfahrung
| 0,298
l = =7 |
Man sieht, daB sowohl die Art der Abhingigkeit von der
Temperatur als auch die GroBenordnung von 4, mittels der
allgemeinen molekularen Theorie der Wiarme rlcht1g bestimmt
werden kann, und ich gla,ube, daB diese Uberemst1mmung bei
der groBien Allgemeinheit unserer Voraussetzungen nicht dem
Zufall zugeschrieben werden darf.

| Berﬁ, den 27. Mirz 1904.

»(Eingegangén 29. Mirz 1904.)




