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DE LA LIGNE GEODESIQUE SUR UN ELLIPSOIDE,

ET

DES_ DlFFl-!RENTS USAGES D'UNE TRANSFORMATION ANALYTIQUE REMARQUABLE;
Par M. JACOBI [*].

(Lu a I'Académie des Sciences de Berlin, le 18 avril 18]g.)

La surface de la Terre n’étant pas une surface de révolution, on a
souvent essayé de rattacher un ellipsoide osculateur 4 trois axes inégaux
aux triangulations faites en un point de cette surface; cela rend plus
intéressant le probléme dont Vobjet est de déterminer la ligne géodé-
sique sur un tel ellipsoide, probleme qui semble présenter les plus
grandes difficultés analytiques. En effet, 'équation différentielle du
second ordre dont ce probléme dépend, quand on choisit les variables
dont on fait ordinairement usage , parait d’une forme si compliquée,
qu'on est facilement rebuté de le traiter. Apres plusieurs tentatives
inutiles, je suis cependant parvenu, en employant des artifices particu-
liers, A intégrer complétement cette équation, c’est-d-dire a la rame-
ner aux quadratures, comme je 'ai annoncé a I'Académie des Sciences
de Paris le 28 décembre 1838 (voir les Comptes rendus, tome VIII,
page 284). Je vais maintenant faire connaitre la forme du résultat plus
explicitement. Soit I'équation de Iellipsoide

a étant la plus petite des trois constantes a, b, ¢; bla moyenne, et ¢ la
plus grande. Comme on pent exprimer les trois coordonnées d’un point

[*] Cet article est traduit de I'aliemand. 7 vir le tome XIX (page 309) du Jonrnal

de M. Crelle. /. L'.
34..



268 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

d’une surface donnée en fonction de deux variables, je choisis ict les
angles p et ¢ qui déterminent les coordonnées par les formules

x = “asinso\/bcos"'qa+csin’¢—a,
C—

7 = Vb cosgsing,

z = \/;—i—;cosqa\/c —acos?o — b sin? .

La ligne géodésique sur Vellipsoide donné est alors déterminée par
I’équation suivante entre les deux angles ¢ et ¢,

v = f ¥ acos?g + bsin?g dy
Ve —acos*¢ — bsing (b —a)cos?e —f

_ f VBcos®§ + csin® Y
Vbcos'y +csin*y —a y(c— b)sin{ -+ @‘

Cette équation est, comme on le voit, d’'une forme tres-simple.
Une fonction de I'angle ¢ est égale 4 unefonction de 'angle ¢. Ces deux
fonctions sont ellessmémes des intégrales abéliennes et de la forme qui
se présente immédiatement apres les fonctions elliptiques. Les denx in-
tégrales abéliennes, quoiqu’elles paraissent ici de formes trigonométri-
ques différentes, sont cependant les mémes au fond, desorte qu’on peut.
par de simples substitutions, les transformer en des intégrales dans
lesquellesles valeurs dela variable se trouventseulement comprises dans
des intervalles différents. Les quantités « et 3 sont les deux constantes
arbitraires que I'intégrale compléte de I'équation différentielle du se-
cond ordre doit contenir. La constante « est nulle quand on fait com-
mencer les intégrales depuis les valeurs de ¢ et ¢, qui répondent au
point de Pellipsoide d’on 'on tire la ligne géodésique; I'autre cons-
tante arbitraire  n’entre que dans I'un des trois radicaux qui se trou-
vent comme facteurs sous le signe d’intégration : on la détermine
algébriquement par la direction initiale qu'on donne a la ligne géo-
désique.
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On obtient des résultats tout-a-fait semblables pour la rectification
de la ligne géodésique. Dans le cas de P'ellipsoide de révolution, une
des deux intégrales abéliennes se change en un arc de cercle, 'autre
en une intégrale elliptique de troisiéme espece, par ot 'on obtient,
pour Vellipsoide de révolution, I’équation connue de la ligne géodé-
sique.

Le procédéque j’ai employé, et qui consiste a exprimer les trois coor-
données d’un point de ellipsoide par deux angles ¢ et ¢, est le méme
auquel on est conduit, quand on détermine le point de I'ellipsoide par
Iintersection des deux lignes de courbure sur lesquelles il se trouve, ou,
ce qui revientau méme, d’aprés la belle remarque de M. Charles Dupin,
quand on considére ce point comme I'intersection de P'ellipsoide avec les
deux hyperboloides qui passent par le méme point et dont les sections
principales ont les mémes foyers que celles de I'ellipsoide. Legendrea le
premier employé les formules de Monge relatives a cet objet comme ins-
trument analytique pour ramener l'aire de la surface de Pellipsoide 4
la rectification de Vellipse, ainsi qu’autrefois Archiméde avait ramené¢
la mesure de la surface sphérique a celle de la circonférence du cercle [*].
Euler s'était servi déja de formules semblables, mais bornées au cas
du plan, dans son travail célébre sur le mouvement d’un point attiré
par deux centres fixes suivant la loi de Newton; car les deux variables
qu'il a choisies reviennent, d’aprés une remarque de Legendre, 4 con-
sidérer le point attiré comme l'intersection de Vellipse et de 'hyper-
bole qui passent par ce point et qui ont pour foyers communs les deux
centres d’attraction.

On peut faire une autre application remarquable du moyen indiqué
plus haut, d’exprimer les coordonnées d’un point d’un ellipsoide, au

[*] 7ai montré, dans le tome VIII du Journal de M. Crelle, quon peut arriver aux
résultats de Legendre d'une maniére trés-simple et élémeritaire, quand on exprime les
coordonnées d’un point d’un ellipsoide par les denx angles qui déterminent la direction
de la normale en ce point. M. Dirichlet a récemment donné, dans un Mémoire lu &
’Académie, une autre méthode, aussi neuve qu’élégante et générale, qui conduit au

méme but.
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probleme de figurer la surface de l'ellipsoide sur une carte, de ma-
niére que les parties infiniment petites demeurent semblables.

C’est ainsi que Lambert, dans ses Mémoires, a traité le probléme
des cartes-projections; et Lagrange a donné, dans les Mémoires de
cette Académie, la solution générale pour toutes les surfaces de révo-
lution, solution que M. Gauss a étendue & toutes les surfaces, dans un
Mémoire couronné par ' Académie de Copenhague et imprimé dans le
Journal astronomique de Schumacher.

Si I'on exprime I'élément d’une courbe tracée sur la surface par

VAdt? 4+ 2Bdtdu 4+ Cdu?,

¢ et 1 étant les deux variables par lesquelles on détermine un point de
la surface donnée, on a I'expression quadratique

Adet* 4 aBdtdu + Cdu?,

a décomposer en deux facteurs

Pdt + (Q + yR)du,

et
Pdt + (Q — VR )du.

La solution du prebléme dépend donc, d’apres la théorie donnée par
M. Gauss, de I'intégration de I'équation

Pdt + (Q + VR )du = o,

daus laquelle P, Q, R sont des fonctions données de ¢ et u.

Pour les surfaces de révolution, cette équation peut toujours
s’intégrer et 'on tombe sur les formules données par Lagrange. J’ob-
serve encore, ce qu'il est aisé de voir, qu’il en est de méme, en géné-
ral, pour les surfaces coniques et cylindriques. Quoique I'on traite ainsi
facilement toutes les surfaces particuliéres du second ordre, le probléme
pour la surface générale du second ordre présente néanmoins des obs-



PURES ET APPLIQUEES. 291

tacles insurmontables par le choix ordinaire des variables, 4 cause de
la forme compliquée de I’équation différentielle 2 intégrer. Mais sil'on
prend Pexpression de I'élément d’une courbe tracée sur Pellipsoide ,
telle que je 'ai donnée dans le tome VITI du Journal de M. Crelle, jes
variables se séparent d’elles-mémes dans I'équation différentielle, et le
probléme est ramené 4 de simples quadratures et méme i des trans-
cendantes abéliennes.

On peut aisément étendre les formules relatives i trois variables, dans
les problemes indiqués plus haut, 3 un nombre quelconque de va-
riables, et I'on généralise ainsi d’une maniere remarquables des théo-
réemes importants. J'ai de cette maniére étendu la célébre relation dé-
couverte par Legendre, entre les intégrales completes de deux fonctions
elliptiques du premier et du second ordre, dont les modules sont
compléments 'un de 'autre, & toutes les intégrales abéliennes. Mais
la méme substitution m’a aussi conduit au théoréme méme d’Abel par
une voie et par des considérations tout-a-fait différentes de celles
d’Abel, et qui tirent leur origine d'un probleme de mécanique.

Les formules d’Euler, pour orbite d’un point attiré par deux centres
fixes, contiennent des transcendantes elliptiques. Si 'une des masses
on chaque masse est nulle, orbite est une ellipse ou une ligne droite,
et par conséquent son équation est algébrique. Mais, par I’évanonisse-
ment d’une masse ou des deux masses, les intégrales elliptiques ne
cessent pas d’étre des intégrales elliptiques; de sorte qu’on représente
le mouvement elliptique d’une planéte, ou méme le mouvement recti-
ligne d’un point, par une équation entre des intégrales elliptiques.
Cette forme n’est pas sans intérét ; car nous avons ici, pour le mouve-
ment elliptique, des formules qui n’éprouvent qunne légére altéra-
tion quand il survient encore un second centre attirant. 11 y a donc
deux maniéres de traiter le méme probleme, dont I'une donne la solu-
tion sous forme transcendante, I’autre sous forme algébrique ; en d’autres
termes I’on a une nouvelle méthode pour trouver ie théoréme fondamen-
tal sur Paddition des intégrales elliptiques. Dans sa solution du pro-
bleme mécanique, dans les anciens Mémoires de cette Académie, Euler
n’a employé le théoréme fondamental qu’il a découvert qu’a la véri-
fication des formules trouvées pour les cas particuliers. 11 m’a paru
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important d’établir la liaison des deux méthodes qui donnent la forme
transcendante et la forme algébrique, pour passer directement de I'une
a Pautre. En opérant I'extension facile des formules employées pour
deux variables 4 un nombre quelconque de variables, je rencontrai le
théoreme d’Abel, et méme sous une forme nouvelle, remarquable
et élégante. En wméme temps s'offrit 4 moi un moyen simple d’ar-
river directement, par des multiplications convenables, aux intégrales
algébriques d’un systeme d’équations différentielles ordinaires, que
j’avais précédemment posées dans le Journal de M. Crelle, concernant
les transcendantes abéliennes ; ce ¢ui m’avait paru auparavant bien dé-
sirable, mais aussi trés-difficile, a cause de la grande complication du
sujet. ' ‘

Un des mathématiciens les plus pénétrants, M. Lamé, correspondant
de cette Académie, a récemment employé les substitutions que Jyai
mentionnées i la solution de problémes de physique tres-difficiles.



