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Sur quelques cas particuliers ote les équations dw mouvenent

d’un point matériel peuvent s intégrer;

Par J. LIOUVILLE.

(Mémoire présenté a 'Académie des Sciences le 147 juin 1846.)

g L.

1. Soit M un point matériel assujetti 4 demeurer constamment dans
un plan ou sur une surface donnée, et dans le mouvement duquel le
principe des forces vives ait lieu, en sorte que

D (%)2:2[]—&—(1,

C étant une constante, ds P'élément parcouru pendant le temps /.
ot U la fonction des forces accélératrices. Les coordonnées du point M
et la fonction U pourront s’exprimer au moyen de deux variables seule-
ment. Désignons ces variables par «, 3, et admettons qu’elles soient
telles que Vexpression de ds? prenne la forme

) ds? = Xda* - df?),

ou 7. représente une fonction de ¢, 3. On aura ainsi

o fda\? ({ZIB\ 2 - .
1\3 k;{?) ~1- E> -~—)—.(2U —Jr—(J/,

\

et les équations du mouvement seront, comme on sait,

Lo
g s

de 1 dd A <zl{ﬂ\ 2 dU
—=salla) &) |

[/ de\ 2 /dﬁ\ 2” dU
| (&) + (5 |+ %

/

Tome M. — SepTEMBRE 1546, 14



346 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

ou, plas simplement, a cause de P'équation (3),

d}n'a:
dr 1 d dU
(4) = w2V + O+
dp
d.y—~
N dr . d)\( - dU
(5 & T agel O+

Voyons dans quels cas nous parviendrons 2 les intégrer.

2. Aprés avoir multiplié les deux membres de Péquation (4) par
2l da, on peut Iécrire

de\® _ d.(2U+C)
d.)\z (E) = T da.

Si donc expression de (2U + C) X se trouve étre de la forme
6) (2U +C)h = f(2) — F (f),

Fintégration s’effectuera d’elle-méme, et 'on aura

da

o (4 =)~ .

A étant une constante arbitraire. Dans ce méme cas, on tire des équa-
tions (3) et (6)

<[5 (@] =0 s
Donc, en retranchant I'équation (7),
(8) 2 (g§>2 =A—F(f).

Des équations (7) et (8) on conclut immédiatement, pour la trajec-
toire décrite par le mobile, I'équation suivante,
do dp
© b
V/—A  JA=F(B)

oi1 les variables sont séparées. On aura ensnite aisément I'expression
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du temps par une quadrature, et le probleme que nous nous propo-
sions sera résolu.

3. 1l n’est pas plus général , mais il pourra étre plus commode, d’em-
ployer, au lieu de o, 8, deux autres variables p., v telles que V'on ait

{10) ds? = ) (mdy? + ndv*),

m étant une fonction quelconque de p. seulement, et r une fonction
de v, tandis que X peut contenir 4 la fois j1 et v. Pour rentrer dans 'hy-
pothése précédente, il suffirait de poser

o = j \»’r;i_l.diu., 18 :f\/;zdv,
ce qui fournit u en fonction de «, etv en fonction de 3. La condition
d’intégrabilité (6) peut alors s’écrire
(11) (U 4+ C)h=f(p)— FQ)

oti, bien entendu, fet F ne désignent plus les mémes fonctions que
tout 4 I’heure; et I'équation différentielle de la trajectoire devient
\/;.dy. _ \/E: ds

2] Vi —A VA—TF()

4. La suite des points pour lesquels une des variables coordon-
nées o, 5 oup, v conserve méme valeur sur la surface & laquelle le
mobile M est attaché, forme une courbe. Par chaque point de la sur-
face on peut ainsi faire passer deux courbes appartenant aux deux sys-
temes respectifs

@ ou p. = constante, (3 ou v = constante,

et regarder ce point comme déterminé par Pintersection des deux
courbes. Je dis que cette intersection s’effectue & angle droit.

En effet, la formule (10), qui fournit généralement la distance ds des
deux points (%, f), (« + de, 8 + df3), donne, lorsqu’on y fait df = o
ou da =0, les distances ds’ et ds” du point («, () aux points (& +de, )
et (o, B + dfS); on en déduit

ds’? = hde?, ds"* = rdf?;
44..
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donc
ds® = ds"* + ds”.
Mais on voit immédiatement, par la géométrie, que
ds* = ds"™ 4+ ds" — ads’ds” cos v,
v étant I'angle de ds’ avec ds”y donc
cosv = o,

et les éléments ds’, ds” sont a angle droit I'un sur Pautre, ce qu'il
fallait démontrer [*]-

Soit i Pangle que s fait avec ds ”; on aura

(13) cosi= ini= % tang i = %,
I _—(ls’ bnl—cz;a ¢ g ——[]@,

. [} ¥ 1 . /
et, en remplagant dz par tang {df, on pourra donner i Péquation (g
de la trajectoire cette forme remarquable

(14) S(@)cos® i + F(B)sin?i = A.
En employant v et v, on aurait semblablement
. . Y . . m.d
(19) ds’ = hmdp®, ds"* = Andy?, tang i :M,
\/n.(lu
et pour Péquation de la trajectoire déduite de la formule (12),
(16) J(pcos®i + F (v)sin?i = A,

. Mais notre méthode ne fournit I'équation de la trajectoire que
quand on suppose satisfaite la condition d’intégrabilité exprimée par
’équation (6), ou, si I'on veut, par V'équation (11). Or I'équation (6;
ou (11) peut avoir lien de deux maniéres distinctes :

[*] 8iT'on concoit une série de lignes (x) répondant A des valeurs successives du pa-
ramétre séparées par U'intervalle constant de, puis une série orthogonale (g) dans la-
quelle on suppose aussi la différentielle d8 constante, la surface se trouvera partagée en
rectangles ds’ds”, et le rapport des cotés ds’, ds” sera celui de du 3 dB; ce rapport aura
done partout méme valeur, et les rectangles seront semblables eniye eux; on ponrea
méme les réduire & des carrés, en prepant da — dB.

l : Vo I IO R T SN N R PR T AR TR RN o o
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1°. Quelle que soit la valeur de la constante C; et cela suppose les
(uantités ), 21U, toutes deux de la forme du second membre, c¢'est-a-
dire toutes deux exprimables par la somme algébrique de deux fonc-
tions, 'une de « ou p., Vautre de S ouv;

2°. Pour une valeur particuliére de C; ce qui suppose une valeur
aussi particulicre de la force vive, en sorte que, dans ce cas, la solution
du probleme exige qu'une certaine condition relative a Porigine du
mouvement soit satisfaite.

Dans le second cas, la valeur de A peut étre quelconque, pourvu que
celle de 2U + C satisfasse a la condition (6) ou (11). Le premier cas sous
cerapport est bien moins étendu ; mais, par un autre cOté, il est de beau-
coup le plus important. S’il faut, en effet, se borner & une valeur de 2
de la forme f(2) — F(B) ou f(p) — F(¥), du moins il n’y a alors au-
cune restriction relative aux conditions initiales du mouvement.

Cest & ce premier cas seul que nous allons désormais nous at-
tacher.

T’expression du temps a laquelle on arrive quand il a lieuw meérite
’étre rapportée. Servons-nous des variables «, f3, et soient, confor-
mément & U'hypothese,

) r=9 (@) —@(f), W=1fl)—F(f),

ce qui revient & faire, dans la formule (6),

(18 Sl =afl)+ Colw, F(B)=2F(H)+ o)
On aura, en vertu des équations (7) et (8),

(19} g — ) —e®)lde Ll —w(p]d

Val() = Gl =& VA—2F(f)—Ca(p

d’oti I'on conclut, d’une part, Péquation

&3 . o ,{v;«;_
Vaf(a) - Co(a)—A  YA— ZF(@)’—MCG:;?,)/

¥

(0)

qui, intégrée, détermine la trajectoire du mobile, et, d'autre part, la
formule

g (o) d= @ () df
Val(@) + Colz)—A VA — 2F(f)— Cw |f)

{ar1} dt =
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ou les variables sont aussi séparées, de sorte qu’on pourra avoir I'ex-
pression de £ sans supposer d’abord qu’une des variables a, {8 est ex-
primée au moyen de Pautre.

Jajouterai qu’en désignant par B et ¢ deux constantes arbitraires, et
par © lintégrale

92)  [|deyof (o) + Cop () — A+ dB VA= 2F(B) — C=z (B)),

r

on peut donner & I'équation de la trajectoire et 2 Pexpression du temps
la forme suivante :

(23) ;{g:B, t:o.:,—(g—i—e;
c’est ce qu’il est aisé de vérifier. Cette forme, au reste, était indiquée
a priori par les beaux théoremes de M. Jacobi.

Dans le cas d’un mobile qui n’est sollicité par aucune force accéléra-
trice (la trajectoire est alors une ligne géodésique), on a U = 0; on
peut donc prendre f(a) = o, F(B) = o. Ainsi, en représentant par «
le rapport des deux constantes A, C, on a alors

da. . d@ .
Ve(@—a  Va—a(p)

(24)

Dans ce méme cas, I’expression de ds se déduit unmédiatement de celle
de dt, car

(25) ds = Codt — 2@d= _ a(B)dp
- ) Voe) —a  Va—o(p)

En ayant égard a I’équation entre o et f8, on peut encore écrire

(26) ds = da o (o) — a -+ dg va —= (f),

en sorte que P'équation de la trajectoire revient alors & celle-cj -

(27) dds = o,

la variation ou différentielle d étant relative a la constante arbitraire a.

6. Tout ce qu’on vient de dire reste vrai en employant les variables
¢: v au lieu de &, 3, et remplacant en conséquence do par \ym.dp., df
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par yn.dv. En posant donc
(28) r=o(w) =@ (p), W=f(p)—F(),
ce qui revient & prendre, dans la formule (11),
(29)  F()=20(s)+ Cp (1) F)=2F0)+ Ca(y),
on a cette équation de la trajectoire,,

(30) \/Iz.dp _ \/I—z.du \
VaT(p) + Co @) —& VA= 20()—Galy

A laquelle, du reste, on peut, d’apres 'équation (16), donner aussi la
forme

(B1)  [2f(p) + Cp ()] cos® i + [2 F(v) + Cm (v)]sin*{ = A.
Et, dans le cas particulier de f(p) = o, F() =0, cest-a-dire des

lignes géodésiques, il vient plus simplement

(32) ¥\/;n—.dp. _ _\/;.dv

Vell—a  Va—a()

ou, si ’'on veut,
(33) ¢ (1) cos®i + @ (v)sin?i = a,

a désignant toujours le rapport des deux constantes arbitraires A, (;
Parc ds de ces lignes géodésiques est, en outre, donné par la formule

(34) ds = dum o (1) — a + dv Vn Va—a(v).
Passons aux applications.

§ II.

7. Supposons d’abord le point M dans un plan. En rapportant ce
point a deux axes rectangulaires, on a

ds? = dx? -+ ({.}’2,

formule qui comporte I'application de notre méthode, mais qui ne con-
duirait qu’a une conclusion évidente 4 priori, savoir, que les équations
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du mouvement s'intégrent quand la fonction des forces est de la forme
U = Fonct. (x) — fonct. (7).

Mais on obtiendra des résultats intéressants en substituant aux coor-

données rectangulaires x, 7 les coordonnées elliptiques p., v, demi-

axes d’ellipses et d’hyperboles homofocales représentées par les éqna-
fions

Cela donne

et

dp? dv?
ds* = (U.2 — V2> (m -+ 6—2:7)

En comparant a la formule (10), on a donc ici

y =

m= y A= pl— i

I “ H
Hz___ bz b’—-—'ﬂ

I.a valeur de ) étant composée, comme nous le demandons, d’une
fonction de p. jointe & une fonction de v, nous pouvons prendre pour
»U une autre expression quelconque de la niéme espéce. Ainsi, toutes
les fois que Von aura

1 — ﬂfﬁ).___f@,

‘u2__u2

les équations du mouvement seront ramenées aux quadratures par nos
formules.

D’aprés la valear de &, comparée a la premiére des formules (28) du
n® 6, on peut prendre

o (W) =p*H =)=
et appliquer la formule (30). Ainsi I'équation de la trajectoire sera

da o dy
Vi b yaf(p) +Cp— A VI — v YA —2F()— G

?

ou bien, en introduisant ’angle i et se servant de la formule (31,

lof (p) + Cp2leos? i+ [2F7(v) + CV¥]sin® i = A.

.

[ R e U [ [
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Ici @ désigne Pangle que la trajectoire fait en chaque point avee ellipse
correspondante (). L’élément ds” de cette ellipse a pour valeur

et 'élément s’ de hyperbole orthogonale s'exprime par

o =
s’ = Iy, =22
v

enfin on a
L Wlbr—da
Hllgl Y
ypi—btdy
I} faut aussi observer qu’on doit donner i v et y 6% — v* des valeurs
tantot positives, tantot négatives, et que, cela étant, on pourra
prendre

ha = pv, by = yp* —0* yb* — 2,

Au reste, comune on a essentiellement v* > b2, rien n'empéche de
faire :

v = hcosF;
de [a résultera

X o= cosl, y=\p'—bsind,

et dans ces formules les quantités p. et yp*— b* resteront toujours po-
sitives, tandis que sin § et cos § prendront naturellement leurs signes
ordinaires d’apres les valeurs de angle 6.

8. Soit, come exemple des formules précédentes,
() = gp. - gp -k (pt — b*p2,
Fvy=gv —gv-+ k(v —b*v*)

g, g’y k étant des constantes. Cela nous donnera

4

Y e g 9 9 2
U= 2 2 (40— b
by ey ‘

Mais o+ v et p. —v expriment les distances r, r* du point M aux deux
Tome X1, — Serrenpre 1846. 46
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foyers communs F, F' des ellipses et des hyperboles qui forment notre
systeme actuel de coordonnées; de plus, on a

P'2+V2_~_b2:x2+‘)f-z:32,

R ¢tant la distance du point M au centre O, milien de FF’. De 14 cette
expression nouvelle de U,

U::i’+% 4 kR2.

Cest précisément celle qui convient au cas d’un mobile attiré ou re-
poussé, suivant la loi ordinaire de I'inverse du carré des distances, par
deux points fixes F, T’ dont les actions 4 'unité de distance peuvent
étre inégales, et proportionnellement 4 la distance par un troisieme
point O placé au milieu de FF’,

On sait qw’'Euler a donné le premier la solution de ce probléeme
dans le cas ot les deux points fixes F, F’ agissent seuls, et que La-
grange a ensuite montré comment on peut aussi tenir compte de P'ac-
tion du point O, méme en supposant que le mobile peut décrire libre-
ment dans I'espace une courbe quelconque. Nous opérerons ailleurs
de cette derniere extension ; mais, en continuant 4 nous réduire & une
trajectoire plane, nous pouvons déja donner aux solutions d'Euler et
de Lagrange une plus grande généralité. Ainsi rien ne nous empéche
d’ajouter deux actions en raison inverse du cube de la distance, émanant,
avec une énergie inégale si 'on veut, des deux axes rectangulaires O,
Oy dont le premier coincide avec FF’, et s’exercant chacune suivant la
perpendiculaire abaissée du point M sur I'axe cerrespondant, genre
de forces dont Newton n’a pas dédaigné de s'occuper dans le livre des
Principes. 11 suffira de prendre dans f () ces deux termes de plus,

h + V4
et dans '(v) ces deux-ci,

Y/ »

4?2 - bz — ‘JT'

Mais il est inutile de s’arréter 4 tous ces détails. La formule
U — fE— F0)

H‘I'—“u
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en dit assez par elle-mcme. 1l y aura méme plus d’intérét, sous un cer-
tain point de vue, i particulariser de plus en plus la formule

.5 g’ .2_2_2__59”_, ) 2
U= - £ o f(p v —8)="+% + AR~

Soient g =o, g= o0, k=0, dou U =o0; la trajectoire du mobile
Joit évidemment se réduire alors & une ligne droite, puisque le point M
West sollicité par aucune force. Mais nos formules donnent alors (en
représentant par « le rapport des deux constantes arbitraires A et C),

2473 oy

e

Vb —a) )
ou encore

u? o8’ i 4+ visin®i = a.

Il faut en conclure une proposition, bien connue du reste, savoir, que
Pune ou Paurre équation est propre a représenter une ligne droite en
coordonnées elliptiques, et cela quelle que soit la position des axes
principaux communs aux coniques qui le composent et 'excentri-
cité 2b. Ces équations ne sont, au surplus, qu'un cas particulier des
formules (32), (33); et la formule (34) donne, en outre, pour Iélé-
ment /s de la droite, Pexpression suivante :

Rewmarquons aussi que les droites en nombre infini qui répondent a
une méme valeur de @ sont toutes tangentes & une méme conique déter-
minée par 'équation p* =a ou v* = a, suivant que Fonaa > b* ou
a < b

En faisant senlement g = o, g’ = o, et laissant & quelconque, le
mobile M serait soumis 4 Paction d’une seule force proportionnelle &
la distance OM. La trajectoire pourrait donc étre une conique quel-
conque ayant son centre au point 0. Nos formules nous donneraient
deés lors Véquation 'une telle conique exprimée en coordonnées u, v.

Enfin elies donnent I'équation générale des coniques qui ont un
foyer commun F, en prenant g’ = o, k = o, et laissant g quelconque.

45..
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Ceite équation cst

G ey

\/‘u'z___ b2 V/Q;‘:F'—*_ CHJ .::j& - V’[,:;-‘,T\/‘/X ._:

ou bien

(2gp + Cp2jeos® i + (agy + Cy?)sin®{ = A
en posant ‘
§=1C, A=(@—13C,
elle prend la forme suivante )

(. + 1)* cos® i + (v -+ I)?sin?i - a,

et devient tout i fait analogue a celle de la ligne droite quon retrouve

lorsque { = o.

M. Jacobi a signalé, au point de vue analytigne, Vimportance des
cas particuliers dont nous venons de dire un mot, ef qui conduisent,
bar exemple, au théoréme fondamental d’Euler pour les fonctions el-
liptiques. Nous croyons pouvoir affirmer que leur importance n’est
pas moindre au point de vue de la Géométrie.

9. Nous pouvons introduire les rayons vecteurs r et r’ au lieu de .

et v dans la formule

f( p) — F(v
U= Le—r0),
pr—?
ayant, en effet,
p=gir-r, v=4r—1r"), ur— =,
nous trouverons
U — Fonct. (r—+ 7} — fonet. (r — )
c ) T

d’ou 'on conclura, si lon veut, Pexpression générale de U, pour la-
quelle notre méthode réussit, en fonction de coordonnées rectangu-
laires x, y relatives 4 deux axes situés dans le plan ou le point M se
meut, mais d’ailleurs quelconques; il n’y a qu'a remplacer r et 1+ par

P ¢» p’s @' étant des constantes,
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Ln supposant que la fonction des forces soit donnée pour un pro-
bleme particulier et qu'on veuille savoir si elle rentre dans notre
formule, on ne sera pas absolument obligé, comme on voit, dintio-
duire p. et v; il suffira de chercher si, enla désignant par U, on a
d*orr'U drr’ U
drt T dr

?

ou, mieux encore, si 'équation aux différences partielles en x, y, dans
laquelle celle que nous venons d’écrire se transforme, est vérifice i
Faide de valeurs convenables de p, ¢, p’, ¢'.

10. Supposons que les deux foyers F, F’ se rapprochent indéfiniment

de maniére 4 coincider enfin avec le point O, et voyons ce que devient,
dans ce cas, la formule

Pour cela observons que, quand les foyers T, I’ sont tres-pres I'un de
l'autre, la valeur de » est trés-petite; c¢’est en posant b = o que nous
exprimerons (u’ils viennent se confondre avec le point O. Alors nos
ellipses deviendront des cercles de rayon p., ayant un centre com-
mun O, et nos hyperboles se transformeront en lignes droites passant
par le point O. Supposons donc d’abord la valeur de & tres-petite, et
soit (A cause de v* < 0%, comme on 'a déja expliqué;,

Vi —b%sin G,

v=>bcos5, dou x=pcoslt, y=

formules qui a ia limite & = o deviendront celles des coordonnées
polaires ordinaires. A cette méme limite, p* — v? ot p* — 5% cos* § se
réduira i p?* dans Pexpression de U; quant a la fonction t7v), on peut

YA - ) ] -
la remplacer par ¥ kz} = ¥ (cos 7). La valeur de U se composera done

de deux termes: un fonction de wu, quirépond a une force dirigée
vers le point O et agissant d’apres une fonction quelconque de la dis-
tance; autre qu’on peut exprimer en x, ¥, et qui devient alors une
fonction homogene quelconque du degré — 2 par rapport  ces coor-
données.

On discuterait d’'une maniere semblable le cas ote un des deux foyers
s’éloigne de I'autre a Pinfini.
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Et d’abord si, laissant le centre O fixe, on agrandit indéfiniment la
distance FF’, chacune de nos ellipses se réduira & deux droites paral-
ieles entre elles, et chacune de nos hyperboles aussi 4 deux droites
perpendiculaires sur les précédentes, de sorte que 'on retombera sur
les coordonnées rectangles ordinaires. On pourrait méme n’avoir
gqu’uneseule droite pour chaque conique en éloignant la seconde droite,
et, par conséquent, le centre O lui-méme 3 I'infini.

En laissant un foyer fixe et transportant Pautre a Pinfini dans
une direction déterminée, on obtiendra un systeme particulier assez
remarquable ou les points du plan résulteront de 'interséction de deux
séries de paraboles ayant toutes méme axe et méme foyer, mais tour-
nées diversement de maniére 4 former deux groupes rectangulaires
entre eux. Maisil est plus simple detraiter directement ce cas particulier
que de le déduire des formules générales. Il répond a la transforma-
tion analytique suivante

x4+ yyv— 1 = (o -+ BV—1), x=a*_— &%y = aaf,
qu1 donne

dx® + dy* ou ds* = f(a® + £*) (da* + dF?).

La fonction des forces pour laguelle notre méthode d’intégration
réussit est, par conséquent,

U — Eg{lcﬁt.(a)v::fonct. (@_)

pa

11. 1l est bon d’observer que nos formules analytiques pour le
wouvement d’un point dans un plan s’étendent au cas du mouvement
sur une surface développable. En effet, si 'on applique le plan sur
une telle surface, les coordonnées 4, v ou o, f3, dont nous venons de
faire usage, pourront encore servir 4 déterminer les points M dans
leurs nouvelles jrositions; les éléments ds ne changeront pas de lon-
gueur; on aura encore

ds® = ) (du® + df?),

et les équations du mouvement données par les formules (3) et (4) reste-
vont les mémes. La possibilité d’intégrer répondra donc toujours & la

Vo I I LR S P RPN R RN TR IEI o en
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meme formule
U = = Fb),

Mais, bien qu'analytiquement identique pour un plan et pour une sur-
face développable, cette formule devra, on le concoit, se présenter
avec une signification géométrique et mécanique complétement diff-
rente. En général , et avec la méme différence quant au fond des choses.
des formules d’analyse identiques entre elles serviront pour le mou-
vement d’un point sur deux surfaces susceptibles d’étre appliquées
I'une sur I'autre sans déchirure ni duplicature.

On peut encore généraliser sous un autre point de vue les résultats
contenus dans ce paragraphe. Observons, en effet, que quand on est
parvenu & déterminer le mouvement d'un point libre dans un plan ou
dans I'espace sous I'action de forces données X, Y, ouX,Y, Z, paral-
leles 2 des axes rectangulaires, on a par cela méme déterminé aussi
implicitement le mouvement d'un point sollicité par les mémes forces
suivant des axes obliques. Les équations du mouvement étant les mémes
dans les deux cas, toute méthode d’intégration qui a réussi pour P'un
réussira pour 'autre, en donnant lieu 4 des calculs semblables, mais
avec une signification géométrique et mécanique différente. Reportons-
nous, par exemple, aux formules du n®9, et nous en conclurons que
les quations du mouvement d’un mobile dans le plan yOx de deu

axes obligues O, Oy parallélement auxquels agissent deux forces
AU dU0 . - les foi )
T d sntegrent toutes les fois qu'on a

U — Fonct. (r + 7'y — fonct. (r— 7')

7

rr

ou retr’ désignent les deux quantités

Ve —pP+(r — g% Va—=p P+ (r—q,

P: 4> P’y ¢ étant des constantes. Mais r et r’ n’expriment plus les dis-
tances du point (r, ¥) 4 deux points fixes,
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§ 1I1.

12. Nous avons réussi a appliquer la méthode générale du § T au
mouvement d’'un point dans un plan, dans un cas trées-étendu, en em-
ployant des coordonnées elliptiques ., v, ou plutét

o dy. g oy ]
”'—f‘/!;f:gz’ ‘C—f\/'b?__?

Ce systeme de coordonnées, d’apres lequel les points du plan sont dé-
termminés par la rencontre d’une série d’ellipses et d’hyperboles homo-
focales, nous a conduit & une valeur de ds* de la forme

ds* = }(do® 4 dfF*),

N

et de plus 1 s'est trouvé étre la différence de deux fonctions, I'une
de oz, et Vautre de 3. Mais ne pouvait-on pas arriver d’une maniére
divecte, par la force méme de analyse, au systéme cité, dont nous
wavons jusqu’ici, pour aiusi dire, fait usage que par hasard; et d’ail-
feurs est-il le seul pour lequel on obtienne dans un plan, une telle va-
leur de ds?? Cette question mérite d’étre discutée avec soin, puisque
Cest a la forme seule des expressions de ds* et de ) que tient le succes
de notre méthode d’intégration.

15. Soient donc les coordonnées rectangulaires x et » d’un point
quelconque du plan, exprimées par des variables ¢, 5. On demande
d’abord que ds® ou da® -+ dy? soit de la forme

dx® - dy? = 1do® + dfs%;.
5 étant une fonction de ¢, 5. Or on a
dx dax

= da + - df

dox = =~ do -+ ah e,

; dy dy -

R A NS

dr = . do —+ e dfs
La condition énoncée se décempose donc en deax autres; il faut qu'on

ait tout 2 la fols

dr dr dy dy

‘' = == o0,
) dn df dz df !
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er
. (dz\3 dy\? (dx 2 ‘dy 2
b )+ () =)+ ()
On satisfait 4 la premiere quel que soit z, en prenant
dy dr dy 1 da
L= Uy oo T o
da de f udp’

et alors la seconde nous donne

da\? dx'\ 2
— = 2 (.
(dp) i <zla.) ’

dou

—_— e o = — .

denne
dy dx
df dz
Dans le systewe
dx L dy dy dx
G T A dp T T

il est indifférent de prendre & la fois les signes supérieurs, ou a la fois
les signes inférieurs, puisque cela revient a chauger y de sigrie. Nous
prendrons donc d’une maniére déterminde
dr dy dy dx
B da’ dp dn

et, en posant
x4+ yy—1=¢,

nous en COIICL[]FOHS
dg 7 di

ZJE =V do
Donc la valeur de Z ne peut étre que de la forme
f=yla+py—1)

Tome XJ. — Seriemsre 1846,
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Réciproquement, si l'on pose
VT = g (o BT,

en prenant pour & la partie réelle du second membre, et pour y le
coefficient de y— 1, on aura

dz ———dy / ( dx Y - I}
BN TN V)

et, par suite,
dr dy dy  dr .
BT T A BT dn)
les conditions () et (4) seront donc satisfaites.

14. Le systéme que nous venons d’obtenir est incomparablement
plus étendu que celui des coordonmnées elliptiques. 11 lournit pour ds?
une valeur de la forme

ds® = ) (do® + df?),
et peut ainsi, sous un certain pointde vue » ¢tre de quelque utilité dans

des cas particuliers, comme on I'a expliqué au n° 5 du § 1. Mais il ne
donne pas, en geénéral ,

condition que nous désirons aussi remplir. Or le systeme elliptique est
ie seul pour lequel on trouve a la fois

ds* = ) (du? 4+ dg?), et )= f(«) — F(f).
Cest ce que nous allons démontrer.

15. La démonstration de la proposition qui nous occupe est assez
simple, lorsque la fonction ¢ (o) est essentiellement réelle, de telle
sorte que I’équation

N = g fy )

entraine cette autre,

P VT = 4l - pyTT),

" 1 [ P (RN RN A i o
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ce qui pourrait ne pas arriver, si la fonction ¢ contenait des imagi-

naires indépendamment de la substitution de ¢ + By—1a o Ona
alors immédiatement

de* +dy* =y (2 + fy—1)¥(a—f v — ) (do* — df?),
et la condition que

= J@) — F(f)

donne
Y+ EVTT) Y (o — By =) = S () — F(B).

Je différentie cette équation une fois par rapport a z et deux fois par
rapport & 3; je trouve ainsi

— (o BV ) e V=) (e BV 1) ¢ (e — V= )

d’our, en posant 3 = o,

Y@ (o) = ¢ (@) " (2).

¢ww+pviﬁwyw_ﬁ¢i?%~ww+ﬁ¢17%ww~ﬁv:75§:o.

De 14 on tire

18 \a) _ _q)// (a\)

v
Vil T ¥ (x

?

s

et, par suite.
Y@ = cy (@),

¢ étant une constante essentiellement réelle, puisque la fonction 4 I'est
elle-méme.

On peut avoir ¢ == a* ou ¢ =-— a*. Dans la premiére hypothese,
I'intégration donne

(?!:0.) - GC"" —+ He—9a» K’

G, H, K étant des constantes réelles Et de la

X F N { = Geelet+av—1) -+ He—aloa+ay=1) -+ K.

On peut supprimer sans inconvénient la constante K; cela revient i
remplacer & par x -+ K. Cette suppression faite, la comparaison des
46..
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parties réelles et imaginaires dans les deux membres donne
& = (Ge* 4 He— ) cos af,

r = (Gew — He— =) sin af3,

d’on, tirant les sinus et cosinus, etégalant 4 1 la somme de ieurs carrés ;

3

x’ ¥t
7

e S — oy =

(Ge™ - He ™" (Ge — He— )2

En donnant & « successivement différentes valeurs, cette équation re-
présente une série dellipses ayant le méme centre et dont les axes sont
dirigés suivant les mémes droites; de plus, ces ellipses ont les mémes
foyers, car la différence des carrés de leurs demi-axes est

(Ge 4~ He—a? — (Gean — He—? = fGH = constante.
En tirant des mnémes équations
x = (Ge* + He— ) cos aff,

J = {Ge* — He— ) sin af,
les valenrs de e#«, e ez, comme si ¢’étaient deux inconnues, on trouve

%5in ab —+ y cos af —ay . TSNAB — ¥ cosap

e4” = . s
2Gsinub cosab

2Hsinaf cosr;@ ’

d’ou, en faisant le produit,

S Y A
4GH cos*a  GH sintaf = 7

Quand on donne a § différentes valeurs, cette équation représente une
série d’hyperboles, évidemment homofocales avec les ellipses précé-
dentes.

Au surplus, le premier systéme de courbes étant connu, le second
pouvait etre regardé comme connu aussi, puisque ces deux systemes
doivent se couper orthogonalement.

Dans 'hypothése de ¢ = — a2, une discussion analogue conduit a Ja
méme conclusion. En exprimant « et 8 en x et 7> les équations

% = constante, [ — constante
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représentent encore deux systemes de sections coniques homolocales,
en sorte que nous retombons de nonvean dans les coordoimées ellip-
tiques du § I1.

16. Le calcul devient plus compliqué lorsqu’on suppose que la
fonction ¢ renferme des imaginaires indépendamment de celle con-
tenue dans la variable. Voici comment on peut procéder alors.

De méme qu’en posant

L=x 4+ yv—1,
aun® 13, on a obtenu

et, par suite,

x+yrV—1=dla+gy—1),
de méme, en posant

—_— uf
E=x—ryy—1,
on aurait trouvé

et, par conséquent,

x—yV—1=nle— fFV—1).
Cherchons quelle relation existe entre lesfonctions 7 et .
On aici
dz? + dy? =V (a+ Ly — ) r (o — By— 1) {da® + dF*).
T.a condition
== flo) — ¥ (f)
donne donc

Vie+fy— 1)z — gy )= fla)— F(f.
En différentiant cette équation une fois par rapport & «, puis une se-
conde fois par rapport a {3, il vient

y T

WVl By =D e~ fy—1) =¥+ Ey— (e gy—1) =0
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Une nouvelle différentiation par rapport a 3 donne ensuite

¥l BV = e — V1) — g VTR (- VST |
— (e + V=) 7"(a — BY—1)+ ¢ (a+p V—T1)z%(a—fy—1)!
En faisant 8 = o, on a donc ces denx équations :
Y@ (@) — ¢ (@)n"(2) = o,
et
A (o) — Y @) 7" (o) — ¢ (@) " (@) 4 ¢ (o) 7 (2) = o

De la premiére on tire
4‘/// (a) . T'_I//(a)

Ve T 7w
et la seconde, divisée par ¢/ (o) n’(a), fournit

M V) 2 e) V) 7))

N T T T et —— T

Vi) V(Er'(a) Ve (@ #(a)

par son égale
'\lJ’” (1)

V(<)
dans le troisieme terme, et opérant une substitution inverse dans le
second , prend cette forme intégrable

VIO ¥ () — V)Y@ | /(o) () —n" (o) " (2,
14 ’
V(o) = (o)?

= o0,

d’ott résulte
Ve, w"@)

k , = constante.
Vie) ' w'()

Comme on a déja
'4)/” (a) . 77”’(&)
V(@) w(a)’

nous devons en conclure que

\!‘lll (a:l Tr/// (&)

[T | ) [ I IR [EE NN RRNINE 1 [
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ont séparément des valeurs constantes. En conséquence, nous ferons

.'plll(a) — 71_I//(“) _ a2 ,

Pie)  #()

la constante & pouvant étre imaginaire.

En désignant par g, %, & des constantes qui peuvent aussi étre ima-
ginaires, ’équation linéaire

¢"(e) = a*§' (@)
donne, par Vintégration,
(o) = ge® + he—* + k,
et 'on aura de méme

n(e) = g,e% + hye— + k,.

En remplacant o par o + fSy— 1t dans § (), et par & — Sy 1
dans 7 («), on obtiendra les valeurs de

x4+ yy— 1 = gealeriv=1) 4 he—lrav=1) o f,
X — _y\/:——1 :g,c“(ﬂ—ﬁ V=1) - he—ala—paV=1) 4 k.

Mais la valeur de x + y ¢ — 1 doit fournir celle de x — 3 y— 1 en
substituant aux imaginaires a, g, #, k, o + 4y — 1 les imaginaires
conjuguées a’, &', k', k'ya— 3y — 1. De la

x—y \/f— 1 — g’e“'(“—ﬁ v—1) - k'e—ﬂ’(“-‘@\/*_l) + k7,

valeur gui ne peut s’accorder avec celle déjd donnée que si I'on a
a’ =a, ce qui suppose a réelle, oua’ =— a, ce qui suppose a de la
forme 5 \'— 1. Mais, comme cette derniére hypothese rentre dans Ia
premiére en changeant « en {3, et 3 en — o, nous ne nous occuperons
que de la premicre. De plus, dans la valeur de x + ¥ y— 1, nous
supprimerons la constante £, ce qui revient & ajouter une simple con-

stante aux coordonnées x, y; enfin, nous écrirons les imaginaires g,
/ sous la forme accoutumée

g = GeV—1, h=HeV—.
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Nous aurons ainsi

@ ._,_J/' Y —:__T — Gear+ (aﬁ—f-':,\r\/—— 1 He—av— (aﬁ*r) \/:I_

Mais cette formule peut encore étre simplifice, Multiplions, en effer,

les deux membres par e? V=1, ot nous supposons
-— 1
b= —1(c-+n1),
et faisons
xcosl — ysinf — x X sin 6 6 — 1 (2 .
. ¥ = a,, SINV + ycosv—=y,, ;(c—1=am;
nous obtiendrons

Xy ¥y V— 1 = Gealz+{g+u)y=i] + e—alot{ gy 1],

H est clair que x,, ¥, sont les coordonnées du point M par rapport a
des axes rectangulaires comme les anciens. En adoptant d’avance ces
axes, x, et y, se réduiront a x et y. On trouvera alors, en séparant les
quantités réelles des imaginaires,

x = Ge* 4+ He—**)cosa (f + w),
¥ = (Ge* — He—%)sin a (ff + o),

et ces formules, ¢ui ne different de celles du numéro précédent que par
le changement insignifiant de £ en 5 + «, nous conduiront comme elles
a des coniques homofocales et au systéme elliptique du § 1.

Nous sommes donc en droit d’affirmer que ce systeme est le seul
pour lequel on ait a la fois

ds* =02{de® + dg*), et h=fla)—F(f5),

et, par conséquent, le seul dont nous puissions faire usage pour appli-
quer la méthode du § I an mouvement d’un point dans un plan.
Neus avons déja fait observer que les coordonnées rectangles ordi-
naires y sont comprises comme cas particulier, ainsi que les coor-
données polaires et les coordonnées paraboliques dont on a dit un
mot a la fin du n° 10.
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§ 1IV.

17. Occupons-nous a présent du mouvement du point M sur une
sphere de rayon #» ayant pour équation

x2+l),2_+__z2=P2‘

Nous avons, dans le cas du plan, regardé chaque point M comme
déterminé par la rencontre de denx coniques homofocales. Nous opé-

rerons de la méme maniere sur Ia surface de 1

a sphere; seulement
nos

coniques seront ici naturellement des coniques sphériques. Dési-
gnons par b et ¢ deux constantes prises & volonté une fois pour toutes,

¢ étant > b; et, pour exprimer &, y, z au moyen de deux variables 7
et v, prenons

.7,'2 ~V2 z: .
;\:—F#z__br ,,z_uz"o

y

En donnanta p et v diverses v

, — O.

aleurs , on obtient par ces deux derniéres
équations deux systemes de cones qui se coupent 4 angle droit et qui

déterminent sur la sphere deux systemes, aussi orthogonaux, de co-

niques sphériques dont intersection donne les différents points de la
surface. Les valeurs de a, ¥, z en y et v sont

_ pwv P \/y.?——- b\ — P Vc&_;_; Ve — 3
=1 yp="2 YT o ENOTRVE Y
be bye—b cVer— b

On suppose, bien entendu, v? < 6%, w compris entre b et ¢, et on
prend v et les radicaux contenus dans les formules avec des si
convenables. Pour plus de clarté
posons

gnes
» introduisons deux angles 6 et ¢, et

v==>5bcosl, p=\c?cos b+ Bsin® .
De la résultera

pcosh

X =
c

Ve cos? &+ b sin? |,

R sinf g5
ry==psinfcosy. z= P—;— ver— bicos? o

Les radicaux qui restent demeureront toujours positifs, et les signes de
cos 6, etc., détermineront ceux de x, y, z, d’apres les valeurs des angles
6 et y. Pour parcourir la surface entiére de la sphére. il suffit de faire

Tome X1. — Ocrorre 1846. (
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varier § dans l'étendue d’une demi-circonférence et ¢ dans I'étendue
d’unecirconférenceentiére. Si donc il s’agissait d'uneintégration relative
a cette surface, on prendrait ¢ et = pour limites de §, o et 2m pour
limites de ¢; mais, dans le probléme du mouvement d’un mobile, on
peut étre obligé de considérer des valeurs de ¢ et ¢ plus grandes ou
plus petites, et méme des valeurs allant en croissant ou en décroissant
indéfiniment.

Aureste, ¢’est dansles applications particuliéres que 'usage des angles
§ et ¢ pent surtout étre utile. Tant que ’on demeure dans une certaine
généralité, 'emploi des variables 1 et v me parait plus commode.

18. D’aprés les valeurs de &, 7, z, on trouve sans difficulté

ds? = (2 — y2 Py’ p*as’ .
¢ = =) =+ e

En comparant 4 la formule (r0) du § I, on a donc ici

£ Y n= A= pr— Vi

" =)~

(p2 — %) (¢ — 1)
La valeur de J (qui est, au reste, d’une forme enti¢rement semblable &
celle pour le cas du plan) se trouvant composée, comme le demande Ia
méthode du paragraphe cité, d’une fonction de p. jointe & une fonc-
tion de v, nous pourrons prendre pour AU une autre expression quel-
conque de la méme espece. Ainsi, toutes les fois que 'on aura
flp)— F
U= {W—=F()

pr—

les équations du mouvement du point M sur la sphere se rameneront
aux quadratures par nos formules.

D’apres la valeur actuelle de %, comparée a la premiére des for-
mules (28) du n® 6, on peut prendre

2

¢(p) =p! =)=,
et appliquer la formule (30). Ainsi I'équation de la trajectoire sera

dp dy

Vi =) e —p) V20 + i = A V(o=@ =) VA= 2F()— G

b

| [ [ L EEN R P e ' e
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ou bien, en introduisant I'angle i de la formule (313,

[2£ () + Cp]cos? i + [2F(y) + Cy?]sin? i = A.

Iei i désigne P'angle que la trajectoire faiten chaque point avec la co-

nique sphérique correspondante (). L’élément ds” de cette conique a
pour valeur

ds’ — 7779\/;&:—1}*.(17

- \/(b’—-v’)(c’—yz}’
et I'¢lément /s’ de la conique orthogonale s’exprime par

df = Ve —vdp
V(e — ) —p)
enfin on a
IT—TFT= ) ds
Je ne m’étendrai pas sur les applications des formules relatives a la
trajectoire. Je me bornerai au cas de

lang i =

t(p)=o0, F{v)=o;

c¢’est celui d’un mobile qui n’est sollicité par aucune force accéléra-

trice. 1l est évident que la trajectoire est alors un grand cercle de la

sphere. Les équations
du dy

Vi —a)(p =8 (=7} Ya—»)(b—) (e — )

-

et

prcosti + visin?i = a,

qui se déduisent des formules (32) et (33) propres  ce cas, représentent
douc un grand cercle quelconque, et cela quelles que soient les valeurs
attribuées a b et ¢. D’apres la formule (34), I’élément ds de ce grand
cercle s’exprime par

s — pdy.\/yﬁ——d 3 pdv\/ZA:;’ .

Remarquons enfin que les cercles en nombre infini qui répondent i

47..
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une meéme valeur de a sont tous tangents & la conique sphérique dé-
terminée par I'équation p* = a ou v* = «, suivant que on a a > 5*
oua < b2,

19. On peut introduire, au lieu de i et v, les angles ¢ et § dans la
formule
v= K HZ —-f; (V),
Fl\. —_v
qui devient ainsi
Fonct. () — fonct. (6)
T c?cos?y + b2sin? Y — bicos* O

Cette forme est la plus convenable pour la discussion des cas particu-
liers ou1 'on prend & = o0 ou & = ¢; le numérateur, en effet, reste le
méme, et le dénominateur peut étre supposé égal & cos® ¢ dans le pre-
mier cas, et 4 sin® § dans le second. Soit, pour fixer les idées, b = ¢;
la valeur de U, pour laquelle la méthode du § I°" réussit, est

Fonct. () — fonct. (0)
U= — »
sin® 6

et 'on a d'ailleurs
x=pcosf, y=psinfcosy, z=psinbsing,

en sorte que G et § sont les angles des coordonnées polaires ordinaires
dans le cas de trois dimensions. En faisant Fonct. (¢) = o, la formule
comprend encore, comme cas tres-particulier, le pendule conique.

§ V.

20. I’extréme ressemblance qu’on a pu observer entre les formules
pour le plan et celles pour la sphére, se conserve en passant a4 un
ellipsoide quelconque.

Soit

¢ J,‘.' 22
,bz +

P T

3

Pz —
équation de Vellipsoide sur lequel le point M doit se mouvoir. et

J,'z z z

x:

PrR Ry S
pop—b ey
I‘.” Y-'.‘ Z?
.)‘.‘

byt ct eyt
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celles des hyperboloides homofocaux qui en déterminent les lignes de
courhure. Nous regarderons p. et v comme des variables en fonction
desquelles nous exprimerons x, ¥, z.

Un calcul tres-simple donne

I e o2 e R et Gl Lt

=% I b o — b c\ler— b2

on doit donner aux diverses quantités entrant dans ces équations des
signes convenables, comme lindiqueront nettement, si 'on veut, les

tormules
x = ‘D—S%Sj * cos® § + b*sin® &,
¥ = vp' — b*sinf cosy,

c

ue 'on obtient en faisant, comme pour la sphere,

y=bcosy, p=yc?cos’y+ b sin® .
24. On trouve sans difficulté, d’apres les valeurs de x, y, z,

SO I €t L o (p*—¥)b*
(JS - (lu' —V )\»(Fz_ bz) (01,_!)'2’ -+ (b’—v')((““'—-‘.t""\

Iin comparant a la formule (10) du §1%, on a donc ici
— g = Y= u?— 2
= T [ Y = u’ — V.
(Hz_ bz) ((‘z_”2)’ ‘\[)1_,_'2) (cz___.'z)’ f
La valeur de X ayauntla forme voulue pour le succes de la méthode du

paragraphe cité, il nc reste plus qu’h prendre XU de méme forme, en
posant

n

f(s)— F(3)

y.‘l__v‘l

U=

Ainsi, toutes les fois que U sera susceptible d’une telle expression , les
équations du mouvement d’un point matériel sur Vellipsoide se rame-
neront aux quadratures par nos formules. I.’é¢quation de la trajectoive
sera, dans ce cas,

Q/F— pt . dp \/‘Z’———v’.rlu

E B — et G V= e VA= R =G
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ou bien
[2£(12) + Cp2]cos?i + [2F (v) + Cv*]sin?i = A,

2 étant Pangle que la trajectoire fait en chaque point (u, vj avec 'élé-
ment ds” de la ligne de courbure correspondante (1), je veux dire de

la ligne de courbure qui passe par ce point et le long de laquelle fa
valeur de p. reste constante.
En faisant

fp) =gpt, F()=gv,
ou traiterait, comme il est aisé de le voir, le cas d'un point M attiré
ou repoussé par le centre de ellipsoide avec une force proportionnelle

a la distance du point M & ce centre.
En faisant

f(w)=o0, Fl)=o,
on retrouve naturellement I'équation

p?cos® i + v¥sin? i = g,

ou bien
\/Pz-—y.z.dy. . . __j/pz-—v’.d»
V=80 =@ (i—a) ~ V== (s

de la ligne géodésique tangente 4 la ligne de courbure que détermine,
suivant la grandeur de a, une ou Pautre des deux équations p?> =g,
v* = a. Et pour I'élément ds de cette ligne on obtiendra la formule

e A W C=r i e

= Ay A =YL g
V=287 (w0 V(e —v) (e 7

qui rentre, au fond, dans celle que j'ai donnée autrefois, comme on
peut s’en assurer, en ayant égard a la différence des notations et a
I'équation entre uoet v,

§ VI.

22. Nous dirons actuellement deux mots du cas ou le point M se
meut sur une surface de révolution quelconque.

Prenons I'axe de la surface pour axe des x, et désignons par u sa

) e e s P e [Nt
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distance au point M, en sorte que u soit une fonction de x fournie

par Uéquation du méridien. Représentons de plus par 8 angle que le
méridien qui passe par le point M fait avec un méridien fixe. On aura

2
ds® = (]582[1 -+ (ﬂ) ] + w* df*.
dx

Si donc nous faisons

[y (@
7= — I ~4+={-1}
it dx

il nous viendra

ds? = w? (do® + dfE*) =k (do® -+ dF*),
en posant L = u’. En comparant cette valenr de ) aux formules 17}
du n® 6, on prendra
y(o)=1u* =(fB)=o0,

el

U - fe=Fip),

"

Telle est la fonction des forces pour laquelle notre méthode d’intégr;cn
tion réussira.

Dans le cas particulier des lignes géodésiques, on trouvera pour
équation de la trajectoire

d dp
—_—_— = =
\,/hr,2 —a \/a
ce qui revient a I'équation connue
1 cos i — constante ,

ot i désigne I'angle sous lequel la ligne géodésique coupe successive-
ment les paralléles de la surface.

§ VII.

23. Nous prendrons pour dernier exemple la surface hélicoide dont
Péquation est

"V—hn Z
x—— b g
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Cette équation est satisfaite par

X = p.cosy, ¥y =/[siny, =y,

ce qui donne

2 (i dp? 2
ds? = (. +I>(,ﬁ+1 + dv )7

et permet P'application de nos formules en posant

I
pir

h=pr41, m=

puis

U = f(p) _F("')
pi-H 1

Avec cette valeur de U I’ équation de la trajectoire est

de . v )
Ve + 1y2f () + C(p+ 1) —A  YA—2F(y)

On déduit ce résultat de la formule (30) en y faisant ¢ (©) = p* + 1,
= (v) = 0, ce qui donne bien A = ¢ () — = (¥).
Dans le cas particulier des lignes géodésiques, les formules (32), (33)
et (34) fournissent
dp. o
Vi) (w+r1—a)  ya

ou
(p* + 1) cos?i + sin*i = a,

pour Péquation de la trajectoire, et

pour I’élément de son arc, qui s’exprime ainsi par une intégrale ellip-
tique. Ici i désigne Pangle sous lequel la ligne géodésique coupe suc-
cessivement les lignes de la surface pour lesquelles on a p. = constante;
ces lignes sont des hélices : v = constante donne des lignes droites.
Pour

pt1=a,



PURES ET APPLIQUEES. 39

ia formule dont Vangle 7 dépend donne
. . -1 —a
sin?i= """ "" — o,
e
sauf le cas de @ = 1. Les lignes géodésiques en nombre infini qui ré-
pondent 4 une méme valeur de a sont donc. en général, toutes tan-
gentes 4 'hélice déterminée par I'équation
2 —
pE 1=,

et quoique cette hélice ne soit pas une ligne de courbure, on peut pré-
voir qu’elles ont des propriétés aralogues jusqu’a un certain point a
celles des lignes géodésiqués tangentes & une méme ligne de courbure
sur ellipsoide.

§ VIIL

24. La méthode que [ ai développée dans ce Mémoire est une simple
extension de celle dont J’avais fait usage dans mes premicres recherches
sur les lignes géodésiques de i’ellipsoide, en cherchant 4 démontrer
une belle formule de M. Jacobi. Elle me parait propre a entrer dans les
Traités élémentaires, et c'est surtout par cetlc raison que je m’y suis
arrété avec quelque détail. 1} m’a semblé d’ailleurs utile de montrer
comnment |’analyse méme des équations du mouvement d’un point dans
un plan aurait pu conduire d’une maniére tres-directe a ces coordon-
nées elliptiques auxquelles les géometres ont reconnu tant de propriétes,
et qui, du reste, ont été d’abord employées précisément dans un pro-
bleme de mécanique. Dans un second Mémoire je traiterai par une
autre méthode (mais toujours en prenant mon point de départ dans
les vecherches de M. Jacobi) la question du mouvement d’'un point
libre dans lespace. Je montrerai en particulier que les intégrations
s'effectuent quand le mobile est sollicité paralléelement & trois axes Ox,
Oy, Oz, rectangulaires ou obliques, par les forces respectives

dU dU dU
dz = dy  dz
U étant une fonction de a, y, 3, exprimée par la formule

U = WA e+ (e =) P+ e —p) 9(v)
(7 — ) (=) (' —)
Tome XI. — Octongr 1846, 48

2
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ou p, p, v sont des fonctions de X, ¥, z déterminées par I’équation:

g

x? 2 z?

ot ot 6; P:_C:-

qui est du troisieme degré en p? et dont p* p*, v* désignent les trois
racines; b, ¢ sont des constantes quelconques, et Sl Fiu), o
des fonctions quelconques aussi de lenurs variables respectives. Je ne
sachie pas que M. Jacobi ait donné ce théoréme, mais on le démontre
facilement en faisant nsage dune équation aux différences partielles,
conformément i la théorie développée par illustre géometre davs le
tome I1I du présent Journal.
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