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PUKES ET APPLIQUÉES. i/p 

Sur quelques cas particuliers où les équations du mouvement 

d'un point matériel peuvent s'intégrer ; 

PAR J. LIOUVILLE. 

(Mémoire présenté à l'Académie des Sciences le ier juin 1846.) 

§ 1· 

1. Soit M un point matériel assujetti à demeurer constamment dans 
un plan ou sur une surface donnée, et dans le mouvement duquel le 
principe des forces vives ait lieu, en sorte que 

;,) g)' =
 a

o + c. 

C étant une constante, ds l'élément parcouru pendant le temps dt. 
et U la fonction des forces accélératrices. Les coordonnées du point i\T 

et la fonction U pourront s'exprimer au moyen de deux variables seule-
ment. Désignons ces variables par α, β, et admettons qu'elles soient 
telles cpie l'expression de ds2 prenne la forme 

•i.) ds2 ·-— ).Ul·/} -h dfi2), 

où λ représente une fonction de α, β. On aura ainsi 

Ρ'· ω + (*) =srt«v.+q, 

et les équations du mouvement seront, comme on sait, 

dt 1 et λ Γ /f/a\2 /dp\2 d\J 

d'''dt _ 1 rf). Γ7Μ2 (dpyI ftU 

Τ Ο m fi \f. — StPTEMbflE, 1S46. L\<\ 
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011, plus simplement, à cause de l'équation (3), 

«> -3r = ss(îU + c) + sr· 

<5' —r = S5SÎaL +°) + Λ' 

Voyons dans quels cas nous parviendrons à les intégrer. 

2, Après avoir multiplié les deux membres de l'équation (4) par 
i\da, on peut l'écrire 

rf.x-(§)'= lîA. 

Si donc l'expression de (aU + G) λ se trouve être de la forme 

(6) (2U + G)λ =/(«)- F (β), 

l'intégration s'effectuera d'elle-même, et l'on aura 

(7) (î)' =/(") " A. 

A étant une constante arbitraire. Dans ce même cas, on tire des équa-
tions (3) et (6) 

λ
'[(£)'+(!)'] =/«-"(«· 

Donc, en retranchant l'équation (7), 

(8) X*('|y=A-F(|3). 

Des équations (7) et (8) 011 conclut immédiatement, pour la trajec-
toire décrite parle mobile, l'équation suivante, 

. ν do. dp 

où les variables sont séparées. On aura ensuite aisément l'expression 
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du temps par une quadrature, et le problème que nous nous propo-

sions sera résolu. 

3. Il n'est pas plus général, mais il pourra être plus commode, d em-
ployer, au lieu de α, β, deux autres variables p., v telles que l'on ait 

(10) ds* — λ (indu? + nth'1), 

m étant une fonction quelconque de p. seulement, et η une fonction 
de v, tandis que λ peut contenir à la fois p. et v. Pour rentrer dans l'hy-
pothèse précédente, il suffirait de poser 

a — j \m.du., β = f φι.dv, 

ce qui fournit p. en fonction de a, et v en fonction de β. La condition 

d'intégrabilité (6) peut alors s'écrire 

(ii) (aU + C) λ =J{ p) F (v), 

où, bien entendu, y et F ne désignent plus les mêmes fonctions que 
tout à l'heure; et l'équation différentielle de la trajectoire devient 

. \jm.dp \Jn.dj 

4. La suite des points pour lesquels une des variables coordon-
nées a, β ou p., v conserve même valeur sur la surface à laquelle le 
mobile M est attaché, forme une courbe. Par chaque point de la sur-
face on peut ainsi faire passer deux courbes appartenant aux deux sys-
tèmes respectifs 

Α ou Ρ — constante, β ou Ï = constante, 

et regarder ce point comme déterminé par l'intersection des deux 
courbes. Je dis que cette intersection s'effectue à angle droit. 

En effet, la formule (10), qui fournit généralement la distance ds des 
deux points (α, β), (a -+- da, β -+- dβ), donne, lorsqu'on y fait άβ — ο 
ou da. =o, les distances ds' et ds" du point (α, β) aux points (a-hdaf β) 
et (α, β -h dβ); on en déduit 

rfj'a = λί/α®, ds"2 = ^kdβ*^, 
44-
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donc 

ds'1 — ds'2 -+- ds"2. 

Mais on voit immédiatement, par Ja géométrie, que 

ds2 == ds'2 -+- ds"2 — ■ids'ds" cos υ, 

ν étant l'angle de ds' avec ds"; donc 

cos υ = ο, 

et les éléments ds', ds" sont à angle droit l'un sur l'autre, ce qu'il 
fallait démontrer [*]. 

Soit i l'angle que ds fait avec ds" ; on aura 

Π3) COSi

 = (7T' =
 tan

e
i =

 sp5 

et, en remplaçant du par tang id® , on pourra donner à l'équation (9 
de la trajectoire cette forme remarquable 

(14) j(«) cos3 i -+- F (β) sin2 i = A. 

En employant a et ν, on aurait semblablement 

^i5) ds'2 — Imdu.2. ds"2 = Indv2, tang i — —dïi, 

et pour l'équation de la trajectoire déduite de la formule (12), 

(16) fid)
 cos2 * + F (v) sin2 i = A. 

?». Mais notre méthode ne fournit l'équation de la trajectoire que 
quand on suppose satisfaite la condition d'intégrabilité exprimée par 
l'équation (6), ou, si l'on veut, par l'équation (11). Or l'équation [6; 
ou (11) peut avoir lieu de deux manières distinctes : 

[*] Si l'on conçoit une série de lignes (a) répondant à des valeurs successives du pa-
ramètre séparées par l'intervalle constant du, puis une série orthogonale ((3) dans la-
quelle on suppose aussi la différentielle dp constante, la surface se trouvera partagée en 
rectangles ds'ds", et le rapport des côtés ds', ds" sera celui de du à dfi; ce rapport aura 
donc partout même valeur, et les rectangles seront semblables entre eux ; on pourra 
même les réduire à des carrés, en prenant du = dp. 
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i°. Quelle que soit la valeur de la constante G; et cela suppose les 
quantités λ, XU, toutes deux de la forme du second membre, c'est-à-
dire toutes deux exprimables par la somme algébrique de deux fonc-
tions, l'une de α ou μ, l'autre de β ou ν ; 

2°. Pour une valeur particulière de C; ce qui suppose une valeur 
aussi particulière de la force vive, en sorte que, dans ce cas, la solution 
du problème exige qu'une certaine condition relative à l'origine du 
mouvement soit satisfaite. 

Dans le second cas, la valeur de λ peut être quelconque, pourvu que 
celle de 2U -t- C satisfasse à la condition (6) ou (1 J ). Le premier cas sous 
ce rapport est bien moins étendu ; mais, par un autre coté, il est de beau-
coup le plus important. S'il faut, en effet, se borner à une valeur tie X 
de la forme j\à) — F (β) ou/(μ.) — F(v), du moins il n'y a alors au-
cune restriction relative aux conditions initiales du mouvement. 

C'est à ce premier cas seul que nous allons désormais nous at-
tacher. 

L'expression du temps à laquelle on arrive quand il a lieu mérite 
d'être rapportée. Servons-nous des variables a, β, et soient, confor-
mément à l'hypothèse, 

(»7) λ =<? (α) — w (jS), XU — f (α) — F ( β), 

ce qui revient à faire, dans la formule (6), 

( î8; j\a) =: 2 f («) -i- Cep (oc), F ( β) = 2 F ( β) -t- Cw (β). 

On aura, en vertu des équations (7) et (S), 

,-w f], __ [φ («) —o(p)]rf« _ [f («) — c (' f] dp 

d'où l'on conclut, d'une part, l'équation 

v'a f (oc) -f- C a (u) —A y1A — 2F(p) — CET ; p) 

qui, intégrée, détermine la trajectoire du mobile, et, d'autre part, la 
formule 

V'î F (oc) -f- C « (oc)—A \/.ï— 2/'((3)—Cw(fi) 
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où les variables sont: aussi séparées, de sorte qu'on pourra avoir l'ex-
pression de t sans supposer d'abord qu'une des variables α, β est ex-
primée au moyen de l'autre. 

J'ajouterai qu'en désignant par Β et e deux constantes arbitraires, et 
par Θ l'intégrale 

: 11) f \cla sjif (oc) + C<p (oc) — A-h dβ y/A — 2F(β) — Czs ( β)\, 

on peut donner à l'équation de la trajectoire et à l'expression du temps 
la forme suivante : 

^3) dA = B> t==2dC+£' 

c'est ce qu'il est aisé de vérifier. Cette forme, au reste, était indiquée 
à priori par les beaux théorèmes de M. Jacobi. 

Dans le cas d'un mobile qui n'est sollicité par aucune force accéléra-
trice (la trajectoire est alors une ligne géodésique), on a U = o; on 
peut donc prendre f (a) = o, F {β) = ο. Ainsi, en représentant par a 
le rapport des deux constantes A, C, on a alors 

y'? (α) — a y/β—-σ(β) 

Dans ce même cas, l'expression de ds se déduit immédiatement de celle 
de dt, car 

(25) ds = \jC.dt = ?(g)rfg -

En ayant égard à l'équation entre a et β, on peut encore écrire 

(26) ds =■ da \Jcp (a) — a -f- άβ \ja — τα (β), 

en sorte que l'équation de la trajectoire revient alors à celle-ci : 

(27) âds = o, 

la variation ou différentielle ci étant relative à la constante arbitraire a. 

6. Tout ce qu'on vient de dire reste vrai en employant les variables 
μ, ν au lieu de oc, β, et remplaçant en conséquence do.: par y/m ,άμ, άβ 
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par \ln.dv. En posant donc 

(28) λ = ψ(μ) — ts (μ), XU = f(p)-F(v), 

ce qui revient à prendre, dans la formule (n), 

0*9) /(Ρ·) = (f*) + C? (p)> F (v) — aF(v) + G® (v) » 
on a cette équation de la trajectoire, 

y a. f ( JJL) -Ηθφ(ρ)—A yA—2f(v) — Cra(v) 

à laquelle, du reste, on peut, d'après l'équation (16), donner aussi la 
forme 

(3i) [2f(p) -+- Cy (p.)] cos2 i -+- [2-F (υ) -+- Cts (υ)] sin2 i = A. 

Et, dans le cas particulier de f(p) = o, F (Y) ~ o, c'est-à-dire des 
lignes géodésiques, il vient plus simplement 

/o \ χ m. du <Jn . dv 

ou, si l'on veut, 

(33) ψ (μ) cos2ί H- sr (ν) sin2 i — a, 

a désignant toujours le rapport des deux constantes arbitraires A, C; 
l'arc ds de ces lignes géodésiques est, en outre, donné par la formule 

(34) ds — d\L \Jm y/φ (μ) — a + dv \'n y'a — w (v ). 
Passons aux applications. 

§11. 

7. Supposons d'abord le point M dans un plan. En rapportant ce 
point à deux axes rectangulaires, on a 

ds2 = dx2 -l- dy2, 

formule qui comporte l'application de notre méthode, mais qui ne con-
duirait qu'à une conclusion évidente à priori, savoir, que les équations 
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du mouvement s'intègrent quand la fonction des forces est de la forme 

U = Fonct. (χ) — fonct. (r). 

Mais on obtiendra des résultats intéressants en substituant aux coor-
données rectangulaires χ, j les coordonnées elliptiques p., v, demi-
axes d'ellipses et d'hyperboles homofocales représentées par les équa-
tions 

x2 y2 x7 y-

Cela donne 
b2x2 = p.2 v2, b2j2 = ( p2 - b2) {b2 - ν2), 

et 
< u2 d'i* IF*— V 

En comparant à la formule (10), on a donc ici 

'»=jiéïî' η
=ΪΓ=7»' λ = μ»-ν». 

La valeur de λ étant composée, comme nous le demandons, d'une 
fonction de ρ jointe à une fonction de v, nous pouvons prendre pour 
XU une autre expression quelconque de la même espèce. Ainsi, toutes 
les fois que l'on aura 

U =f(l*)-f(v). 

les équations du mouvement seront ramenées aux quadratures par nos 
formules. 

D'après la valeur de λ, comparée à la première des formules (28) du 
n° 6, on peut prendre 

φ(ρ) —p2, 3r(v) = v2, 

et appliquer la formule (3o). Ainsi l'équation de la trajectoire sera 

du* dp 
\jy'— b2 nî[y) -j- C y2 — A sjb2 — v3 y*A — 9-F(-j) — On3 

ou bien, en introduisant l'angle let se servant de la formule (3ij, 

12f (p) -4- Cp2]cos2 i -f- \pF(y) 4- Cv2] sin2 i = A. 
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Ici i désigne l'angle que la trajectoire fait en chaque point avec l'ellipse 
correspondante (p.). I.'élément ds" de cette ellipse a pour valeur 

ds" \hi.dv - -A—- L- dv, 

et Γ élément ds' de l'hyperbole orthogonale s'exprime pat 

ds' — y ïni-dtJ. = ——- du.; 

enfin on a 

tang ι — —===—-■ 

Il faut aussi observer qu'on doit donner à ν et y A2 — v2 des valeurs 
tantôt positives, tantôt négatives, et que, cela étant, on pourra 
prendre 

A.r p.y, by — y p.2 — b'1 y b1 — y2. 

Au reste, comme on a essentiellement v2 > A2, rien n'empêche de 
faire 

y — b cos <i : 
de là résultera 

χ — μ cos 0, y — \:μ2 — A2.sin θ, 

et dans ces formules les quantités μ et y p.2— A2 resteront toujours po-
sitives, tandis que sin A et cos 0 prendront naturellement leurs signes 
ordinaires d'après les valeurs de l'angle Θ. 

8. Soit, comme exemple des formules précédentes, 

1 (μ) = 8>>·" §> "Ε k ( lJ* ~ h* lj2h 
F{v) — g> — g'v + A'(y4 — h~ -j2"b 

g, g', A étant des constantes. Cela nous donnera 

U = -a°™ -u + A (u.~ + v2 - A2). 

Mais μ -t- v et μ — v expriment les distances r, r' du point M aux deux 
Tome XL. — SEPTEMBRE 1846. 
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foyers communs F, F' des ellipses et des hyperboles qui forment notre 
système actuel de coordonnées; de plus, on a 

μ2 + ν'1 — b- — .χ2 +jr2 = R"\ 

R étant la distance du point M au centre O, milieu de FF'. De là cette 
expression nouvelle de U, 

U=i + L + A-TU. 

C'est précisément celle qui convient au cas d'un mobile attiré ou re-
poussé, suivant la loi ordinaire de l'inverse du carré des distances, par 
deux points fixes F, F' dont les actions à l'unité de distance peuvent 
être inégales, et proportionnellement à la distance par un troisième 
point Ο placé au milieu de FF'. 

On sait qu'Euler a donné le premier la solution de ce problème 
dans le cas où les deux points fixes F, F' agissent seuls, et que La-
grange a ensuite montré comment on peut aussi tenir compte de l'ac-
tion du point O, même en supposant que le mobile peut décrire libre-
ment dans l'espace une courbe quelconque. Nous opérerons ailleurs 
de cette dernière extension ; mais, en continuant à nous réduire à une 
trajectoire plane, nous pouvons déjà donner aux solutions d'Euler et 
de Lagrange une plus grande généralité. Ainsi rien ne nous empêche 
d'ajouter deux actions en raison inverse du cube de la distance, émanant, 
avec une énergie inégale si l'on veut, des deux axes rectangulaires Ox, 
Qj dont le premier coïncide avec FF', et s'exerçant chacune suivant la 
perpendiculaire abaissée du point M sur l'axe correspondant, genre 
de forces dont Newton n'a pas dédaigné de s'occuper dans le livre des 
Principes. Il suffira de prendre dans f [μ) ces deux termes de plus, 

— -4- — γ-·> 

et dans F(v) ces deux-ci, 

·>2 b2 — v1 

Mais il est inutile de s'arrêter à tous ces détails. La formule 

û = f(fO-n*) 
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en dit assez par elle-même. Il y aura même plus d'intérêt, sous un cer-
tain point de vue, à particulariser de plus en plus la formule 

U = + -Al + k (μ" ι- v2 - b2) = ^ 1 + AR2. 

Soient g — ο , g'= o, A = o, d'où U = o; la trajectoire du mobile 
doit évidemment se réduire alors à une ligne droite, puisque le point M 
n'est sollicité par aucune force. Mais nos formules donnent alors (en 
représentant par a le rapport des deux constantes arbitraires A et G), 

— b'1 ) (u.1 — «) \/(b-— ν5)(« — ν') 

ou encore 
a2 cos2 i v2 sin2 i — a. 

Il faut en conclure une proposition, bien connue du reste, savoir, que 
l'une ou l'autre équation est propre à représenter une ligne droite en 
coordonnées elliptiques, et cela quelle que soit la position des axes 
principaux communs aux coniques qui le composent et l'excentri-
cité "ib. Ces équations ne sont, au surplus, qu'un cas particulier des 
formules (3a), (33); et la formule (34) donne, en outre, pour l'élé-
ment ds de la droite, l'expression suivante : 

3j du. \/υ: — a dv \!(i — 'J-

Hemarquons aussi que les droites en nombre infini qui répondent à 
une même valeur de a sont toutes tangentes à une même conique déter-
minée par l'équation u2 = a ou ν2 = a, suivant cpie l'on a a > b2 ou 
a <i b2. 

En faisant seulement g — o, g' = o, et laissant k quelconque, le 
mobile M serait soumis à l'action d'une seule force proportionnelle à 
la distance OM. La trajectoire pourrait donc être une conique quel-
conque ayant son centre au point O. Nos formules nous donneraient 
dès lors l'équation d'une telle conique exprimée en coordonnées y., y. 

Enfin elles donnent l'équation générale des coniques qui ont un 
foyer commun F, en prenant g' = o, k — o, et laissant g quelconque. 

45.. 
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Cette équation est 

(lu. ({-j 
Yg'— b- y/igjt -+- Cii- — A sj h' — -j2 y/A — a<j-j — C·/' 

ou bien 

(agjJt. -+- Cpdjcos2 i -4- (agv -h Cv2) sin2 i ·— A ; 
en posant 

g = lC, A = (a - l2)C, 

elle prend la forme suivante 

(p. -h I)2 cos2 i + (y + /)2 sin2 i ft, 

et devient tout à fait analogue à celle de la ligne droite qu'on retrouve 
lorsque l — o. 

M. Jaeobi a signalé, au point de vue analytique, l'importance des 
cas particuliers dont nous venons de dire un mot, et qui conduisent, 
par exemple, au théorème fondamental d'Euler pour les fonctions el-
liptiques. Nous croyons pouvoir affirmer que leur importance n'est 
pas moindre au point de vue de la Géométrie. 

i). Nous pouvons introduire les rayons vecteurs r et r' au lieu de μ 
et ν dans la formule 

U= Fy.2 — 

ayant, en effet, 

p. = {(/·+· /■'), v — u2 — ν'1 = rr', 

nous trouverons 

γΤ tone,t. (r-t~ r''j — fouet. (/·— r') 

d'où l'on conclura, si l'on veut, l'expression générale de L, pour la-
quelle notre méthode réussit, en fonction de coordonnées rectangu-
laires x, y relatives à deux axes situés dans le plan où le pomt AT se 
ineut, mais d'ailleurs quelconques; il n'y a qu'à remplacer/■ et / ' par 

V'(x - pY+ {y - qf et v> - p' 2 -f- (y - q'Y, 

p, q, p', q' étant des constantes. 
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ED supposant que la fonction des forces soit donnée pour un pro-
blème particulier et qu'on veuille savoir si elle rentre dans notre 
formule, on ne sera pas absolument obligé, comme on voit, d'intro-
duire p. et v; il suffira de chercher si, en la désignant par U, on a 

d'-. rr'U d-.tr' U 
dr1 dr'1 

ou, mieux encore, si l'équation aux différences partielles en x, y, dans 
laquelle celle que nous venons d'écrire se transforme, est vérifiée à 
l'aide de valeurs convenables de p, q, ρq'. 

10. Supposons que les deux foyers E, F' se rapprochent indéfiniment 
de manière à coïncider enfin avec le point O, et voyons ce que devient, 
dans ce cas, la formule 

y f(ft)—FfiQ 

Pour cela observons cpie, quand les foyers E, F' sont très-près l'un de 
l'autre, la valeur de h est très-petite; c'est en posant b — o que nous 
exprimerons qu'ils viennent se confondre avec le point O. Alors nos 
ellip ses deviendront des cercles de rayon p., ayant un centre com-
mun O, et nos hyperboles se transformeront en lignes droites passant 
par le point O. Supposons donc d'abord la valeur de b très-petite, et 
soit à cause de ν2 < if, comme on Fa déjà expliqué), 

ν = b cos 5, d'où χ = μ cos 5, γ = y p.2 — b2.sin 6, 

formules qui à ia limite b — o deviendront celles des coordonnées 
polaires ordinaires. A cette même limite, p.2 — v2 ou p.'2 — b2 cos2 0 se 
réduira à p.2 dans l'expression de U ; quant à la fonction l·' V), on peut 

la remplacer par ψ ^ ) — Ψ (cos $). I.a valeur de U se composera donc 

de deux termes: l'un fonction de p., qui répond à une force dirigée 
vers le point O et agissant d'après une fonction quelconque de la dis-
tance; l'autre qu'on peut exprimer en χ, y, et qui devient alors une 
fonction homogène quelconque du degré — ·>. par rapport à ces coor-
données. 

On discuterait d'une maniéré semblable le cas où un des deux fo\ers 
s'éloigne de l'autre à l'infini. 
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Et d'abord si, laissant le centre Ο fixe, on agrandit indéfiniment la 
distance FF', chacune de nos ellipses se réduira à deux droites paral-
lèles entre elles, et chacune de nos hyperboles aussi à deux droites 
perpendiculaires sur les précédentes, de sorte que l'on retombera sur 
les coordonnées rectangles ordinaires. On pourrait même n'avoir 
qu'une seule droite pour chaque conique en éloignant la seconde droite, 
et, par conséquent, le centre Ο lui-même à l'infini. 

En laissant un foyer fixe et transportant l'autre à l'infini dans 
une direction déterminée, on obtiendra un système particulier assez, 
remarquable où les points du plan résulteront de l'intersection de deux 
séries de paraboles ayant toutes même axe et même foyer, mais tour-
nées diversement de manière à former deux groupes rectangulaires 
entre eux. Mais il estplus simple de traiter directement ce cas particulier 
que de le déduire des formules générales. Il répond à la transforma-
tion analytique suivante 

χ + y ν — ! = {« + β v'— 1 x — a.'2 — β2, y = 2ap, 

qui donne 

dx" + dy3 ou ds2 = ί\(α3 + β3) (da2 -+- ùi52). 

La fonction des forces pour laquelle notre méthode d'intégration 
réussit est, par conséquent, 

ρ Fonct. (a) — fonct. ( (3) 

II. Il est bon d'observer que nos formules analytiques pour le 
mouvement d'un point dans un plan s'étendent au cas du mouvement 
sur une surface développable. En effet, si l'on applique le plan sur 
une telle surface, les coordonnées μ, ν ou a., β, dont nous venons de 
faire usage, pourront encore servir à déterminer les points M dans 
leurs nouvelles positions; les éléments ds ne changeront pas de lon-
gueur; on aura encore 

ds2 — λ (da:2 -+- άβ3), 

et les équations du mouvement données par les formules (3) et (4) reste-
ront les mêmes. La possibilité d'intégrer répondra donc toujours à la 
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même formule 

U _ UA' —F(v)i 

.Mais, bien qu'analytiquement identique pour un plan et pour une sur-
face développable, cette formule devra, on le conçoit, se présenter 
avec une signification géométrique et mécanique complètement diffé-
rente. En général, et avec la même différence quant au fond des choses, 
des formules d'analyse identiques entre elles serviront pour le mou-
vement d'un point sur deux surfaces susceptibles d'être appliquées 
l'une sur l'autre sans déchirure ni duplicature. 

On peut encore généraliser sous un autre point de vue les résultats 
contenus dans ce paragraphe. Observons, en effet, que quand on est 
parvenu à déterminer le mouvement d'un point libre dans un plan on 
dans l'espace sous l'action de forces données X, Y, ou X, Y, Z, paral-
lèles à des axes rectangulaires, on a par cela même déterminé aussi 
implicitement le mouvement d'un point sollicité par les mêmes forces 
suivant des axes obliques. Les équations du mouvement étant les mêmes 
dans les deux cas, toute méthode d'intégration qui a réussi pour l'un 
réussira pour l'autre, en donnant lieu à des calculs semblables, mais 
avec une signification géométrique et mécanique différente. Reportons-
nous, par exemple, aux formules du n° 9, et nous en conclurons que 
les équations du mouvement d'un mobile dans le plan j'Ox de deux 
axes obliques Οχ, Ογ parallèlement auxquels agissent deux forces 

dr"' 7fy ' s integrent toutes les fois qu on a 

■y Fonct. (r -1- r' ) — fonct. (r — r') 

où r et r' désignent les deux quantités 

\!(x - pf + (j - qf, y\x - p'Y + ( j - q'f, 

p. q, //, q' étant des constantes. Mais r et r' n'expriment plus les dis-^ 
tances du point (.r, j) à deux points fixes. 
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§ HI. 

12. Nous avons réussi à appliquer la méthode générale du § I au 
mouvement d'un point dans un plan , dans un cas très-étendu, en em-
ployant des coordonnées elliptiques u, v, ou plutôt 

« = f -1=$=, β — f ~t=· 

Ce système de coordonnées, d'après lequel les points du plan sont dé-
terminés par la rencontre d'une série d'ellipses et d'hyperboles homo-
focales, nous a conduit à une valeur de ds2 de la forme 

ds2 = λ (da.2 + dp'1), 

et de plus λ s'est trouvé être la différence de deux fonctions, l'une 
de a, et l'autre de β. Mais ne pouvait-on pas arriver d'une maniéré 
directe, par la force même de l'analyse, au système cité, dont nous 
n'avons jusqu'ici, pour ainsi dire, fait usage que par hasard; et d'ail-
ieurs est-il le seul pour lequel on obtienne dans un plan , une telle va-
leur de ds1? Cette question mérite d'être discutée avec soin, puisque 
c'est à la forme seule des expressions de ds2 et de λ que tient le succès 
de notre méthode d'intégration. 

15. Soient donc les coordonnées rectangulaires χ et r d'un point 
quelconque du plan, exprimées par des variables a, β. On demande 
d'abord que ds'1 ou dx2 + dy2 soit de la forme 

dx2

 -r- dy'1 — l(da2
 -f- dp1), 

λ étant une fonction de «, β. Or on a 

dx = ̂  da + dp d£> 

dJ = td*^%dP· 

La condition énoncée se décompose donc en deux autres; il faut qu'on 
ait tout à la fois 

Ka) (fa + ~dv. 7p ° ' 
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et 

h] u)+ u)=y+ \i) ■ 

On satisfait à la première quel que soit u, en prenant 

dy dx dy \ dx 

et alors la seconde nous donne 

y = " yi ' 

d'où 

dx tlx dy 

ce qui, a cause; de l'équation 

dy. dp dy. dp ' 

donne 
dy dx 
dp dy. 

Dans le système 

dp dy ' dp dy ' 

il est indifférent de prendre à la fois les signes supérieurs, ou à la fois 
les signes inférieurs, puisque cela revient à changer γ de signe. Nous 
prendrons donc d'une manière déterminée 

dx dy dy dx 
dβ dx dp dy. ' 

et. en posant 
oc -f- y sj — ι — 'C. 

nous en conclurons 

dp ~ V ~ 1 dy' 

Donc la valeur de ζ ne peut être que de la forme 

ζ — ψ (α + β V — > ) · 

Tame XI- — Sept uibkg /8pï. 46 
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Réciproquement, si Ton pose 

x + y v'~ 1 = ψ (« + β ι ), 

en prenant pour χ la partie réelle du second membre, et pour y le 
coefficient de y/ — ι, on aura 

dp + V- ' % = ν - I + V - I 

et, par suite, 
dx Ay dy dx 
dp dot ' dp dot. ' 

les conditions (a) et (b) seront donc satisfaites. 

14. Le système que nous venons d'obtenir est incomparablement 
plus étendu que celui des coordonnées elliptiques. 11 fournit pour ds2 

une valeur de la forme 

ds2 — λ (da2 + d(32), 

et peut ainsi, sous un certain point de vue, être de quelque utilité dans 
des cas particuliers, comme on l'a expliqué au n°5 du § I. Mais il ne 
donne pas, en général, 

λ =/(«)-F (/3), 

condition que nous désirons aussi remplir. Or le système elliptique est 
le seul pour lequel on trouve à la fois 

ds2 = λ (da2 + dfi2), et λ = /'(α) — F (β). 

C'est ce que nous allons démontrer. 

15. La démonstration de la proposition qui nous occupe est assez 
simple, lorsque la fonction ψ (a) est essentiellement réelle, de telle 
sorte que l'équation 

x-y.ysJ—1 — ψ (α -h β y — ι ) 

entraîne cette autre, 

χ — y sj ι = ψ (α β y — ι ), 
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ce qui pourrait ne pas arriver, si la fonction ψ contenait des imagi-

naires indépendamment de la substitution de α -+- β y/ — ι à a. On a 
alors immédiatement 

dx2 + df1 -- ψ' (α -+- β y — ι ) ψ' (« — β V — 0 — άβ2), 

et la condition que 
λ =/(«)-F (/3) 

donne 

ψ' («+β v—1 ) ψ' (a — ζ3 ν—1 ) = /(«) — F (fs)· 

Je différentie cette équation une fois par rapport à α et deux fois par 
rapport à β ; je trouve ainsi 

ψ,ν(α+|3ν— Οψ' (oc —β y/ — ι ) — ψ"'(α-+- /3 y/— ι) ψ" (α —/3 y'— 0) _ 
--ψ" (α-t- /3 y'-- ι ) ψ"'(α — jS y'— ι )+ ψ' (α+/3 y' — ι ) ψιν(α — β y/— ι ) ) 

d'où, en posant β = ο, 

Ψιν(«) Ψ'(α) = ψ"(α)ψ"»· 
De là on tire 

ψιν (α) ψ" (g) 

ψ'" (α) ψ'(a)' 

et, par suite. 
ψ'"(α) = 6·ψ' (α), 

ο étant une constante essentiellement réelle, puisque la fonction ψ l'est 
elle-même. 

On peut avoir c = à1 ou c ——a2. Dans la première hypothèse, 
l'intégration donne 

ψ(α) = Ge"K + He-"* -+- K, 

G, H, Κ étant des constantes réelles Et de là 

χ γ y — ι = Ge"("+.a v'— ') + ν'— ι ) -|- R. 

On peut supprimer sans inconvénient la constante R; cela revient a 
remplacer χ par χ -4- Κ. Cette suppression faite, la comparaison des 

46.. 
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parties réelles et imaginaires dans les deux membres donne 

x — (Ge"x -h He~ax) cos afi, 
y = (Geaa — He_eK)sin aj3, 

d'où, tirant les sinus et cosinus, et égalant à ι la somme de leurs carrés . 

;V.,Ile + Λ'βι·"'/ · — llr 

En donnant à a successivement, différentes valeurs, cette équation re-
présente une série d'ellipses ayant le même centre et dont les axes sont 
dirigés suivant les mêmes droites; de plus, ces ellipses ont les mêmes 
foyers, car la différence des carrés de leurs demi-axes est 

(Geav· île — βκ)2 — (Geax — Ile-"K)a = 4OH = constante. 

En tirant des mêmes équations 

x — (Ge"a Ηβ"~ακ) cos afi, 
y =z [Ge"v — He-~aa) sin afi, 

les valeurs de eux, e — OK, comme si c'étaient deux inconnues, on trouve 

x sin afi -f- γ cos ββ ;rsina(3 —y cosef) 

d'où, en faisant le produit, 

4GHcos2«^ 4ùH sin2η[3 

Quand on donne à fi différentes valeurs, cette équation représente une 
série d'hyperboles, évidemment homofocales avec les ellipses précé-
dentes. 

Au surplus, le premier· système de courbes étant connu, le second 
pouvait être regardé comme connu aussi, puisque ces deux systèmes 
doivent se couper orthogonalement. 

Dans l'hypothèse de c= —a2, une discussion analogue conduit à la 
même conclusion. En expriinant a et fi en x et y, les équations 

σ. — constante, β = constante 
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représentent encore deux systèmes de sections coniques homofoeales, 
en sorte que nous retombons de nouveau dans les coordonnées ellip-
tiques du § II. 

10. Le calcul devient plus compliqué lorsqu'on suppose que la 
l'onction ψ renferme des imaginaires indépendamment de celle con-
tenue dans la variable. Voici comment on peut procéder alors. 

De même qu'en posant 

ζ — χ + j y — i, 
au n° 13. on a obtenu 

T$~~~ V_ 1 Ta 

et, par suite, 
30 + y ν — 1 — Ψ (α + β ν ~ 1 ) > 

de même, en posant 
ζ — χ-yyl — lf 

on aurait trouve 

dC : α ζ 

et, par conséquent, 

χ y v<_ j _ π (α _ β v/_ , 

Cherchons quelle relation existe entre les fonctions π et ψ. 
On a ici 

d.%1
 -t- dy2 — ψ' (ce -f- β yl— ι)η'(α— β ν'— ι ) {du2 -h (Ιβ~). 

La condition 
λ ~/(α) - F (fi) 

donne donc 

ψ'(α ·+- β S - ι)η'{a— β\- ι) = -/(α) - F(/i, 

En diffêrentiant cette équation une fois par rapport à a, puis une se-
conde fois par rapport à β, il vient 

ύ'" (α + β ν — ι )π' (ce — β y — ι ) — ψ' («■ + β y — ι ) τ."' (α β ι ) — ο. 
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Une nouvelle differentiation par rapport à β donne ensuite 

γ" (a + β V— ι )π' (α — β ν'— r) — Υ" (α + β y/— ι )π" (α — β ν'—
 1

 ) | , 
ψ" (α + β y/ — ί ) π"'(α — β γ) Η- ψ' (α -+- jS y'— ι ) πιν(α — β ν'

- 1
 ^ ' 

En faisant β — ο, on a donc ces deux équations : 

<Y" (α) π' (a) — ψ' (a) π'" ( a) = o, 
et 

61V (a) π' (a) — ψ'" (a) π" (a) — ψ" («) rr"'(a) + ψ' (a) πιν(α) = ο. 

De la première on tire 

Γ(α) = **( α) 

et la seconde, divisée par ψ'(α) π'(a), fournit 

ψ1τ(α) ψ'"(«) f"(a) Ψ"(α) π"'(α) π'ν(α) 

laquelle, en remplaçant 

ιτ'(α) 
par son égale 

ψ m 
ψ'(«) 

dans le troisième terme, et opérant une substitution inverse dans le 
second , prend cette forme intégrable 

ψ'(α)ψιν(α) — ψ'" (et) ψ" (α) π ' (α)πιν (α)—π'" (α) π" (α _ 

d'où résulte 

ττΜ ^ τΗ — constante. 

Comme on a déjà 

Y (α) τ'(«)' 

nous devons en conclure que 

ψ'(a) et r'(a} 
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ont séparément des valeurs constantes. En conséquence, nous ferons 

Ψ' M π' (α) ' 

la constante a pouvant être imaginaire. 
En désignant par g, h, k des constantes qui peuvent aussi être ima-

ginaires, l'équation linéaire 

ψ» = «'ψ'(α) 

donne, par l'intégration, 

ψ (a) = geax 4- he~"x 4- k, 

et l'on aura de même 

π (α) = g
(
esa + h, c~a'J 4- k,. 

En remplaçant α par α 4- β y/'— ι dans ψ (a), et par a — β \ — t 
dans π (α), on obtiendra les valeurs de 

x + y V — 1 = gea(K+ê he —a (χ+β ν'—1 ) + k, 

χ — y \j— ι =gte
a(x~β ν'—1 ) + he—1"(α—β 1 ) 4- k,. 

Mais la valeur de χ ~YY\ — ι doit fournir celle de χ —j'y— ι en 
substituant aux imaginaires a, g, h, k, a -h β — ι les imaginaires 
conjuguées a', g', h', k', a—β y' — ι. De là 

χ — jp" y/— ι = g'ea'(*~β ν*— 0 -t- ζ3 V— ■) -ι- A'', 

valeur qui ne peut s'accorder avec celle déjà donnée que si l'on a 
a' —ci, ce qui suppose a réelle, oua' = — a, ce qui suppose a de la 
forme b \j— r. Mais, comme cette dernière hypothèse rentre dans la 
première en changeant a. en β, et β en — a, nous ne nous occuperons 
que de la première. De plus, dans la valeur de χ 4- y y — i, nous 
supprimerons la constante k, ce qui revient à ajouter une simple con-
stante aux coordonnées x, j; enfin, nous écrirons les imaginaires g, 
h sous la forme accoutumée 

g — GeT^—', h — He7^—\ 
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Nous aurons ainsi 

x + y V— 1 = Oeaa"+"('z/3"t"T-'v'—' -f- ««—(«,i-rjv'— ι. 

Mais cette formule peut encore être simplifiée. Multiplions, en effet, 
les deux membres par où nous supposons 

6 — — {(σ -l- τ), 
et faisons 

x cos θ sin 0 — χ,, λ: sin θ -+- γ cosô = γ„ |(<r — τ ) = aw; 

nous obtiendrons 

x, -τ-γ, y' — ι = Geety-+b,3+w)v/—1 ] _|_ β-"[«+( P+wW-· 1. 

Il est clair que .r,, jr
t
 sont les coordonnées du point M par rapport a 

des axes rectangulaires comme les anciens. En adoptant d'avance ces 
axes, x, etjp, se réduiront àx et γ. On trouvera alors, en séparant les 
quantités réelles des imaginaires, 

x — (Geax -+- He-0*·) cos a (β -+- ω), 

γ = (Ge"* — lie—"") sin a (β -h ω), 

et ces formules, qui ne diffèrent de celles du numéro précédent que par 
le changement insignifiant de β en β +· ω, nous conduiront comme elles 
à des coniques homofocales et au système elliptique du § II. 

Nous sommes donc en droit d'affirmer que ce système est le seul 
pour lequel on ait à la fois 

ds- -- λ (da.2 -f· άβ2), et λ = j'( a) — F (β), 

et, par conséquent, le seul dont nous puissions faire usage pour appli-
quer la méthode du § Ier au mouvement d'un point dans un plan. 
Nous avons déjà fait observer que les coordonnées rectangles ordi-
naires y sont comprises comme cas particulier, ainsi que les coor-
données polaires et les coordonnées paraboliques dont on a dit un 
mot à la fin du n° 10. 
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§ IV. 

17. Occupons-nous à présent du mouvement du point M sur une 
sphère de rayon p, ayant pour équation 

x2 -hy* -f- ζ·2 = ρ'2. 

Nous avons, dans le cas du plan, regardé chaque point M comme 
déterminé par la rencontre de deux coniques homofocales. Nous opé-
rerons de la même manière sur la surface de la sphère; seulement 
nos coniques seront ici naturellement des coniques sphériques. Dési-
gnons par h et c deux constantes prises à volonté une fois pour toutes. 
c étant > b; et, pour exprimer or, γ, ζ au moyen de deux variables p. 
et v, prenons 

x2 y2 ζ' x1 y' ζ2 

En donnant à p. et v diverses valeurs , on obtient par ces deux dernieres 
équations deux systèmes de cones qui se coupent à angle droit et qui 
déterminent sur la sphère deux systèmes, aussi orthogonaux, de co-
niques sphériques dont l'intersection donne les différents points de la 
surface. Les valeurs de x,y, ζ en μ et v sont 

Pf« Ρ ^P2— b* v'é2— -y _ _ p Ve2— f*2 \!c'' — ·■>'' 

On suppose, bien entendu, v2 < b2, μ compris entre b et c, et on 
prend v et les radicaux contenus dans les formules avec des signes 
convenables. Pour plus de clarté, introduisons deux angles θ et ψ, et 
posons 

v ~ b cos θ, μ = \'c2 cos2 ψ -t- b2 sin2 6. 
De là résultera 

χ -- -C0S - sjc2 cos2 'h -+- h'2 sin2 ô. 

y -- ρ sin & cos ψ. ζ = c y c~— ο2 cos2 i. 

Les radicaux qui restent demeureront toujours positifs, et les signes de 
cos 6, etc., détermineront ceux de oc,y, z, d'après les valeurs des angles 
ΰ et ψ. Pour parcourir la surface entière de la sphère, il suffit de faire 
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varier 0 dans l'étendue d'une demi-circonférence et di dans l'étendue i 
d'une circonférence entière. Si donc il s'agissait d'une intégration relative 
à cette surface, on prendrait ο et π pour limites de θ, ο et m pour 
limites de ψ; mais, dans le problème du mouvement d'un mobile, on 
peut être obligé de considérer des valeurs de Q et ψ plus grandes ou 
plus petites, et même des valeurs allant en croissant ou en décroissant 
indéfiniment. 

Au reste, c'est dans les applications particulières que l'usage des angles 
θ et ψ peut surtout ctre utile. Tant que l'on demeure dans une certaine 
généralité, l'emploi des variables μ et ν me paraît plus commode. 

18. D'après les valeurs de x, y, z, on trouve sans difficulté 

f{s2 _ (μ2 _ v2\ Γ ! . 

En comparant à la formule (ίο) du § Ier, on a donc ici 

m ~ — J) (c> — μ.ή '
 11 ~~ (δ

2
 - v

2

)V—*') '
 λ 1,2

 ' 

La valeur de λ (qui est, au reste, d'une forme entièrement semblable à 
celle pour le cas du plan ) se trouvant composée, comme le demande la 
méthode du paragraphe cité, d'une fonction de μ jointe à une fonc-
tion de ν, nous pourrons prendre pour AU une autre expression quel-
conque de la même espèce. Ainsi, toutes les fois que l'on aura 

u = £(P)~f(v) , 

les équations du mouvement du point M sur la sphère se ramèneront 
aux quadratures par nos formules. 

D'après la valeur actuelle de λ, comparée à la première des for-
mules (28) du n° 6, on peut prendre 

ψ(μ)=μ2, sr(v)=v2, 

et appliquer la formule (3o). Ainsi l'équation de la trajectoire sera 

d[À d'j 
— è2) (<?2 — f/2) (ft) 4- Cfji3 — A \j(b2 — v2) (c2 — v3) — 2.F(y) — Cv3 
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ou bien, en introduisant l'angle i de la formule (3i), 

[2f (μ) 4- Cp.2] cos2 i 4- [2É(v) 4- Cv2] sin2 i = A. 

Ici i désigne l'angle que la trajectoire fait en chaque point avec la co-
nique sphérique correspondante (p.). L'élément ds" de cette conique a 
pour valeur 

rie" — ,°vV v*.d-J 

et l'élément ds' de la conique orthogonale s'exprime par 

v)>2 — b2)[c' — μ2) 

enfin on a 

8 vV~ 62)(C2— μ2)Λ 

Je ne m'étendrai pas sur les applications des formules relatives à la 
trajectoire. Je me bornerai au cas de 

f(p) = o, F (y) = ο ; 

c'est celui d'un mobile qui n'est sollicité par aucune force accéléra-
trice. 11 est évident que la trajectoire est alors un grand cercle de la 
sphère. Les équations 

du. du 
v'(^ --a) ( V·2 — b2) (c2 — f2·' ) v'(« — v2) (b2 — ) (c2 — V2) 

et 
p,2 cos2 i 4- v2 sin2 i — a, 

qui se déduisent des formules (32) et (33) propres à ce cas, représentent 
donc un grand cercle quelconque, et cela quelles que soient les valeurs 
attribuées à b et c. D'après la formule (34)* l'élément ds de ce grand 
cercle s'exprime par 

t.-]s _ ρ dfj. y/p.2— a ^ 0 ih\Ja — S 

Remarquons enfin que les cercles en nombre infini qui répondent à 
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une même valeur de a sont tous tangents à la conique sphérique dé-
terminée par l'équation p.2 = a ou ν2 = a, suivant que l'on a a > h2 

ou a < b2. 

19. On peut introduire, au lieu de μ. et v, les angles ψ et 6 dans la 
formule 

υ==Γ(μ)-^); 

qui devient ainsi 

„ Fonct. (ψ) — fonct. (Θ) 

Cette forme est la plus convenable pour la discussion des cas particu-
liers où l'on prend b — ο ou b = c, le numérateur, en effet, reste le 
même, et le dénominateur peut être supposé égal à cos2 ψ dans le pre-
mier cas, et à sin2 θ dans le second. Soit, pour fixer les idées, b — c; 
la valeur de U, pour laquelle la méthode du § Ier réussit, est 

», Fonct. (ψ) — fonct. (Θ) 

et l'on a d'ailleurs 

χ — ρ cos 6, γ = ρ sin θ cos ψ, ζ — ρ sin 0 sin ψ, 

en sorte que θ et ψ sont, les angles des coordonnées polaires ordinaires 
dans le cas de trois dimensions. En faisant Fonct. (ψ) = ο, la formule 
comprend encore, comme cas très-particulier, le pendule conique. 

§ V. 

20. L' extrême ressemblance qu'on a pu observer entre les formules 
pour le pian et celles pour la sphère, se conserve en passant à un 
ellipsoïde quelconque. 

Soit 

p' p" — b1 p2 — c 

l'équation de l'ellipsoïde sur lequel le point M doit se mouvoir, et 

μ- μ'— b1 c'— u. 

V* b' -J2 c2 V1 
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celles des hyperboloïdes horaofocaux qui en déterminent les ligues de 
courbure. Nous regarderons p. et v comme des variables en fonction 
desquelles nous exprimerons χ, y, z. 

Un calcul très-simple donne 

.01j.v \/o- — b'sjp2—b2\]b'!— ν- ^ \jp' — c!\/c'' — p'sjc-—ν- _ 

011 doit donner aux diverses quantités entrant dans ces équations des 
signes convenables, comme l'indiqueront nettement, si l'on veut, les 
formules 

χ _ ^2 cos
2 ψ _|_ £2

 s
J
n

2 ̂  

γ = y ρ2 — b2 sin θ cos ψ, 

z= ν'ρ c . ï, 

que l'on obtient en faisant, comme pour la sphère, 

y = b cos ψ, μ = yc2 cos2 ψ -+- b2 sin2 ψ. 

<21. On trouve sans difficulté, d'après les valeurs de x,y, z, 

ds2 = ( 7.2 - >2i I ,h' . 

En comparant à la formule (10) du § Ier, on a donc ici 

" = Φ--Φ-Α' λ = A 

La valeur de λ ayant la forme voulue pour le succès de la méthode du 
paragraphe cité, il ne reste plus qu'à prendre λυ de même forme, en 
posant 

y _ 'Qj— b (W 

Ainsi, toutes les fois que U sera susceptible d'une telle expression , les 
équations du mouvement d'un point matériel sur l'ellipsoïde se ramè-
neront aux quadratures par nos formules. L'équation de la trajectoire 
sera, dans ce cas, 

\/p' — fi2. dp. y/p2 — v2. Ih 
χ [p'J — è2) (c2 — m3) \jiî ( jxJ Cp! — A y/( b2 — v3) (c2 — v2) y A — '· A'(v) — (V 
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on bien 

[af (ρ) Cp2] cos2 i [aF (ν) -+- Cv2] sin2 i = A, 

i étant l'angle que la trajectoire fait en chaque point (ρ, ν) avec l'élé-
ment ds" de la ligne de courbure correspondante (jul), je veux dire de 
la ligne de courbure qui passe par ce point et le long de laquelle la 
valeur de μ reste constante. 

En faisant 

*(/*) = F (ν) = gV, 

on traiterait, comme il est aisé de le voir, le cas d'un point M attiré 
ou repoussé par le centre de l'ellipsoïde avec une force proportionnelle 
à la distance du point M à ce centre. 

En faisant 

f(p) = o, F (y) = ο, 
on retrouve naturellement l'équation 

μ2 cos2 i -h y2 sin2 i — a, 
ou bien 

\jf2 — fi2.dp ^ y'p2 — vs. A 
(c' — p!) (p2— a) — v'A (a — »'<) 

de la ligne géodésique tangente à la ligne de courbure que détermine, 
suivant la grandeur de a, l'une ou l'autre des deux équations μ2 — a , 
y2 = a. Et pour l'élément ds de cette ligne on obtiendra la formule 

ds= όμ 4- dv, 

qui rentre, au fond, dans celle que j'ai donnée autrefois, comme on 
peut s'en assurer, en ayant égard à la différence des notations et à 
l'équation entre μ et v. 

§ VI. 

22. Nous dirons actuellement deux mots du cas où le point M se 
meut sur une surface de révolution quelconque. 

Prenons l'axe de la surface pour axe des x, et désignons par u sa 
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distance au point M, en sorte que u soit une fonction de χ fournie 
par l'équation du méridien. Représentons de plus par β l'angle que le 
méridien qui passe par le point M fait avec un méridien fixe. On aura 

d
S

2
 = dx

2
\z + (^~] + u

2
dβ

2
. 

Si donc nous faisons 

Γ dx i f du\ -

il nous viendra 

ds2 = u2 (du2
 4- άβ2) — λ (du2

 -f- άβ2), 

en posant λ = u1. En comparant cette valeur de λ aux formules 17) 
du 11" 6, on prendra 

s (α) = u2, zs (β) ~ ο, 
et 

u = iktzûâ. 

Telle est la fonction des forces pour laquelle notre méthode d'intégra-
tion réussira. 

Dans le cas particulier des lignes géodésiques, on trouvera pour 
équation de la trajectoire 

dot. d^) 
\j id — a \ja 

ce qui revient à I équation connue 

u cos i — constante , 

où i désigne l'angle sous lequel la ligne géodésique coupe successive-
ment les parallèles de la surface. 

§ VIL 

23. INous prendrons pour dernier exemple la surface héliçoïde dont 
Γ équation est 

- — tans z. 
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Cette équation est satisfaite par 

χ —μ cos v, jy = p.sinv, z = v, 

ce qui donne 

rfj»=(^
 + I

)(_3ïL
 + rfv^, 

et permet l'application de nos formules en posant 

λ = μ.2 + ι, m = —ί-—, η = ι, 

puis 

υ = %)-*» 

Avec cette valeur de U l'équation de la trajectoire est 

dy. «v 
y/(A* + ι y/2f(^j -f- C (ρ2 -4- 1) — A y/Â—~2Î*(vj 

On déduit ce résultat de la formule(3o) en y faisant ψ (μ) = μ2 + ι, 
sa· (y) = o, ce qui donne bien λ = φ (μ) — zs (ν). 

Dans le cas particulier des lignes géodésiques, les formules (3a), (33) 
et (34) fournissent 

«jx αν 
vV + — «) 

ou 
(μ2 + ι) cos2 i + sin2 i — a, 

pour l'équation de la trajectoire, et 

ds = άμ ' ■
 r

, + dv \Ja 

pour l'élément de son arc, qui s'exprime ainsi par une intégrale ellip-
tique. Ici i désigne l'angle sous lequel la ligne géodésique coupe suc-
cessivement les lignes de la surface pour lesquelles on a μ = constante ; 
ces lignes sont des hélices : ν — constante donne des lignes droites. 
Pour 

μ3 -h 1 = a, 
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ia formule dont l'angle i dépend donne 

• a * K'2 1 — n 

sauf le cas de a -= 1. Les lignes géodésiques en nombre infini qui ré-
pondent à une même valeur de a sont donc, en général, toutes tan-
gentes à l'hélice déterminée par l'équation 

-f- 1 — n, 

et quoique cette hélice ne soit pas une ligne de courbure, 011 peut pré-
voir qu'elles ont des propriétés analogues jusqu'à un certain point à 
celles des lignes géodésiques tangentes à une même ligne de courbure 
sur l'ellipsoïde. 

§ VIII. 

24. La méthode que j'ai développée dans ce Mémoire est une simple 
extension de celle dont j'avais fait usage dans mes premières recherches 
sur les lignes géodésiques de l'ellipsoïde, en cherchant à démontrer 
une belle formule île M. Jacobi. Elle me parait propre à entrer dans les 
Traités élémentaires, et c'est surtout par cette raison que je m'y suis 
arrêté avec quelque détail. Il m'a semblé d'ailleurs utile de montrer 
comment l'analyse même des équations du mouvement d'un point dans 
un plan aurait pu conduire d'une manière très-directe à ces coordon-
nées elliptiques auxquelles les géomètres ont reconnu tant de propriétés, 
et qui, du reste, ont été d'abord employées précisément dans un pro-
blème de mécanique. Dans un second Mémoire je traiterai par une 
autre méthode (mais toujours en prenant mon point de départ dans 
les recherches de M. Jacobi) la question du mouvement d'un point 
libre dans l'espace. Je montrerai en particulier que les intégrations 
s'effectuent quand le mobile est sollicité parallèlement à trois axes Oa?, 
Oy, Oz, rectangulaires ou obliques, par les forces respectives 

d V d U du 
dx ' dy ' dz 

U étant une fonction de ar, y, z, exprimée par la formule 

_ ( r—y') /( ρ) -t- ( ρ2 — y') I' ( ν) + ( ?' — f·2) 't (v) 

Tom«XÏ. —Octourf. 184^- 48 
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ou ρ, μ, ν sont des fonctions de -T,J, ζ déterminées par l'équation 

02 G2 £)- p- c 

qui est du troisième degré en ρ2 et dont ρ% μ2, v2 désignent les trois 
racines; ο sont des constantes quelconques, et J(p), F (μ), φ (ν,ι 
des fonctions quelconques aussi de leurs variables respectives. Je ne 
sache pas que M. Jacobi ait donné ce théorème, mais on le démontre 
facilement en faisant usage dune équation aux différences partielles, 
conformément à la théorie développée par l'illustre géomètre dans le 
tome III du présent Journal. 


