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Sprachen

» L,(®) Sprache mit Formeln

o, u=p(€P) [T | = | (pAY) | Kip|...| Koy

» LS(®) Sprache mit Formeln

0, =p(E€®)| T |- |(pAy)|Kip]|...| Kap| Co

Modellklassen

» M, Klasse aller Modelle M = (S5, Kq,...,K,,m) mit
KiCSxSundn:S5——B

> Mt C M,: alle K; sind reflexiv, symmetrisch und transitiv.



Giltigkeit:

1. in M gilt ¢ (lokal) in der Welt s, (M, s) = ¢, definiert mit
Hilfe von

(M,s) = Kip : <= fiir alle t mit (s, t) € K; ist (M, t) = ¢,
2. in M gilt ¢ (global) in allen Welten,
Ml ¢ < firallese Sist (M,s) = ¢,
3. in M gilt v allgemein,
MEyp < firalle M e Mist M |= .

Beachte: wenn M’ C M und M [= @ ist, so auch M’ = ¢.



Bedeutung von Cyp
>» Ep:=KipA...ANKpp
> E% =, EFtlp = E(EFp)
> (M,s) = Cp: <= fiir alle k € N: (M, s) = EFyp
Lemma
Sei£:=K1U...UK, und C := &t die transitive Hiille von E.
(M,s) = Ep < fiirallet mit (s,t) € £ ist (M, t) = ¢

(M,s) = Co <= fiir alle t mit (s,t) € C ist (M,t) = ¢



Ein Axiomensystem ist besteht aus einer (effektiv aufzihlbaren)
Menge von Aussagen, den Axiomen, und SchluBregeln

Y1, ---5 Pk
¥

(R).

Ein Beweis ist eine Folge ¢ von Aussagen, die Axiome sind oder aus
vorangehenden Folgengliedern nach einer SchluBegeln hervorgehen.

Das Axiomensystem ist korrekt fiir M, wenn alle seine Axiome in
M allgemeingiiltig sind und alle seine SchluBregeln die
Allgemeingiiltigkeit iibertragen, d.h. fiir (R)

M':@177M':§0n:>/\/l':§0

Das Axiomensystem ist vollstindig fiir M, wenn jede in M
allgemeingiiltige Aussage ( einen Beweis ¥ hat.



Axiomensystem K, fiir die Giiltigkeit in M,
mit Aussagen ¢, € L,(P) und K € {K1,...,Ky}:

Al.

A2.

R1.

R2.

(Tautologie) ©,

wenn @ aus einer aussagenlogischen Tautologie
entsteht, indem man deren Aussagevariablen durch
L,(P)-Aussagen ersetzt

(Distribution) K(p — v) — (K — K¢)  (K)

Modus Ponens:

Verallgemeinerung: Ki (KG)
¥



Beispiel eines Beweises, als Baum dargestellt:

(pAqg)—p (A1)
Ki((p A q) — p)

(KG)

K((pha) = p) = (Ki(pra) = Kip) P2

Ki(p A q) — Kip




Korrektheit von K, beziiglich M,

Theorem

Jede in K, beweisbare Aussage ist allgemeingiiltig in M, : Ist

Kn b ¢, soist M, = .

Beweis Durch Induktion iiber die Lange eines Beweises von .
Allgemeingiiltigkeit der Axiome:

Al: selbst machen.

A2: Sei M € M, und s € S, der Menge aller Welten von M. Um

(M,S) ): K,'(gp — ¢) — (K;gp — K,’l/))

zu zeigen, sei (M, s) = Ki(¢ — ¢) und (M, s) = Kip. Um
(M, s) = Kitp zu zeigen, sei (s, t) € K;. Nach den Annahmen ist

(M, t) E (p — 1) und (M, t) = ¢, also auch (M, t) |= 1. Daher
gilt ¢ in jeder von s KCj-erreichbaren Welt, d.h. (M, s) = Ki.



Korrektheit der SchluBregeln:

R1 Da (¢ A (¢ — ©)) — 9 die Einsetzung in eine AL-Tautologie
ist, haben wir M |= (¢ A (¢ — ) — o fiir jedes M € M,
Daraus folgt, daB M = 1, wenn M = (¢ — ) und M |= ¢
gelten. Also ist R1 korrekt.

R2 Sei M = ¢. Um M = Kjp zu zeigen, sei s € S und
(s,t) € K;i. Da ¢ in M global gilt, ist (M, t) = ¢; daher
(M, s) E Kip. Da s beliebig war, haben wir M = K;op. O

R1 und R2 sind korrekt fiir jedes M C M,,. Denn um die
Giiltigkeit der Konklusion ¢ in einer Welt M zu zeigen, wurde nur
die Giiltigkeit der Pramissen in M benutzt.



Beachte, daB man fiir R2 nicht wie fiir R1 argumentieren kann: die
Aussage ¢ — Kjy ist i.a. nicht allgemeingiiltig. Daher ist auch das
Deduktionstheorem der Aussagen- und Pradikatenlogik,

Ist WU {p} 1, soist auch VI ¢ — 1),

fiir die Axiomatisierung K, der Wissenslogik falsch:
» wir haben p - K;p, aber
» M = p — Kip fiir die Struktur M = ({s, t}, K;, 7) mit
(M,s) = p, (s,t) € Kj, und (M, t) = —p.
» wegen der Korrektheit von K, ist also I/ p — K;p.



Vollstandigkeit von K, beziiglich M,

Die Vollstandigkeit zeigt man indirekt: wenn ¢ nicht beweisbar ist,
ist © nicht allgemeingiiltig, d.h. =¢ muB in einem (M, s) wahr
sein. Man versucht daher, aus ¢ ein solches (M, s) zu konstruieren.

» Eine Menge F von L-Formeln heift konsistent, wenn fiir jedes
endliche E C F die Aussage — /\ E nicht beweisbar istl.

» Ein konsistentes F C £ heit maximal konsistent, wenn fiir
kein ¢ € L\ F auch F U {¢} konsistent ist.

Mit F ist auch jede Teilmenge von F konsistent.

IND =T



Lemma
Sei AX ein Axiomensystem fiir eine Sprache L C L,(®), die unter
-, A abgeschlossen ist.

1. Wenn AX die Axiome Al und die Regel R1 umfabBt, gibt es zu
Jeder konsistenten Menge F' C L eine maximal konsistente
Obermenge F D F'.

2. Ist F C L maximal konsistent, so gelten fiir alle ¢, € L:

2.1 Esist o € F genau dann, wenn —p € F.

2.2 Esist (p N) € F genau dann, wenn ¢ € F und ¢ € F.
23 Istp € Fund(p— )€ F,soistyp € F.

2.4 Ist ¢ beweisbar, so ist p € F.



Beweis

1. Sei {#; | i € N} eine Aufzdhlung aller Formeln von L.
Konstruiere durch

FiU{y} falls das konsistent ist

Fo:=F Fiy1:=

’ ' F; sonst.
eine aufsteigende Kette Fp CF; C--- C F; C Fi;z1 C--- von
konsistenten Formelmengen, und wahle

F=|J{F|ieN}DF.

» F ist konsistent: fiir jedes endliche E C F gibt es groBe i mit
E C F;, und da F; konsistent ist, ist = /A E unbeweisbar.

» F ist maximal konsistent: Angenommen, es gibe
=1 € L\ F, sodaB F U {¢} konsistent ware. Da ¢ ¢ Fyi1
ist, kann Fyx U {¢} nicht konsistent sein, also auch F U {¢}
nicht, entgegen der Annahme. Also ist F maximal konsistent.



2. Wir zeigen nur 2.4: Sei F maximal konsistent und ¢
beweisbar. Ware ¢ ¢ F, so wére nach 2.1 —p € F. Da F
konsistent ist, diirfte = A{—¢p}, also ==, nicht beweisbar
sein. Aber da ¢ beweisbar und (¢ — ——¢) eine Tautologie

ist, ist mit (MP) auch ——¢ beweisbar. Also muB ¢ ¢ F falsch
sein. g



Satz

(Vollstindigkeitssatz) Jede in M,, allgemeingiiltige Aussage ist in
K, beweisbar: ist M, = ¢, so ist K, I ¢.

Beweis (indirekt). Angenommen, ¢ sei nicht beweisbar. Mit ¢ ist

auch == nicht beweisbar, also —¢ konsistent.
Sei M€ =(S,K1,...,Kn,m) € M, die kanonische Struktur mit

S = {V | V C L ist maximal konsistent (mit K,) }.
true, fallspe V,
m(V)(p) =
false, sonst.

Ki = {(V,W)eSxS|V/KCW}, mit
V/IKi:={v | Kip e V}.

In V hidlt Agent i alle W fiir moglich, die Erweiterungen dessen
sind, was er laut V weiB.



Durch Induktion iiber den Aufbau von ¢ sieht man:

Firalle Ve Sgilt: (M, V)Ep <= e V. (1)
Da S ein F D {—¢} enthilt, ist (M, F) = -, also ¢ nicht
allgemeingiiltig.
Fiir Kiv) betrachten wir die Richtungen von (1) getrennt:

1. Kipe V. = (MF, V) E Kip:
Ist Kjip € V und (V W)GIC soist € V/K; C W, und
daher induktiv (M, W) = ¢



2. (M, V) = Kip = Knp e Vs

Sei (M€, V) = K. Fiir jedes (V, W) € K; ist (M, W) = v,
also induktiv v € W. Das heiBt, jedes maximal konsistente
W D V/K; enthilt v; folglich ist V/K; U {—%} inkonsistent.

Es gibt also ¢1,...,0k € V/Ki mit = =(p1 A ... Ak A ).
Nach Al und Rl ist F o3 A ... Ak — ¥ und

For—(p2— (.. = (e = ¥)...)),
und mit R2, A2 und R1 auch
F Kipr — (Kipa — (... — (Kipk — Kiv)...)).

Nach dem Lemma ist diese Formel in V, und nach Wahl der
¢j auch alle Kipj. Mit Kjp; € V und (Kip; — x) € V ist
aber xy € V, nach dem Lemma. Es folgt Kjv) € V. O



Axiomensysteme fiir die Giiltigkeit in M C M,
Fiir die Allgemeingiiltigkeit in gewissen Teilklassen M C M,
braucht man weitere Axiome.

Fiir alle ¢, ¢ € L,(P) und K € {Ki,..
A3.
A4.
A5,
Ab6.
AT.

(Wissen/Wahrheit)
(Positive Introspektion)
(Negative Introspektion)
(Konsistenz)

(Symmetrie)

., Kn}:
Ko — o, (T)
Ko — KKy (4)
Ky — K=Ky, (5)
-K-T (D)
¢ — KoK-p

Die Axiome hdngen mit Eigenschaften der Erreichbarkeitsrelationen
K; der Modelle zusammen; diese muB man bei der Konstruktion
des kanonischen Modells M€ sicherstellen.



Satz

Sei T,, das Axiomensystem aus den Axiomen A1, A2, A3, und den
Regeln R1 und R2 fiir L,-Formeln. T, ist korrekt und vollstindig
fiir die Klasse M|, C M, aller Kripke-Strukturen mit reflexiven
Erreichbarkeitsrelation.

Beweis: Korrektheit: A3 ist allgemeingiiltig fiir M7: ist M € M,
und s € S mit (M, s) = Kip, soist (M, t) = ¢ fiir jedes t mit
(s,t) € Kj, und da K; reflexiv ist, gilt das auch fiir t = s.

Vollstandigkeit: Das kanonische Modell M€ liegt in M: Zu zeigen
ist, daB (V/, V) € K, ist fiir jedes V € S, d.h. daB V' /K; C V oder
daB fiir jedes Kijp € V auch ¢ € V ist. Da Kjp — ¢ nach A3
beweisbar ist, liegt es nach Lemma 3 in jedem V von M€, und
daher mit Kjp € V auch ¢ € V, wieder nach Lemma 3. O



Satz

Sei S4,, (oder KT4,) das Axiomensystem aus den Axiomen Al, A2,
A3, A4 und den Regeln R1 und R2 fiir L,-Formeln. S4,, ist korrekt
und vollstindig fiir die Klasse M C M, aller Kripke-Strukturen
mit reflexiven transitiven Erreichbarkeitsrelationen.

Beweis: (Korrektheit) Allgemeingiiltigkeit von A4 fiir M'": Sei
M e M und s € S mit (M,s) &= Kip. Ist r € S von s in zwei
KC;-Schritten erreichbar, so auch in einem Schritt, da K; transitiv
ist, also gilt (M, r) = ¢. Es folgt (M, s) = KiKip.

(Vollstandigkeit): M € M, d.h. alle KC; von M€ sind reflexiv und
transitiv: Nach dem Beweis des vorigen Satzes ist KC; reflexiv.

Ki ist transitiv: Sei (U, V) € K; und (V, W) € K;. Dann ist

U/Ki €V und V/K; C W. Sei Kijp € U. Nach Lemma 3 liegt das
Axiom Kjp — KiKjp in U und somit auch K;Kjp € U. Folglich ist
Kip € U/K; C V, und dann ¢ € V/K;. Da Kjp € U beliebig war,
ist U/K; C W gezeigt, und damit (U, W) € K. O



Eine wichtige Teilklasse von M, sind die Kripke-Strukturen, wo
alle KC; Aquivalenzrelationen sind. Ihre Beziehung zu den Axiomen
A5 und A6 wird iiber folgende Eigenschaften von Relationen klar.

Eine Relation L C S x S heiBt

> linkstotal, wenn es zu jedem s € Sein t € S mit (s,t) € K
gibt, und
» cuklidisch, wenn zu jedem (r,s), (r,t) € K auch (s, t) € K ist.
Lemma
Fiir eine Relation K C S x S sind folgende Aussagen dquivalent:
1. KC ist total, symmetrisch und transitiv.
2. K ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.
3. K ist reflexiv und euklidisch.



Satz

Sei S5, (oder KT45,,) das Axiomensystem aus A1, A2, A3, A4, A5
und den Regeln R1 und R2 fiir L,-Formeln. 55,, ist korrekt und
vollstindig fiir die Klasse M'** C M, aller Kripke-Strukturen mit
reflexiven, symmetrischen und transitiven Erreichbarkeitsrelationen.

Ab entspricht der Eigenschaft “euklidisch”

Satz

Sei KD45,, das Axiomensystem aus den Axiomen Al, A2, A4, A5,
A6 und den Regeln R1 und R2 fiir L,-Formeln. KD45,, ist korrekt
und vollstiandig fiir die Klasse ./\/l,e,’t aller Kripke-Strukturen, deren
Erreichbarkeitsrelationen euklidisch, linkstotal und transitiv sind.

A6 entspricht der Eigenschaft “linkstotal”.
AT entspricht der Eigenschaft “symmetrisch”.



Axiomensystem K¢ fiir die Allgemeingiiltigkeit in M,
Fiir alle o, 1) € LS(®):

Cl1.
C2.

RC1. (Induktion)

Satz

Ep — (Kip A ...\ Kyp)
Cp — E(go/\ CQD)

o — E(Y A )
oo Co (Ind)

Seien KE, TS, S45, S5¢ und KD45S die Erweiterungen der
Axiomensysteme K, T, S4,, 55, und KD45,, um die Axiome (1,
C2 und die Regel RC1, jeweils fiir LS (®)-Formeln.

1.

AR

KC ist korrekt und vollstandig fiir die Klasse M.

TS ist korrekt und vollstandig fiir die Klasse M.

S4C st korrekt und vollstandig fiir die Klasse M.
S5 ist korrekt und vollstandig fiir die Klasse M.
KDA45§ st korrekt und vollstandig fiir die Klasse M.



Beweis: Betrachte E¢ nur als eine Abkiirzung und ignoriere C1.
Fir M =(S,Kq,...,Kp,m) € M, sei

E=KiU...UK, und C:=E&T.

l.a KS ist korrekt fiir M,:

Allgemeingiiltigkeit von C2, d.h. M, = Cy — E(¢ A Cyp).

Sei M € M, und s € S mit (M,s) = Cyp. Nach Lemma 77
bedeutet (M, s) = Cyp, daB (M, r) |= ¢ fir alle r € S mit

(s,r) €C.

Um (M,s) = Ki(e A Cy) zu zeigen, sei t € S mit (s, t) € K.
Wegen (s,t) € K; CC gilt (M, t) = . Fiir jedes r € S mit

(t,r) €Cist (s,r) € (Ki;C) CC, sodaB (M, r) = ¢ und deshalb
auch (M, t) E Cop gilt.

Daher ist (M, t) = ¢ A Cyp, und folglich (M, s) = Ki(¢ A Cp). O



Korrektheit der Regel RC1: Sei M, = ¢ — E(¢ A ). Um die
Allgemeingiiltigkeit von ¢ — Ct zu zeigen, wihle M € M, und
s € S mit (M, s) = ¢. Mit der Annahme folgt (M, s) = E(¢ A p).

Sei (s,t) € C = ET, mit einem £-Weg der Linge n > 1. Wir zeigen
(M, t) = 1 durch Induktion iiber n. Daraus folgt (M, s) E Ci.
Fir n=1ist (s,t) € £, also (M, t) =1, da (M,s) = E(y A ).

Firn=m+1>2seire S mit(s,r) €& und (r,t) € EM.
Wegen (M, s) = E(¢ A @) ist (M, r) = ¢, und nach
Induktionsannahme gilt dann (M, t) = 9. O



1.b KE ist vollstandig fiir M,
Wir zeigen, daB es fiir jede konsistente Aussage x € LS ein
endliches M, € M,, und eine Welt s, mit (M,,s,) = x gibt.

Zu x € LS sei Sub(x) die Menge der Teilformeln von
{x}U {Cp — E(p A Cyp) | Cyp ist Teilformel von x },
(mit Evy := \]_; Ki®), und
Sub™ (x) = Sub(x) U{ % | ¢ € Sub(x) }.

Definiere das (endliche!) M, :=(S,K1,...,Kp, ) durch

S = Con(x):={V CSubt(x) | V ist maximal konsistent }
Ki = {(V,W)eSxS|V/KCW}
1, fallspe V,
w(V)(p) = {0
, sonst.

Fiir s, wahle ein V € S mit V D {x}.



Durch Induktion iiber die Teilformeln ¢ von x zeigt man:
Fir alle Ve Sgilt: (M,V) ¢ < pe V. (2)

Wir setzen den Beweis von Satz 1 auf die neuen Formeln fort.
CpeV= (MV)E Cy:

Sei Cyp € V,und (V,W)eSxSmitV=VW, W= Vi1, und
\/J-/K,-J. C Vj4q fiir j < m. Da V maximal konsistent ist, ist das
Axiom Cip — E(¢» A Ct) in V, also nach Lemma 3 auch

E( A Cp) € V und K, (¥ A Co) € V. Folglich sind

¥, Cy € V/Kj, C Vi. Durch Induktion iiber m folgt: ¢, Cyp € W.
Da W maximal konsistent und |¢)| < |Cq)| ist, hat man induktiv
nach (2) schon (M, W) = ¢. Damit ist (M, V) = Ct) gezeigt.



(M, V)E Cy = Cyp e V:
Sei (M, V) = Ct. Es geniigt, eine Aussage ¢ zu finden mit

FAV — o, (3)
o= Ao Ki(v A ) (4)

Denn dann ist wegen (4) und RC1 auch
= o — G,

also mit (3) auch = A V — Cv. Wire nun Cy ¢ V, so wire
=Cty € V nach Lemma 3, daher zusammen

}—/\V—>C¢/\—|Cw.

Aber dann wire V nicht konsistent. Daher muB8 Ct € V sein.



Seidazu W:={WeS | (M W)}k Cy¢} und

gp::\/{/\W | WeWw}

Wegen V e Wist = AV — ¢, also (3). Da die Formel in (4)
aussagenlogisch dquivalent zur Konjunktion der Formeln in

Beh.: Fo—Ki(pAy) firi=1,...,n (5)

ist, geniigt es, (5) zu zeigen. Dazu behaupten wir:

(i) Fir W e Wist EF A W — K.

(i) Fir Ug¢ WistE AW — K~ A\ U.

(iii) Fur WeWist E AW = Ki(w AN{=AU | U&W}).
(V) Foor AL-AU| Ug W}

Aus (iii) und (iv) erhédlt man = A W — Ki(¢ A ) fir alle W € W,
daraus (5).



Beweis von (i):

Wegen (M, W) [= Ct ist auch (M, W) = Kj. Im Beweis von
Satz 1 wurde gezeigt, wie daraus

FKipr — ... — Kipk — Kip
fir W/Ki = {¢1,...,p«} folgt. Wegen Kjp; € W ist natiirlich
FAW = Ky fiirj=1,...,k (6)

woraus mit aussagenlogischen Beweisschritten - A W — K1) folgt.



Beweis von (ii):

Wegen (M, W) = C¢ und (M, U) = Cyp muB (W, U) ¢ K; sein,
also W/K; Z U. Daher gibt es ein Kjp; € W mit ¢; ¢ U, also
—p; € U nach Lemma 3. Also ist

AW = Kigj und = A\U— ;.
Mit aussagenlogischen Schritten und R2 folgt
F K,'(pj — K,'—| /\ U

Zusammen ergibt das die Behauptung - A W — K= A U.



Beweis von (iii):

Das folgt aus (i) und (ii) mit F (Kip A Kiv) < Ki(p A 1), wozu
man die Distributivitdit A2 und die Regel R2 braucht.



Beweis von (iv):

Seig:=V{AU| U¢gW}undo :=\{AW | WeS} Da

die Formel die Einsetzung in eine Tautologie ist, ist

Fo < (p V),

Fiir U,W € S mit U # W ist UU W C Sub(x)" inkonsistent,
also = =(A W A A U). Daraus folgt mit den De Morgan'schen
Regeln der Aussagenlogik, daB

F=(p A D).

Wenn wir | o zeigen kdnnen, erhalten wir = (¢ V ), zusammen
also - ¢ < —p, was AL-dquivalent zur Behauptung (iv) ist.



Es bleibt noch zu zeigen, daB F o. Wegen

FVIAW I weSto - A{-AW | Wwes}

bedeutet - o, daB W := { - A W | W € S} inkonsistent ist.
Angenommen, W ware konsistent. Bis auf AL-Umformungen ist W
eine Menge von Disjunktionen, denn

Fa AW e\ | pewt

Fir (x1V x2) € Vist WU {x1} oder WU {x2} konsistent.
Zu jedem W € S gibt es also ein ¥y, € W, so daB
VU{—-tYw | WeS} konsistent ist und

{—vw | WeS}CSub™(x)

zu einem maximal konsistenem V € S erweitert werden kann. Aber
dann wire ¥y € V und —)y € V, also V inkonsistent. Daher muB
U inkonsistent, also o beweisbar sein. O



Beispiel (in Kf 5, ohne Axiom A3 oder Cyp — o)

Fiir i € {A, B} sei p; die Aussage, daB Kind i schmutzig ist.

A argumentiert intuitiv wie folgt: B weil nicht, ob pg, weiB aber,
daB (pa V pg). Ware —pa, so wiite B das, also wiiBte B sogar pg.
Da er das aber nicht weiB, muB —p4 falsch, also pa wahr sein.

1. Jeder gibt an, nicht zu wissen, ob er schmutzig ist; also ist es
geteiltes Wissen, daB niemand weiB3, ob er selber schmutzig ist:

C(—Kapa N ~"Ka—pa) N C(—Kgps N ~Kg—pB), (7)

2. Da alle einander ansehen, ist es geteiltes Wissen, daB8 jeder
weiB, daB die anderen wissen, ob er schmutzig ist; schwacher:

C(=pa — Kg—pa) A C(—ps — Ka—pag). (8)

3. Die Aussage des Vaters macht es zum geteilten Wissen, daB
mindestens ein Kind schmutzig ist: (und macht (7) falsch!)

C(paV pB) (9)



Wir haben (weil die Zeit ignoriert wurde)

Ka(Kg(pa V pg)) (nach 9) (10)
Ka(—pa — Kg—pa) (nach 8) (11)
Ka(—pa — Kgps) (nach 10,11,D) (12)
Ka(—Kgps) (nach 7) (13)
Kapa (nach 12,13) (14)
Mit Kg statt Ka erhidlt man Epp, analog Epg, also E(pa A pB)-

Ist Cp die Zusammenfassung von (7) — (9), so wurde
= Cp — E(pa A ps)
gezeigt. Nach (C 1) ist Cp — E(p A Cy), also
= Cp — E((pa i pB) A Cop),
und durch Anwenden von (RC 1) ergibt das

= Cp — C(pa A pB).
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