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Um iiber das Wissen einzelner Agenten oder ihr geteiltes Wissen sichere Aussa-
gen treffen oder argumentieren zu kénnen, braucht man eine Reihe von allgemein
giiltigen, also auf alle Situationen und Agenten zutreffenden, Aussagen, sowie
Schlufiregeln, die von giiltigen Aussagen wieder zu giiltigen Aussagen fiihren.

1 Formeln, Modelle, Allgemeingiiltigkeit

Sei ® eine abzihlbare Menge von atomaren Aussagen, aus denen die Formeln
der Sprache £,,(®) nach der Grammatik

e = pl Tl (pAY) [ Kip|. .. | Knp
gebildet werden, wobei p iiber ® liuft. Mit £&(®) sind die entsprechend durch
e = pl Tl (pAy) [ Kip|...| Knp | Cp

gebildeten Formeln gemeint, die zusétzlich den Operator C (fiir es ist geteiltes
Wissen der Agenten, daf$) erlauben. Dessen Bedeutung wird durch

Cp = /\Ekga mit El:= ¢, EFlyp:=E(EFp),
keEN EYy =Ky N---NKpy

auf die Bedeutung der Operatoren K; (fiir Agent i weifs, daf$) zuriickgefiihrt.

Als Interpretationen oder Modelle M werden Strukturen der Form
M= (S,Ky,....,Kpn,7)

erlaubt, mit eine Menge S von Welten (oder Situationen, Alternativen), einer
Belegung © : S — (® — B), die jeder Grundaussage p € ® relativ zu einer
Welt s € S einen Wahrheitswert 7(s)(p) € B = {true, false} zuordnet, und den
Erreichbarkeitsrelationen K; C S x S, wobei (s,t) € K; besagt, dak Agent ¢ in

der Situation s die Situation ¢ als Mdoglichkeit in Betracht zieht.



Sei M,, die Klasse all solcher Strukturen M, und M eine Teilklasse von M,,,
etwa die Teilklasse M75t all der M € M,, deren Relationen K; alle reflexiv,
symmetrisch und transitiv sind.

Bei der Giiltigkeit von Aussagen mufs man verschiedene Grade unterscheiden:

(i) in M gilt ¢ (lokal) in der Welt s, (M, s) = o, definiert mit Hilfe von
(M,s) E K;p : <= fiir alle t mit (s,t) € K; ist (M,t) | ¢,
(i) in M gilt ¢ (global) in allen Welten,
MEyp < firallese Sist (M,s) E ¢,

(i) in M gilt ¢ allgemein,

MEyp < firalle M € M ist M | .

Was die fiir M allgemeingiiltigen Aussagen sind, hingt natiirlich von M ab, und
offenbar monoton fallend: wenn M’ C M und M |= ¢ ist, so auch M’ |= .

2 Axiome und Schlufiregeln

Sei L eine Sprache (Menge von Formeln). Ein Aziomensystem AX besteht aus
einer (effektiv aufzdhlbaren) Menge von £-Aussagen, den Aziomen, und Schluf-
regeln der Form

P, -5 Pk

(R), (1)
2
mit £-Aussagen ¢1,...,pn,p. Eine solche Regel erlaubt, aus (angenommenen
oder schon bewiesenen) Aussagen @1, ..., ¢k zur Aussage ¢ iiberzugehen.

Die Schlufregel (1) ist korrekt fiir die Klasse M, wenn sie von M-allgemeingiilti-
gen Aussagen zu einer M-allgemeingiiltigen Aussage fiihrt, d.h. wenn gilt:

Ist M =7 und ... und M = ¢y, so auch M = .

Ein Beweis von @ aus V¥ ist eine Folge 1, ..., 1, von Aussagen, die in v,,, =
endet und deren Elemente 1); aus ¥ stammen, oder Axiome sind, oder zu denen
man aus Aussagen v; mit j < ¢ auf Grund einer Schlufiregel iibergehen darf.
Man schreibt W + ) fiir: ¢ ist aus ¥ beweisbar, d.h. wenn es einen Beweis von
1 aus ¥ gibt.

Ein Axiomensystem ist korrekt fiir M, wenn alle seine Axiome in M allgemein-
giiltige Aussagen und alle seine Schlufiregeln fiir M korrekt sind.

Eine Menge F' von L-Formeln heifit konsistent (mit dem Axiomensytem AX),
wenn fiir jede endliche Teilmenge F C F die Aussage = A E nicht beweisbar ist,



wobei A ) := T. Die Menge F C L heiflt mazimal konsistent, wenn F konsistent
ist, aber fiir kein ¢ € £ — F auch F U {y} konsistent ist. Beachte, daff mit F'
auch jede Teilmenge von F' konsistent ist.

Am einfachsten ist es, wenn man zuerst die Giiltigkeit fiir beliebige Erreich-
barkeitsrelationen betrachtet. Fiir die Giiltigkeit fiir besondere Erreichbarkeits-
relationen, z.B. Aquivalenzrelationen, kann man das Axiomensystem und die
Beweise dann anpassen.

2.1 Axiomensystem K, fiir die Giiltigkeit in M,

Axiome und Schlufiregeln von K, sind folgende, fiir Aussagen ¢, ¥ € L, (®) und
K e{Ky,...,K,}:

Al. (Tautologie) ¢, wenn es aus einer aussagenlogischen Tautologie
entsteht, indem man deren Aussagevariablen (konsistent) durch
Aussagen aus L,,(®) ersetzt

A2. (Distribution) Klp—1v)— (K — Ky) (K)

R1. Modus Ponens: w (MP)
R2. Verallgemeinerung;: Kiip (KG)

Das Distributionsaxiom ist hier etwas anders als bei Fagin u.a.[1] formuliert,
damit sein Name versténdlich wird.

Beispiel eines Beweises, als Baum dargestellt:

(pANq)—p AL
Ki((pAq) — p)

(KG)

Ki((pAq) —p) — (Kilp\q) — Kip)
Ki(pAq) — Kip

2.1.1 Korrektheit (Soundness)

Satz 2.1 Jedein K, beweisbare Aussage ist allgemeingiiltig in M,,: Ist K, F ¢,
so ist M, = ¢.

Beweis: Man muf die Allgemeingiiltigkeit der Axiome und die Korrektheit der
Regeln beziiglich M., zeigen. Durch Induktion iiber die Linge eines Beweises
1, ..., folgt dann, dak jede beweisbare Formel ¢ allgemeingiiltig ist.

A1: Da @ aus einer aussagenlogischen Tautologie durch Einsetzung entsteht, gilt
(M, s) = ¢ fiir jedes M € M,, und s € S, also auch M |= ¢ fiir jedes M € M,,.



A2: Sei M € M,, und s € S, der Menge aller Welten von M. Um
(M,s) E Ki(p — ¢) — (Kip — Ki))

zu zeigen, konnen wir annehmen, dafl (M, s) E K;(¢ — ¢) und (M, s) E K.
Um (M, s) = K9 7u zeigen, sei (s,t) € K;. Nach den beiden Annahmen haben
wir dann (M, t) = (¢ — ¢) und (M, t) = @, also auch (M, t) | . Daher gilt ¢
in jeder von s K;-erreichbaren Welt; und das heifst, (M, s) = K;i.

R1: Da (pA (¢ — ¥)) — ¢ (die Einsetzung in) eine aussagenlogische Tautologie
ist, haben wir M = (¢ A (¢ — 9)) — @ fiir jedes M € M,,. Daraus folgt aber,
daf M |4, wenn M | (¢ — ¢) und M = ¢ gelten. Also ist R1 korrekt.

R2: Sei M |= . Um M | K, zu zeigen, sei s € S und (s,t) € ;. Da ¢ in M
global gilt, ist (M, t) = ¢; daher (M, s) = K;p. Da s beliebig war, haben wir
M E K;p. (Kurz: unter der Annahme, daf ¢ in M global gilt, gilt es in allen
Alternativen einer beliebigen Welt, also gilt auch K¢ global.) o

Bemerkung 2.2 Die Regeln R1 und R2 sind korrekt fiir jede Teilklasse M C
M,,. Denn im obigen Beweis wird, um die Giiltigkeit der Konklusion ¢ in einer
Welt M zu zeigen, nur die Giltigkeit der Pramissen in M benutzt.

Beachte, daff man fiir R2 nicht wie fiir R1 argumentieren kann: die Aussage
¢ — Ky ist i.a. nicht allgemeingiiltig. Daher ist auch das Deduktionstheorem
der Aussagen- und Préadikatenlogik,

Ist U U {p} F 1, soist auch ¥+ ¢ — 1),

flir die Axiomatisierung K, der Wissenslogik falsch: wir haben p F K;p, aber
M p — Kp fir die Struktur M = ({s,t},K;,7) mit (M,s) E p, (s,t) €
K;, und (M,t) E —p. Und da wir gerade die Korrektheit des Axiomensystems
gezeigt haben, kann deshalb auch - p — K;p nicht der Fall sein.

2.1.2 Vollstandigkeit

Die Vollsténdigkeit eines Axiomensystems besagt, dafs alle Aussagen, die all-
gemeingiiltig sind, auch beweisbar sind. Das zeigt man oft indirekt: wenn ei-
ne Aussage ¢ nicht beweisbar ist, kann sie nicht allgemeingiiltig sein, d.h. ¢
muf erfiillbar sein; man versucht daher, aus der unbeweisbaren Aussage ¢ ein
M e Mund s € S mit (M, s) E —¢ zu konstruieren.

Lemma 2.3 Sei AX ein Axiomensystem fiir eine Sprache £ C L, (®), die unter
-, A abgeschlossen ist.

(i) Wenn AX die Axiome Al und die Regel R1 umfafit, gibt es zu jeder
konsistenten Menge F’ C L eine maximal konsistente Obermenge F O F”.



(ii) Ist F' eine maximal konsistente Formelmenge, so gelten fiir alle ¢, € L:

a) Esist ¢ € F genau dann, wenn —p € F.

(a)

(b) Esist (¢ Av) € F genau dann, wenn ¢ € F und ¢ € F.
(c) Ist p€ Fund (p — ) € F,soist ¢ € F.

(d) Ist ¢ beweisbar, so ist ¢ € F.

Beweis: (i) Da £ nur abzihlbar viele Formeln hat, gibt es eine Aufzéhlung
{¢; | i € N} = L aller Formeln von £. Damit ‘konstruieren’ wir eine aufstei-
gende Kette

FoCFh C---CFCFy C---

von konsistenten Formelmengen durch

F; U{¢;11} falls das konsistent ist

Fy:=F', Fiyq =
0 i {Fl sonst.

Definiere die gesuchte Obermenge von F’ durch
F=|J{F |ieN}

F ist konsistent, denn fiir jedes endliche E C F gibt es grofse ¢ mit E C F;, und
da F; konsistent ist, ist = A\ F nicht beweisbar.

F ist maximal konsistent: Angenommen, es gibe ¢ ¢ F', sodalt FU{p} konsistent
wire. Zu ¢ € L gibt es (0.B.d.A.) ein k mit ¢ = ¥y41. Da ¢ ¢ Fjy; ist, kann
Fj, U {¢} nicht konsistent sein; also kann auch F U {¢} nicht konsistent sein,
entgegen der Annahme. Daher ist diese falsch, und damit F' maximal konsistent.

(ii) Wir zeigen den letzten Teil: Sei F' maximal konsistent und ¢ beweisbar. Wire
© ¢ F, so wire nach (ii) (a) —¢ € F. Da F konsistent ist, diirfte = A{—¢}, also
——p, nicht beweisbar sein. Aber da ¢ beweisbar und (¢ — ——y) eine Tautologie
ist, ist mit (MP) auch ——¢ beweisbar. Also muf ¢ ¢ F falsch sein. ad

Satz 2.4 (Vollstandigkeitssatz) Jede in M,, allgemeingiiltige Aussage ist in K,
beweisbar: ist M, |= ¢, so ist K, F ¢.

Beweis: Das zeigt man, wie gesagt, indirekt. Angenommen, ¢ sei nicht beweis-
bar. Um zu zeigen, daf ¢ dann nicht allgemeingiiltig ist, mufs man ein M € M,
und eine Welt s von M finden, in der ¢ nicht wahr ist, wo also (M, s) = —.

Es ist klar, daft mit ¢ auch == nicht beweisbar, also - konsistent ist. Statt
fiir die spezielle konsistente Menge F' = {—¢} ein (M, s) anzugeben, wo alle
Formeln aus F' wahr sind, zeigt man viel mehr:



Beh. Es gibt eine ‘kanonische’ Struktur M€ = (S, Kq,...,K,,7) € M, in der
S aus den maximal konsistenten V' C L,, besteht, so daf fiir alle Formeln ¢ € L:

Fir alle Ve Sgilt: (M sy)Ep < peW. (2)

Als mogliche Welten nimmt man die maximal konsistenten Formelmengen:
S:={V | V C L ist maximal konsistent (mit ) }.

Die Auswertung von atomaren Formeln erfolgt ‘durch Nachsehen’ in der Welt:

true, fallspeV,
m(V)(p) := {

false, sonst.

In der Welt V' hélt Agent ¢ alle Welten fiir moglich, die Erweiterungen dessen
sind, was er laut V weilfs:

Ki={(V,W)eSxS | V/K;CW?}, mitV/K;:={v|KwpeV}.

Durch Induktion iiber den Aufbau von ¢ zeigen wir (2), mit sy := V. Fiir
atomare ¢ ist (2) nach Definition von 7 klar. Fiir —¢ und fiir (o1 Ap2) erhilt man
es aus der Induktionsannahme und dem vorigen Lemma. Fiir K;? betrachten
wir die Richtungen von (2) getrennt:

(i) Kip eV = (M*V) = Kiy:
Ist K3 € V und (V,W) € K;, so ist ¥ € V/K; C W, und daher nach
Induktionsannahme auch (M€, W) |= . Daher gilt (M, V) = K;3.

(i) (M V) Kyp = KppeV:
Sei (M€, V) = K;3. Fiir jedes (V,W) € K, ist dann (M, W) = 9, also
nach Induktionsannahme ¢ € W. Das heifst, jede maximal konsistente
Erweiterung W von V/K; enthilt ¢; folglich ist V/K; U {—)} nicht kon-
sistent. Daher gibt es ¢1,...,¢r € V/K;, so dak - =(p1 AL .. App A ).
Nach Al und R1 ist dann auch F 1 A ... A ¢ — ¥ und

For— (p2— (.. = (pr — ) ...)),
und daher mit R2, A2 und R1 auch
FKipr = (Kip2 = (.. = (Kior — Ki) ..)).

Nach dem vorigen Lemma ist diese Formel in V', und nach Wahl der ¢;
auch alle K;p;. Mit K;p; € V und (K,;p; — x) € V ist aber x € V, nach
dem vorigen Lemma. Also folgt K;i € V', was zu zeigen war.



2.2 Axiomensysteme fiir die Giiltigkeit in M C M,,

Was mufl man tun, um die Allgemeingiiltigkeit fiir Teilklassen M C M, zu
charakterisieren? Wenn man sich auf Erreichbarkeitsrelationen mit bestimm-
ten Eigenschaften beschrinkt, sind i.a. weitere Aussagen allgemeingiiltig, und
weitere Schlufiregeln korrekt.

Solange C nicht benutzt wird, kommt man mit den bisherigen Schlufsregeln aus.
Man braucht aber zusétzliche Axiome und mufs daher bei der Konstruktion des
kanonischen Modells M€ dafiir sorgen, daft auch diese in M€ gelten.

Die folgenden Axiome sind jeweils fiir alle ¢,1 € £,,(®) und K € {K4,..., K.}
gemeint:

A3.
A4. (Positive Introspektion) Ko — KK

(Wissen/Wabhrheit) Ko — o,
(

A5.  (Negative Introspektion) Ko — K-Kep,
(
(

T)
4)
5)

(
(
(
(D)

A6. (Konsistenz) KT

A7.  (Symmetrie) o — K-K-p

Verschiedene dieser Axiome hidngen mit bestimmten Eigenschaften der Erreich-
barkeitsrelationen KC; der Modelle zusammen.

Satz 2.5 Sei T, das Axiomensystem aus den Axiomen Al, A2, A3, und den
Regeln R1 und R2 fiir £,,-Formeln. T,, ist korrekt und vollstindig fiir die Klasse
M C M, aller Kripke-Strukturen mit reflexiven Erreichbarkeitsrelation.

Beweis: Korrektheit: Wegen M, C M,, sind Al und A2 allgemeingiiltig
fiir M. Auch A3 ist allgemeingiiltig fiir M: ist M € M, und s € S mit
(M, s) = K;p, so ist (M,t) | ¢ fiir jedes ¢t mit (s,t) € K;, und da K; reflexiv
ist, ist s selbst ein solches ¢; also gilt (M, s) = ¢.

Die Schlufregeln R1 und R2 sind nach Bemerkung 2.2 auch fiir M, korrekt.

Vollstindigkeit: Man konstruiert wie im Beweis von Satz 2.4 ein kanonisches
Modell M€ aus den maximal konsistenten Formelmengen V', nur daff man hier
die Konsistenz mit T;, statt mit K, meint.

Zu zeigen bleibt, daft M € M7 liegt, also jedes IC; reflexiv ist: Sei V € S eine
maximal konsistente Menge. Wir miissen zeigen, daf (V,V) € K; ist, und das
heifst, daf V/K,; C V oder daf fiir jedes K;o € V auch ¢ € V ist. Da jedes
K;p — @ ein Axiom, also beweisbar ist, liegt es nach Lemma 2.3 in jeder Welt
V von M€, und daher mit K;p € V auch ¢ € V, wieder nach Lemma 2.3. O

Satz 2.6 Sei S4, (oder KT4,) das Axiomensystem aus den Axiomen Al, A2,
A3, A4 und den Regeln R1 und R2 fiir £,,-Formeln. S4,, ist korrekt und vollstéin-
dig fiir die Klasse Mt C M,, aller Kripke-Strukturen mit reflexiven transitiven
Erreichbarkeitsrelationen.



Beweis: Korrektheit: Es geniigt nach Bemerkung 2.2 und Satz 2.5, die Korrekt-
heit von A4 fiir M7! zu zeigen. Sei M € M!! und s € S mit (M, s) E K;p. Sei
r € S von s in zwei IC;-Schritten erreichbar, also (s,t¢) € K; und (¢,r) € K; fiir
ein geeignetes t € S. Da K; transitiv ist, ist (s,r) € K;, und nach der Annahme
also (M, r) = ¢. Da das fiir jedes solche r gilt, haben wir (M, s) = K, K.

Vollstidndigkeit: Sei M€ das wie im Beweis von Satz 2.4 konstruierte kanonische
Modell, wobei jetzt die Konsistenz mit S4,, statt der mit K,, benutzt wird. Zu
zeigen bleibt, dak M€ € M!!, daR M€ also nur reflexive transitive Erreichbar-
keitsrelationen KC; hat. Nach dem Beweis des vorigen Satzes ist K; reflexiv.

K; ist transitiv: Sei (U,V) € K; und (V,W) € K;. Dann ist U/K; C V und
V/K; C W. Sei K;p € U. Da nach Lemma 2.3 jede beweisbare Aussage, also
auch das Axiom K;p — K;K;p, in jeder maximal konsistenten Formelmenge
liegt, ist (K;po — K;K;p) € U. Wieder nach Lemma 2.3 ist daher K;K;p € U.
Folglich ist K;p € U/K; C V, und dann ¢ € V/K;. Da K;p € U beliebig war,
ist U/K; C W gezeigt, und damit (U, W) € K,. O

Eine wichtige Teilklasse von M, sind die Kripke-Strukturen, wo alle }C; Aquiva-
lenzrelationen, also reflexiv, symmetrisch und transitiv sind. Der direkte Bezug
zu den Axiomen A5 und A6 wird klarer, wenn man die folgenden Eigenschaften
von Relationen benutzt.

Eine Relation I C S x S heifit (links)total (oder seriell), wenn es zu jedem
s € Seint € S mit (s,t) € K gibt. K heift euklidisch, wenn zu jedem Paar
(r,s), (r,t) € K mit gemeinsamer erster Komponente auch (s,t) € K ist.

Lemma 2.7 Fiir eine Relation K C S x S sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) K ist total, symmetrisch und transitiv.
(ii) K ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

(iii) K ist reflexiv und euklidisch.

Beweis: (i) = (ii): K ist reflexiv: Sei s € S. Da K total ist, gibt es ein ¢ mit
(s,t) € K, und da K symmetrisch ist, ist auch (¢,s) € K. Da K transitiv ist,
folgt (s, s) € K.

(ii) = (iii): K ist euklidisch: Seien (r,s) € K und (r,t) € K. Da K symmetrisch
ist, ist (s,7) € K, und da es auch transitiv ist, folgt (s,t) € K.

(iii) = (i): K ist total, da es reflexiv ist.

K ist symmetrisch: Sei (r,s) € K. Da K reflexiv ist, ist (r,r) € K, und da es
euklidisch ist, folgt (s,7) € K.

K ist transitiv: Seien (r,s) € K und (s,t) € K. Da K symmetrisch ist, ist
(s,r) € K, und da es euklidisch ist, folgt (r,t) € K. O



Satz 2.8 Sei S5,, (oder KT45,) das Axiomensystem aus Al, A2, A3, A4, A5
und den Regeln R1 und R2 fiir £,-Formeln. S5,, ist korrekt und vollsténdig fiir
die Klasse M7s* C M,, aller Kripke-Strukturen mit reflexiven, symmetrischen
und transitiven Erreichbarkeitsrelationen.

Beweis: Korrektheit: Wegen M5t C Mt Bemerkung 2.2 und Satz 2.6 geniigt
es zu zeigen, dak A5 in jedem M € M5 global gilt. Sei r € S. Um

(M,7) F ~Kip — Ki~Kip (3)

zu zeigen, nehmen wir an, daf (M, r) E - K, also (M, t) }~ ¢ fiir mindestens
ein t € S mit (r,t) € K;. Um (M,r) E K;—K,p 7u zeigen, sei (r,s) € K;. Da K;
nach Lemma 2.7 euklidisch ist, ist (s,¢) € K; und daher (M, s) = =K, wegen
(M,t) = ¢. Da das fiir jedes solche s gilt, ist (M, r) | K;— K, gezeigt.

Vollstindigkeit: Nach Lemma 2.7 und Satz 2.6 geniigt es zu zeigen, daf im ka-
nonschen Modell M€ (beziiglich S5) die Erreichbarkeitsrelationen KC; euklidisch
sind. Seien also (U, V), (U, W) € K;. Um (V,W) € K, zu zeigen, also V/K; C W,
sei K;p € V. Wegen (U, V) € K; ist daher —K;—~K,;p € U. Die zum Axiom A5
dquivalente Aussage - K;,—K;p — K;p liegt nach Lemma 2.3 ebenfalls in U,
und folglich ist auch K;p € U, also ¢ € U/K; C W wegen (U, W) € K;. Das
zeigt insgesamt, daf V/K; C W, also (V,W) € K, ist. m|

Satz 2.9 Sei K D45, das Axiomensystem aus den Axiomen A1, A2, A4, A5, A6
und den Regeln R1 und R2 fiir £,,-Formeln. K D45,, ist korrekt und vollstindig
fiir die Klasse Mt aller Kripke-Strukturen, deren Erreichbarkeitsrelationen
euklidisch, (links)total und transitiv sind.

Beweis: Korrektheit: Wegen Mt C M,, sind die Axiome A1 und A2 allge-
meingiiltig und die Regeln R1 und R2 korrekt fiir M¢*. Da in jedem M € M
die IC; transitiv und euklidisch sind, sind A4 und A5 allgemeingiiltig. Da K;
in M linkstotal ist, gibt es zu jedem s € S ein t € S mit (s,t) € K;, und da
(M, t) = T ist, folgt (M, s) = ~K;—T; also ist A6 allgemeingiiltig in M.

Vollstédndigkeit: Nach fritheren Sdtzen sind die Erreichbarkeitsrelationen im ka-
nonischen Modell M¢ (beziiglich K D45,,) wegen A4 und A5 transitiv und eukli-
disch. Bleibt zu zeigen, daf sie auch linkstotal sind: Sei S die Menge der Welten
von M€ und V € S. Es geniigt zu zeigen, dall V/K; konsistent ist, denn dann
gibt es V/K; CW € S, und W als maximal konsistente Menge enthélt T. Wére
V/K; inkonsistent, so gébe es eine endliche Menge E C V/K; mit - — A E, oder
F AE — —T.Da V maximal konsistent ist, folgt (K; A F — K;—T) € V, nach
Lemma 2.3, und mit £ C V/K; auch K; A E € V, also K;—T € V. Also gibt es
ein W e S mit (V,IW) € K; und =T € W. Aber das hiefe, (M, W) = =T, was
unmoglich ist. m]

Aufgabe 2.1 Zeige, dalt Axiom A7 der Symmetrie der Erreichbarkeitsrelatio-
nen entspricht.



2.3 Axiomensystem fiir die Giiltigkeit von L£{-Formeln

Ab jetzt werden wieder Formeln aus £ erlaubt, in der der Common-Knowledge-
Operator C benutzt werden darf. Die folgenden Axiome und Regeln sind ent-
sprechend fiir alle o, € LS gemeint:

CL. Ep— (KioN...NKpp)
C2. Co — E(p ACyp)

: p = E( A o)
RC1. (Induktlon) W (Ind)

Lemma 2.10 Fir M = (S,Ky,...,K,,7) € M, sei
E=(KiU...UK,) und C:=&"
die transitive Hiille von £. Dann gilt fiir jede £&-Formel ¢ und jedes s € S:
(i) (M,s) E Ep <= fir alle t mit (s,t) € € ist (M,t) E .
(il) (M,s) = Cp <= fiir alle ¢t mit (s,t) € C ist (M,t) = .

Beweis:

(i) =: Sei (M,s) = E¢ und (s,t) € £. Nach der Definition von &£ gibt es
1 <i<nmit (s,t) € K;. Wegen (M, s) E Ey gilt auch (M, s) = K;p,
und mit (s,t) € K; folgt (M, t) = ¢.

<: Angenommen, fiir alle ¢t mit (s,t) € £ sei (M,t) = ¢. Sei 1 <4 < nund
(s,t) € K;. Dann ist (s,t) € &, also (M,t) = ¢. Daher ist (M, s) E K;p.
Da das fiir jedes i gilt, ist (M, s) = F.
(ii) Nach Definition ist
(M,s) ECyp:<= firallen eN, (M,s) = E"p.

Da C = J,,cn E" ist, folgt die Behauptung aus Teil (i).

Wir betrachten E¢ nur als eine Abkiirzung fiir A\!_, K, und ignorieren C1.

Satz 2.11 Seien K¢, T, S4¢ S5¢ und K D45¢ die Erweiterungen der Axio-
mensysteme K,,, T,, S4,, S5, und KD45, um die Axiome C1, C2 und die
Regel RC1, wobei jetzt iiberall £S (®)-Formeln erlaubt sind.

(i) K¢ ist korrekt und vollstéindig fiir die Klasse M,,.
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(ii) T.¢ ist korrekt und vollstindig fiir die Klasse MT.

)

(iii) S4¢ ist korrekt und vollstéindig fiir die Klasse M.

(iv) S5¢ ist korrekt und vollstéindig fiir die Klasse M5t
)

(v) K DA45C ist korrekt und vollstéindig fiir die Klasse M.

Beweis: Seien £ und C wie in Lemma 2.10. Wir zeigen nur den Teil (i).

Korrektheit: Fiir die Allgemeingiiltigkeit von C2 sei M € M,, und s € S, so daf
(M, s) E Cy. Es geniigt zu zeigen, dak (M,s) E K;(¢ A Cyp). Sei also t € S
mit (s,t) € K;. Nach Lemma 2.10 bedeutet (M, s) = Cy, dakk (M,r) |= ¢ fiir
alle r € S mit (s,r) € C. Also gilt (M,t) = ¢ wegen (s,t) € K; C C. Fiir jedes
r € Smit (¢,r) €Cist (s,r) € (K;;C) CC, sodak (M,r) = ¢ und deshalb auch
(M,t) | Cop gilt. Daher ist (M,t) = ¢ A Cp, und folglich (M, s) &= K;(e A Cyp).

Korrektheit der Regel RC1: Sei ¢ — E(i A @) allgemeingiiltig in M,,. Um die
Allgemeingiiltigkeit von ¢ — Ct zu zeigen, wihle M € M, und s € S mit
(M, s) E ¢. Da ¢ — E(¢ A ) allgemeingiiltig ist, hat man (M, s) = E(¢¥ A ).

Fiir (M, s) = Cv sei (s,t) € C, mit einem E-Weg der Linge n > 1. Wir zeigen
(M,t) E v durch Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist (s,t) € £ also (M,t) = ¢
wegen (M, s) = E(YAp). Firn =m+1> 2seir € S mit (s,r) € £ und (r,t) €
E™. Wegen (M,s) E E( A ) ist (M,r) | ¢, und nach Induktionsannahme
gilt dann (M, t) = 9.

Vollstindigkeit: Man zeigt wieder, daf eine konsistente Aussage in einem geeig-
neten (M,s) mit M € M,, wahr ist. Allerdings kann man hier (anscheinend)
nicht dasselbe M fiir alle konsistenten Aussagen y nehmen, sondern braucht fiir
jedes x ein eigenes, endliches (M,, s,).

Zu x € LS sei Sub(x) die Menge der Teilformeln von
{x}U {Cp — E(p ACyp) | Cy ist Teilformel von x },
wobei Evy := A\!_, K;1 als Abkiirzung benutzt wird, und

Sub™ (x) := Sub(x) U{ - | ¢ € Sub(x)}.

Sei Con(x) die Menge aller maximalen K -konsistenten Teilmengen von Sub™ (x).

Definiere die (endliche!) Kripke-Struktur M, := (5, K4,..., Ky, m) durch

S = Con(x),
Ki = {(VV\IW)eSxS|V/K,CW},

1, fallspeV,
m(V)p) = {0 sonst

Fiir s, wihle ein V € S, das die konsistente Menge {x} umfaft.
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Durch Induktion iiber den Aufbau der Teilformeln ¢ von x zeigen wir:
Firalle Ve Sgilt: (M,V)Ep < ¢pcV. (4)

Wir erginzen die Induktion aus dem Beweis von Satz 2.4 fiir die neu zugelasse-
nen Formeln.

Cip e V= (M,V) = Cr

Sei Cyp € V,und (V,W) € S x Smit V =Vy, W = Vi, yq, und V;/K;, €V
fiir j < m. Da V maximal konsistent ist, ist das Axiom Cy — E() A Ct) in
V, also nach Lemma 2.3 auch E(¢) ACy¢) € V und K;,(¢» A Cy) € V. Folglich
sind ¢, Cy € V/K;, C V1. Durch Induktion iiber m folgt, daf ¢, Cy € W sind.
Da W maximal konsistent und |¢| < |C%| ist, hat man induktiv nach (4) schon
(M, W) = 4. Damit ist (M, V) = Cv gezeigt.

(M,V)ECY = CyeV:
Sei (M, V) | C%. Es geniigt, eine Aussage ¢ zu finden, die die Bedingungen

= /\ V — ¢, (5)
Fo— N Ki(@ A e) (6)

erfiillt. Denn dann muf wegen (6) und RC1 auch
Fo—Cy

sein, also mit (5) auch F AV — Ct. Wére nun Cy ¢ V, so wire -Cyp € V

nach Lemma 2.3, daher zusammen
F AV = CpA=Cy.

Aber dann ist auch - = AV, also wére V nicht konsistent, ein Widerspruch.
Die Idee ist, dafs ¢ die Bedingung

In der aktuellen Situation ist CY wahr
ausdriickt!. Sei dazu
e=\{AWIWeW} mit W:={WeS|MW)ECp}.

Da V € W ist, ist offensichtlich = AV — ¢, also (5). Da die Aussage in (6)
aussagenlogisch dquivalent zur Konjunktion der Aussagen in

Behauptung: F o — K;(v Ayp) firi=1,...,n. (7)
ist, geniigt es fiir (6), die Behauptung (7) zu zeigen. Dazu behaupten wir:

(i) Fiir jedes W e Wist E AW — K1

! Das kénnte man nicht durch eine £&-Formel ausdriicken, wenn S unendlich viele V/ hitte!
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(ii) Fir jedes U ¢ Wist E AW — K;= AU.

(iii) Fir jedes W e Wist FAW — K, AAN{-AU | U gW}).

(iv) Fo = A{-AU | U ¢ W}
Aus (iii) und (iv) erhdlt man - AW — K; (¢ A ) fiir alle W € W, daraus (7).
Beweis von (i): Wegen (M, W) = C ist nach Definition von | auch (M, W) |=
K;v. Und im Beweis von Satz 2.4 wurde gezeigt, wie daraus

FKipr— ... = Kipr — K
fir W/K; = {¢1,..., ¢} folgt. Wegen K,;p; € W ist natiirlich
FAW - Kig; fiirj=1,....k, (8)

woraus mit aussagenlogischen Beweisschritten - A W — K1 folgt.

Beweis von (ii): Wegen (M, W) |= Cy und (M, U) (= Cy mulk (W,U) ¢ K; sein,
also W/K; ¢ U, und daher gibt es ein K;p; € W mit ¢; ¢ U, also =p; € U
(wie im Lemma 2.3). Daher ist K¢ = AU — —;, und mit aussagenlogischen
Schritten und R2 daher

Zusammen mit (8) ergibt sich - AW — K;=AU.

Beweis von (iii): Dazu muft man zeigen, dafl - (K;p A K;v) < K;(¢ A), wozu
man die Distributivitdt A2 und die Regel R2 braucht.

Beweis von (iv): Sei  := V{AU | U ¢ W}l und o := V{AW | W e S}
Dann ist

Foe (pVp),
da die Formel die Einsetzung in eine aussagenlogische Tautologie ist.

Fir UW € S mit U # W ist UUW C Sub(x)" inkonsistent, da U bzw. W
maximal konsistent ist. Also ist - = A(U UW), also - =(AW A AU). Daraus

3

folgt mit den De Morgan’schen Regeln der Aussagenlogik, daft

F=(pAD).

Wenn wir - o zeigen kénnen, erhalten wir - (¢ V@), zusammen also F ¢ < =,
was aussagenlogisch dquivalent ist zur Behauptung (iv).

Es bleibt noch zu zeigen, daft - 0. Wegen

FVIAW [ WesSte-A{-AW | Wes}

bedeutet - o, dafs ¥ := {- AW | W € S} inkonsistent ist. Angenommen, ¥
wire konsistent. Bis auf aussagenlogische Umformungen ist ¥ eine Menge von
Disjunktionen, denn

F AW e V| vew)
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Fiir jede konsistente Menge I' und jedes (x1Vx2) € Tist TU{x1} oder TU{x2}
konsistent, da sonst

l—/\l"—>ﬁxl und l—/\l"—>ﬁx2

und damit - AT — —(x1 V x2), also T' inkonsistent wire. Daher konnen wir
zu ¥ nacheinander in jedem W € S ein geeignetes ¥y € W finden, so daf
Y U{—w | W € S} konsistent ist. Damit ist auch

{~¢w | WeS}CSub™(x)

konsistent und kann zu einer maximal konsistenten Menge V' € S erweitert wer-
den. Aber dann ist ¢y € V und =9y € V, also V inkonsistent, was unmdglich
ist. Daher muft ¥ inkonsistent, also o beweisbar sein. O

Beispiel 2.12 Betrachte das Beispiel der ,schmutzigen Kinder* fiir n = 2. Die
Anfangssituation wird durch die folgende Aussage ausgedriickt:

(i) Daf (bei t = 0) kein Kind weifs, ob es schmutzig ist, ist geteiltes Wissen:

C(N\ ~(Kipi v Ki=py)) (9)
iel

(ii) Dak (bei ¢t = 0) jedes Kind weifs, welches der anderen Kinder schmutzig
ist, ist geteiltes Wissen:

O(/\(Kipj V Ki=p;)) (10)
i#j

(iii) Es ist (bei t = 1) (durch die Aussage des Vaters) geteiltes Wissen, dafs
mindestens ein Kind schmutzig ist:

c(\ »)) (11)
jel
(iv) Beh.: Fiir I = {1,2} kann (bei t = 1) jedes Kind erschliefen, ob es schmut-
zig ist:
N\ Eipi V Kimpi),
iel

und weil es dadurch auch den Anfangswissensstand der anderen erschliefsen
kann, mufl das ein geteiltes Wissen sein,

C(/\(Kipi V Ki—p;)). (12)
iel
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Die Formulierungen setzen voraus, dafs es sich bei K;p um ,Wissen“, nicht
,Glauben handelt, dafs also A3, K;v — 1, gilt.

Da T vollstiindig ist, sollte man die Argumentation im wesentlichen mit den
Mitteln von 7§ ausfiihren kénnen. Das geht aber nicht ganz, da sich der Wissens-
zustand der Kinder im Lauf der Zeit ja &ndert. Aber auch die angegebene Zeit-
logik £5°V:2-O reicht dazu nicht, da Kind A nach der Zusatzinformation des
Vaters mit dem Wissen von Kind B wor der Aussage des Vaters argumentiert.

Zur Vereinfachung halten wir die Zeit kiinstlich aus dem Spiel, und argumen-
tieren in K¢, also ohne die Voraussetzung, daf es sich um Wissen handelt.

Beispiel 2.13 (Beweis einer Aussage iiber geteiltes Wissen) Im Beispiel der
mschmutzigen Kinder* A und B argumentiert A intuitiv wie folgt: B weifs nicht,
ob pp, weil aber, dak (pa V pp). Wére —p4, so wiikte B das, (weil er es sehen
kann), also miifte B nicht nur (pa V pg), sondern sogar pp wissen. Da er das

3

aber nicht weifs, mufs —p 4 falsch, also p4 wahr sein.

Wir formulieren noch einmal die Voraussetzungen, etwas abgeschwécht.

(i) Da auf die Frage, welches Kind wisse, ob es schmutzig sei, niemand mit
»j&‘ antwortet, ist es geteiltes Wissen, daf kein Kind weifs, ob es selbst
schmutzig ist:

C(=Kapa N=Ka—pa) NC(=Kppp N =Kp—pp), (13)

(ii) Da die Kinder einander ansehen, ist es geteiltes Wissen, daf jedes Kind
weifs, dafs die anderen wissen, ob es schmutzig ist, oder schwéicher:

C(=pa — Kp=pa) NC(-pp — Ka—pp). (14)

(iii) Die offentliche Aussage des Vaters macht es zum geteilten Wissen, dafs
mindestens ein Kind schmutzig ist:

C(paVpp) (15)
Aus (13) und (15), erhdlt man (in KXB, also ohne Axiom A3 oder C'p — ¢)
Ka(Kp(paVps) N ~Kppp).
Aus (14) erhélt man zusétzlich

Ka(—pa — Kp—pa),

also
Ka(=pa — Kg(=pa A (paVpp))),
also
Ka(-pa — Kgppp),
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und daraus mit K4 (—Kpgppg) (was ,inzwischen wegen (15) falsch ist) dann

Kapa.

Da man die ganze Argumentation statt mit K4 auch mit Kp machen kann,
erhélt man Ep4, analog Epg, also E(pa Apg).

Sei nun Cp die Zusammenfassung von (13) (15) via F (CaACpB) « ClaAB).
Nach (C 1) ist Cp — E(p A Cy), und das obige Argument zeigt

FC¢ — E(pa ApB).

Das kann man zusammenfassen zu

FCyp — E((pa ApB) ACo),

und durch Anwenden von (RC 1) ergibt das

FC¢p — C(pa ApB).

Bemerkung 2.14 Wenn man die Zeit formal beriicksichtigen will, mufs man
festlegen, wie die atomaren aussagenlogischen Aussagen im Lauf der Zeit ih-
ren Wahrheitswert dndern und wie das fiir Wissensaussagen geht. Betrachtet
man einen linearen diskreten Zeitverlauf und einen Temporaloperator Y mit
der Bedeutung

(Mvs)t ): Y(p = (MJS)t—l ): 2

d.h. Yo = zum vorigen Zeitpunkt (yesterday) war ¢ der Fall, so braucht man
fiir das Beispiel die Annahmen, daf sich die Tatsachen nicht d&ndern und nur
Nicht-Wissen (und Wissen dariiber), aber kein Wissen {iber Tatsachen (und kein
Wissen dariiber) verlorengeht:

e Y — ¢, falls ¢ keinen Wissensoperator enthélt,

o YK, — K;p, falls in ¢ kein Wissensoperator negativ vorkommt.

Insbesondere muft am Ende ja Kapa A Y 7K apa wahr sein kénnen.
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