
Vollständige Axiomatisierung der WissenslogikSeminar �Logik des geteilten Wissens�SS 2006, CIS, Universität MünhenHans Leiÿ1.6.2006, leiht ergänzt 2.6.2008Um über das Wissen einzelner Agenten oder ihr geteiltes Wissen sihere Aussa-gen tre�en oder argumentieren zu können, brauht man eine Reihe von allgemeingültigen, also auf alle Situationen und Agenten zutre�enden, Aussagen, sowieShluÿregeln, die von gültigen Aussagen wieder zu gültigen Aussagen führen.1 Formeln, Modelle, AllgemeingültigkeitSei Φ eine abzählbare Menge von atomaren Aussagen, aus denen die Formelnder Sprahe Ln(Φ) nah der Grammatik
ϕ, ψ := p | ⊤ | ¬ϕ | (ϕ ∧ ψ) | K1ϕ | . . . | Knϕgebildet werden, wobei p über Φ läuft. Mit LC

n (Φ) sind die entsprehend durh
ϕ, ψ := p | ⊤ | ¬ϕ | (ϕ ∧ ψ) | K1ϕ | . . . | Knϕ | Cϕgebildeten Formeln gemeint, die zusätzlih den Operator C (für es ist geteiltesWissen der Agenten, daÿ) erlauben. Dessen Bedeutung wird durh

Cϕ =
∧

k∈N

Ekϕ mit E0ϕ := ϕ, Ek+1ϕ := E(Ekϕ),
Eψ := K1ψ ∧ · · · ∧Knψauf die Bedeutung der Operatoren Ki (für Agent i weiÿ, daÿ) zurükgeführt.Als Interpretationen oder Modelle M werden Strukturen der Form

M = (S,K1, . . . ,Kn, π)erlaubt, mit eine Menge S von Welten (oder Situationen, Alternativen), einerBelegung π : S → (Φ → B), die jeder Grundaussage p ∈ Φ relativ zu einerWelt s ∈ S einen Wahrheitswert π(s)(p) ∈ B = {true, false} zuordnet, und denErreihbarkeitsrelationen Ki ⊆ S × S, wobei (s, t) ∈ Ki besagt, daÿ Agent i inder Situation s die Situation t als Möglihkeit in Betraht zieht.1



Sei Mn die Klasse all solher Strukturen M , und M eine Teilklasse von Mn,etwa die Teilklasse Mrst
n all der M ∈ Mn deren Relationen Ki alle re�exiv,symmetrish und transitiv sind.Bei der Gültigkeit von Aussagen muÿ man vershiedene Grade untersheiden:(i) in M gilt ϕ (lokal) in der Welt s, (M, s) |= ϕ, de�niert mit Hilfe von

(M, s) |= Kiϕ : ⇐⇒ für alle t mit (s, t) ∈ Ki ist (M, t) |= ϕ,(ii) in M gilt ϕ (global) in allen Welten,
M |= ϕ : ⇐⇒ für alle s ∈ S ist (M, s) |= ϕ,(iii) in M gilt ϕ allgemein,
M |= ϕ : ⇐⇒ für alle M ∈ M ist M |= ϕ.Was die fürM allgemeingültigen Aussagen sind, hängt natürlih vonM ab, undo�enbar monoton fallend: wenn M′ ⊆ M und M |= ϕ ist, so auh M′ |= ϕ.2 Axiome und ShluÿregelnSei L eine Sprahe (Menge von Formeln). Ein Axiomensystem AX besteht auseiner (e�ektiv aufzählbaren) Menge von L-Aussagen, den Axiomen, und Shluÿ-regeln der Form

ϕ1, . . . , ϕk

ϕ
(R), (1)mit L-Aussagen ϕ1, . . . , ϕn, ϕ. Eine solhe Regel erlaubt, aus (angenommenenoder shon bewiesenen) Aussagen ϕ1, . . . , ϕk zur Aussage ϕ überzugehen.Die Shluÿregel (1) ist korrekt für die KlasseM, wenn sie vonM-allgemeingülti-gen Aussagen zu einer M-allgemeingültigen Aussage führt, d.h. wenn gilt:Ist M |= ϕ1 und . . . und M |= ϕk, so auh M |= ϕ.Ein Beweis von ψ aus Ψ ist eine Folge ψ1, . . . , ψm von Aussagen, die in ψm = ψendet und deren Elemente ψi aus Ψ stammen, oder Axiome sind, oder zu denenman aus Aussagen ψj mit j < i auf Grund einer Shluÿregel übergehen darf.Man shreibt Ψ ⊢ ψ für: ψ ist aus Ψ beweisbar, d.h. wenn es einen Beweis von

ψ aus Ψ gibt.Ein Axiomensystem ist korrekt für M, wenn alle seine Axiome in M allgemein-gültige Aussagen und alle seine Shluÿregeln für M korrekt sind.Eine Menge F von L-Formeln heiÿt konsistent (mit dem Axiomensytem AX),wenn für jede endlihe Teilmenge E ⊆ F die Aussage ¬∧

E niht beweisbar ist,2



wobei ∧ ∅ := ⊤. Die Menge F ⊆ L heiÿt maximal konsistent, wenn F konsistentist, aber für kein ϕ ∈ L − F auh F ∪ {ϕ} konsistent ist. Beahte, daÿ mit Fauh jede Teilmenge von F konsistent ist.Am einfahsten ist es, wenn man zuerst die Gültigkeit für beliebige Erreih-barkeitsrelationen betrahtet. Für die Gültigkeit für besondere Erreihbarkeits-relationen, z.B. Äquivalenzrelationen, kann man das Axiomensystem und dieBeweise dann anpassen.2.1 Axiomensystem Kn für die Gültigkeit in MnAxiome und Shluÿregeln vonKn sind folgende, für Aussagen ϕ, ψ ∈ Ln(Φ) und
K ∈ {K1, . . . ,Kn}:A1. (Tautologie) ϕ, wenn es aus einer aussagenlogishen Tautologieentsteht, indem man deren Aussagevariablen (konsistent) durhAussagen aus Ln(Φ) ersetztA2. (Distribution) K(ϕ→ ψ) → (Kϕ→ Kψ) (K)R1. Modus Ponens: ϕ, (ϕ→ ψ)

ψ
(MP)R2. Verallgemeinerung: ϕ

Kϕ
(KG)Das Distributionsaxiom ist hier etwas anders als bei Fagin u.a.[1℄ formuliert,damit sein Name verständlih wird.Beispiel eines Beweises, als Baum dargestellt:

(p ∧ q) → p
(A1)

Ki((p ∧ q) → p)
(KG)

Ki((p ∧ q) → p) → (Ki(p ∧ q) → Kip)
(A2)

Ki(p ∧ q) → Kip
(MP)2.1.1 Korrektheit (Soundness)Satz 2.1 Jede inKn beweisbare Aussage ist allgemeingültig inMn: IstKn ⊢ ϕ,so ist Mn |= ϕ.Beweis: Man muÿ die Allgemeingültigkeit der Axiome und die Korrektheit derRegeln bezüglih Mn zeigen. Durh Induktion über die Länge eines Beweises

ψ1, . . . , ψk folgt dann, daÿ jede beweisbare Formel ψk allgemeingültig ist.A1: Da ϕ aus einer aussagenlogishen Tautologie durh Einsetzung entsteht, gilt
(M, s) |= ϕ für jedes M ∈ Mn und s ∈ S, also auh M |= ϕ für jedes M ∈ Mn.3



A2: Sei M ∈ Mn und s ∈ S, der Menge aller Welten von M . Um
(M, s) |= Ki(ϕ→ ψ) → (Kiϕ→ Kiψ)zu zeigen, können wir annehmen, daÿ (M, s) |= Ki(ϕ → ψ) und (M, s) |= Kiϕ.Um (M, s) |= Kiψ zu zeigen, sei (s, t) ∈ Ki. Nah den beiden Annahmen habenwir dann (M, t) |= (ϕ→ ψ) und (M, t) |= ϕ, also auh (M, t) |= ψ. Daher gilt ψin jeder von s Ki-erreihbaren Welt; und das heiÿt, (M, s) |= Kiψ.R1: Da (ϕ∧(ϕ → ψ)) → ψ (die Einsetzung in) eine aussagenlogishe Tautologieist, haben wir M |= (ϕ ∧ (ϕ→ ψ)) → ψ für jedes M ∈ Mn. Daraus folgt aber,daÿ M |= ψ, wenn M |= (ϕ→ ψ) und M |= ϕ gelten. Also ist R1 korrekt.R2: Sei M |= ϕ. Um M |= Kiϕ zu zeigen, sei s ∈ S und (s, t) ∈ Ki. Da ϕ in Mglobal gilt, ist (M, t) |= ϕ; daher (M, s) |= Kiϕ. Da s beliebig war, haben wir

M |= Kiϕ. (Kurz: unter der Annahme, daÿ ϕ in M global gilt, gilt es in allenAlternativen einer beliebigen Welt, also gilt auh Kiϕ global.) 2Bemerkung 2.2 Die Regeln R1 und R2 sind korrekt für jede Teilklasse M ⊆
Mn. Denn im obigen Beweis wird, um die Gültigkeit der Konklusion ϕ in einerWelt M zu zeigen, nur die Gültigkeit der Prämissen in M benutzt.Beahte, daÿ man für R2 niht wie für R1 argumentieren kann: die Aussage
ϕ → Kiϕ ist i.a. niht allgemeingültig. Daher ist auh das Deduktionstheoremder Aussagen- und Prädikatenlogik,Ist Ψ ∪ {ϕ} ⊢ ψ, so ist auh Ψ ⊢ ϕ→ ψ,für die Axiomatisierung Kn der Wissenslogik falsh: wir haben p ⊢ Kip, aber
M 6|= p → Kip für die Struktur M = ({s, t},Ki, π) mit (M, s) |= p, (s, t) ∈
Ki, und (M, t) |= ¬p. Und da wir gerade die Korrektheit des Axiomensystemsgezeigt haben, kann deshalb auh ⊢ p→ Kip niht der Fall sein.2.1.2 VollständigkeitDie Vollständigkeit eines Axiomensystems besagt, daÿ alle Aussagen, die all-gemeingültig sind, auh beweisbar sind. Das zeigt man oft indirekt: wenn ei-ne Aussage ϕ niht beweisbar ist, kann sie niht allgemeingültig sein, d.h. ¬ϕmuÿ erfüllbar sein; man versuht daher, aus der unbeweisbaren Aussage ϕ ein
M ∈ M und s ∈ S mit (M, s) |= ¬ϕ zu konstruieren.Lemma 2.3 Sei AX ein Axiomensystem für eine Sprahe L ⊆ Ln(Φ), die unter
¬, ∧ abgeshlossen ist.(i) Wenn AX die Axiome A1 und die Regel R1 umfaÿt, gibt es zu jederkonsistenten Menge F ′ ⊆ L eine maximal konsistente Obermenge F ⊇ F ′.4



(ii) Ist F eine maximal konsistente Formelmenge, so gelten für alle ϕ, ψ ∈ L:(a) Es ist ϕ 6∈ F genau dann, wenn ¬ϕ ∈ F .(b) Es ist (ϕ ∧ ψ) ∈ F genau dann, wenn ϕ ∈ F und ψ ∈ F .() Ist ϕ ∈ F und (ϕ→ ψ) ∈ F , so ist ψ ∈ F .(d) Ist ϕ beweisbar, so ist ϕ ∈ F .Beweis: (i) Da L nur abzählbar viele Formeln hat, gibt es eine Aufzählung
{ψi | i ∈ N } = L aller Formeln von L. Damit `konstruieren' wir eine aufstei-gende Kette

F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fi ⊆ Fi+1 ⊆ · · ·von konsistenten Formelmengen durh
F0 := F ′, Fi+1 :=

{

Fi ∪ {ψi+1} falls das konsistent ist
Fi sonst.De�niere die gesuhte Obermenge von F ′ durh

F :=
⋃

{Fi | i ∈ N }.

F ist konsistent, denn für jedes endlihe E ⊆ F gibt es groÿe i mit E ⊆ Fi, undda Fi konsistent ist, ist ¬∧

E niht beweisbar.
F ist maximal konsistent: Angenommen, es gäbe ϕ /∈ F , sodaÿ F∪{ϕ} konsistentwäre. Zu ϕ ∈ L gibt es (o.B.d.A.) ein k mit ϕ = ψk+1. Da ϕ /∈ Fk+1 ist, kann
Fk ∪ {ϕ} niht konsistent sein; also kann auh F ∪ {ϕ} niht konsistent sein,entgegen der Annahme. Daher ist diese falsh, und damit F maximal konsistent.(ii) Wir zeigen den letzten Teil: Sei F maximal konsistent und ϕ beweisbar. Wäre
ϕ /∈ F , so wäre nah (ii) (a) ¬ϕ ∈ F . Da F konsistent ist, dürfte ¬

∧

{¬ϕ}, also
¬¬ϕ, niht beweisbar sein. Aber da ϕ beweisbar und (ϕ→ ¬¬ϕ) eine Tautologieist, ist mit (MP) auh ¬¬ϕ beweisbar. Also muÿ ϕ /∈ F falsh sein. 2Satz 2.4 (Vollständigkeitssatz) Jede in Mn allgemeingültige Aussage ist in Knbeweisbar: ist Mn |= ϕ, so ist Kn ⊢ ϕ.Beweis: Das zeigt man, wie gesagt, indirekt. Angenommen, ϕ sei niht beweis-bar. Um zu zeigen, daÿ ϕ dann niht allgemeingültig ist, muÿ man einM ∈ Mnund eine Welt s von M �nden, in der ϕ niht wahr ist, wo also (M, s) |= ¬ϕ.Es ist klar, daÿ mit ϕ auh ¬¬ϕ niht beweisbar, also ¬ϕ konsistent ist. Stattfür die spezielle konsistente Menge F = {¬ϕ} ein (M, s) anzugeben, wo alleFormeln aus F wahr sind, zeigt man viel mehr:5



Beh. Es gibt eine `kanonishe' Struktur M c = (S,K1, . . . ,Kn, π) ∈ Mn, in der
S aus den maximal konsistenten V ⊆ Ln besteht, so daÿ für alle Formeln ϕ ∈ L:Für alle V ∈ S gilt: (M c, sV ) |= ϕ ⇐⇒ ϕ ∈ V. (2)Als möglihe Welten nimmt man die maximal konsistenten Formelmengen:

S := {V | V ⊆ L ist maximal konsistent (mit Kn) }.Die Auswertung von atomaren Formeln erfolgt `durh Nahsehen' in der Welt:
π(V )(p) :=

{

true, falls p ∈ V,

false, sonst.In der Welt V hält Agent i alle Welten für möglih, die Erweiterungen dessensind, was er laut V weiÿ:
Ki := { (V,W ) ∈ S × S | V/Ki ⊆W }, mit V/Ki := {ψ | Kiψ ∈ V }.Durh Induktion über den Aufbau von ϕ zeigen wir (2), mit sV := V . Füratomare ϕ ist (2) nah De�nition von π klar. Für ¬ϕ und für (ϕ1∧ϕ2) erhält manes aus der Induktionsannahme und dem vorigen Lemma. Für Kiψ betrahtenwir die Rihtungen von (2) getrennt:(i) Kiψ ∈ V =⇒ (M c, V ) |= Kiψ:Ist Kiψ ∈ V und (V,W ) ∈ Ki, so ist ψ ∈ V/Ki ⊆ W , und daher nahInduktionsannahme auh (M c,W ) |= ψ. Daher gilt (M c, V ) |= Kiψ.(ii) (M c, V ) |= Kiψ =⇒ Kiψ ∈ V :Sei (M c, V ) |= Kiψ. Für jedes (V,W ) ∈ Ki ist dann (M,W ) |= ψ, alsonah Induktionsannahme ψ ∈ W . Das heiÿt, jede maximal konsistenteErweiterung W von V/Ki enthält ψ; folglih ist V/Ki ∪ {¬ψ} niht kon-sistent. Daher gibt es ϕ1, . . . , ϕk ∈ V/Ki, so daÿ ⊢ ¬(ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕk ∧ ¬ψ).Nah A1 und R1 ist dann auh ⊢ ϕ1 ∧ . . . ∧ ϕk → ψ und

⊢ ϕ1 → (ϕ2 → (. . .→ (ϕk → ψ) . . .)),und daher mit R2, A2 und R1 auh
⊢ Kiϕ1 → (Kiϕ2 → (. . .→ (Kiϕk → Kiψ) . . .)).Nah dem vorigen Lemma ist diese Formel in V , und nah Wahl der ϕjauh alle Kiϕj . Mit Kiϕj ∈ V und (Kiϕj → χ) ∈ V ist aber χ ∈ V , nahdem vorigen Lemma. Also folgt Kiψ ∈ V , was zu zeigen war.

26



2.2 Axiomensysteme für die Gültigkeit in M ⊆ MnWas muÿ man tun, um die Allgemeingültigkeit für Teilklassen M ⊆ Mn zuharakterisieren? Wenn man sih auf Erreihbarkeitsrelationen mit bestimm-ten Eigenshaften beshränkt, sind i.a. weitere Aussagen allgemeingültig, undweitere Shluÿregeln korrekt.Solange C niht benutzt wird, kommt man mit den bisherigen Shluÿregeln aus.Man brauht aber zusätzlihe Axiome und muÿ daher bei der Konstruktion deskanonishen Modells M c dafür sorgen, daÿ auh diese in M c gelten.Die folgenden Axiome sind jeweils für alle ϕ, ψ ∈ Ln(Φ) und K ∈ {K1, . . . ,Kn}gemeint:A3. (Wissen/Wahrheit) Kϕ→ ϕ, (T)A4. (Positive Introspektion) Kϕ→ KKϕ (4)A5. (Negative Introspektion) ¬Kϕ→ K¬Kϕ, (5)A6. (Konsistenz) ¬K¬⊤ (D)A7. (Symmetrie) ϕ→ K¬K¬ϕVershiedene dieser Axiome hängen mit bestimmten Eigenshaften der Erreih-barkeitsrelationen Ki der Modelle zusammen.Satz 2.5 Sei Tn das Axiomensystem aus den Axiomen A1, A2, A3, und denRegeln R1 und R2 für Ln-Formeln. Tn ist korrekt und vollständig für die Klasse
Mr

n ⊆ Mn aller Kripke-Strukturen mit re�exiven Erreihbarkeitsrelation.Beweis: Korrektheit: Wegen Mr
n ⊆ Mn sind A1 und A2 allgemeingültigfür Mr

n. Auh A3 ist allgemeingültig für Mr
n: ist M ∈ Mr

n und s ∈ S mit
(M, s) |= Kiϕ, so ist (M, t) |= ϕ für jedes t mit (s, t) ∈ Ki, und da Ki re�exivist, ist s selbst ein solhes t; also gilt (M, s) |= ϕ.Die Shluÿregeln R1 und R2 sind nah Bemerkung 2.2 auh für Mr

n korrekt.Vollständigkeit: Man konstruiert wie im Beweis von Satz 2.4 ein kanonishesModell M c aus den maximal konsistenten Formelmengen V , nur daÿ man hierdie Konsistenz mit Tn statt mit Kn meint.Zu zeigen bleibt, daÿ M c ∈ Mr
n liegt, also jedes Ki re�exiv ist: Sei V ∈ S einemaximal konsistente Menge. Wir müssen zeigen, daÿ (V, V ) ∈ Ki ist, und dasheiÿt, daÿ V/Ki ⊆ V oder daÿ für jedes Kiϕ ∈ V auh ϕ ∈ V ist. Da jedes

Kiϕ→ ϕ ein Axiom, also beweisbar ist, liegt es nah Lemma 2.3 in jeder Welt
V von M c, und daher mit Kiϕ ∈ V auh ϕ ∈ V , wieder nah Lemma 2.3. 2Satz 2.6 Sei S4n (oder KT 4n) das Axiomensystem aus den Axiomen A1, A2,A3, A4 und den Regeln R1 und R2 für Ln-Formeln. S4n ist korrekt und vollstän-dig für die Klasse Mrt

n ⊆ Mn aller Kripke-Strukturen mit re�exiven transitivenErreihbarkeitsrelationen. 7



Beweis: Korrektheit: Es genügt nah Bemerkung 2.2 und Satz 2.5, die Korrekt-heit von A4 für Mrt
n zu zeigen. Sei M ∈ Mrt

n und s ∈ S mit (M, s) |= Kiϕ. Sei
r ∈ S von s in zwei Ki-Shritten erreihbar, also (s, t) ∈ Ki und (t, r) ∈ Ki fürein geeignetes t ∈ S. Da Ki transitiv ist, ist (s, r) ∈ Ki, und nah der Annahmealso (M, r) |= ϕ. Da das für jedes solhe r gilt, haben wir (M, s) |= KiKiϕ.Vollständigkeit: Sei M c das wie im Beweis von Satz 2.4 konstruierte kanonisheModell, wobei jetzt die Konsistenz mit S4n statt der mit Kn benutzt wird. Zuzeigen bleibt, daÿ M c ∈ Mrt

n , daÿ M c also nur re�exive transitive Erreihbar-keitsrelationen Ki hat. Nah dem Beweis des vorigen Satzes ist Ki re�exiv.
Ki ist transitiv: Sei (U, V ) ∈ Ki und (V,W ) ∈ Ki. Dann ist U/Ki ⊆ V und
V/Ki ⊆ W . Sei Kiϕ ∈ U . Da nah Lemma 2.3 jede beweisbare Aussage, alsoauh das Axiom Kiϕ → KiKiϕ, in jeder maximal konsistenten Formelmengeliegt, ist (Kiϕ → KiKiϕ) ∈ U . Wieder nah Lemma 2.3 ist daher KiKiϕ ∈ U .Folglih ist Kiϕ ∈ U/Ki ⊆ V , und dann ϕ ∈ V/Ki. Da Kiϕ ∈ U beliebig war,ist U/Ki ⊆W gezeigt, und damit (U,W ) ∈ Ki. 2Eine wihtige Teilklasse von Mn sind die Kripke-Strukturen, wo alle Ki Äquiva-lenzrelationen, also re�exiv, symmetrish und transitiv sind. Der direkte Bezugzu den Axiomen A5 und A6 wird klarer, wenn man die folgenden Eigenshaftenvon Relationen benutzt.Eine Relation K ⊆ S × S heiÿt (links)total (oder seriell), wenn es zu jedem
s ∈ S ein t ∈ S mit (s, t) ∈ K gibt. K heiÿt euklidish, wenn zu jedem Paar
(r, s), (r, t) ∈ K mit gemeinsamer erster Komponente auh (s, t) ∈ K ist.Lemma 2.7 Für eine Relation K ⊆ S × S sind folgende Aussagen äquivalent:(i) K ist total, symmetrish und transitiv.(ii) K ist re�exiv, symmetrish und transitiv.(iii) K ist re�exiv und euklidish.Beweis: (i) ⇒ (ii): K ist re�exiv: Sei s ∈ S. Da K total ist, gibt es ein t mit
(s, t) ∈ K, und da K symmetrish ist, ist auh (t, s) ∈ K. Da K transitiv ist,folgt (s, s) ∈ K.(ii) ⇒ (iii): K ist euklidish: Seien (r, s) ∈ K und (r, t) ∈ K. Da K symmetrishist, ist (s, r) ∈ K, und da es auh transitiv ist, folgt (s, t) ∈ K.(iii) ⇒ (i): K ist total, da es re�exiv ist.
K ist symmetrish: Sei (r, s) ∈ K. Da K re�exiv ist, ist (r, r) ∈ K, und da eseuklidish ist, folgt (s, r) ∈ K.
K ist transitiv: Seien (r, s) ∈ K und (s, t) ∈ K. Da K symmetrish ist, ist
(s, r) ∈ K, und da es euklidish ist, folgt (r, t) ∈ K. 28



Satz 2.8 Sei S5n (oder KT 45n) das Axiomensystem aus A1, A2, A3, A4, A5und den Regeln R1 und R2 für Ln-Formeln. S5n ist korrekt und vollständig fürdie Klasse Mrst
n ⊆ Mn aller Kripke-Strukturen mit re�exiven, symmetrishenund transitiven Erreihbarkeitsrelationen.Beweis: Korrektheit: Wegen Mrst

n ⊆ Mrt
n , Bemerkung 2.2 und Satz 2.6 genügtes zu zeigen, daÿ A5 in jedem M ∈ Mrst

n global gilt. Sei r ∈ S. Um
(M, r) |= ¬Kiϕ→ Ki¬Kiϕ (3)zu zeigen, nehmen wir an, daÿ (M, r) |= ¬Kiϕ, also (M, t) 6|= ϕ für mindestensein t ∈ S mit (r, t) ∈ Ki. Um (M, r) |= Ki¬Kiϕ zu zeigen, sei (r, s) ∈ Ki. Da Kinah Lemma 2.7 euklidish ist, ist (s, t) ∈ Ki und daher (M, s) |= ¬Kiϕ wegen

(M, t) 6|= ϕ. Da das für jedes solhe s gilt, ist (M, r) |= Ki¬Kiϕ gezeigt.Vollständigkeit: Nah Lemma 2.7 und Satz 2.6 genügt es zu zeigen, daÿ im ka-nonshen Modell M c (bezüglih S5) die Erreihbarkeitsrelationen Ki euklidishsind. Seien also (U, V ), (U,W ) ∈ Ki. Um (V,W ) ∈ Ki zu zeigen, also V/Ki ⊆W ,sei Kiϕ ∈ V . Wegen (U, V ) ∈ Ki ist daher ¬Ki¬Kiϕ ∈ U . Die zum Axiom A5äquivalente Aussage ¬Ki¬Kiϕ → Kiϕ liegt nah Lemma 2.3 ebenfalls in U ,und folglih ist auh Kiϕ ∈ U , also ϕ ∈ U/Ki ⊆ W wegen (U,W ) ∈ Ki. Daszeigt insgesamt, daÿ V/Ki ⊆W , also (V,W ) ∈ Ki ist. 2Satz 2.9 SeiKD45n das Axiomensystem aus den Axiomen A1, A2, A4, A5, A6und den Regeln R1 und R2 für Ln-Formeln. KD45n ist korrekt und vollständigfür die Klasse Melt
n aller Kripke-Strukturen, deren Erreihbarkeitsrelationeneuklidish, (links)total und transitiv sind.Beweis: Korrektheit: Wegen Melt

n ⊆ Mn sind die Axiome A1 und A2 allge-meingültig und die Regeln R1 und R2 korrekt für Melt
n . Da in jedem M ∈ Melt

ndie Ki transitiv und euklidish sind, sind A4 und A5 allgemeingültig. Da Kiin M linkstotal ist, gibt es zu jedem s ∈ S ein t ∈ S mit (s, t) ∈ Ki, und da
(M, t) |= ⊤ ist, folgt (M, s) |= ¬Ki¬⊤; also ist A6 allgemeingültig in Melt

n .Vollständigkeit: Nah früheren Sätzen sind die Erreihbarkeitsrelationen im ka-nonishen ModellM c (bezüglih KD45n) wegen A4 und A5 transitiv und eukli-dish. Bleibt zu zeigen, daÿ sie auh linkstotal sind: Sei S die Menge der Weltenvon M c und V ∈ S. Es genügt zu zeigen, daÿ V/Ki konsistent ist, denn danngibt es V/Ki ⊆W ∈ S, und W als maximal konsistente Menge enthält ⊤. Wäre
V/Ki inkonsistent, so gäbe es eine endlihe Menge E ⊆ V/Ki mit ⊢ ¬

∧

E, oder
⊢

∧

E → ¬⊤. Da V maximal konsistent ist, folgt (Ki

∧

E → Ki¬⊤) ∈ V , nahLemma 2.3, und mit E ⊆ V/Ki auh Ki

∧

E ∈ V , also Ki¬⊤ ∈ V . Also gibt esein W ∈ S mit (V,W ) ∈ Ki und ¬⊤ ∈ W . Aber das hieÿe, (M,W ) |= ¬⊤, wasunmöglih ist. 2Aufgabe 2.1 Zeige, daÿ Axiom A7 der Symmetrie der Erreihbarkeitsrelatio-nen entspriht. 9



2.3 Axiomensystem für die Gültigkeit von LC

n
-FormelnAb jetzt werden wieder Formeln aus LC

n erlaubt, in der der Common-Knowledge-Operator C benutzt werden darf. Die folgenden Axiome und Regeln sind ent-sprehend für alle ϕ, ψ ∈ LC
n gemeint:C1. Eϕ↔ (K1ϕ ∧ . . . ∧Knϕ)C2. Cϕ→ E(ϕ ∧Cϕ)RC1. (Induktion) ϕ→ E(ψ ∧ ϕ)

ϕ→ Cψ
(Ind)Lemma 2.10 Für M = (S,K1, . . . ,Kn, π) ∈ Mn sei

E := (K1 ∪ . . . ∪ Kn) und C := E+die transitive Hülle von E . Dann gilt für jede LC
n -Formel ϕ und jedes s ∈ S:(i) (M, s) |= Eϕ ⇐⇒ für alle t mit (s, t) ∈ E ist (M, t) |= ϕ.(ii) (M, s) |= Cϕ ⇐⇒ für alle t mit (s, t) ∈ C ist (M, t) |= ϕ.Beweis:(i) ⇒: Sei (M, s) |= Eϕ und (s, t) ∈ E . Nah der De�nition von E gibt es

1 ≤ i ≤ n mit (s, t) ∈ Ki. Wegen (M, s) |= Eϕ gilt auh (M, s) |= Kiϕ,und mit (s, t) ∈ Ki folgt (M, t) |= ϕ.
⇐: Angenommen, für alle t mit (s, t) ∈ E sei (M, t) |= ϕ. Sei 1 ≤ i ≤ n und
(s, t) ∈ Ki. Dann ist (s, t) ∈ E , also (M, t) |= ϕ. Daher ist (M, s) |= Kiϕ.Da das für jedes i gilt, ist (M, s) |= Eϕ.(ii) Nah De�nition ist

(M, s) |= Cϕ : ⇐⇒ für alle n ∈ N, (M, s) |= Enϕ.Da C =
⋃

n∈N
En ist, folgt die Behauptung aus Teil (i).

2Wir betrahten Eϕ nur als eine Abkürzung für ∧n

i=1
Kiϕ und ignorieren C1.Satz 2.11 Seien KC

n , TC
n , S4C

n , S5C
n und KD45C

n die Erweiterungen der Axio-mensysteme Kn, Tn, S4n, S5n und KD45n um die Axiome C1, C2 und dieRegel RC1, wobei jetzt überall LC
n (Φ)-Formeln erlaubt sind.(i) KC

n ist korrekt und vollständig für die Klasse Mn.10



(ii) TC
n ist korrekt und vollständig für die Klasse Mr

n.(iii) S4C
n ist korrekt und vollständig für die Klasse Mrt

n .(iv) S5C
n ist korrekt und vollständig für die Klasse Mrst

n .(v) KD45C
n ist korrekt und vollständig für die Klasse Melt

n .Beweis: Seien E und C wie in Lemma 2.10. Wir zeigen nur den Teil (i).Korrektheit: Für die Allgemeingültigkeit von C2 seiM ∈ Mn und s ∈ S, so daÿ
(M, s) |= Cϕ. Es genügt zu zeigen, daÿ (M, s) |= Ki(ϕ ∧ Cϕ). Sei also t ∈ Smit (s, t) ∈ Ki. Nah Lemma 2.10 bedeutet (M, s) |= Cϕ, daÿ (M, r) |= ϕ füralle r ∈ S mit (s, r) ∈ C. Also gilt (M, t) |= ϕ wegen (s, t) ∈ Ki ⊆ C. Für jedes
r ∈ S mit (t, r) ∈ C ist (s, r) ∈ (Ki; C) ⊆ C, so daÿ (M, r) |= ϕ und deshalb auh
(M, t) |= Cϕ gilt. Daher ist (M, t) |= ϕ∧Cϕ, und folglih (M, s) |= Ki(ϕ∧Cϕ).Korrektheit der Regel RC1: Sei ϕ → E(ψ ∧ ϕ) allgemeingültig in Mn. Um dieAllgemeingültigkeit von ϕ → Cψ zu zeigen, wähle M ∈ Mn und s ∈ S mit
(M, s) |= ϕ. Da ϕ→ E(ψ ∧ ϕ) allgemeingültig ist, hat man (M, s) |= E(ψ ∧ ϕ).Für (M, s) |= Cψ sei (s, t) ∈ C, mit einem E-Weg der Länge n ≥ 1. Wir zeigen
(M, t) |= ψ durh Induktion über n. Für n = 1 ist (s, t) ∈ E also (M, t) |= ψwegen (M, s) |= E(ψ∧ϕ). Für n = m+1 > 2 sei r ∈ S mit (s, r) ∈ E und (r, t) ∈
Em. Wegen (M, s) |= E(ψ ∧ ϕ) ist (M, r) |= ϕ, und nah Induktionsannahmegilt dann (M, t) |= ψ.Vollständigkeit: Man zeigt wieder, daÿ eine konsistente Aussage in einem geeig-neten (M, s) mit M ∈ Mn wahr ist. Allerdings kann man hier (ansheinend)niht dasselbeM für alle konsistenten Aussagen χ nehmen, sondern brauht fürjedes χ ein eigenes, endlihes (Mχ, sχ).Zu χ ∈ LC

n sei Sub(χ) die Menge der Teilformeln von
{χ} ∪ {Cϕ→ E(ϕ ∧ Cϕ) | Cϕ ist Teilformel von χ },wobei Eψ :=

∧n
i=1

Kiψ als Abkürzung benutzt wird, und
Sub

+(χ) := Sub(χ) ∪ {¬ψ | ψ ∈ Sub(χ) }.Sei Con(χ) die Menge aller maximalenKC
n -konsistenten Teilmengen von Sub

+(χ).De�niere die (endlihe!) Kripke-Struktur Mχ := (S,K1, . . . ,Kn, π) durh
S := Con(χ),

Ki := { (V,W ) ∈ S × S | V/Ki ⊆W },

π(V )(p) :=

{

1, falls p ∈ V,

0, sonst.Für sχ wähle ein V ∈ S, das die konsistente Menge {χ} umfaÿt.11



Durh Induktion über den Aufbau der Teilformeln ϕ von χ zeigen wir:Für alle V ∈ S gilt: (M,V ) |= ϕ ⇐⇒ ϕ ∈ V. (4)Wir ergänzen die Induktion aus dem Beweis von Satz 2.4 für die neu zugelasse-nen Formeln.
Cψ ∈ V =⇒ (M,V ) |= Cψ:Sei Cψ ∈ V , und (V,W ) ∈ S × S mit V = V0, W = Vm+1, und Vj/Kij

⊆ Vj+1für j ≤ m. Da V maximal konsistent ist, ist das Axiom Cψ → E(ψ ∧ Cψ) in
V , also nah Lemma 2.3 auh E(ψ ∧ Cψ) ∈ V und Ki0(ψ ∧ Cψ) ∈ V . Folglihsind ψ,Cψ ∈ V/Ki0 ⊆ V1. Durh Induktion über m folgt, daÿ ψ,Cψ ∈W sind.Da W maximal konsistent und |ψ| < |Cψ| ist, hat man induktiv nah (4) shon
(M,W ) |= ψ. Damit ist (M,V ) |= Cψ gezeigt.
(M,V ) |= Cψ =⇒ Cψ ∈ V :Sei (M,V ) |= Cψ. Es genügt, eine Aussage ϕ zu �nden, die die Bedingungen

⊢
∧

V → ϕ, (5)
⊢ ϕ→

∧n

i=1
Ki(ψ ∧ ϕ) (6)erfüllt. Denn dann muÿ wegen (6) und RC1 auh

⊢ ϕ→ Cψsein, also mit (5) auh ⊢
∧

V → Cψ. Wäre nun Cψ /∈ V , so wäre ¬Cψ ∈ Vnah Lemma 2.3, daher zusammen
⊢

∧

V → Cψ ∧ ¬Cψ.Aber dann ist auh ⊢ ¬
∧

V , also wäre V niht konsistent, ein Widerspruh.Die Idee ist, daÿ ϕ die BedingungIn der aktuellen Situation ist Cψ wahrausdrükt1. Sei dazu
ϕ :=

∨

{
∧

W | W ∈ W } mit W := {W ∈ S | (M,W ) |= Cψ }.Da V ∈ W ist, ist o�ensihtlih ⊢
∧

V → ϕ, also (5). Da die Aussage in (6)aussagenlogish äquivalent zur Konjunktion der Aussagen inBehauptung : ⊢ ϕ→ Ki(ψ ∧ ϕ) für i = 1, . . . , n. (7)ist, genügt es für (6), die Behauptung (7) zu zeigen. Dazu behaupten wir:(i) Für jedes W ∈ W ist ⊢ ∧

W → Kiψ.1Das könnte man niht durh eine LC
n -Formel ausdrüken, wenn S unendlih viele V ′ hätte!12



(ii) Für jedes U /∈ W ist ⊢ ∧

W → Ki¬
∧

U .(iii) Für jedes W ∈ W ist ⊢ ∧

W → Ki(ψ ∧
∧

{¬
∧

U | U /∈ W }).(iv) ⊢ ϕ↔
∧

{¬
∧

U | U /∈ W }.Aus (iii) und (iv) erhält man ⊢
∧

W → Ki(ψ ∧ ϕ) für alle W ∈ W , daraus (7).Beweis von (i): Wegen (M,W ) |= Cψ ist nah De�nition von |= auh (M,W ) |=
Kiψ. Und im Beweis von Satz 2.4 wurde gezeigt, wie daraus

⊢ Kiϕ1 → . . .→ Kiϕk → Kiψfür W/Ki = {ϕ1, . . . , ϕk} folgt. Wegen Kiϕj ∈W ist natürlih
⊢

∧

W → Kiϕj für j = 1, . . . , k, (8)woraus mit aussagenlogishen Beweisshritten ⊢
∧

W → Kiψ folgt.Beweis von (ii): Wegen (M,W ) |= Cψ und (M,U) 6|= Cψ muÿ (W,U) /∈ Ki sein,also W/Ki 6⊆ U , und daher gibt es ein Kiϕj ∈ W mit ϕj /∈ U , also ¬ϕj ∈ U(wie im Lemma 2.3). Daher ist KC
n ⊢

∧

U → ¬ϕj , und mit aussagenlogishenShritten und R2 daher
⊢ Kiϕj → Ki¬

∧

UZusammen mit (8) ergibt sih ⊢
∧

W → Ki¬
∧

U .Beweis von (iii): Dazu muÿ man zeigen, daÿ ⊢ (Kiϕ∧Kiψ) ↔ Ki(ϕ∧ψ), wozuman die Distributivität A2 und die Regel R2 brauht.Beweis von (iv): Sei ϕ :=
∨

{
∧

U | U /∈ W } und σ :=
∨

{
∧

W | W ∈ S }.Dann ist
⊢ σ ↔ (ϕ ∨ ϕ),da die Formel die Einsetzung in eine aussagenlogishe Tautologie ist.Für U,W ∈ S mit U 6= W ist U ∪W ⊆ Sub(χ)+ inkonsistent, da U bzw. Wmaximal konsistent ist. Also ist ⊢ ¬

∧

(U ∪W ), also ⊢ ¬(
∧

W ∧
∧

U). Darausfolgt mit den De Morgan'shen Regeln der Aussagenlogik, daÿ
⊢ ¬(ϕ ∧ ϕ).Wenn wir ⊢ σ zeigen können, erhalten wir ⊢ (ϕ∨ϕ), zusammen also ⊢ ϕ↔ ¬ϕ,was aussagenlogish äquivalent ist zur Behauptung (iv).Es bleibt noh zu zeigen, daÿ ⊢ σ. Wegen

⊢
∨

{
∧

W | W ∈ S } ↔ ¬
∧

{¬
∧

W | W ∈ S }bedeutet ⊢ σ, daÿ Ψ := {¬
∧

W | W ∈ S } inkonsistent ist. Angenommen, Ψwäre konsistent. Bis auf aussagenlogishe Umformungen ist Ψ eine Menge vonDisjunktionen, denn
⊢ ¬

∧

W ↔
∨

{¬ψ | ψ ∈W }.13



Für jede konsistente Menge Γ und jedes (χ1∨χ2) ∈ Γ ist Γ∪{χ1} oder Γ∪{χ2}konsistent, da sonst
⊢

∧

Γ → ¬χ1 und ⊢
∧

Γ → ¬χ2und damit ⊢
∧

Γ → ¬(χ1 ∨ χ2), also Γ inkonsistent wäre. Daher können wirzu Ψ naheinander in jedem W ∈ S ein geeignetes ψW ∈ W �nden, so daÿ
Ψ ∪ {¬ψW | W ∈ S } konsistent ist. Damit ist auh

{¬ψW | W ∈ S } ⊆ Sub
+(χ)konsistent und kann zu einer maximal konsistenten Menge V ∈ S erweitert wer-den. Aber dann ist ψV ∈ V und ¬ψV ∈ V , also V inkonsistent, was unmöglihist. Daher muÿ Ψ inkonsistent, also σ beweisbar sein. 2Beispiel 2.12 Betrahte das Beispiel der �shmutzigen Kinder� für n = 2. DieAnfangssituation wird durh die folgende Aussage ausgedrükt:(i) Daÿ (bei t = 0) kein Kind weiÿ, ob es shmutzig ist, ist geteiltes Wissen:

C(
∧

i∈I

¬(Kipi ∨Ki¬pi)) (9)(ii) Daÿ (bei t = 0) jedes Kind weiÿ, welhes der anderen Kinder shmutzigist, ist geteiltes Wissen:
C(

∧

i6=j

(Kipj ∨Ki¬pj)) (10)(iii) Es ist (bei t = 1) (durh die Aussage des Vaters) geteiltes Wissen, daÿmindestens ein Kind shmutzig ist:
C(

∨

j∈I

pj) (11)(iv) Beh.: Für I = {1, 2} kann (bei t = 1) jedes Kind ershlieÿen, ob es shmut-zig ist:
∧

i∈I

(Kipi ∨Ki¬pi),und weil es dadurh auh den Anfangswissensstand der anderen ershlieÿenkann, muÿ das ein geteiltes Wissen sein,
C(

∧

i∈I

(Kipi ∨Ki¬pi)). (12)14



Die Formulierungen setzen voraus, daÿ es sih bei Kiϕ um �Wissen� , niht�Glauben� handelt, daÿ also A3, Kiψ → ψ, gilt.Da TC
2 vollständig ist, sollte man die Argumentation im wesentlihen mit denMitteln von TC

2 ausführen können. Das geht aber niht ganz, da sih derWissens-zustand der Kinder im Lauf der Zeit ja ändert. Aber auh die angegebene Zeit-logik LC,U,2,©
n reiht dazu niht, da Kind A nah der Zusatzinformation desVaters mit dem Wissen von Kind B vor der Aussage des Vaters argumentiert.Zur Vereinfahung halten wir die Zeit künstlih aus dem Spiel, und argumen-tieren in KC

n , also ohne die Voraussetzung, daÿ es sih um Wissen handelt.Beispiel 2.13 (Beweis einer Aussage über geteiltes Wissen) Im Beispiel der�shmutzigen Kinder� A und B argumentiert A intuitiv wie folgt: B weiÿ niht,ob pB, weiÿ aber, daÿ (pA ∨ pB). Wäre ¬pA, so wüÿte B das, (weil er es sehenkann), also müÿte B niht nur (pA ∨ pB), sondern sogar pB wissen. Da er dasaber niht weiÿ, muÿ ¬pA falsh, also pA wahr sein.Wir formulieren noh einmal die Voraussetzungen, etwas abgeshwäht.(i) Da auf die Frage, welhes Kind wisse, ob es shmutzig sei, niemand mit�ja� antwortet, ist es geteiltes Wissen, daÿ kein Kind weiÿ, ob es selbstshmutzig ist:
C(¬KApA ∧ ¬KA¬pA) ∧ C(¬KBpB ∧ ¬KB¬pB), (13)(ii) Da die Kinder einander ansehen, ist es geteiltes Wissen, daÿ jedes Kindweiÿ, daÿ die anderen wissen, ob es shmutzig ist, oder shwäher:

C(¬pA → KB¬pA) ∧ C(¬pB → KA¬pB). (14)(iii) Die ö�entlihe Aussage des Vaters maht es zum geteilten Wissen, daÿmindestens ein Kind shmutzig ist:
C(pA ∨ pB) (15)Aus (13) und (15), erhält man (in KC

A,B, also ohne Axiom A3 oder Cϕ→ ϕ)
KA(KB(pA ∨ pB) ∧ ¬KBpB).Aus (14) erhält man zusätzlih

KA(¬pA → KB¬pA),also
KA(¬pA → KB(¬pA ∧ (pA ∨ pB))),also

KA(¬pA → KBpB),15



und daraus mit KA(¬KBpB) (was �inzwishen� wegen (15) falsh ist) dann
KApA.Da man die ganze Argumentation statt mit KA auh mit KB mahen kann,erhält man EpA, analog EpB, also E(pA ∧ pB).Sei nun Cϕ die Zusammenfassung von (13) � (15) via ⊢ (Cα∧Cβ) ↔ C(α∧β).Nah (C 1) ist Cϕ→ E(ϕ ∧ Cϕ), und das obige Argument zeigt

⊢ Cϕ→ E(pA ∧ pB).Das kann man zusammenfassen zu
⊢ Cϕ→ E((pA ∧ pB) ∧ Cϕ),und durh Anwenden von (RC 1) ergibt das

⊢ Cϕ→ C(pA ∧ pB).Bemerkung 2.14 Wenn man die Zeit formal berüksihtigen will, muÿ manfestlegen, wie die atomaren aussagenlogishen Aussagen im Lauf der Zeit ih-ren Wahrheitswert ändern und wie das für Wissensaussagen geht. Betrahtetman einen linearen diskreten Zeitverlauf und einen Temporaloperator Y mitder Bedeutung
(M, s)t |= Y ϕ : ⇐⇒ (M, s)t−1 |= ϕd.h. Y ϕ = zum vorigen Zeitpunkt (yesterday) war ϕ der Fall, so brauht manfür das Beispiel die Annahmen, daÿ sih die Tatsahen niht ändern und nurNiht-Wissen (und Wissen darüber), aber kein Wissen über Tatsahen (und keinWissen darüber) verlorengeht:

• Y ϕ→ ϕ, falls ϕ keinen Wissensoperator enthält,
• Y Kiϕ→ Kiϕ, falls in ϕ kein Wissensoperator negativ vorkommt.Insbesondere muÿ am Ende ja KApA ∧ Y ¬KApA wahr sein können.Literatur[1℄ R.Fagin, J.Y.Halpern, Y.Moses, M.Y.Vardi. Reasoning about Knowledge.MIT Press 2003.
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