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SUR LES DISTORSIONS
DES CORPS ELASTIQUES

(THEORIE ET APPLICATIONS )

par Vito VOLTERRA et Enrico VOLTERRA.

PREFACE.

Vito Volterra est né a Ancone le 3 mai 1860 et la présente année
marque donc le centiéme anniversaire de sa naissance. L' Accademia
nazionale dei Lincei ou il fut élu en 1888, un an aprés la publication
des célebres Notes Sopra le funzioni che dipendono da altre
Junzioni par lesquelles a ét¢ fondée ' Analyse fonctionnelle, a prévu
pour novembre prochain une cérémonie commémorative qui réunira
a Rome des représentants de nombreuses Académies et Universités.
L’année 1960 a vu paraitre le quatriéme et avant-dernier volume de la
précieuse édition des OFucres mathématiques de Vito Volterra (*).

Il est bien que la méme année 1960 voie, en France, la publi-
cation du présent volume. Nous la devons & notre ami et confrére
Henri Villat, qui a accueilli le manuscrit dans ’excellente collection
du Mémorial des Sciences mathématiques et la présente édition
peut étre ainsi assurée par la Maison Gauthier-Villars, de méme que
celle de tous les autres livres de Vito Volterra publiés en France.

(') Opere matematiche (Memorie e Note), publicate a cura dell’ Accademia
Nazionale dei Lincei col concorso del Consiglio Nazionale delle richerche.
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Des le début du siécle, des liens de profonde amilié s’étaient noués
entre Vito Volterra ct les savants francais Emile Borel, Paul Painlevé,
Jean Perrin, Aimé Cotton, Paul Langevin, pour ne citer que des
disparus. Ces liens furent renforcés encore, dans les années1g14-1919,
par des préoccupalions convergentes et par un travail commun sur
les proble¢mes scientifiques de I’heure.

C’est, je crois, en 1912 que Vito Volterra donna, pour la premicre
fois, un Cours a la Sorbonne. Il y revint bien souvent par la suite ct
il n’est point de partie de son ceuvre que nous n’ayons ainsi connue
par son enseignement direct. D’autres liens d’affectueuse admiration
se nouérent ainsi, dont le souvenir nous est précieux.

Vito Volterra avait exposé la théorie qui fait 'objet des chapitres1
a IIT du présent volume dans des Conférences tenues & l'Institut
Henri Poincaré et que M. 'Abbé P. Costabel avait recueillies et
rédigées en vue d’une publication que les événements de 1940 firent
remetlre.

Jai é1é particulierement heurcux que M. Enrico Volterra accepte
de revoir le manuscrit des conférences de son pére pour y ajouter
les compléments souhaitables aprés un aussi long délai de publication.
Il 6tait particulierement préparé a le faire par ses beaux travaux sur
les questions d’élasticité et de plasticité, travaux & la fois théoriques
et expérimentaux et poussés jusqu’aux applications pratiques.

Dans lintroduction du volume, M. Enrico Volterra a fort perti-
nemment précisé la place que tiennent les « distorsions » de Volterra
dans une séric d’¢tudes qui prolongent ou généralisent les notions
ainsi introduites. Son exposé améne jusqu’aux questions les plus
actuelles de la Mécanique des solides. Dans le chapitre 1V il a
développé des applications a des problémes de pratique des
constructions. Le role si important des déformations élastoplastiques
et des déformations imposées a priori pour la bonne tenue d’une
structure y est en particulier précisé.

Joseph Ptrts.



AVANT-PROPOS.

En 1938 mon pere, Vite Volterra, avait proposé a M. Coslabel et
a moi-méme de collaborer a la préparation du présent Ouvrage.
M. Costabel rédigea les conférences que mon peére avait précé-
demment fait a I'lnstitut Henri Poincaré a Paris. En méme temps je
préparais le texte concernant les applications des distorsions dans la
pratique des constructions. Mais les événements amenés par la guerre
empécherent d’achever ce volume.

Le manuscrit incomplet fut conservé par le Professeur Joseph Péres,
Membre de I'Institut. En 1956 M. Pérés insista pour que j’assume la
responsabilité de réviser, compléter et mettre a jour le manuscrit.

L’achévement de ce volume a été possible aussi grace a l’assistance
de la Graduate School of The University of Texas qui fournit un
subside.

Je profite de cette occasion pour remercier M. ’Abbé Costabel
de la rédaction des conférences de mon pére. Mes remerciements
vont aussi & la ““ London Institution of Civil Engineers ” et a la
¢ London Institution of Structural Engineers " pour la permission
qu’ils m’ont gracieusement donnée de reproduire mes dessins publiés
d’abord dans leurs journaux.

Je veux aussi remercier le professeur Henri Villat, Membre de
Ilnstitut, pour avoir accepté ce volume dans sa Collection et la
Maison Gauthier-Villars pour avoir fait que cette publication paraisse
a l'occasion du centenaire de la naissance de mon pére.

Je veux enfin cxprimer toutc ma gratitude au Professeur Joseph
Pérés pour m’avoir encouragé a réviser les trois premiers Chapitres
et & écrire le reste de cet Ouvrage. Jai particulitrement apprécié
sa préface ainsi que P'assistance qu’il a bien voulu me donner.

Enrico VoLTERRA.
Ariccia, le 20 juin 1g6o.






INTRODUCTION.

1. J. Weingarten est généralement considéré comme ['initiateur de
la théorie élastique des distorsions. Dans un Mémoire publié en
fevrier 1go1 dans les Rendiconti de 'Académie Nationale Italienne
dei Lincec [ 1], il souligna qu’il pourrait exister des cas dans lesquels
des solides élastiques bien que non soumis a des forces externes (en
étant libres des forces de masse et des forces de surface) ne sont
cependant pas dans un étal naturel mais, au contraire, sujels a un
état de tension interne.

Afin de démontrer ce phénomene il suffit de considérer le cas
d’un anneau élastique, dont une section transversale a été coupée, et
dont les deux sections de la coupure ont été rattachées de nouveau.
Apres avoir été coupé, I'anneau était a I’état naturel mais, aprés cette
opération, il est dans un état de tension qui n’est pas di & des forces
externes. On peut arriver a la méme conclusion si 'on imagine avoir
introduit par force un coin rigide dans la coupure du mémne anneau.

2. Vito Volterra, en partant des observations de Weingarten,
a développé sa théorie des distorsions des corps élastiques multiple-
ment connexes, dans une série de Mémoires publiés dans les Rendi-
conti de I’Académie Nationale dei Lincer dans les années 1905-19o6,

[2],[3],[4],[5),[6],[7],[8]. (*) Cette théorie, organisée d’une fagor

(') En 1905, Vito Volterra écrivait la lettre suivante 4 Weingarten en lui envoyant
un tirage A part de son premier Mémoire sur la théorie des distorsions élastiques :

Herrn Dr. Prof. J. Weingarten,
Dreikonigstr. 38,
Freiburg i. B. (Germania).

Rome, 27 février 1go5,
Via in Lueina, 17.
Monsieur le Professeur,

J’ai ’honneur de vous envoyer un tirage & part d'une Note que je viens de publier
dans les Rendiconti de I’ Académie des Lincei sur I'élasticité.

Je suis parti des considérations que vous avez développées dans vetre Note de 1gox
et j'ai tiché d’éclaircir une question qui était restée suspendue. Y-a-t-il des cas ou
le corps élastique a une connection simple ? (suite page 10)
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systémalique, a ¢t¢é publiée par lui en 1907, dans les Annales de
I’Ecole Normale Supérieure, dans un Mémoire intitulé : Sur
Uéquilibre des corps élastiques multiplement connexes [9]. Dans
ce Mémoire, certains résultats obtenus par Cesaro [10] ont ét¢ aussi
inclus.

Volterra commenga son travail en se posant la question suivante :
Outre les anneaux et les autres corps multiplement connexes
existerait-il des corps simplement connexes qui seraient assujellis
a un élat interne d’effort, sans éire assujettis a des forces de masse
ou a des forces de surface? A l'aide d’une simple observation
analytique, il 2 démontré que de tels cas ne peuvent exister, si 'on
suppose que la continuité de la déformation est élendue également
a la premiere et a la seconde dérivée des éléments qui caractérisent
cette déformation.

A supposer que I'état d’un solide élastique soit appelé régulier
quand les six composantes de la déformation sont fonctions finies,
monodromes ¢l continues, avec les dérivées de premier et de second
ordre également finies ct monodromes, Volterra démontra le théoréme
que, si un corps élastique occupe un espace simplement connexe
(acyclique) ct fini et s’il est soumis sculement aux déformations
regulieres, il scra dansD'état naturel, s'il est libre des forces de masse
et des forces superficielles. Au contraire, si le corps solide occupe
un espace multiplement connexe (cyclique), il peut aussi ne pas étre
dans D'état naturel, c’est-a-dire présenter des cfflorts internes méme
quand il n'est pas soumis a des forces de masse et de surface, bien
que sa déformation soit réguliere.

On peut trouver la contrepartie de ce phénoméne en Hydro-
dynamique [11] : si un vaisseau, ayant des parois fixes et rigides,
contient un liquide incompressible, a I'intérieur duquel il n’y a pas

Vous vous souviendrez que j’avais des doutes la-dessus depuis 1go1. Maintenant
j'ai résolu la question dans le sens négatif, lorsque la déformation a la propriété que
Jappelle de « régularité ».

Yai présenté, dimanche passé, une deuxicme Note en continuation de celle que je
vous envoie et j’ai Iintention de présenter aussi une troisiéme Note sur le méme
sujet.

Yespére que vous serez conlent que je continue dans une recherche ou vous avez
publié un si intéressant travail.

. Acceptez, cher Monsieur, P’expression de ma plus haute considération et les
sentiments de respectueuse amitié.

ViTo VOLTERRA.
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de tourbillons, le liquide doit étre en repos si le volume qu'il occupe
est simplement connexe. Au contraire, le mouvement du liquide est
possible si I'espace occupé par le liquide est multiplement connexe.
Le mouvement irrotationnel en Hydrodynamique correspond en
Elasticité a la déformation réguliére.

3. Dans le cas des cylindres creux et de quelques systdmes
des tiges minces, Volterra a donné une discussion trés compléte des
déformations (qu’il a appelées distorsions) auxquelles la théorie est
applicable.

O

Distorsion d'Ordre 2 Distorsion d'Ordre 3

Distorsion d'Ordre 4 Distorsion d'Ordre 5 Distorsion d'Ordre 6
Fig. 1.

Dans le cas des cylindres creux les six distorsions possibles sont
illustrées dans la figure 1.

Dans chacun des six cas, Volterra a déterminé complétement le
tenseur de la déformation et le tenseur de I'effort et a démontré que
dans quelques cas particuliers, la distribution des efforts dans les
solides se produit d’une fagon qui n’aurait pu étrc prévue par pure
nluition.

4. Un des résultats particulierement imporlants obtenus par
Volterra consiste en un théor2me de réciprocité entre deux distorsions
élastiques dans des corps élastiques multiplement connexes. Un
autre théoréme de réciprocité énoncé en 1912 par Colonnetti [12],
[13], [14], [15] et appelé par lui second théoreme de réciprocité
établit une relation entre un état de coaction élastique et un état de
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déformation élastique da a Paction des forces externes. Les deux
théorémes de réciprocité ci-dessus ont des applications importantes
en Mécanique.

En 1938, Vito Volterra, préparant la publication de ce volume,
a donné son principe de réciprocité sous la forme plus générale qui
est présentée ici. Le théoréme de réciprocité de Betti, le théoréme
de réciprocité de Colonnetti et le théoréme précédent de Volterra
sont des cas particuliers de ce théoréme plus général de réciprocité (2).

5. Volterra ne se contenta pas simplement d’avoir établi les lois
mathématiques des distorsions des corps élastiques multiplement
connexes. Il voulut aussi faire vérifier sa théorie a 'aide d’expériences.

En 1907, la maison Pirelli de Milan construisit des cylindres creux
de caoutchouc dans lesquels étaient produit différentes sortes de
distorsions. D’aprés I'examen de la forme prise par les bases et la
surface des cylindres apres 'application des distorsions, il fut possible
de vérifier qualitativement bien des résultats qui avaient é1é trouvés
théoriquement.

En 1907 également, des modeles de cylindres creux de gélatine
soumis a des distorsions élastiques, furent examinés a travers une
lumiere polarisée dans le laboratoire de Physique de I'Université de
Génes par le Docteur Rolla [17]. )

En 1909, des expériences plus précises sur des modeles trans-
parents de cylindres creux de gélatine dans lesquels des distorsions
du type étudié par Volterra furent produites, furent conduites par
Corbino et Trabacchi dans le laboratoire de Physique de 'Université
de Rome [18], [19], [20] Ces expériences confirmerent complete-
ment les résultats théoriques qui avaient été trouvés par Volterra.

Ces expériences faites a I'Université de Génes et a I'Université de
Rome ont une valeur historique parce qu’elles représentent une des
premieres applications du phénomene de 'anisotropie accidentelle
4 l'étude de l'éat des efforts a l'intérieur d’un corps élastique,

c’est-a-dire une des toutes premiéres applications de la Photoélasticité
(voir § IX).

» (?) Ces résultats ont été communiqués par Vito Volterra au Professeur Joseph
Pérés dans une lettre de Ariccia, datée du 11 octobre 1938, et ont été incorporés anx
Pages 177, 178 et 179 du troisicime volume des QFuvres complétes de Volterra ou
son Mémoire Sur U’équilibre des corps élastiques multiplement connexes a été

réproduit [16].
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6. Les distorsions décrites par Volterra et qui maintenant portent
son nom, satisfont aux conditions suivantes :

a. Le tenseur de la déformation (et par conséquent aussi le tenseur
de Veffort) est continu.

b. La premiére et la seconde dérivée de tenseur de la déformation
sont aussi continues.

Tous les composarits de T'effort, en supposant qu'il soit continu,
a Pendroit des coupures peuvent étre représentés par des fonctions
monodromes. Cependant, cette hypothése impose une restriclion
sur les déplacements, puisque ceux-ci sont reliés aux efforts par les
équations de D'élasticité. Les composants de déplacement peuvent
étre représentés par des fonctions polydromes, mais les constantes
cycliques de ces fonctions doivent avoir une certaine forme. En fait,
on peut prouver que, pour des efforts monodromes, les déplacements
en traversant la coupure ne sont définis qu’'a un déplacement du
type « corps rigide ».

I1 est évident que les distorsions du type étudié par Volterra ne
couvrent pas tous les cas possibles dans lesquels un corps solide
¢élastique, pas nécessairement multiplement connexe, est soumis
a un état d’effort interne en l'absence de forces de masse et de
surface. Des cas de distorsions plus généraux ont été considérés par
Somigliana (*) et par d’autres auteurs [21], [22], [23], [24], [25],
[26], [27].

(?) La lettre suivante, envoyée par Somigliana a Volterra en mars 1905, montre que
Somigliana avait commencé 2 s’intéresser aux distorsions élastiques aprés les travaux
de Volterra.

La théorie des distorsions de Volterra, a en effet, inspiré les travaux successifs de
Somigliana sur ce sujet.

o Torino, 25 marzo 1905.
Carissimo Volterra,

Ho letto con molto interesse le tue ultime note sulle deformazioni dei corpi pin
volte connessi, e anche con una certa soddisfazione, poiché ho veduto che ti hanno
servito le mie formule. Ora a questo proposito ti comunico un’osservazione, assai
semplice, quantunque non sia strettamente collegata col problema che hai studiato.
Il tuo metodo per ricondurre ai problemi ordinari quelli relativi a deformazioni
prodotte da discontinuitd lungo le superfici dei tagli, quando queste subiscono
sposlamenti relativi rigidi, vale anche quando questi spostamenti sono qualunque.
Ben inteso che in tal caso le sei componenti di deformazione non saranno pit in

(suite page 14)
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Les distorsions plus générales peuvent éire produites en faisant
une coupure & l'intérieur d’un corps élastique, pas nécessairement
multiplement connexe, et en déformant élastiquement les deux faces
de la coupure en leur y appliquant des forces. Les faces de la
coupure sont alors rattachées et les forces externes éliminées, laissant
a Dintérieur du corps une solution de continuité de déplacement
arbitraire et élastique. Une hypothése généralement moins restreinte
est faite concernant les efforts : que seulement les composantes des
efforts qui agissent sur la surface de la coupure doivent étre continus.
Les autres peuvent étre discontinus et tous peuvent étre représentés
par des fonctions polydromes.

D’autres types communs de distorsions sont ceux produits dans un
corps élastique par des distributions de température non uniformes.
Considérons, par exemple, un solide élastique, pas nécessairement
multiplement connexe, et supposons qu’un point du solide soit porté
a une haute température. Ce point se dilatera plus que les points
voisins mais sa dilatation sera empéchée par ses éléments voisins. La
présence de ces éléments voisins, qui sont maintenus a une tempé-
rature plus basse, constituera un obstacle pour les éléments a une
température plus élevée et les aclions réciproques parmi eux seront
la cause d’un état d’effort en 'absense de forces extérieures. Cet état

generale continue. Difatti se si considerano gli spostamenti rappresentati dagli integrali
di superficie che nelle mie formule contengono i valori di u, v, w, questi integrali
sono discontinui, e hanno discontinuita proporzionali ad u, v, w (come hai dimo-
strato nel caso che sia « =!+ g3 —ry, ...) anche quando «, ¢, w sono qualunque.
Inoltre danno luogo a pressioni che sono continue attraverso la superficie. Questa
proprietd é dimostrata nella mia nota « Sulla rappresentazione dei campi di forza ».
Essa equivale alla continuitd delle derivate normali della funzione potenziale di
doppio strato non omogeneo.

E quindi possibile anche in questo caso determinare mediante un corpo fittizio,
come nel tuo metodo, una deformazione regolare che elimini le pressioni in superficie.

Non so se questa osservazione ti possa interessare, ma poiché mi é venuta spontanea
dalla lettura del tuo lavoro, ho voluto comunicartela.

Ti invio mille cordiali saluti e rinnovo le congratulazioni per la tua recente nomina
al Senato.

Tuo affmo,
CARLO SOMIGLIANA.

Professore Vito Volterra,
Senatore del Regno,
Via in Lucina, 17, Roma.
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d’effort peut étre défini comme la résultante de deux opérations
successives et distinctes :

Dans la premiére opération, chaque élément sera considéré
idéalement isolé de telle fagon que les changements de température
puissent produire librement les dilatations correspondantes (qui
sont fonctions bien définies de ces variations de température). Cette
premiére opération produira des discontinuités dans le matériel,
c’est-a-dire des superpositions ou des vides a 'intérieur du matériel.

Dans la seconde opération, les surfaces des différents éléments qui
coincidaient initialement, et qui, plus tard, ont ét¢ déplacés, doivent,
A nouveau, étre amenés a coincider en produisant une déformation
cette fois d’une nature exclusivement élastique, qui, avec l'état
d’effort qui Paccompagne et la justifie, sera completement définie par
le fait qu’elle doit recréer la continuité et la connexion du solide,
continuité et connexion qui ont été temporairement ddétruites.

Si l'on suppose que les déformations des solides ¢lastiques sont
trés petites c'est-a-dire que les déplacements clastiques qui les
caractérisent sont toujours négligeables en comparaison avec les
dimensions des corps ¢lastiques, le théoréme suivant de Colonnetti

est valable, [28], [29]. [30], [31] :

Les tensions qui caractérisent l'état d’équilibre d’un corps
sont celles qui rendent minimum la fonction

I=® +f[’fn Y11+ Tea Yoo+ T3 733+ TaaTaa+ TaaTos+ TizT13] AV
v

par rapport & toutes les valeurs de la méme fonction qui sont
compatibles avec le systéme de déformations non élastiques et des
Sorces appliquées.

Dans I'équation ci-dessus ® représente 1'énergie élastique poten-
tielle du solide, i, les composantes imposées de la déformation et 7y
les composantes de I'effort.

Le théoréme de Colonnetti est une généralisation d’un théoréme
de la théorie mathématique classique de I'élasticité. A supposer que
les déformations imposées Yi; soient nulles, le théoréme ci-dessus
exprime la condition de minimum de la fonction @.
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C'est le théoréme de travail minimum de déformation, lequel
théoréme a été formulé il y a plus d’un siécle par Menabrea.

7. Le mot « distorsion », introduit par Volterra pour décrire une
discontinuité de déplacement dans un corps élastique multiplement
connexe a été traduit par Love [32] par le mot anglais « dislocation ».
Aujourd’hui le mot anglais « dislocation » a été généralement adopté’
a la place de 'ancien terme « distorsion » et il comprend les types
les plus généraux de distorsion aussi bien que les types particuliers
de distorsions qui ont été discutés par Volterra. En général, le mot
« dislocation » caractérise une ligne dans un solide élastique a travers
laquelle le déplacement est soumis a une discontinuité soudaine.

Le terme « dislocation » a pris une signification particuliére en
Physique moderne de I'état solide, depuis I'année 1934, quand
G. L. Taylor put expliquer le mécanisme de la déformation plastique
dans les cristaux par sa « théorie des dislocations » [33], [34].

Selon cette théorie, quand un solide de nature cristalline est
déformé, il est peu probable qu’une couche d’atomes glisse sur une
autre de lelle maniére que tous les alomes bougent en méme temps.
Il est beaucoup plus probable que la déformation commence a une
extrémité et se propage & travers la couche de glissement. Si tel est
le cas, alors, sur n’importe quelle couche de glissement, il doit y
avoir, a chaque moment pendant la déformation, une ligne (dislocation)
séparant cette partie de la couche o les atomes ont glissé de cette
partie ou ils n’ont pas encore glissé. Taylor a proposé un modele
pour I'arrangement des dislocations dans un cristal tempéré par une
déformation plastique, et a pu, en appliquant la théorie de Volterra,
évaluer les efforts élastiques dans les cristaux.

Dans les années récentes, la théorie des « dislocations » dans la
Physique de I'état solide s’est développée trés rapidement. Livres et
articles ont paru, écrits par Nabarro (1952) [35], Cottrell (1953 ) [ 36],
Orowan (1953) [37], Read (1953) {38], Mott (1956) [39], Seeger
(1955) [40],J. M et W. G. Burgers (1956) [41 ], Friedel (1956)[42].
Par la « théorie des dislocations » il est possible maintenant
d’expliquer non senlement le phénomene de déformation plastique,
mais aussi la croissance des cristaux, la diffusion et précipitation -
dans les solides, les phénomenes de surface et les réactions chimiques.
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8. Un autre champ d’application de la théorie des dislocations
élastiques est la Géophysique.

En rapport avec cette étude, on peut mentionner les récents travaux
des géophysiciens russes et le travail fait & I'Université de Toronto
par Sieketee [43] et par d’autres dans lesquels quelques-unes des
considérations qualitatives sur I'orogenése, proposées par Wilson [44]
et Scheidegger [45] ont été placées sur une base plus quantitative.
On s’attend A ce que la théorie des dislocations jette quelque lumiere
sur le déplacement, I'énergie des efforts et des déformations, associés
avec les fractures, défauts et tremblements de terre. [l n’est pas
impossible que quelques-uns des nouveaux développements de la
Physique de I'état solide puissent étre de quelque importance pour
traiter des problémes tels que I'accumulation des efforts qui pré-
cédent des tremblements de terre ou la déformation et l'élendue
des fractures et des défauts.

Néanmoins, bien que dans quelques travaux qui ont paru récem-
ment sur ce sujet, beaucoup d’auteurs ont appelé ces sortes de
dislocations « dislocations de Volterra » ces dislocations ne semblent
pas remplir les caractéristiques qui sont généralement associées aux
dislocations de Volterra etala place, doivent étre considérées comme
des dislocations du type général.

9. Dans les trois premiers chapitres de ce volume, sera présentée la
théorie classique de Volterra de I'équilibre des corps élastiques
multiplement connexes et dans le quatriéme chapitre, quelques appli-
cations de la théorie des distorsions a la pratique des constructions
seront discutées.

Apres avoir donné la théorie de tracé des lignes d’influence dans
les systemes slatiquement indéterminés basée sur le second théoréme
de réciprocité, on discutera du probleme de la théorie des
déformations élastoplastiques et du probleme des déformations
systématiques.

Ces deux derniers problemes sont reliés intimement et ont acquis
une grande importance dans les constructions modernes [46]. La
solution du premier nous permet d’étendre nos connaissances de
I'état des efforts et des déformations de structures quand la limite
élastique du matériel a été dépassée, le matériel étant dans d
conditions que nous appelons plastiques.

MEMORIAL DES SC. MATII. — NO 147,
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Ce dépassement de la limite élastique se produit plus fréquemment
qu'on ne pourrait le supposer, méme dans les structures calculées
avec le plus grand soin et la plus grande précision, comme il est
montré par DPapparition de déformations permanentes ou défor-
mations qui ne disparaissent pas quand les forces extérieures qui les
ont produites cessent d’opérer.

Le second probleme est celui de produire a lintérieur de la
structure elle-méme, a 1'aide de dislorsions crées artificiellement,
des efforts internes qui sont favorables a la stabilite.

Un examen précis de ’état de tension et de déformation qui existe
dans une structure métallique statiquement indéterminée, dont une
partie se trouve dans un état plastique, montre que l'effet de la
déformation plastique est le méme que celui produit par un déplace-
ment rigide. Cette hypothése semble éire confirmée par I'expérience.
Cela n’implique pas, néanmoins, que la distorsion qui s’ensuit dans
la structure soit du type classique de Volterra, car elle peut étre du
type plus général.

Mais, dans certains cas, elle coincide réellement avec la distorsion
classique. Considérons, par exemple, le cas important d'une arche
fixée a ses butées. Dans ce cas particulier, la fondation ajoutée au
terrain établit I'anneau, et la distorsion qui s’ensuit naturellement
dans la structurc quand la limite élastique est atteinte, ou la distor-
sion artificielle qui peut se produire par force dans I'anneau afin de
produire un élat d’effort favorable a la stabilité de la structure,
coincide avec une distorsion du type de Volterra.

Aussi, dans les cas d’applications pratiques dans lesquels on doit
avoir affaire aux distorsions du type le plus général, il est toujours
possible d’utiliser des méthodes qui sont dérivées de la théorie
classique des distorsions élastiques donnée par Vito Volterra.

CHAPITRE 1.

PRINCIPES GENERAUX.

I. — Rappel des éléments de la théorie de I'élasticité.

1. 1l n’existe pas dans la nature de corps entierement rigides. Les
corps qu'on appelle solides prennent en fait des déformations
sensibles lorsqu’on leur applique des forces suffisamment grandes.
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L’élasticité est la propriété qu'ils possédent de reprendre leur forme
primitive, d’'une maniere plus ou moins parfaite, lorsqu’on supprime
les efforts qui ont produit la déformation. Certaines substances
conservent la déformation qui leur a été imposée : elles sont dites
parfaitement plastiques.

La plasticité parfaite est la propriété opposée a I'élasticité parfaite.
Ce sont la deux états extrémes qui ne sont réalisés rigoureusement
par aucun corps.

2. L'étude des phénomenes élastiques peut éire faite en partant
des hypothéses moléculaires et alomiques, et en utilisant les résultats
des théories de la matiere. Nous écarterons dans notre étude toute
espéce d’hypothése sur la constitution d'un corps élastique et
considérerons un tel corps comme un milieu continu, nous rappelle-
rons rapidement les principes donl découle I'étude mathématique
de son équilibre.

Soil un corps qui occupe un certain volume S limité par une
fronti¢re ¢, qui peut étre formée d’une ou plusieurs surfaces. Les
forces extérieures agissant sur lui 2 un instant ¢ peuvent étre classées
en deux catégories :

1° celles qui agissent sur les éléments de volume dS de S et qui
sont de la forme Fdm =FpdS, ou p est la densité du milieu dans
I'élément dS ;

2° celles qui agissent sur les ¢éléments de surface do de o et que
nous admettrons étre de la forme T do.

Nous appellerons force de masse le vecteur F, c’est-a-dire la force
qui agit sur P'élément dm, rapportée a 'unité de masse et tension
super ficielle, le vecteur T.

On peut. d’autre part, définir relativement a chaque élément de
surface do, dont la normale est supposée orientée, intérieure au
milieu continu, une force résultante des actions des éléments
matériels contigus a do du coté négatif de la normale sur les 6léments
matériels contigus du coté positif; nous 'appellerons effore intérieur
élémentaire s'exergant sur la face négative de do et le désignerons
par T do.

Admettons qu’il existe un état, dit naturel, du corps élastique
pour lequel tous les efforts intérieurs sont nuls. A partir de cet état



20 V. VOLTERRA ET E. VOLTERRA.

naturel, on peut déformer le corps en lui appliquant des forces de
masse et des tensions de surface. Chacun de ses points P du milieu
subit alors un déplacement (u, v, @), que nous regarderons comme
infiniment petit, et qui 'améne en P'.

3. Supposons pour un instant u, ¢, w connus en fonction des
coordonnées z, y, z du point P et portons notre attention sur la
transformation géométrique qui fait passer d'un petit élément de
volume entourant P a ’élément homologue entourant P'.

11 est classique que cette transformation peut se décomposer en un
déplacement et une déformation pure, c’est-a-dire une déformation
qui n’altére pas trois directions rectangulaires du milieu et qui
résulte de la superposition de trois dilatations effectuées parallélement
a ces axes.

Nous rappellerons que le déplacement est défini par une translation
de composantes u, ¢, w et par une rotation de composantes p, ¢, r :

" _Ifdw  dv\, _l/du dw re ! dv  Jdu
W pr=3\oy %) 973 6z ") =3\0z "9 )
la déformation pure d’un élément (dz, dy, dz) a pour composantes
ddr = nidz+£7udy+§*{13dz,
1 I
(2) ddy = 3 T2 dz + Yudy+ PRC dz,

- I
3dz = %7,,dw+;‘{szdy+7ndx,

ot l'on a
du dv aw
Y11= a;’ Yee = 3-}';’ Y33 = ;;;
3) Ysa=723=d—v+i“:, y“=-y,3=d._w+g.‘,
Jz  dy dr  dz
d dy
Y21 = Y12 = 3; -+ d_.z'.

Les quantités y,, sont les fonctions caractéristiques de la défor-
mation puisqu’en définitive ce sont les composantes d’un tenseur
dont dépend la nouvelle configuration de I'élément de volume
considéré (tenseur des déformations). Il y a déplacement sans
déformation lorsque les fonctions caractéristiques sont nulles.
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4. On sait d’autre part que les efforts intérieurs en chaque point P
sont caractérisés par des quantités £y, Ly, t1a, tar, Laa, Las, 51, L33y L35,
qui satisfont aux égalités

tyo == lay, ta3 = l32, t31=1{3

et sont les composantes d’un tenseur (tenseur des efforts).

L’effort intérieur ou tension unitaire T qui s’exerce sur la face
négative de chaque élément de surface do de centre P, a des compg-
santes qui se déduisent des ¢, par les formules

Ty=1t)ycosnz + tiscosny + ty3 cosnz,
4) Ty =ty cosnz + £y cosny + ty3c0sN 3,
T:=1ts1cosnz +¢tscosny —+ tj3cosnz,

n étant la normale orientée a I’élément do.

5. Enfin, si X, Y, Z sont les composantes de la force intérieure
agissant au point P, rapportée a I'unité de masse, si p est la densité
en P, les équations de l'équilibre élastique, données par Cauchy,
sont les suivantes :

at Jat at
1, % Oy

9z v oy oz %
Oty dige ity _
d_t.u dty> dtsy = L.

gz "oy * oz

6. Pour relier les forces de masse et le nouvel état du corps, il
reste 4 établir des relations entre les tensions intérieures et les
fonctions caractéristiques de la déformation.

On est amené a poser qu'il y a un potentiel des forces élastiques

relativement & chaque élément dS du milieu déformé et dont
I'expression est

(6) E (Y11, Yoz, Y33, Y23, Y31, T12) @8,
od E est une forme quadratique des variables qui y figurent, forme

qui est toujours négative et s’annule seulement lorsque toutes les
quantités 1., sont nulles.
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La forme E étant connue, les composantes £, du tenseur des efforts
s'expriment en fonction des y,, par les relations

JE

(7) trs= p

Rappelons que” 'expression posée pour le potentiel élastique
implique la loi de Hooke que vérifie 'expérience et qui est évidente
dans nos équations : les forces intérieures sont des fonctions linéaires
des déformations qu’elles produisent.

7. Les considérations précédentes donnent immédiatement la
solution d’un premier probléme : trouver les forces qui, appliquées
a un solide élastique, peuvent produire un état de déformation
connu.

Les v, seront en effet connus, les relations (7) délermineront
les t.; et les équations (5) feront connaitre les forces de masse;
les tensions de surfacc devront enfin étre choisies de maniére
a équilibrer les tensions intérieures correspondantes.

Mais le probléme fondamental de la théorie de I'Elasticité est le
probléme inverse du précédent : connaissant les forces, trouver la
déformation.

La solution dépendra encore des équations (3), ot 'on a remplacé
les ¢,s par leurs valeurs (7). Mais les inconnues sont cette fois u, ¢,
w et 'on a un systéme d’équations aux dérivées partielles du second
ordre pour les déterminer. Des simplifications se présentent pour les
milieux homogenes, c’est-a-dire a_densité p constante, et pour les
milieux isotropes, c’est-a-dire dont la structure est la méme dans
toutes les directions autour de chaque point.

Bornons-nous, pour écrire les équations fondamentales, au cas
d’un corps 4 la fois homogene et isotrope.

Le potentiel est dans ce cas égal a

(8) P=-;-L62+ K9,

en posant
6 = y11 + Y22 + Va3,

1
b=vi+ 15+ 13+ ;[T:s-" Y31+ Y1213

8 est la dilatation cubique. L et K sont des quantités constantes
et négatives.
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On en Lire
ty=L6 4+ 2Ky, ty = Ky,
(10) 13 =L6 4+ 2Kv,,, t = Kysy,
tin=L6+ 2Ky, =K.

Et les équations de 1'équilibre élastique s’écrivent

, )
( KA e+ [L+ K5 =%,

(1) KA!»+[L+K]§;=9Y,
08
KAtw o+ [L+ K]S =¢Z,

P S ,
le symbole A? représentantl’opérateurm + i+ om (ou laplacien).

Ces équations aux dérivées partielles sont des équations du type
elliptique. Leur intégration introduit des fonctions biharmoniques,
c’est-a-dire qui satisfont a I'équation A2?(A?) = o.

Pour obtenir la déformation subie par le corps, on sera ramené
a trouver des fonctions u, ¢, w de z, 5, z vérifiant les équations (11)
et satisfaisant les conditions aux limites.

Ces conditions sont celles que les fonctions u, ¢, v doivent vérifier
a la surface du corps. Elles peuvent étre de diverses formes puisqu’on

peut connailre a la surface du corps soit les déplacements, soit les
tensions.

8. Un théortme fondamental est le théoréme d’unicité de la
solution : & savoir que les conditions aux limites définissent une seule
déformation possible (pour des valeurs convenables de L et de K).

On a quelquefois regardé ce théoréme comme évident du point de
vue physique, mais il est nécessaire de le démontrer rigoureusement.
On y parvient en généralisant pour les équations (11) les raisonne-
ments qui permettent de traiter la question analogue pour 'équation
de Laplace.

Nous ne développerons pas iciles méthodes générales d’intégration
des équations de I'Elasticité. Nous signalerons seulement I'élégante
méthode de Almansi [47] pour le probleéme de la sphére élastique.

Mais nous aurons a insister sur la question de 'unicité des solutions.
Nous verrons que 1’étude de cette question se relie ¢troitement a celle
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de la connexion de I'espace que remplit le corps et a la théorie des
fonctions monodromes et polydromes.

En conséquence, la théorie de UElasticité pour les corps
@ connexion multiple se présente d’une autre maniére que pour
les corps simplement connexes par suite du réle que jouent alors
les solutions polydromes.

II. — Quelques théorémes sur 1'équilibre.

1. Rappelons rapidement quelques définitions bien connues : Un
domaine a trois dimensions d'un seul tenant est dit a connexion
simple ou acyclique, si toute ligne fermée qu’on peut tracer a I'inté-
rieur peut se réduire & un point par déformation continue sans sortir
du domaine. Si cette condition n’est pas remplie, le domaine est
a connexion multiple ou cyclique.

Supposons que, par une seule coupure transversale, un domaine
cyclique devienne acyclique. On dit alors que la connexion de
I'espace est double.

Si deux coupures sont nécessaires pour que le domaine devienne
acyclique, la connexion est dite triple et ainsi de suite.

Dans tout domaine acyclique, une ligne fermée peut étre regardée
comme le contour d’une surface située a I'intérieur du domaine.

La notion de connexion se généralise d’ailleurs au cas d’un espace
a plus de trois dimensions. Remarquons incidemment que dans le
cas des domaines de I'espace a trois dimensions, il y a lieu de consi-
dérer plusieurs sortes de connexion : la connexion superficielle et la
connexion linéaire. C’est la seconde qui intervient ici.

2. La connexion de I'espace dont nous verrons le role important
pour I'étude de I'équilibre élastique, intervient aussi dans d’autres
questions de Physique mathématique. Pour en donner un exemple
il nous suffira de rappeler le théoréme d’Hydrodynamique selon
lequel, lorsqu'un fluide dans lequel il n’'y a pas de tourbillons
occupe un espace fermé limité par des parois fizes, il est néces-
sairement en repos si l'espace est simplement connexe, mais peut
étre fort bien en mouvement si l'espace est multiplement connezxe.
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Pour un fluide remplissant un anneau d’axe Oz, on a ainsi un

mouvement possible en prenant pour potentiel des vitesses la fonction
¢ = arctg % . .

Ce potentiel des vitesses est une fonction polydrome (ou a plusieurs
déterminations). Lorsque le point 2, y, z a parcouru un cycle fermé
autour de I'axe des z, la fonction reprend sa valeur initiale augmentée
de 2.

Les dérivées partielles

de Y de _ &

Jr 4yt dy 2+ y?

ainsi que les dérivées successives, sont finies, continues et mono-
dromes, excepté sur 'axe Oz (z =y = o).

3. Avant d’aller plus loin, rappelons les théorémes classiques de
Gauss et de Stokes :

TueoriMe pE Gauvss. — Soit S un domaine a trois dimensions
dont ¢ est la frontiére et sotent X, Y, ZL trois fonctions monodromes,
Jfinies et continues dans S, ainsi que leurs dérivées premiéres, on a

X “9Y . JZ i
.[ (7); +Ty+d——z)ds_—l[kcosnx+Ycosny+Zcosnz]dc',

n désignant la normale ¢ o dirigée vers l'intérieur de S.

On peut encore dire que le flux du vecteur (X, Y, Z) & travers o,
est égal al'intégrale étendue & S de la divergence du vecteur (X, Y, Z).

Tneorime pe Stokes. ¢ étant une surface, de frontiére s,
et X, Y, Z trois fonctions monodromes, finies et continues ainst
que leurs dérivées premiéres, on a

f‘(ﬁ—dY cos x+(g§—d—z> oS +<(—)X——g)—(>cosnzldc
5 L \ay ,)7) " dz  Jz) " T \oz T Uy §

=f[Xd.z'+Ydy+Zdz].
s

Si le sens de parcours pris sur s est direct par rapport & la
rormale positive de g, on peut dire encore que le flux du rotationnel
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de X, Y, Z a travers ¢ est égal a la circulation (ou au travail) du
vecteur (X, Y, Z) le long de s.

Ces deux théorémes sont valables seulement dans le cas ol I'on
considere des fonctions finies, continues et monodromes.

Clest 1a qu’est la raison profonde de la différence des solutions du
probleme de I'Elasticité suivant la connexion.

%. Nous allons nous en rendre comple trés simplement.
On énonce souvent le théoréme d’apres lequel un corps élastique
qui n’est soumlis & aucune action extérieure ( forces de masse nulles

A

y I/’///r,,

Fig. 2.

ainsi que les tensions ou pressions a lu surface) est dans Uétat
naturel : tous les coefficients s sont nuls. Il s’ensuit immédiatement
que la déformation serait déterminée d’une facon unique par la
donnée des efforts extérieurs.

Ces ¢énoncés nc sont exacts que dans le cas d’un corps élastique
occupant un volume a connexion simple.

Pour monlrer que dans les aulres cas ils peuvent étre en défaut,
il suffit d’envisager un corps formant un anneau (tore) et dont on
enleve une tranche radiale trés mince, pour souder ensuite les deux
bords de la coupure AA’, BB ( fig. 2).

Aprés la soudure, le corps sera soumis a des tensions internes et
cependant il ne supportera aucune action extérieure.

On pourrait penser qu’on doit trouver nécessairement une discon-
tinuité ou une singularité dans la déformation a I'endroit ot a é&
faite la soudure, mais on démontre que rien de semblable ne se produit
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et que rien dans la déformation ne permet de retrouver I'endroit ou
a é1é pratiquée la coupure.

La solution de celte contradiction avec la démonstration classique
du théoréme qui vient d’étre énoncé se trouve dans I'application du
théoréme de Gauss qu’on utilise pour montrer a partir des équa-
tions (4) et (5), que si X, Y, Z, T, T,, T; sont nuls, la déformation
est nulle.

Or le théoréme de Gauss ne peut s’appliquer dans le cas de 'anneau
précédent, parce que les déplacements u, ¢, w apres la soudure sont
des fonctions polydromes. En effet, deux points appartenant respec-
tivement aux seclions AA’ et BB’ et qui vicnnent en contact par
soudure auront pris des déplacements dont la différence représente
précisément la largeur correspondante de la fissurc. C’est pourquoi
si, partant d’un point M, de AA’, en suivant par continuité le
déplacement (u, v, w) le long d’un cycle décrit dans l'anneau, on
revient au point de départ, de I'autre c6té de la coupure, avec des
valeurs de u, ¢, v différentes des valeurs initiales.

On pourrait méme étre tenté d’appliquer la remarque précédente
4 un corps acyclique et de considérer intuilivement qu’en retranchant
d’un tel corps une tranche trés mince et en recollant ensuite les
bords de la coupure, on aurait un état d’équilibre sans forces exté-
rieures, avec, dans le corps, des tensions et des déformations variant
sans discontinuités.

Une telle conclusion serait fausse. Nous allons en effet démontrer
que si 'on suppose que la déformation est réguliére, c’est-a-dire
que iy, Yaa, Yaay Ya23» Y1, Yi2 Sont des fonctions finies, continues,
monodromes ainst que leurs dérivées (du premier et du second
ordre), la polydromie des déplacements ne peut se présenter que
sé le corps a une forme cyclique.

5. Il nous faut, pour cela, chercher les relations qui permettent
de passer des déformations aux déplacements. Nous suivrons, pour
établir les formules que Vito Volterra a données a ce sujet, I'élégante
méthode de Cesaro [10].

Soit dans le corps considéré une courbe s d’extrémités Ao, Ay;
Zo, Yo, 30 les coordonnées du point Ae; 24, y1, 21, celles du point A,.
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Les valeurs de u, ¢, w, au point A; sont données en fonction de
leurs valeurs au point A, par les formules évidentes

Ju Ju du
Uy = uo+[ [aTz'd‘t_'_ d‘.—ydy-l- d’;dz]
et les formules analogues pour ¢4, w;.
Pour transformer ces formules, tirons des relations (1) et (3) les
valeurs des dérivées partielles premiéres de u, ¢, w; il s’ensuit

u1=uo+f[y“dz'-s- %y”dy-a— éy,,.dz] +f[qdz—rd_y].
§ S

Une simple intégration par parties donne, en désignant par p,,
qo, ro.les valeurs de p, ¢, r au point A, :

f [gdz—rdy]=qu[5—30]— re[y:— ]

+ [ (== =) dg — (1= parl.
D’autre part, on a

et des formules analogues pour
dg or  dg or
. dy dy’ 9z dz’
Par suite

Uy = Uo+ Go (31— Zo) — 1 o(Y1— ¥0) + [(de+ndy+§dx),

avec
e e e e P k|
C=é‘.’n+(.7’x—y)[é(%;—§d;:]+(z,-—z)[;’%;_'_ d(;{:]

On obtient pour ¢4, w, des formules analogues, d’ott enfin
uy = o+ qo( 21— 30) — To(¥1— ¥o) +f(E dz + 1 dy + { dz),
$
0 V1= Vo~ ro(&1— o) — Po(31— 3p) +f(’é’dx+ wdy + {'dz),
s

w1=wo+ Po(y1— Ye) — @o(Z1— %) +f(E”dw + 0'dy + {'dz),
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ou &, 7, ¢, ¥, v, {"s’expriment en fonction des y,, d’une maniére
analogue 4 £, 0, {

6. Supposons que la ligne s soit un cycle fermé.

Si le corps élastique occupe une région acyclique, on pourra
regarder s comme le contour d’une surface o située a I'intérieur du
corps et transformer les intégrales qui figurent dans les formules (12)
par le théoréme de Stokes, les remplacant ainsi respectivement par
les intégrales de surface

f% [Z‘ZZC—'T':‘V ] cosna — | 22 -7A+(z1__z)F]cosny
a

[z, A+(_}f1—y)G]cosnz}da,

L% - [‘tl 5 B+ (5—2) E] cosnx —
Si=lo-

—fc— x‘; z AJ cosny

[*3
[(x,— x) G+ ——2—5— B] cosnz }da,
]cosnx— [(zi—— z)F — y' =y C] cosny

— [ﬂ;—x A — }’1%}’ B] cosnzs } ds;
A, B, G E‘, F, G ayant les significations suivantes : ‘

_1 CAGTICA CERNA ¢ IR T
dy © 9z dx “dzdy’

B = [dYﬂ 4 dr ’)Y* d‘rn] _ 202722
dy

dr ~ dy dxdz’
dYa3 dYm _ Y10 _ Py
C-&[w*w 9z | ~ *ayix’
E = i i ¢ R iR €
T dyds  dz? dayr’
F = A CER i e ()"Yu
dzdr  dr? dz? |
G = Pyn Py e
dzdy ~ dy? dx?
On vérifie immédiatement que
(I1) A=B=C=E=F=G=o.

Ce sont d’ailleurs des formules bien connues, dues a Barré-de-
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Saint-Venant. Les intégrales des formules (12) sont donc nulles et
I'on a

iy = Uy, V1= Vg, Wy = Wsy.

La déformation étant réguliére et le corps acyclique, les
déplacements sont nécessairement monodromes.

Mais, si le corps est cyclique, un cycle fermé s n’est pas forcément
le contour d'une surface ¢ appartenant a I'espace occupé par le corps,
on ne peut pas appliquer le théoréme de Stokes et les déplacements
peuvent étre polydromes.

7. Nous pouvons donc énoncer les propositions suivantes :

Un corps élastique ayant une forme acyclique et une défor-
mation réguliére peut étre ramené a létat naturel par des
déplacements finis, continus et monodromes.

Le corps élastique ayant une forme cyclique et la déformation
étant toujours réguliére, il pourra étre quelquefois nécessaire,
pour revenir a Uétat naturel, de faire une ou plusieurs coupures
et de retrancher des parties du corps, les déplacements n'étant
plus obligatoirement monodromes.

Enfin, les forces extérieures étant connues, la déformation
réguliecre d’un corps acyclique est bien déterminée. Celle d’un
corps cyclique ne l'est pas, sauf dans le cas ou l'on saurait par
avance qu'on peut revenir a U'état naturel par des déplacements
monodromes.

La démonstration de cette derniére proposition découle de celle
qu’on fait pour prouver qu’un corps élastique qui n’est pas soumis
a des forces extérieures se trouve a I’état naturel, démonstration qui
suppose implicitement les déplacements finis, continus, monodromes
et la déformation réguliere.

Nous allons étudier de plus pres le cas du corps cyclique.

8. Lorsque le corps est cyclique, on peut le rendre acyclique en
y pratiquant des coupures. On tire facilement des formules (I) les
discontinuités des déplacements le long des coupures.

Nous prendrons d’abord un corps doublement connexe rendu
acyclique par une coupure.
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Les valeurs des déplacements en deux points « et 8, contigus de
part et d’autre de la coupure étant respectivement

Uay Yoy Wa et us3, v3, wg,
les formules (I) dans lesquelles on prend
Xy= T, Yo=Y, By = 31,

Z1, 1, 51 désignant les coordonnées communes des points o et 3
donnent
Uy — Uy = [¢de + ndy +{d3]
(@B

et les cxpressions analogues pour (vg— va), (Wwg—w,), (2fB) élant
la ligne d’intégration, située tout enti¢re dans I'espace occupé par le
corps.

On peut isoler dans &, n, { données par les équatlions précé-
dentes (12), les termes qui dépendent de )4, 7, et en désignant
par Zo, 7o, So les termes restants, on a

Uy — Uy = Sodr +mody + Lodz] + 3, dq—y,f dr.
(28) 8 3

b

Les calculs faits au numéro précédent et les formules de Barré-de-
Saint-Venant montrent immdédiatement que l'intégrale de

[6o dix + no dy + Lo dz]

prise le long d'une courbe fermée dans un espace simplement
connexe est nulle.

On en déduit par un raisonnement trés simple et classique que
I'intégrale de cette expression prise le long de (af@), dans le cas qui
nous occupe, est indépendante du couple («, B). Elle est la méme
pour tous les couples de points a, 3 séparés par la coupure. Nous
la désignerons par I.

Les deux intégrales f dg el dr dont nous noterons les
@f) V)
valeurs ¢ et r, sont de méme constantes quel que soit le couple («, 3)
envisagé. 1l s’ensuit finalement

up—ug =1+ qz,— 3y,

et des formules analogues pour (vg—va), (Wg— Wa).
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On pourrait généraliser facilement, pour le cas d’un corps cyclique
d’un ordre de connexion plus élevé, pour chaque coupure, les valeurs
des discontinuités des déplacements étant de la forme

ug— ug= l+ gz — 1y,
(I11) YB— Vo= M -+ rz — p3,
WB— Wo = I -+ py — q%;

l, m, n, p, q, r 6lanL des constantes caractéristiques de chaque
coupure et z, y, 3 les coordonnées du couple (a, ).

Ceci étant, dans le corps rendu acyclique par les coupures, les
déplacements sont finis, continus et monodromes et satisfont aux
relations (IIT). C’est pourquoi on peut énoncer le théoréme suivant :

Un corps cyclique étant déformé réguliérement, la déformation
est bien déterminée par les forces extérieures et les constantes de
chagque coupure.

Ce théoreme précise complétement la différence entre les corps
acycliques et les corps cycliques.

CHAPITRE 1I.

LES DISTORSIONS.

IIl. — Définitions. Les problémes d'équilibre correspondants.

1. Les formules (III) donnent immédiatement la signification
physique des six constantes caractéristiques de chaque coupure.

Effectuons en effet, matériellement, des coupures suivant les
sections choisies dans le corps cyclique déformé et laissons celui-ci
reprendre son état naturel. Si dans cette opération, certaines parties
du corps viennent a se superposer, nous supprimerons les parties
en trop.

Alors les formules (IIl) montrent que les éléments matériels
placés de part et d’autre de chaque coupure et qui adlhéraient
auparavant, prennent un déplacement relatif qui résulte d’une
translation et d’une rotation qui sont les mémes pour tous les
couples de molécules adjacentes de la méme coupure.
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En prenant l'origine des coordonnées pour centre de réduction
des déplacements, les constantes de la coupure sont les composantes
de la translation et de la rotation sur les axes de coordonnées.

2. Considérons maintenant les choses d’un autre point de vue :
prenons un corps cyclique a I'état naturel. Pour 'amener 4 I'état de
tension, on pourra effectuer I'opération inverse de la précédente,
c'est-a-dire 1° le sectionner afin de le rendre acyclique; 2° déplacer
les deux faces de chaque coupure 'une par rapport a I'autre de
mani¢re que le déplacement relatif de tous les couples d’éléments
(qui adhéraient entre eux et que la coupure a séparés) résulte de
la méme rotation et de la méme translation; 3° rétablir enfin la
connezxion et la continuité suivant chaque coupure en retranchant
ou en ajoutant la matiére qui sera nécessaire et en soudant les parties
qui sont en contact.

Nous dirons que l'ensemble de ces opérations constitue une
distorsion et que les six constantes caractéristiques de la coupure
pourront s’appeler les caractéristiques de la distorsion.

On voit qu’une distorsion conduit & un état d’équilibre du corps
élastique avec déformation interne, propriété remarquable des corps
a forme cyclique.

3. Les formules qui nous ont conduit & ces résultats, montrent
d’autre part, que des coupures qui peuvent se déduire 'une de 'autre
par une déformation continue, ont mémes constantes caractéristiques.
Il s’ensuit que les caractéristiques d’une distorsion ne sont pas lides
4 une coupure déterminée, mais dépendent seulement de la défor-
mation du corps et de sa nature géométrique.

Il est naturel d’appeler équivalentes deux coupures qui se trans-
forment I'une dans l'autre par une transformation continue. Une
distorsion est connue lorsque les caractéristiques et la coupure
relative, ou une coupure équivalente, sont données.

On peut encore dire, d’'une manitre beaucoup plus suggestive,
que dans un corps cyclique dont la déformation est réguliére et qui
asubi un certain nombre de distorsions, 'inspection de la déformation
ne peut en aucune maniére révéler les endroits ou les coupures et
les distorsions qui s’ensuivent ont été effectuées.

MEMORIAL DES SC. MATH, — N® 147, ]
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Le nombre des distorsions indépendantes auxquelles un corps
¢laslique peut étre soumis, est évidemment égal & l'ordre de I
connexion de I'espace occupé par le corps diminué d’une unité.

4. Les problémes qui se posent naturellement ici sont les suivants :

1° Peut-on prendre "arbitrairement les caractéristiques de la
distorsion et avoir une déformation réguliére du corps, en supposant
nulles les actions extérieures?

2° Les distorsions étant connues, quel est I'état de déformation
pour des forces extérieures données quelconques?

La solution de ces problémes est facilitée par le théoréme suivant :

St dans un corps élastique isotrope plusieurs fois connexe, on
prend un ensemble arbitraire de distorsions, on pourra calculer
un nombre infini de déformations réguliéres correspondant a ces
distorsions et qui sont équilibrées par des forces extérieures
super ficielles (que nous désignerons par T) formant un systéme
de vecteurs équivalent a zéro (résultante nulle, moment en un
point nul).

Nous reviendrons ultérieurement sur la démonstration de ce
théoréme. Montrons d’abord comment il permet d’étudier les pro-
blémes posés plus haut.

Pour reconnaitre si, dans un corps isotrope, des distorsions données
correspondent a un élal d’équilibre, les forces extérieures étant nulles,
il suffira, d’apres le théoréme précédent, d’établir que les forces
superficielles T, appliquées au contour du corps quand celui-ci n’est
soumis a aucune distorsion, délterminent un état de déformation
régulidre équilibrant ces forces elles-mémes.

En effet soit I' la déformation relative aux distorsions données ct
aux forces T trouvées qui agissent sur la frontiere du corps et I' la
déformation déterminée par les forces — T quand le corps ne subit
aucune distorsion. La déformation I, qui résulte de T et I' corres-
pond alors aux distorsions données et a des forces extérieures nulles.

Reste a savoir si I' existe effectivement ¢t comment on peut
I'obtenir. C’est un probléme d’équilibre élastique ordinaire puisqu’il
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n'y a pas de distorsion. D’autre part le systtme des forces T est
équivalent & zéro par hypothése. Ces forces remplissent donc les
conditions fondamentales nécessaires pour l'existence de la défor-
mation I" et I'on sait que, sauf certaines singularités (qu’il est inutile
de spécifier ici) de la forme géométrique du corps élastique, cette
existence est établie.

Le premier probleéme posé se trouve donc résolu : pour un corps
isotrope cycligue, non soumis & des actions extérieures, on peut
donner arbitrairement les distorsions, & ces derniéres correspond
un état d’équilibre sans forces extérieures et une déformation
réguliére.

5. Supposons maintenant que les distorsions soient données et
que le corps soit soumis & des forces extérieures données, non nulles.

Le corps étant toujours isotrope, si 'on superpose a la déforma-
tion I' déterminée par les distorsions et par les forces extérieures T, la
déformation sans distorsion déterminée par les forces extérieures
données et les forces extérieures — T, on obtiendra la solution du
probleme.

Donc la deuxiéme question posée est théoriquement résolue.

En définitive, le théoréme énoncé au début du numéro précédent
permet d’éliminer les distorsions et de ramener les questions qui s’y
rattachent a des questions d’équilibre élastique ordinaire.

6. Le cas d’un corps anisotrope est un peu différent. On voit
facilement que 1'état de déformation T' est équilibré par des forces
superficielles T et des forces de masse. 1l est donc facile, méme dans
ce cas, d’éliminer les distorsions et d’étre ramené ainsi a un probléme
d’équilibre élastique ordinaire.

7. 11 nous reste a démontrer le théoréme fondamental énoncé
au n° 4. Nous envisagerons d’abord un cas particulier simple.

Soit o une aire du plan zz, simplement connexe et finie, ne coupant
pas Oz. Faisons tourner le plan zz autour de Oz et supposons que
Vaire ¢ durant ce mouvement se déforme sans changer de nature et
sans couper Oz, mais de fagon qu’apres un tour complet, elle revienne
a sa configuration primitive.
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Nous engendrons ainsi un solide annulaire doublement connexe.
Supposons-le rempli d’une substance élastique isotrope et homogeéne.
Imposons a ce corps la distorsion la plus générale obtenue au moyen

d’une coupure par un plan passant par Oz et étudions la défor-
malion.

a facon méme dont on a engendré le corps, suggere la forme
La f: éme dont gendré 1 p ggere la f
probable de la solution. Si /, m, =, p, ¢, r sont les constantes carac-
téristiques de la distorsion, les fonctions suivantes :

1
;;(l +qz—ry)arctg—‘£,

1 Y
P (m+ roz — pz)arctg 2’

l(n+ —gx)arcigZ’
or py —gqx)arcig .

1

sont biharmoniques et a cause de la polydromie de arclg‘—g y elles

sont polydromes et ont la polydromie correspondant a la distorsion
de caractéristiques I, m, n, p, q, r.

Mais ces fonclions ne satisfont pas aux équations de I'Elasticité,
a savoir

L]
KA=u+(L+K)¢Tx =o,
.\ 08
(13) K A2 v+(L+k)T}' =o,

KAtw+ (L+K) 9 =o

(dans le cas d’isotropie et des forces de masse nulles).

Nous allons donc ajouter aux trois fonctions précédentes des
fonctions monodromes bien déterminées de facon & obtenir trois
fonctions vérifiant les équations (13).

Nous pourrons prendre pour ces fonctions monodromes, des
fonctions de la forme

Silog(x2+ y2), falog(a2+ %), filog(z2+ y2),

ou fi, fa, fs sont des polyndmes du premier degré en z, y, z. Une
identification donne aisément les valeurs des coefficients de fi, fa, f3
en fonction de !, m, n, p, q, r et L, K.
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On obtient ainsi en définitive les expressions suivantes de la
déformation cherchée

S — VALY L
u= 21:?(1 +g3—ry)arctg >+ 2( m—+p3+ L+2Kx)log(x'+y2)z,

1 K
(a4) (v= 5;3(m+rz-——pz)arctg—';—’+ ;( l+qz+- my>log(x'+y’)},

=1 _ Y, 1 o !
w= 27':t(n “+py—qz)arctg -+ 2(pac + gy) log (2% + »?) i

Cette déformation est bien réguliere et répond a 'énoncé du
théoréme a élablir. On calculera sans peine les efforts superficiels T
qui lui correspondent.

8. Donnons maintenant la démonstration générale du théoréme
en question.
Nous partirons des fonctions fondamentales de Somigliana [48] :

wp= L 28T o8 O — o
TP 292 T2 dzady’ 172 dz oz’
a aor . 1 adr o or
W= Gyoz’ “NEFrIaE MT sy
_a d*r _a or _ 1 adr
=3 dzoz’ “1=3 dz0y’ Fa= T2 s

dans lesquelles r désigne la distance des deux points (z, y, 3)
et (£, m, £). Ces fonctions sont symétriques par rapport aux couples
de variables z, £; ¥, n; 3, {; elles n'ont de singularité que pour

z =t Y =" 2=

Chaque terme de ces fonctions us, v;, w, (s =1, 2, 3) vérifie dans
tout I'espace (excepté la singularité indiquée) les équations (13) ou
les équations qu’on en déduit en substituant &, », { a4 2, y, 3.
Uy, v5, w, considérées comme fonctions de z, y, zoudet, n, {, peuvent
donc étre pris comme composantes des déplacements des points
d'un milieu ¢lastique isotrope ct homogeéne sans forces de masse.

Soit alors un élément de surface do autour du point (&, n, ¢) et
soient X,, Y,, Z, les composantes de la tension unitaire correspon-
dante aux déplacements u,, v,, w, ct exercée sur la partie du milicu
élastique placée du coté positif a la normale & do par la partie placée
du coté négalif de la méme normale. Le calcul de X,, Y,, Z, est
immédiat [ cf. 1% chapitre, form. (4) et (7)].
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Si maintenant %o, ¢o,"w, sont des intégrales des équations (13)
régulidres dans ce domaine S limité par une surface Z et si X,,
Yo, Zo sont les composantes de la tension correspondante, les for-
mules de Somigliana donnent

é—ﬂfﬁf(xiuo+Y1vo+Z,Wo)d:r
4an(xou1+Yo"1+Z0W1)d3—uo(x7.7’ 3),

“;K‘/;(Xguo-i- Yz(’o-l— ZgWo) ds
(18)

47:Kf(Xoug+Yov,+Zow,)dcr_ (2, ¥, 3),

ZT;KI(X';UQ—P— Y‘:(’o—l— Z;;Wo) ds

4WK‘/‘(XMI-:,--*" Yovs+ Zows) ds = wo(x, Y5 %),

en supposant que le point (z, y, z) soit intérieur au domaine S et
que &, n, ¢ représentent les coordonnées des points de 2 et en prenant
la normale & % orientée vers l'intérieur du domaine S. Lorsque le
point (z, y, z) est extérieur a S, les seconds membres de (15) sont
nuls. :

Prenons enfin, dans les relations (15)

(16) up=1+qgz—ry, Yo=m-+rzxr—pas, Wo=n-+py —qz,

ou l, m, n, p, g, r sont des constantes; les tensions correspondantes
sont évidemment nulles et les intégrales

U‘__mf(xluo+Ylvo+Z1Wo)d°’:
V=mf(X2“0+Y2"°+Z’W°)d°’
W—M—[-{f(XS“O"'Y?"""‘Z"‘W")d’

sont respectivement égales a
l+~ry—gqgz m-+pz—rzx, n+qxr—py

si (z, y, 3) est intérieur & S et nulles si (2, y, z) est extérieur a S.
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Elles sont donc discontinues au passage de X, tandis que les T,
correspondants
U v JU
r11 - 7

oz 12=9;+-9;’ tee

sont identiquement ntils dans tout 'espace.

9. Parlageons alors la surface X en deux parties o et ¢ et
définissons u, ¢, w et v/, o', @' par des intégrales analogues a celles
qui donnent U, V, W, mais étendues respeclivement aux surfaces
ouvertes o et 7'

En considérant par exemple u, ¢, w, il est clair que :

1° Ce sont des fonctions de z, y, z, finies continues et monodromes,
ainsi que leurs dérivées d’ordre quelconque en tout point de l'espace
n’appartenant pas a .

2° Elles vérifient les équations (13) et définissent donc les
déplacements d’un milieu élastique homogene isotrope, non soumis
a des forces de¢ masse.

3° u, v, w ont, au passage de o, la discontinuité méme de U, V,
W de sorte qu’en distinguant par ¢ et e les valeurs de ces fonctions
du coté du domaine S et du coté opposé, on aura

Uy— Ue= l+qz—ry,
(17) Pi— VYe=M —+ rx —p3,
—We= n—+py—gqxz.

4° Par contre, les v, calculés a partir de u, v, w restent (de méme
que les I'.;) continus en traversant ¢, de sorte que u, ¢, w sont
régulieres dans tout l'espace, excepté tout au plus le contour de o.

Substituant enfin, dans les intégrales qui donnent u, v, w les
valeurs (16) de wo, vo, wo et ordonnant les seconds membres par
rapport a {, m, n, p, q, r, on arrive au théoréme suivant :

Soit une surface o. Posons

I I
ds, AD= 4ananla, Ag>=mfz,dq,_
a8 B= g [zt BE= o [ax—izoe,

+ G

I
B = mfc(gvi_-qx,-)dc;

(@ I
AH = 7
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u=A"l+ A m+ AP)n+ B p+ B g+ BPr
(19) v =Al 4+ AP m + APIn —~BY p + Bl g +BP~,
w=A0l+AP)m 4+ AP n+BY) p+B%q+Bfr;

o I, m, n, p, q, r sont des constantes arbitraires. On peut
regarder u, v, w comme les composantes des déplacements d’un
milieu élastique indéfini, isotrope et homogéne et & déformation
réguliére dans tout l'espace sauf, tout au plus, le contour de a.
Ce milieu est en équilibre sans forces de masse. Enfin les
déplacements ont, sur o, des discontinuités données par les équa-
tions précédentes (17). Dans le cas ou o est une surface ouverte,
les quantités u, v, w, calculées a partir des caractéristiques de la
déformation par les formules (1) du premier Chapitre, seront
polydromes, la ligne ou les lignes de diramation étant formées
par le contour de o et la polydromie définie par les formules (17).

10. Pour établir le théoréme du n° 4, envisageons un corps S
d’ordre de connexion n +1 et rendons-le simplement connexe par n
coupures suivant des surfaces 4, 71, . . ., o,. Des formules analogues
aux équations (19), mais ol apparaissent, pour chaque coupure, les
constantes arbitraires {,, mi, ni, p,, q.,, r. et les fonctions A% B()
définiront une transformation réguliere dans S, correspondant a des
distorsions arbitraires suivant les coupures. Les forces de masse
correspondantes seront évidemment nulles. En général, au contraire,
les forces extérieures agissant a la frontiere de S ne seront pas nulles;
mais puisque S est en équilibre, elles formeront un systéme équivalent
a zéro.

IV. — L’Energie de déformation dans le cas des distorsions.
Les efforts.

1. Rappelons la différence essentielle entre I'équilibre élastique
d’un corps simplement connexe et celui d’'un corps multiplement
connexe. Dans ce dernier cas, on peut déterminer un état de tension
dans le corps en l'absence de toute force extérieure, au moyen des
distorsions.

Le probléme essentiel de la théorie des distorsions est justement
de déterminer les élats de tension, dus a des distorsions données,
ainsi que les déformations correspondantes.
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Pour rendre plus aisée la solution de ce probléme et de ceux qui
se poseront par la suile, nous exposcrons bridvement quelques
remarques générales sur I'énergie de déformation.

Nous avons déja vu que les tensions internes en chaque point d’un
solide élastique sont caractérisées par les six quantités ¢, qui
s'obtiennent en fonction des caractéristiques de la déformation y,, et
par lintermédiaire de la fonction potentielle E(y,;), homogéne et du
deuxiéme degré, par les formules

JE
(7) tps= Tirel

on peut écrire par suite

(7,) E= 32‘2‘1':"{1\'

L’énergie du systéme sera donc

& =— i,j;Et”Y" ds,

S représentant I’espace occupé par le corps.

Le cas qui nous intéresse est celui o S est multiplement connexe.
On ne peut, dans ce cas, transformer directement sans précaution
I'intégrale précédente au moyen du théoréme de Gauss, car les

composantes u, ¢, w du déplacement sont des fonctions polydromes.
Nous allons préciser.

2. Rappelons une formule de calcul intégral qui se rattache
immédiatement au théoréme de Gauss: U et V étant deuz fonctions
monodromes, on a, pour un volume S ayant la frontiére o dont n
désigne la normale intérieure,

fvoﬁds=._fU(-)!dS-—fUVcosnxd:.
S dx s dx p

Au contraire, dans le cas o la fonction U est polydrome, un
raisonnement trés simple montre qu'on a

U ov
VIas —— v as — —
£ 9z ds ‘LUd dS lVU cosnwd:+me[Up U] cosve dw,

en désignant par w des coupures rendant S simplement connexze,
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par de un élément d’'aire de ces coupures et par v la normale
orientée correspondante, U, et Ug étant enfin les valeurs de U en
un point de la coupure, du coté positif ou du cété négatif de la
normale v.

3. Clest cette derniére formule et les formules analogues avec des
dérivées en y et z que nous allons appliquer pour transformer &,
puisque & est une somme d’intégrales telles que

et que les fonctions u, ¢, w sont polydromes dans le cas envisagé.

Imaginons tracées les coupures w;, s, ..., w, qui rendent S
simplement connexe et désignons par v; la normale orientée en un
point de la coupure w;, par uy, ¢}, w’ les valeurs de u, ¢, w sur la
coupure ®; du coté positif de la normale v; et par u, ¢, wii les
valeurs de l'autre coté.

On a alors, par la transformation annoncée de & :

(20) &= fz (dt“ dt”+d;:> ds

1
+ Efz U (1 COSRZ + L13 COSNY —+ L3 cosnz) do

g
n

I @ 0

5 (ug) — ulf) (£11 cosvi@ + £13 COSV, Y + ty3 COSYV13) dw,.

L™

1 1

Appelons Ui, mi, ni, pi, i, ri les caractéristiques de la distorsion
relative & la coupure w; et représentons par X, Y;, Z;les composantes
de la force de tension unitaire qui s’exerce sur chaque élément d’aire
de cette coupure.

On a d’abord

o__ u‘é’: l1+ qiz—riy,

o9 — o = mi+ riz — piz,

i
wi — ol = ni+pry — qu.

De plus, si les forces extérieures sont nulles, les deux premidres
intégrales de l'expression de (&) sont manifestement nulles et
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P’expression est réduite a

n
=%2[f [(li—r1y+q,-z)Xi+(m¢+r;x—p,z)Yi+(n,+p,y—qiw)zi]dw,
1 i

n
=—I-EI:lgfX,dwi+mifY;dw+n;fZidw
2] Yo ot wj

+pi f [—Yiz+Ziyldw+ qi | (Xiz—Z;z) duwy
i wi

=+ r; (YI.Z‘ — ng) dwg].

wi

Si I'on pose

Lg= Xi dw;, M1=f Yl dw,, Ni= Z; dw,,
w;

wi i

Pi:f (Z;y——Yiz) dwi, Qi= (X,z—Z,x)dw,,
wi wi

Bi= (Yp’t-—X;}') dwz,
wi

on a enfin

n

(21) 6= %Z(Lih+ M, m;+ Nyny+ Pipi+ Qigs+ Ryry).

i=1

On peut écrire cette formule d’une maniére plus simple en
appelant s, 52, 83, ..., Sen les 6n caractéristiques des distorsions
et Ei, Ey, E,, ..., Eq, les coefficients qui leur correspondent dans
I'expression (16); on obtient alors

en
’ =1
(a1') 6=1 ZE,s,.
i=1

S’il existe, en plus des distorsions, des forces extérieures appliquées
aux corps élastique on aura, en désignant par

eXdS, pYdS, pLZdS
les forces de masse ct par

Xods, Yo do': Zsds
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les forces de surface :

ot ot 0ty oL ot dt
dr dy dz oz ay 9z

—_— - —— 4+ — = pZ;

oxr "9y T oz
Xg=11COSRZ + t13C08NYy —+ L3 COSNZT;
Yo= t2; cOSRZ + t33 COSRY + L33 COS N 3,
Zs=t3, COSNZ ~+ L33 COSNY + £33 COS N 3.

=pX,

et I'énergie du systéme s’obtiendra en ajoutant au second membre
de I'équation précédente (21') :

fp(Xu-.-Yv-a-Zw)'ds +f(x.,u+Y,,v+z,w)dc.
S G

4. Nous appellerons distorsion élémentaire la distorsion corres-
pondant & des quantités caraciéristiques s; toutes nulles, sauf 'une
d’elles, qui sera égale & I'unité.

Supposons que cette derniére soit s; et appelons E;; les valeurs
correspondantes des coefficients E;. On voit que, dans le cas général
ou les distorsions ont pour caractéristiques sy, Sa, S3, ..., Sen, OD &

Ez=2hEm8h

(Les expressions des coefficients E;, données plus haut, montrent en
effet que ces coefficients sont des fonctions linéaires et homogeénes des
caractéristiques des coupures.) On a, par suite

(22) E= -;-EtzhE,-hs;s;..

Il est intéressant de préciser la signification des quantités E; et E.

A cet effet, observons que L;, M;, N; sont les composantes de la
force résultante et P;, Q;, R; les composantes du couple résultant des
tensions qui agissent sur la section w;, quand on prend pour centre
de réduction l'origine des axes.

Nous pouvons donc appeler L;, M;, N;, P;, Qi, R les efforts qui
sollicitent la section w; et en général, nous dirons que Ey, E,, E;,. . .,
Eqn sont les efforts correspondants a la distorsion sy, sa, $3,. . -, Sen.
Ein s’appellera l’effort d’ordre ¢ induit par la distorsion d’ordre h
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[c'est-a-dire définie par s=o ({52 h), sp=1]. Plus simplement
encore, les coefficients Ei pourront étre dits les coefficients des

efforts.

5. On va maintenant donner une propriété fondamentale des
coefficients E;p.

Green a démontré par l'application du théoréme de Gauss, une
proposition fondamentale dans la théorie du potentiel. Mais I'appli-
cation de la méthode de Green n’est pas limitée au cas du potentiel,
elle peut s’étendre & un nombre considérable de cas. Vito Volterra
a démontré qu’elle peut s’étendre a tous les problémes qui dépendent
du calcul des variations. Or le probléme de I'Elasticité se rattache,
comme tout probléme de Mécanique, a4 une question du calcul des
variations. C’est pourquoi on a, pour I'Elasticité, un théoréme
analogue a celui de Green.

Il a é1é donné pour la premiere fois par Betli, qui en a fait des
applicalions remarquables dans Dintégration des problemes de
I'équilibre élastique.

Or si les déplacements sont polydromes, puisque le théoréme de
Gauss ne peut plus s’appliquer, le théoréme de Betti n’est plus appli-
cable non plus. On va voir que, méme dans ce cas, en reprenant
I'idée fondamentale de Green, on est amené & une loi intéressante de
réciprocité pour les coefficients des efforts.

Supposons que nous appliquions successivement au corps élastique
deux distorsions caractérisées par les valeurs s,.
des caractéristiques.

Soient v, et ¥, les valeurs des v, correspondant aux deux défor-
mations, E' et E” les valeurs du potentiel ¢lastique. On a, d’aprés un
théoréme bien connu sur les fonctions homogénes et du deuxiéme

degré :
JE’ ~ JE”
— " ds =f — ' ds
L s Yrs A z o, Trs

et si 'on transforme ces intégrales apreés avoir rendu acyclique le
volume S par les coupures, en regardant toujours les faces des
coupures comme faisant partie de la frontiere de S, on trouve

en 6n

—~
E E’;S’l= 2 E’S;’,
1 1

o, "
ey Sgni Sie ey Sen
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E" et E' étant les valeurs des quantités E correspondant aux deux
distorsions.
On en déduit

(23) Z;Zh Eins) s’;’,=Z{ZhEm.;§'s'h.

On peut encore dire que: s¢ dans un corps multiplement conneze,
deuz systémes de distorsions engendrent deux systémes d’efforts,
la somme des produits des efforts du premier systéme de distor-
sions par les caractéristiques du second systéme est égale a la
somme des produits des efforts du second systeme de distorsions
par les caractéristiques du premier systéme.

Puisque les quantités s’ et s” sont arbitraires, on doit avoir néces-
sairement

(24) Ein=Epn

pour toutes les valeurs des indices ¢ et 4 et, inversement, ces égalités
entrainent comme conséquence la relation (23). Le théoréme de
réciprocité que nous venons d’obtenir peut donc s’énoncer comme
il suit

Ueffort d’ordre i, induit par la distorsion élémentaire d’ordre k,

est égal a Ueffort d’ordre h induit par la distorsion élémentaire
d’ordre i;

ou plus simplement :

les coefficients des efforts ne changent pas de valeurs par une
transposition des indices. .

6. Etant donné les nombreuses applications du théoréme de réci-
procité, il ne sera pas inutile de I'examiner encore sous un autre
point de vue. )

Prenons deux sections quelconques o, et o, du corps élastique,
sections qui peuvent aussi coincider et effectuons une distorsion
consistant en une translation relative T, suivant la direction A,, des
éléments des deux faces de oy; déterminons alors la projection S,,
suivant la direction %, de la résullante des tensions qui sollicitent
la section ¢,. Envisageons, au contraire, au lieu de la précédente
distorsion, une autre distorsion qui consiste en une translation T,
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suivant la direction 4, et déterminons la projection S, suivant %, de
la résultante des efforts qui sollicitent la section 4.
Le théoréme de réciprocité donnera
S S
Sng: SlTi ou T——i:ﬁ,

les projections des deux efforts suivant les directions des deux
translations sont proportionnelles aux valeurs des translations
elles-mémes.

On aura un théoréme analogue en substituant a la translation T,
la rotation T, autour d’une droite 4; pourvu qu’on remplace la
projection S, de la résultante des tensions qui sollicitent les éléments
de o, par le moment de ces tensions par rapport a la droite A;.

Enfin, par des substitutions semblables portant sur T, et S,, on
aura un troisiéme énoncé analogue aux deux premiers.

7. Remarquons enfin que, d’aprés I'expression (22) de l'énergie,
Pégalité des cocfficients Ey et Ej, entraine

JE
(25) E,= -(;.-S—l.
En introduisant les coefficients e de la forme adjointe, I’énergie

prendra l'cxpression suivante :

(26) E= éztzh ewn E1Ep.

8. Nous avons déja vu que, étant donnée une déformation d’un
systéme multiplement connexe, les distorsions ne sont pas spécifiques
de la coupure effectuée, mais que les distorsions correspondantes
4 des coupures équivalentes sont égales. Nous completerons cette
proposition en montrant qu’il en est de méme pour les efforts corres-
pondants a deux coupures équivalentes.

Soient ¢y, o, deux coupures équivalentes. On passe de I'une a 'autre
par une déformation continue telle que o, balaye dans cette défor-
mation une portion S; du corps élastique.

Considérons le solide S;. Il est en équilibre sous la seule action
des tensions qui agissent sur g, et gy. Il en résulte bien I'égalité des
efforts qui, comme les distorsions, dépendent seulement de la nature
géométrique de I'espace occupé par le corps.
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Le premier probléme qu’on peut se proposer de résoudre pour
arriver 4 la solution du probléme général posé au début de ce para-
graphe, sera donc :

Les 6n distorsions étant données, déterminer les 6n efforts en
supposant nulles les forces extérieures.

Cela revient a la détermination des coefficients des efforts.

9. Il est intéressant de préciser comment se généralise le théoréme
de réciprocité du n° 5 [formule (23)] lorsque interviennent des forces
de masse et des efforts superficiels.

Envisageons encore deux cas d’équilibre d’un corps, 1'un avec les
distorsions s, s, . . ., s, les forces de masse

pX'dS, pY'dS, pZ'dS
et les efforts superficiels

Xgds, Yods, Zgds;

Pautre avec la distorsion s}, 53, ..., s, et les forces de masse et de
surface

o X'dS, ¢Y'dS, pZ'dS;
X'{;dc, Yo ds, Zs ds.

Un calcul facile montre que ’équation (23) est remplacée par la
suivante :

en
2E’{s{+fp(X”u’+Y"v’+ Z’w')dsS +f(X'{,u’+ Yoo +Z"w ) da
1 s -4
éen

=2E’s’§+fp(X’u”+ Y o+ Z’w’)dS+f(X’ WY 4 L) do.
1 S -4

Lorsqu’il n’y a que les distorsions et que les forces manquent,
on retombe sur les résultats des numéros précédents. Lorsque les
forces existent seules, les distorsions étant absentes, on retrouve le
théoréme de Betti. Enfin lorsqu’on consideére deux états d’équilibres,
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Pun sans distorsions et I'autre sans forces appliquées on a le théor@me
de Colonnetti (*).

V. — Distorsions et efforts dans un corps cyclique symétrique.

1. Nous ne poursuivrons pas ’étude générale du probleme de
distorsions. Nous étudierons maintenant les résultats qu’on obtient
avec des distorsions particulidres effectuées sur des corps cycliques
symélriques en ulilisant les principes et les résultats précédents.

Nous atteindrons le but sans recourir a l'intégration des équations
de D'Elasticité, mais simplement en examinant l'expression de
Péncrgie.

Nous vérifierons ici 4 nouveau qu’une étude approfondie est trés
nécessaire dans ce genre de questions. En se laissant guider par
Pintuition on serait amené¢, par exemple, a penser que, dans le cas
de l'anneau dont on enléve une tranche radiale irés mince pour
souder ensuite les deux faces de la coupure, le corps prend un état
de déformalion réguliére tel que les actions qui s’exercent sur les
deux faces soudées soient des tensions. Il n’en est pas ainsi et nous
verrons que, dans le nouvel état de I'anneau, il y a toujours une
partie tendue (bord extéricur) et une partie comprimée (bord
intérieur); de plus, la somme des forces de tension est égale a la
somme des forces de compression ‘

2. Avant de donner la démonstration de cetle intéressante propo-
sition, nous ferons une étude générale des efforts dans un corps
cyclique symétrique.

Donnons tout d’abord quelques définitions. Dans 'expression de
I'énergie (21') :

o
=

E=

17

E;s;

N~

=1

it

(*) Théoréme obtenu par M. Colonnetti en 1912 [12] et qu'il établit directement
et indépendamment des propositions précédentes. Dans le Mémoire de 1907 [9]
publi¢ dans les Annales scientifiques de I’Ecole Normale Supérieure et dans les
Notes qui Pont précédé, Vito Volterra n’avait considéré que le cas de seules
distorsions (n° précédents 5-7). M. Colonnetti a appelé son théoréme le second
principe de réciprocité et en a fait un grand nombre d’applications. Nous y
reviendrons dans le dernier chapitre.

MEMORIAL DES SC. MATH, — N 147, 4
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interviennent les quantités E;. Nous appellerons E; I'effort conjugué
de la caractéristique s, de la distorsion.

Nous savons que la distorsion appliquée a chaque coupure se
compose d’une translation et d’une rotation relative des éléments des
faces de la coupure, translation et rotation qui ont des composantes
bien déterminées lorsqu’on a choisi les axes de coordonnées et leur
origine. Si l'on utilise cette origine comme centre de réduction
pour les actions qui s’exercent sur les éléments d’une face de la
méme coupure, en effectuant cetle réduction comme si ces actions
s’exercaient sur un systéme rigide, on trouve une force résultante et
un couple résultant.

La définition précédente indique que les composantes de cetle
force résuliante sont les efforts conjugués des composantes de la
translation et les composantes du couple résultant, les efforts conju-
gués des composantes de la rotation. Si la distorsion est élémentaire.
une seule des caractéristiques sera différente de zéro; la composante
de la force ou du couple qui est conjugué a celte caractéristique sera
dite effort conjugué 4 la distorsion élémentaire.

3. Un solide de révolution peut étre engendré par la révolution
d’une surface plane connexe (surface génératrice) autour d’'un axe
de son plan. Soit » 'ordre de connexion de la surface génératrice :.
si l'axe lui est extérieur, 'ordre de connexion du solide est n 41,
si, au contraire, ’axe conslitue une partie du contour de la surface
génératrice, l'ordre de connexion du solide est égal a n.

Rendons la surface génératrice simplement connexe par le moyen
de n—1 coupures linéaires. Par la rotation, ces coupures engendre-
ront autant de surfaces qui peuvent étre considérées comme des
sections du solide. Dans le second cas, ces sections suffisent a rendre
le solide simplement connexe, tandis que dans le premier cas il
faudra encore une coupure transversale, coincidant par exemple
avec I'une des positions de la surface génératrice.

Cette derniére coupure, ou toute autre équivalente, sera dite
de premiére espéce, les autres coupures, ou leurs équivalentes,
s'appelleront de deuxiéme espéce.

:Prenons, par exemple, une surface simplement connexe et exté-
rieure 4 I'axe de révolution, ou bien une surface doublement connexe,
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mais limitée en partie par l'axe (fig. 3a et 3b). Dans I'un et
Pautre cas, nous obtenons un solide d’ordre de connexion égal a 2.

Pour rendre ce corps simplement connexe, nous ferons, dans le
premier cas, une coupure de premiére espéce, et, dans le second
cas, une coupure de seconde espéce.

Fig. 3 a. Fig. 3 b.

Nous dirons que le premier corps est doublement connexe de
premiére espéce et que le second est doublement connexe de
deuxiéme espéce.

4. Considérons un corps élastique symétrique deux fois connexe
de premitre espece tel que la symétrie ne soit pas limitée a la forme,
mais s’étende aussi dans ’hypotheése de l'isotropie a la constitution
de la matidre ¢lastique. Nous allons étudier 1'énergie de ce systéme
matériel en supposant effectuée une distorsion suivant une coupure ¢
faite suivant une des positions de la surface génératrice.

Prenons l'origine des coordonnées O, sur I'axe de révolution et
prenons cet axe comme axe Oz.

Soient
=1, s=m, s=n, sK=p, =g

les caractéristiques de la distorsion.
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L’énergie du systéme a l’expression précédente

6 (]
~
P LI
1=1 h=1

que nous allons simplifier par des considérations de symétrie.

Appliquons la distorsion donnée a une section ¢’ faisant avec o un
angle 0. Les deux sections étant équivalentes, I'énergie sera la méme :
il s'ensuit qu’elle ne devra pas étre modifiée si 'on applique suivant
la section w, au lien de la distorsion donnée, la distorsion

(22) E=

N

8y = 54 c0s0 + s, sin 0, sy = — 54 sin 0 + s, cos O, s’y = s3,

s = 53 cos0 + s5 sin 0, sy =— s, sinf + 55 cos O, 8\, = Ss.

Par conséquent 'expression

E=

N |~

6 [
2 J E IElhsl”slh
=1 h=1

devra étre indépendante de 6 ou

On trouve en effectuant les calculs, que E se réduit a

I
E= 5 E“(Sz -+ S%) -+ E33$§ -+ Eu(sz -+ Sg) -+ E“sz

-+ 2Eu(8134+ 8235) -+ 2E25(82$5-— 8135) + Ej65356.

La distorsion due a4 une rotation unique autour de I'axe Oz ou
distorsion d’'ordre 6, donne une déformation telle que les actions qui
s’exercent sur ¢ sont normales & ¢ (il suffit pour le voir d’utiliser la
symeétrie par rapport a o). ‘

En prenant l'origine pour centre de réduction de ces actions, on
voit qu’on obtient une force résultante normale a4 ¢ et un couple
d’axe parallele 4 . Donc on a

Ejs = E3s = Ess=o0.

En envisageant la distorsion élémentaire d’ordre 2, c’est-d-dire due
A une translation paralléle 2 Oy, on voit au moyen d’un raisonnement

analogue que
Ejs=E3s=Egs=o.
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D’autre part E,, qui est égal, comme le montre la formule écrite
plus haut, & Ea; est donc égal aussi & Es,, soit zéro, et P'énergie s’écrit

E = %[E“(s} + 53) + Egq52 4+ Eyy (52 + 53) + Egos2 + 2Egy (5250 — 5153)]-

Le coefficient E,; n’est jamais nul, car s'il en était autrement,
I'énergie correspondante i une distorsion d’ordre 1 ou 2 pourrail
étre nulle. Ce qui serait absurde.

De ce qui précede, on déduit facilement que les actions qui
sollicitent ¢ sous l'effet d’une distorsion d’ordre 2, sont équivalentes
a une force unique, puisque la réduction a l'origine fournit une
force E,a parallele 2 Oy et un couple de moment E,, et d’axe Oz.
Cette force unique coupe Oz en un point Q.

Il est naturel de. prendre ce point pour centre de réduction,
c’est-a-dire de déplacer O jusqu’en L.

On a alors dans le nouveau systéme d’axes E;, = o et par suite
(27) E= é [Es1 (53 + 53) + Egas3+ Euu (5] + 53) + Eqgesi ]

Dans le cas des corps symétriques a double connexion de deuxizme
espéce, un raisonnement analogue a celui qui vient d’étre fait montre
que lénergie E s'exprime de la méme fagon par la formule (27).

Le point privilégié de l'axe, @, s'appellera le point central de
I'axe de révolution.

B. Il n’est pas sans intérét de signaler que nous venons de répéter,
pour cette question d’élasticité, des calculs et des raisonnements
connus en Hydrodynamique. L’expression (22) de I'énergie peut en
effet étre comparée a celle de la force vive d’un liquide indéfini, sans
tourbillons, & Vintérieur duquel se trouve un corps solide symétrique.

6. De la formule (27) on déduit immédiatement, compte tenu du
principe des coupures équivalentes, le théoréme suivant :

Dans un corps symétrique doublement connexe, chaque distor-
sion élémentaire engendre un seul effort quiest U'effort conjugué,
quand on prend le point central de l’axe pour centre de réduction.
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Il s’ensuit, comme corollaires :

Si la distorsion est une translation relative des éléments des
deuzx faces de la coupure, U'effort total engendré est une force
qui passe par le point central; si la distorsion est une rotation
autour d’un aze passant par le point central, Ueffort total est un
couple.

" Ajoutons une derniére remarque d’ordre général : S¢ un corps
symétrique a un plan de symétrie perpendiculaire ¢ son aze, le
point central est & 'intersection avec le plan de symétrie.

7. Reprenons le cas de 'anneau symétrique qui est un corps deux
fois connexe de premiére espéce. Appliquons-lui une distorsion
d’ordre 6.

D’aprés ce qui précede, 'effort se réduit & un couple ayant pour
axe I'axe de symétrie; donc, les aclions qui sollicitent une face de la
coupure ont une résultante générale nulle. Or, on réalise cette
distorsion d’ordre 6 en enlevant une mince tranche radiale et en
soudant les deux bords de la coupure effectuée.

On retrouve ainsi le résultat annoncé plus haut : une partie de la
soudure est comprimée, 'autre est tendue et la somme des efforts de
traction est égale a la somme des efforts de compression.

On peut compléler ces résultats assez inattendus en ajoutant
que le moment des forces de tension surpasse celui des forces de
compression, de la quantité Ey. Donc la partie tendue est la partie
externe, la partie comprimée est la parlie interne.

8. Considérons maintenant le cas d’'une distorsion d’ordre 2.
L’effort est alors une force normale a 1’axe de symétrie, qui rencontre
cet axe au point central, et il y a encore des parties comprimées et
d’autres tendues, mais les tensions surpassent les pressions précisé-
ment de la quantité E,,, qui représente U'effort précédent. De plus,
le moment des premiéres est égal au moment des secondes par rapport
a l'axe de symétrie.

On voit qu’ici la partie interne est tendue, la partie externe
comprimée.
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9. Les deux cas précédents (distorsion d’ordre 6 ou 2) corres-
pondent respectivement i 'enlévement d’une tranche de l'anneau
dont I'épaisseur est proportionnelle a la distance = 4 'axe de symétrie
ou dont I’épaisseur est constante.

En enlevant une tranche d’épaisseur donnée par

So— Sg T

et en soudant ensuite les deux bords de la fente, on engendre par
suite un effort normal 4 la section et dont la ligne d’action est éloignée

de I'axe de symétrie de
ss Egs .

h=22

sz Eqy
. ’ s .
Par un choix convenable du rapport s—“, on peut faire en sorte que
2

cette ligne d’action soit & une distance quelconque de l'axe de
symétrie.

Envisageons cnfin la distorsion d’ordre 3, obtenue en faisant
glisser les deux faces de la coupure 'une par rapport a I'autre dans
le sens de I'axe de symétrie. D’apres les résultats généraux, il est
clair que l'effort correspondant aura pour ligne d’action l'axe de
symétrie : les éléments d’une face de la coupure seront tirés dans le
sens ol l'on fait le glissement, les autres dans le sens opposé; de
plus, le moment des premitres actions sera égal au moment des
secondes, par rapport 4 un axe normal a la section et qui rencontre
I'axe de symétric.

Les autres cas particuliers donneraient lieu a des considérations
et & des conclusions analogues a celles que nous venons de développer
et de formuler. Nous ne nous y arréterons pas.

CHAPITRE 1II.

CAS PARTICULIERS ET VERIFICATIONS EXPERIMENTALES.

VI. — Les distorsions d'un cylindre creux de révolution.

1. Pour avoir la confirmation expérimentale de quelques-uns des
résultats obtenus, on a opéré sur des solides en caoutchouc, avec
lesquels il est facile d’obtenir des déformations trés sensibles. La
forme choisie était celle d’un cylindre creux de révolution et, afin
que la comparaison entre les résultats du calcul et les expériences
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puisse étre complete, on résumera ici I’étude compléte des distorsions
d’un tel corps.

Dans une telle étude, qui complétera les résultats obtenus, au
paragraphe précédent, par de seules considérations énergétiques, on
suivra la méthode générale développée au paragraphe III (n° 4).
Les calculs se simplifieront d’ailleurs dans le cas du corps élastique
formant un cylindre.

La symétrie autour de I'axe indique que les distorsions d’ordre 1
et 2 et d'ordre 4 et 5 se raménent I'une a I'autre. Il suffit donc
d’étudier les distorsions d’ordre 2, 3, 5 et 6.

2. Nous traiterons d’abord le cas le plus simple qui est celui de la
distorsion d’ordre 6.

Les formules (14) du paragraphe III, dans lesquelles on fait

l=m=nrn=0; p=g=o; r=a2ana,

donnent les déplacements correspondants a une distorsion d’ordre 6,
le cylindre étant soumis a des actions extérieures qui sont uniformes,
comme on peut le vérifier, suivant les surfaces cylindriques qui
forment le contour latéral du corps et suivant les bases.

On peut facilement éliminer les premiéres de ces actions, tensions
latérales, en composant les déplacements (14) avec les déplacements

.z Yy
U=hog+uz, v=)\;-;+p.y, w=0
et en choisissant convenablement les constantes A et i1 : ces dernidres
formules conviennent en effet aux déplacements produits par des
actions latérales.
On arrive ainsi aux déplacements suivants :

u=—a[ yarctg%—-l- K z logr?

2 L+2K
o g ML s
v=—a[——xarctg%—é I—J%ylogr2
+ g RiRy B s
(o i SRR

]
]
o
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qui correspondent 4 une distorsion d'ordre 6 (due a une fissure
radiale d’ouverture angulaire 27ma), le cylindre étant seulement
sollicité par des actions sur ces bases, qui maintiennent ces bases
planes et & la distance primitive. Ry et R, désignent les rayons
des surfaces cylindriques latérales.

Pour préciser, on calculera, ce qui est immédiat, les caractéris-
tiques t,; des tensions. On obtient ainsi ¢,, = t,; = o0, ce qui prouve
que les forces qui “agissent sur les bases leur sont normales et,
d’autre part,

R? logR? — R% log R} ) .

a LK
(28) Pm= lyg= m(x:—logﬂ— R%—R%

On peut donc énoncer la proposition suivante : un cylindre creuz
de révolution, qui a subi une distorsion d’ordre 6, conserve ses
bases planes et leur distance primitive a U’aide de forces normales
agissant sur ces bases qui, rapportées a l'unité de surface, sont
données par la formule (28).

La distribution de ces forces, qui est facile a étudier, s’annule
pour une seule valeur de r qui a 'expression

-_— 2
o= Ri—:Rz [I+ <R|R'R2> ]

en négligeant les puissances de

Ry — R,)’
R,

supérieures a la seconde.
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Un calcul simple montre que ¢;, peut s’écrire

2aLK r
Po=tw= ——ylog

ou, en introduisant le module d’¢lasticité E, le coefficient de Poisson
et 'ouverture angulaire 0 = 2« de la fissure radiale effectuée

En O]r

og —y

P, = tio—=— fn—
© 33 —f o .

¢33 est positif pour 7 inférieur a p et négatif pour r supérieur a p.

Fig. 5.

Or, d’apres la fagon méme dont on a calculé ¢;5 sous la forme (28),
Paction représentée par ;3 est dirigée de I'extérieur vers I'intérieur
du cylindre, si ¢;; est positif, de I'intérieur vers 'extérieur si ¢35 est
négatif. '

Il en résulte que sur chaque base, on a une région comprimée

et une région tendue séparées par le cercle de rayon p, trés voisin
Ri+R . . o
de = P — en général, la région comprimée étant la partie interne

ct la région tendue étant la partie externe.
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Supprimons les actions sur les bases et cherchons la forme que
prendra alors le cylindre, en vertu de la seule distorsion, sans forces
exlérieures.

La partie interne, libérée de la compression, se souléve; la partie
externe au contraire, n’étant plus étirée, s’abaisse.

Les figures 4 et 5 montrent la forme prise par le corps et le méca-
nisme schématisé de la flexion de chaque tranche radiale du cylindre.

3. Nous allons maintenant étudier le cas de la distorsion d’ordre 2,
obtenue au moyen d’une fissure de largeur uniforme. La déformation
est encore plus sensible et plus singuliére que précédemment et les
calculs auxquels on est conduit dans son étude sont plus compliqués.
Nous les indiquerons sommairement.

Les formules générales (14) dans lesquelles on fait

l=n=p=q=r=o,

donnent les déplacements correspondants & une distorsion d’ordre 2,
le corps étant soumis & des actions superficielles, soit

Im
—_—— - — 2
u=—_ 2“log(ac?+.y ),

Y

m
v = —arctg <.
2% z

Comme dans le cas précédent, nous pouvons d’abord éliniiner les
actions latérales en appliquant encore la méthode générale du
paragraphe III. Indiquons seulement le résultat : R, et R, ayant la
méme signification que plus haut, les déplacements

w=20_ K jog, _£i<2__ RiR} )dﬂlogr
= ox)Lx2K 8 +2[L+2K] RI+R}) dz*
1 . .
+ SRR Ry [CL oK)y +<L+K>x]},
=m Y L+K /.  R}Rj >d’logr
v_znlarctgx+2[L+K] RI-- Ry ozdy
' L+3K -
T K (R RD Y
w = 0,

correspondent & une distorsion d’ordre 2 (due & une fissure de largeur
uniforme m), le cylindre élant sollicité seulement par des actions
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sur les bases, forces capables de conserver celles-ci planes et a leur
distance primitive.

On peut encore ici calculer les caractéristiques des tensions ¢..
On a encore ¢y, =1¢,; = o0 : les forces qui agissent sur les bases leur
sont normales. On vérifie aussi que les actions extérieures sont
nulles sur les surfaces latérales du cylindre.

L’étude de la distribution des forces agissant sur les bases, se fait
trés simplement ici a I'aide de la dilatation cubique

T dr  dy dz  =(L+2K)[rr RI+R}
+Y|
AR
oy ., co“m
-x x
»5:‘#!
-y
Fig. 6.

La figure 6 représente les régions comprimées et les régions
dilatées, dans la limitation desquelles intervient le cercle de rayon

\/R' T+ R}
2

Les régions hachurées représentent les parties comprimées [0 << o]
et les régions non hachurées les parties dilatées [0 > o].

Etudions maintenant la forme prise par le cylindre élastique, en
supposant toujours que ses bases soient maintenues planes et a leur
distance primitive.

11 suffit pour cela de chercher la déformation des bases dans leur
plan : les formules (23) permettent de calculer les valeurs des
déplacements u, ¢ sur les circonférences o, o5 de rayons Ry, R, qui
forment le contour primitif des bases.
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On constate, au moyen d’une décomposition simple, que si I'on
néglige les infiniment petits du deuxiéme ordre, le déplacement de
chaque point de o, est une translation parallele 8 Oy, proportionnelle
a Parc de o4 compris entre P'origine des arcs situés sur Oz et le point

+

-y
Fig. 7.
lui-méme. Il en est de méme pourc,. La figure 7 représente en lignes

fines les contours oy, oy primitifs et en lignes fortes les contours
obtenus par application des déplacements.

1, oK QU N SN 4
o ~
D

®—
s

Fig. 8.

Comme les bords A et B sont soudés I'un a I'autre dans I'opération
effectuée sur le cylindre, on voit immédiatement quelle est la forme
prise par ce corps aprés la distorsion lorsqu’on maintient ses bases
planes et a leur distance primitive.

La figure 8 montre cetle forme ainsi que les régions ou I'on doit
exercer des actions normales dont nous pouvons donner l'expression
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en fonction du module d’élasticité E et du coefficient de Poisson 7 :

(29) P=133=_ﬂﬂ[l 2 ]

2n 1—nt |2 R¥+ R}

v
]
'
\
1
1
1
1
1
1
]
I
]
1

Supprimons ces actions. Pour avoir la forme prise par le cylindre,

on peut étudier ce qui se passe pour chaque tranche radiale trés
mince en appliquant la méthode générale que nous avons donnée :

il y a flexion par soulévement des parties comprimées et abaissement

des parties tendues. De 1a vient la forme du cylindre (soumis a la
distorsion d’ordre 2 sans aucune force extérieure).

4. Nous passserons trés rapidement sur le cas des distorsions
d’ordre 3 et 5. La distorsion d’ordre 3 s’obtient en faisant une section
méridienne dans le cylindre, en faisant glisser les deux faces de la
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coupure par rapport a 'autre dans la direction de I'axe et en soudant
ensuite.

L’état de déformation se calcule facilement a partir des formules
générales (14). On verra plus loin la forme prise par le corps sous
le seul effet de la distorsion ( fig. 9).

Le cas de la distorsion d’ordre 4 ou 5 peut étre ramené a celui de
la distorsion d’ordre 2 par des intégrations simples. Nous nous
contenterons d’énoncer cette propriété. La distorsion d’ordre 4 peut

Fig. 11, Fig 12

Fig. 11. — Translation relauve des faces de la coupure parallele a .
( Distorsion d’Ordre 1).

Fig. 12, — Translation relative des faces de la coupure parallele a y.
(Dustorsion d’Ordre 2)

étre obtenue au moyen d'une fissure cunéiforme telle que celle
indiquée sur la figure 10. Aprés la soudure des deux faces de la
coupure, le corps prend une forme dont on peut se fairc une idée
comme dans les cas précédents.

8. Tous ces résultats sont en parfait accord avec l'expérience.
Les forgerons connaissent bien d’ailleurs ces phénomenes de défor-
mation et prennent les précautions nécessaires lorqu’ils ont a rétrécir
des tubes.

Mais il convenait de faire des vérifications précises. Elles ont pu
étre faites grace a 'amabilité de M. Jona, ingénieur & Milan, qui fit
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préparer aux Etablissements Pirelli des cylindres creux de caoutchouc
qui furent soumis aux divers types de distorsion. Ces cylindres
furent coupés, puis les deux bords de la coupure rapprochés et
soudés de manidre a réaliser les divers types de distorsion. Toutes
les particularités prévues par la théorie furent ainsi vérifiées.

Les figures 11, 12, 13, 14, 15 et 16 reproduisent des photographies
de moulages en plitre des cylindres aprés distorsions, moulages
qui sont conservés dans la collection de modeles de I'Institut Henri

Fig 13 Fig 14
Fig 13 — Translation relative des faces de la coupure paralléle a z.
(Dustorsion d’Ordre 3)
Fig. 14. — Rotation relative des faces de la coupure autour de 'axe z
( Dustorsion d’Ordre 4)

Poincaré. On comparera les figures 16 et 12 qui donnent respecti-
vement les moulages des distorsions d’ordre 6 et 2 avec les dessins
des figures 4 et 8. La figure 14 représente, sous deux c6tés différents,
la distorsion d’ordre 4. Enfin les figures 11, 13, 15 concernent
respectivement les dislocations d’ordre 1, 3, 5 : elles correspondent
toutes trois 4 une coupure axiale et l'on a ensuite déplacé les deux
faces de la coupure soit par glissement normal a I'axe du cylindre,
soit par un glissement suivant cet axe, soil par une rotation autour
de la perpendiculaire aux deux faces, menée par le centre du cylindre.
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VII. — Systdme cyclique d'éléments élastiques pliables.

1. Nous avons pos¢ plus haut (§ IV) un probléme fondamental de
la théorie des distorsions des corps élastiques multiplement connexes :
étant données les distorsions du systeme élastique, déterminer les
efforts. Nous exposerons dans le présent paragraphe les principes de
la solution de ce probléme dans un cas qui présente un intérét
spécial.

Fig. 15. Fig. 16.
Fig. 15. — Rotation relative des faces de la coupure autour de laxe y.
( Distorsion d’Ordre 5).
Fig. 16. — Rotauion relative des faces de la coupure autour de l'axe 3.
( Distorsion d’Ordre 6).

C’est le cas d’un systéme formé par un assemblage d’éléments
élastiques pliables. Nous allons définir ce que nous entendons par la.

2. Considérons d’abord une tige rectiligne dont les dimensions
transversales (section droite) sont trés petites par rapport a la
longueur.

Soient A et B les éléments matériels qui constituent les extrémités
de cette tige. Quand celle-ci se déforme, les déplacements relatifs
de A et B sont en général trés grands par rapport a la déformation
pure des particules A et B elles-mémes, de sorte qu'on peut

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 147, 5
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approximativement envisager A ct B comme des éléments rigides
dont le déplacement relatif résulte d’une translation et d’une rotation.

Nous supposerons de plus les déplacements relatifs de A et de B
tels qu'on puisse négliger les puissances supérieures aux premiéres
des composanles des rotations et translations précédentes.

Supposons maintenant que les forces extérieures se réduisent a des
forces appliquées en A et B seulement et que le systtme soit en
équilibre. Dans cette hypothese, imaginons une section transversale o
divisant la tige en deux parties S, (du coté de A) et S, (du c6té de B)
el réduisons les actions élastiques que S, exerce sur S, suivant ¢, en
prenant comme centre de réduction un point quelconque O ; il est elair
que, en maintenant le point fixe et en changeant n’importe comment
la section o, les éléments de réduction sont indépendants de cette
section; ils sont d’ailleurs égaux respectivement a la résultante et au
couple que donne la réduction des forces appliquées en B et opposées
a la résultante et au couple obtenu a partir des forces appliquées
en A, O étant toujours le centre de réduction.

Admettons, pour simplifier les calculs, que la tige soit isotrope et
qu’a I'état naturel elle ait la forme d’un cylindre de révolution, de
hauteur / et de rayon R. Prenons Porigine O au centre de la base
adjacente a 'élément A, I'axe z étant I'axe du cylindre. En choisis-
sant O comme centre de réduction, soient X{® XX Jes compo-
santes de la résultante des actions extérieures appliquées en B;
X, X9, X9 les composantes du couple résultant des mémes
actions. Désignons enfin par z{¥, z{?, #{? les composantes de la
translation subie par A a partir de 1'état naturel, par z{?, 2@, z{?, les
composantes de la rotation de méme élément. Soient 2z, 20, . . ., 2
les quantités analogues pour I'élément B. Le déplacement relalif
de B par rapport & A sera défini par les différences

P — 2@, P — 2, L. 2 — 2@,
Il est aisé d’obtenir les relations entre les quantités X\ et 29 — 2.

En utilisant, par exemple, la méthode de Saint-Venant on obtient,
comme 1l est classique :

b — 2= L § [_ X(@b) 4 gxgam],
2
(30) 2 — o = % {p-. [ X(@b) 4 %X(iab)l]’

) — 2@ = o;
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P — o= ¢ ;[2X‘“’”+ Xd7],
(31) o — = ¢ ’[zxgaw _ X{Ehi2],
2P — 2l = 2(‘;3”‘) ¢ g,

ou E représente le module d’élasticité, n la constante d’élasticité de
4 . . . .
Poisson, p.=1r52- le moment d’inertie de la section droite de la

petite tige par rapport 4 son centre. Dans ces formules, on a
supposé les quantités X{*® du méme ordre et I'on a supprimé les
infiniments petits d’ordre supérieur.

On voit qu’on peut choisir arbitrairement les trois composantes
de la rotation relative de B par rapport a A ainsi que les deux
composantes de la translation relative, dans le sens normal a la tige;
on pourra toujours trouver un systéme de forces extérieures capables
d’engendrer un tel déplacement relatif. Mais la translation relative
dans le sens de l'axe est, au contraire, de I'ordre des quantités
négligeables.

I1 est d’ailleurs facile de modifier un peu les conditions du systéme
de maniére a rendre sensible cette translation.

Supposons, par exemple, que les forces extérieures soient appli-
quées & deux petits coulants susceptibles de glisser le long de la tige
dans le sens longitudinal, maintenus par des ressorts tels que les
efforts X;, du méme ordre de grandeur que ceux qui produisent les
flexions et les torsions de la tige, amenent des déplacements relatifs
des coulants sur la tige, du méme ordre que les flexions et torsions.
Si 'on suppose que les coulants sont aux extrémités de la tige et
qu'on les appelle A et B, les relations précédentes (30) et (30')
subsistent avec la seule différence que la troisitme équation (30)
deviendra

) — 2l#) = m Xgh),

m étant un coefficient positif du meéme ordre que les coefficients
des X{*» des autres équations. ‘
L’énergie élastique du systéme déformé est

[]
I b (a)y x(ab
=2 (@ — 2@ xieh

i=1
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et, en y remplacant les (2!”— z!*) par leurs valeurs tirées des
relations (30) et (30’) on trouve pour H une forme quadratique par
rapport au X\*% :
=1 L xaone o (xevie 4 2 (Xeby 4 (Xieby:
Euw(3 2
A (XED) 4 (14 1) (X{@))2— X@OX@h [ 4 xgab'xaam}.

C’est une forme définie positive si m est différent de zéro. Si m
est nul c’est une forme positive qui peut s'annuler sans que X**’soit
nul; mais elle ne peut étre nulle sans que les X{*? (; =1, 2, 3, 4, 5, 6)
soient tous nuls. Dans tous les cas, il suffit donc qu'une seule des
quantités \” — z'\® soit différente de zéro pour que H le soit aussi.

3. On peut imaginer une infinité d’autres cas ou des corps de
formes trés variées ont des propriétés analogucs a celles que nous
venons d’obtenir dans un cas trés simple. Pour nous placer a un
point de vue tout a fait général, nous envisagerons in abstracto des
corps auxquels nous attribuerons d’une maniére absolue les
propriélés en question, a savoir :

1° Il existe deux particules A et B du corps, que nous appellerons
extrémités, dont les déformations sont négligeables par rapport aux
translations et rotations relatives qu’elles subissent.

2° Si 'on suppose le corps en équilibre sous l'action de forces
extérieures appliquées seulement en A et B, les composantes de la
translation et rotation relative de B par rapport a A sont des fonctions
linéaires des composantes de la force et du couple résultants des
actions extérieures exercées sur B.

3° L'énergie élastique du corps déformé, toujours positive, ne
peut s’annuler que si le déplacement relatif de B par rapport a A est
nul.

~

Nous appellerons les corps qui jouissent de ces propriétés éléments
élastiques pliables. 11 convient de les ranger en deux classes :

1° Les éléments élastiques librement pliables, tels que la donnée
arbitraire du déplacement relatif (B, A) correspond a des actions
extérieures qu'on peut déterminer complétement (type : tige avec
coulants);
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a® Les éléments pliables mars soumis & des liens c’est-a-dire tels
que les composantes du déplacement relatif (B, A) ne soient pas
indépendantes, mais liées par une ou plusieurs relations linéaires
(type : tige simple sans coulants).

Nous désignerons toujours par

x(lab)xglab) X(nab) X&ab) XSsab) X(ﬂab)

les composantes de la force et du couple résultant des actions
extérieures sur B.

En vertu de l'équilibre, les quantités — X{** sont les actions
extérieures appliquées en A. Nous les représenterons par X*#, Nous
dirons encore que \!**’ estI'effort d’ordre ¢ qui sollicite I'élément AB.

Les caractéristiques z{®’— z!® du déplacement relatif de B par

rapport & A sont liées aux eflorts par des relations de la forme
suivante :

(32) A — 2= VXY,
s

les quantités A!?”’ ne dépendent que de la nature du corps élastique
ct de sa forme initiale. Nous appellerons ces quantités les constantes
directes de I élément ; quand on change le role des extrémites A et B,
on a évidemment

(ab) __ artba)
Azs —Au .

Notons enfin que les A!%”’ définissent un tenseur et qu’on établit
bien aisément leurs relations de transformation pour un changement
des axes.

Si I'élément est librement pliable, on peut inverser les formules
précédentes (32), d’od

(33) X0 =) ds” (2"~ 2],

Nous appellerons les coefficients a(?® les constantes inverses de
P'élément AB.

L’énergie ¢lastique de I'élément sera donnée par

6 6 []
1 I N\ U
RS R GLIELEEUEES M WS T

=1 =1 s=1
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L’énergie sera une torme positive, elle sera définie dans le cas
d’éléments librement pliables; elle ne sera pas définie si 'élément
pliable est soumis a des liens.

4. Nous allons maintenant aborder la question qui nous intéresse.
Nous constituerons un systtme élastique cyclique en formant un
assemblage d’éléments pliables, réunis rigidement 'un a I'autre par

A

Fig. 17.

leurs extrémités seules, et de manidre qu'ils soient tous a I'état
naturel. Exemple : le quadrilatere flexible ABCD de la figure 17.

Nous allons étudier I'effet de distorsions sur un tel systéme.

Supposons en général que nous ayons un systéme cyclique, formé
de n éléments reliés par leurs extrémités en m noeuds, et qui ne soit
soumis & aucune action extéricure.

Effectuons une coupure dans un quelconque des éléments et
exécutons, suivant cette coupure, une distorsion. Voyons comment le
sysitme se déforme et quels efforts sont induits.

Les équations dont dépend la solution de cetle question sont
immédiates. Considérons un élément AB du sysieme et désignons
par a®?, (2 al#8) (@D 89 (2 ]es caractéristiques de la distorsion
subie par AB (nulles si cet élément n’a pas subi de distorsions).
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En conservant les notations du n° 3, nous pouvons écrire tout de
suite les relations

(D) o —al®— o= AGIX  (i=1,2,...,6)
s

et, pour chaque élément, nous aurons six équations analogues.

D’autre part, en un neeud A ou aboutissent et sont liés rigidement
les extrémilés des éléments AB, AC, AD, ..., I'équilibre donne les
six relations

(E) X@ x4 Xy =0 (1=1,2,...,6)

et, 'on aura, pour chaque nceud, six relations analogues.

Si nous supposons connues les constantes A,, de chaque élément
et les caractéristiques «(** de la distorsion qui les concerne, nous
aurons, en définitive 6n + 6m équations lineaires (D) et (E) par
rapport aux 67 -+ 6m inconnues z, et X,.

Mais toutes les equations (E) ne sont pas indépendantes, car si
I'on ajoute membre a membre toutes celles qui correspondent au
méme indice ¢. on trouve

Y[ x4 xP] = 0

qui est une identité. Ceci prouve que six des équations (E) sont des
conséquences des autres et nous avons seulement 6n 4 6m — 6
équations pour déterminer 6 + 6m inconnues. C’était a prévoir,
puisqu’il est évident @ priori qu'on peut choisir arbitrairement le
déplacement d’un noeud.

5. Nous pouvons maintenant établir le résultat fondamental
sulvant :

Dans tout systeme cyclique d’éléments pliables, la donnée des
constantes des divers éléments et des distorsions détermine complé-
tement les translations et rotations relatives de tous les nceuds
ainsi que les efforts qui sollicitent tous les éléments du systéme
qui sont librement pliables.

Pour simplifier, supposons nulles les trois composantes de la
translation et de la rotation correspondantes a un nceud choisi
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arbitrairement. Supposons que, & un méme systéme de valeurs des
caractéristiques «{*® et des coefficients Al?® correspondent deux
systtmes de valeurs des z\® et des X(**’ dont les différences seront
désignés par £ et Z{*”. Ces derniéres quantités vérifieront

[]
bym(ad
(36) o) — g0 = B AT
s=1
et
(35) E@S) 4 m@eh 4 meb =0

En multipliant les deux membres de (34) par Z* et les deux
membres de (35) par £* et en ajoutant membre & membre toutes les
équations oblenues, le premier membre disparait, d’ou

6 O
,
) )R ICEEE T

ab =1 s=1

2 étant la somme des n termes relatifs a tous les éléments élastiques
ab

du systeme. Or, chacune des formes

[ L]

37 > D aghEtEE

=1 s=1
est positive et, d’aprés (36), doit étre nulle. Il s’ensuit enfin
B —E¥=o0.

Dans les deux solutions envisagées, les composantes des trans-
lations et des rotations des noeuds ne peuvent différer entre elles. Si
I'élément AB est librement pliable, la nullité de la forme (37)
entrainera celle des Z{**. Il s’ensuit que les efforts relatifs & un tel
élément AB ne peuvent donc différer dans les deux solutions.

Le théoréme ainsi établi entraine d’ailleurs le corollaire suivant :

Dans un systéme cyclique d’éléments élastiques librement
pliables et dont on connait les constantes, les efforts sont déter-
minés par les distorsions et on les détermine par résolution d’un
systeme d’équations du premier dégré.
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En supposant toujours les éléments librement pliables, les for-
mules (34) et (35) n’ont d’autres solutions que

sa) =0, Egab) =0

si nous admettons que, en un neud donné, les £ sont nulles. 11
s’ensuit que les équations (D) et (E) sont compatibles quelles que

soient les a{*® :

On peut choisir, dans un systeme d’éléments librement pliables,
les distorsions de fagcon arbitraire.

Si les €léments ne sont pas tous librement pliables, il peut arriver
que (34) et (35) soient satisfaites pour des valeurs qui ne sont pas
toutes nulles des inconnues Z{**’ ou, au contraire, qu’elles entrainent
encore que les Z{*” soient toutes nulles. Dans le second cas, les
distorsions peuvent étre prises arbitrairement et les efforts ne sont

pas déterminés de fagon unique, tandis qu'il le sont dans le second.

6. Il est intéressant de remarquer que les équations (D) et (E)
présentent d’étroites analogies avec les équations de Kirchhoff sur la
propagation des courants électriques dans un réseau de conducteurs.
Les composantes des efforts sont analogues aux intensités de courant,
les composantes des déplacements analogues aux valeurs du potentiel
aux nceuds; les caraciéristiques des distorsions jouent le role des
forces électromotrices et les constantes des éléments celui des inverses
des résistances électriques. Les équations (D) apparaissent alors
comme l'expression de la loi d’Obhm. La seule différence consiste
en ce que nous avons en (D) et (E) six fois plus d’équations que
dans le cas des courants électriques. Mais ce n’est pas un obstacle
& l'utilisation de l'analogie que nous venons de préciser et nous
possédons ainsi un moyen d’étude fécond et pratique.

En particulier, il est facile de coneevoir des cas qui se présentent
d’une fagon analogue au pont de Wheatstone dans le domaine élec-
trique et d’en déduire une détermination simple des constantes des
éléments élastiques.

Indiquons aussi que le principe des coupures équivalentes,
permettant de substituer a une distorsion effectuée sur une coupure
donnée, une autre effectuée sur une coupure déduite de la premiere
par transformation continue, nous donne un moyen d e réaliser
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pratiquement des distorsions dans un systtme d’éléments pliables :
on effectuera les distorsions aux nceuds, ce qui peut se faire par la
maniére méme dont on fixe les unes aux autres les extrémités des
éléments.

7. En terminant ce paragraphe, nous établirons quelques autres
propositions intéressantes concernant les éléments pliables et les
systémes formés de tels éléments.

Les constantes directes A\*® d’un élément vérifieront les
conditions
b
AP = AP,

Il suffit, pour s’en rendre compte, d’envisager deux systémes
d’efforts X{*®’ et E{**’ auxquels correspondent respectivement des
déplacements z{”, zi et &%), £, En vertu du principe de Betti, que
nous étendrons aux corps élastiques pliables, les travaux de I'un des
systemes d’efforts calculés pour la déformation qui est due a 'autre
systéme sont égaux. D’ol

/-

6
(29— 2 Ze? = ¥ (5P — ) X,

1 i=1

-
I

d’ont
6 [} [} []
ul
2: 2: AS‘,"”X‘,“’”EY’"’:Z Aggb)g(’ab)xrib)

i=1 s=1 I=1 s=1

le résultat annoncé.
Les constantes inverses jouissent évidemment de la méme
propriété.

8. Quand on a » éléments élastiques pliables Ay, Ay, Ay, A, ...
on peut évidemment les réunir en série, c’est-a-dire de maniére que
deux éléments consécutifs A; ;A; et A;A;,, alent les extrémités A;
communes. On peut aussi les réunir par dérivation (ou en parallele)
en liant rigidement d’une part toutes les extrémités A; et toutes les
extrémités B;. A partir des relations (32) ou (33) on vérifie que :

Les constantes directes d’'un élément composé par série
s'obtiennent par somime des constantes correspondantes des
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composantes; d’autre part, pour une liaison en paralléle d’élé-
ments librement pliables, ce sont les constantes inverses qui
s'ajoutent.

Ces théordmes sont a rapprocher des théorémes bien connus sur
la résistance de conducteurs, disposés en série, ou en dérivation.

VIII. — Systéme cyclique plan d’éléments pliables.

1. Dans le cas d’un élément pliable AB, situé dans un plan et
soumis & des force situées dans son plan, et si 'on prend le plan en
question pour premier plan coordonné, les trois caractéristiques X%,
X0 X@® sont nulles, et de méme les différences z?'— 2,
20— 2@, 2V — 2.

Nous changerons légérement les notations, désignant par z, y les
axes de coordonnées et adaptant les lettres X(eb), Y(at), M(ab) pour
désigner les caractéristiques X%, X2 X% des efforts, zte), yla),

"rla) pour désigner les composantes du déplacement de A, z®, 42,
2y, de méme enfin 2, y®, r(®) pour les composantes du dépla-
cement de B. On a en général

zb) — zla) = a4 X(ad) 4 @y Y(ab) 4 q,3 Mlabd),
(38) yO) — yla) = @y X(ab) 4 @q5Y(ab) 4+ go3 M(abd),
rid) — rla) = agy X(@d) 4 gz, Y(ad) asaM("b),

avec a,,— a,,. En changeant l'origine, on annule facilement les
coefficients ay;, ajy, par modification de l'orientation des axes, on
annulera de méme a;,. Les formules (38) peuvent donc, pour un
choix convenable des axes, étre réduites a la forme canonique

zlb) — zla) = ) Xl(abd)

(39) y(b) — yla) = uYl(ad),
rib) — pla) = yM(ad),

La nouvelle origine des coordonnées est dite centre de I’¢lément
élastique, les axes des coordonnées sont les axes principaux de cet
élément, enfin les coefficients A et p sont dits coefficients de traction
et v le coefficient de flexion.1l est facile de vérifier que si I'élément
admet deux axes de symétrie, ce sont les azes principaux de
Uélément.
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Donnons les formules qui expriment les constantes d’un élément,
relativement a des axes quelconques quand on connaitles coefficients
de traction et de flexion. § et n désignant les coordonnées du centre
par rapport a des axes quelconques (z, y) et 0 l'angle des deux

systemes d’axe (z, y) et (#', ¥') (ces derniers étant les axes principaux)
on a immédiatement

20) — z(a) = [X cos?0 + . sin20 + vn2]X(ab)
+ [(» — ) sin8 cos® — vEn]Y(ab) — yn Mlad),

(40) 0 — yla) = [(X — ) sin 6 cos 0 — vgn ] X(ad)
—+ (A sin26 + p cos?2f + vE2] Y(ab) 4 v M(ad),
ri6) — pla) = — yn X(ab) 4- ygY(abd) 4 y M(ab),

2. Soit alors un élément obtenu par composition, en série, de »
éléments plans. Ses constantes directes s’obtiennent par addition de

celles de composantes qui s’expriment par des relations du type (40)
et il s’ensuit que :

Le centre de l'élément composé est le centre de gravité des
centres des éléments composants si ’on concentre en chacun d’eux
une masse égale au coefficient de flexion.

Le coefficient de flexion de U'élément composé en série est la
somme des coefficients de flexion des divers composants.

S¢ par le centre de U'élément composé on méne des segments
unitaires normauzx aux azes de chacun des composants et si ’on
concentre a l'extrémité de chacun d’euz, une masse égale au
coefficient de traction correspondant, si de plus on place, en
chacun des centres des composants, une masse égale a son
coefficient de flexion, les azxes d’inertie de ce systéme de masse
sont les axes principaux de lU'élément composé et les moments
principaux d’inertie en sont les coefficients de traction.

3. Soit maintenant un corps élastique plan deux fois connexe et
assujetti a des distorsions qui le conservent plan. Les axes z, y
étant situés dans ce plan les six caractéristiques d’une distorsion
se réduiront a trois: I, m, r (n, p, ¢ élant nuls), de méme, les
caractéristiques des efforts se réduiront a trois : L, M, N et I'on aura

L=Eyl+Eim+E;r,
M = Ey /+ Epym + Ey3r,
N=E3l+ Ezm+ Ejr.
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Ici encore, par un choix convenable de l'origine et des directions
des axes, on pourra réduire les équations précédentes a la forme

L=E“l, M=E22m, N=E3_1r.

Il existe donc dans le plan du systéme des axes tels que, par

rapport a eux, chaque distorsion élémentaire produira le seul
effort conjugué.

Si le systéme plan est composé d’une série d’éléments pliables
dont les extrémités premiéres et derniéres viennent se lier rigidement,
les régles du n° 2 donneront les axes dont parle I'énoncé précédent.
Les trois coefficients des efforts s’obtiendront en calculant les inverses
des coefficients de traction et de flexion de 1’élément composé.

Les résultats qui viennent d’étre obtenus jettent une nouvelle
lumiére sur ’analogie établie plus haut entre la théorie des distorsions
des systeémes d’éléments pliables et la théorie de Kirchhoff sur la
propagation des courants électriques. Dans le théoréme du n° 2, le
résultat sur le coefficient de flexion d’un circuit composé correspond
a la proposition d’apres laquelle les résistances en série s’ajoutent.
Mais la régle donnant les coefficients de traction est plus compliquée
et n’a pas d’équivalent dans la théorie de la conduction électrique.
De plus, il n’y a rien dans cette derniére théorie qui corresponde au
centre et aux axes principaux d’éléments pliables.

4. Envisageons enfin, pour terminer, le cas de n éléments
librement pliables montés en paralléle. Des calculs faciles mettent

en évidence le théoréme suivant, que nous nous contenterons
d’énoncer :

Si par un point arbitraire on mene des segments unitaires
paralléles aux axes principaux des divers éléments et si,
a lextrémité de chaque segment on concentre une masse égale
a Ulinverse du coefficient de flexion correspondant, les axes
d’inertie de cet ensemble de masses sont paralléles aux axes prin-
cipaux de l'élément composé et les moments principaux d’inertie

. I I . .
sont les inverses gets de ses coefficients de traction.

En considérant ces axes d’inertie comme axes coordonnés, les
coefficients de r'®)—r(e) dans les expressions de X!%) et de Y(ab)
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seront respectivement les coordonnées n et §, du centre de l'élément

composé, multipliées par % et ﬁ

IX. — Vérifications expérimentales par application de la photoélasticité (*).

1. Mais ces vérifications sur la forme extérieure prise par le
corps apres la distorsion ne suffisent pas pour une justification de la
théorie car il nous manque la distribution des tensions internes.

La mesure des déformations, c’est-d-dire la mesure de certaines
dimensions du corps avant et aprés, nous fournit une moyenne des
tensions sur des longueurs finies, mais elle ne permet pas d’aller
plus loin.

Pour pénétrer dans le corps et étudicr la tension en chaque point,
c’est a 'Optique que nous nous adresserons, a la méthode qui a re¢u
le nom de Photoélasticité dont nous allons rappeler l'essentiel
a cause de son importance actuelle.

Les solides transparents, isotropes, peuvent devenir temporaire-
ment anisotropes et biréfringents lorsqu’on leur applique des forces
extérieures suffisantes ou qu’ils sont soumis 4 des tensions internes.

Seebeck en 1813, puis Brewster en 1816, observérent ce phénoméne
sur des lames de verre comprimées. Mais c’est surtout depuis une
trentaine d’année que I'étude de ces phénomenes et la technique de
la photoélasticimétrie se sont développées, en particulier grice aux
travaux de MM. Mesnager et Coker, [51], [52], [53], [54]-

Cette technique s’applique, pour le moment, seulement dans le
cas d'une distribution de tensions planes. En chaque point les tensions

(%) Ici, comme dans le reste du volume, nous avons d’une fagon consistante cherché
4 présenter le texte dans sa forme originale, toutes les fois que nous avons pu le faire.

Mais il est évident que P’analyse oplique des efforts a fait de grands progrés depuis
que le paragraphe IX a été écrit, il y a plus de vingt ans.

Non seulement on a étendu la photoélasticité de deux a trois dimensions, mais
encore il est maintenant possible d’étudier par P’analyse optique I'état d’effort au deld
de la limite d’élasticité des matériaux et aujourd’hui nous avons, & coté de la photo-
élasticité, aussi la photoplasticité. Par ’analyse optique, il est possible en méme temps
d’étudier ’état des efforts dans l'intérieur d’un solide élastique soumis non seulement
& des forces appliquées statiquement, mais aussi dynamiquement,

Parmi les savants qui aux Etats Unis ont le plus contribué A ce progrés extra-
ordinaire dans ce champ de recherche on doit mentionner MM. T. J. Dolan,
D. C. Drucker, A. J. Durelli, M. M. Frocht, L. E. Goodman, M. Hetenyi, M. M. Leven,
R. D. Mindlin, W. M. Murray [49], {50].
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sont définies au moyen d’une ellipse, dite ellipse de Lamé. Les deux
axes de cette ellipse la déterminent complétement : leurs directions
sont appelées directions principales au point considéré, les moitiés
de leurs grandeurs (ou grandeurs des demi-axes) constituent ce

qu'on appelle les tensions principales (tensions dans les directions
principales).

2. Considérons une lame mince du corps transparent et faisons
tomber sur elle, normalement en un point I, un rayon lumineux. Ce

rayon subit la double réfraction. L’expérience a permis d’énoncer
les lois suivantes :

— Les plans de polarisation des deux rayons emergents sont
définis par les directions principales.

— La différence de marche introduite entre les deux rayons par
suite du passage a travers la lame est proportionnelle : 1°aI’épaisseur
de la lame; 2° a la différence algébrique des tensions principales.

Ce sont ces lois qui permetient d’étudier expérimentalement les
tensions, c’est-a-dire de déterminer en chaque point les tensions
principales, en direction et grandeur.

A. Directions principales. — Si I'on place entre un polariseur et
un analyseur croisés, traversés par de la lumiére blanche, une lame
transparente soumise a des tensions tangentielles, il y a obscurité en
tous les points ot les directions principales sont paralléles aux plans
de polarisation du polariseur et de 'analyseur.

L'ensemble de ces points forme une « isocline » courbe ou les
directions principales ont la méme inclinaison.

— On peut relever au laboratoire, par photographie, les isoclines,
ce qui permet ensuile avec une installation convenable, de déterminer
les directions principales en chaque point de la lame.

B. Différence des tensions prncipales. — En lumidre blanche,
les lieux des points d’égale différence de marche pour les rayons
émergents forment des courbes colorées dites isochromes. Pour
éviter de les mélanger avec les isoclines, on peut opérer avec de la
lumiere polarisée circulairement. On obtient alors les isochromes
seules ainsi qu’un certain nombre de points noirs, points singuliers
ot les tensions principales sont égales.
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Les isochromes renseignent directement sur la distribution des
différences de tensions principales.

I1 est aussi simple d’utiliser une radiation monochromatique 2 au
lieu de la lumiére blanche. On obtient alors un réseau de courbes
noires correspondant aux différences de marche

A 3x 5

5 ? '—2— ) —2_,

Elles forment une surface topographique qui peut donner, par
lecture directe, les différences de tensions principales en chaque
point, en vertu de la loi énoncée plus haut.

On peut aussi, ponr avoir la différence de marche en chaque point,
utiliser une méthode de compensation soit au moyen d’une tige de
verre tendue ou comprimée parallelement & une des directions prin-
cipales, soit 4 I'aide d’un compensateur de Jamin ou de Babinet.

C. Somme des tensions principales. — La différence des ten-
sions principales étant connue, on peut chercher a calculer une
autre fonction trés simple de ces quantités, leur somme par exemple :
cela suffira a les déterminer.

La théorie montre que cette somme est liée a I'épaisseur de la
lame et a la variation de cette épaisseur par une formule simple.

La méthode consiste donc a mesurer la variation d’épaisseur.
On peut employer, a cet effet, toutes les ressources de l'optique.
M. Mesnager utilisait les modifications produites dans les franges
d’interférence obtenues avec deux miroirs plans dont 'un est fixé au
corps élastique.

Coker a utilisé un appareil purement mécanique appelé extenso-
métre, basé sur le déplacement sensible d’un miroir tournant relié
au corps avec levier amplificateur [54].

En définitive, on obtient donc les tensions principales, en gran-
deur et direction et I’on connait la distribution compléte des tensions.

I1 existe pour la solution expérimentale du méme probléme, des
méthodes purement optiques, différentes de la méthode précédente,
qui utilisent des interférometres. Nous n’insisterons pas sur ces
méthodes. Elles ont été étudiées par MM, Favre et Fabry. On les
trouvera exposées dans la Revue d'Optique (1930), [B5], [b6],
(571, [58].
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3. D’ailleurs les techniques de la Photoélasticité font de grands
progres et n’ont pas atteint lenr complet développement.

Nous nous contenterons ici de dire quelques mots des résultats
obtenus dans I’étude des cylindres soumis a des distorsions.

Il faut utiliser une substance élastique et transparente. Corbino et
Trabacchi ont employé pour leurs expériences la gélatine, qui donne
des images excellentes, mais dont '’emploi nécessite une grande habi-
leté expérimentale.

Fig. 18.

Ils ont pris un cylindre creux de gélatine de rayons Ry et Ra, de
petite hauteur, etont réalisé avec ce cylindre les distorsions d’ordre 6
et 2 comme nous l'avons déja expliqué.

Nous donnerons ici quelques indications sur les résultats qu’ils

onl obtenus : distribution des tensions au moyen des lignes d’égales
différences de tensions principales.

Voici le dispositif expérimental ( fig. 18) : B est une cuvette ou 'on
pose le cylindre de gélatine assujetti & une distorsion, P est un miroir
noir polariseur qui envoie verticalement un faisceau de lumiére pola-
risée. Apreés avoir traversé le cylindre, le faisceau lumineux est
réfléchi horizontalement par un miroir ordinaire S et il est concentré
par une lentille L sur un écran photographique I, un nicol analyseur
étant placé au point de convergence A.

On croise le nicol analyseur avec le polariseur. On obtient alors
en I la photographie des lignes noires d’égales différences de tensions
principales.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 147, 6
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Dans le cas de la distorsion d’ordre 6, on oblient la figure suivante
(fig. 19) qui ne change pas lorsqu’on fait tourner le cylindre aatour
de I'axe (les bras de la croix correspondent toujours aux sections
principales des polariseurs croisés).

Corbino a calculé que le rayon du cercle noir est égal a

_ logR? — log R2
=) /PELEREE.

Fig. 19. Fig. 20.

On trouve ainsi des résultats qui cowncident avec une assez grande
exactitude avec les résultats de la théorie.

Dans le cas de la distorsion d’ordre 2, on obuicnt des figures diffé-

rentes suivant 'angle que forme la coupure avec une section princi-
pale du polariseur.

On obtient la figure 20 si cet angle est nul, la figure 21 si cet
angle est de 45°. Dans le premier cas, le calcul montre que la ligne
noire a, pour équation en coordonnées polaires :

1+ €2

7!=—;I-R2[\/cos=23+(1+2c0523) —coszSJ

€
(1+ €2)?

ou
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La comparaison qualitative et quantitative des résultats des expé
riences avec ceux du calcul montre leur accord complet.

Fig. 21.

Les belles photographies correspondant aux figures précédentes
suffisent pour donner une idée nette de cet accord, et elles consti-
tuent un beau résultat de la Photoélasticité.

CHAPITRE 1V.

LES APPLICATIONS DES DISTORSIONS DANS LA PRATIQUE DES CONSTRUCTIONS.

X. — Tracement des lignes d'influence
dans les systémes statiquement indéterminés.

1. La recherche des lignes d’influence des inconnues hypersta-
tiques dans les systémes statiquement indéterminés peut éire basée
sur le théoréme de réciprocité donné par Colonnetti.

Considérons un corps élastique occupant un volume V, en équi-
libre sous l’action d’un systéme de forces extérieures données.

Imaginons de pratiquer une coupure donnant dans le corps une
section quelconque. Faisons subir aux deux faces de la coupure un
déplacement I'une par rapport & 'autre. Nous introduisons une dis-
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torsion de caractéristiques [, m, n, p, ¢, r. Désignons par X, Y, Z,
les composantes de la tension unitaire qui sollicite chaque élément
de la section, u, v, w les déplacements qui définissent la configuration
prise par le solide sous l'action des forces extérieures données de
composantes F,, F,, F,; Pg, P,, P, (forces de masse et forces
superficielles). On trouve alors

f[qu+FJ-v+sz] dv +f[P,,,.u+ Pyo+P,w]dx

v =

=[[X(l+qz—-ry)+Y(m+r.z'—-pz)+Z(n+py-——q.z')]d2.
Js

Sil'on met en évidence les caractéristiques de la distorsion, on a

f[qu+Fyv+sz]dV+f[qu+P,~v+Pzwd2]
v z

(41) | =1 fXd2+med2‘.+and2‘.
vZ = Py
+pJ.(Zy——Yz)dZ+qf(Xz—Z.z‘)dE+rf(Yw—-—Xy)d2.
z = =

En tenant compte de ce que les intégrales relatives 8 2 ne sont
autres que les caractéristiques du systéme des tensions qui se déve-
loppent dans le corps sous I'action des forces extérieures données,
soit L, M, N, P, Q, R, on peut conclure que:

La somme des produits des six caractéristiques du systéme des
tensions internes qui se développent dans une section d’un corps
élastique en équilibre, par les caractéristiques correspondantes
d'une distorsion, est égale au travail que les forces extérieures
appliquées au corps exécuteraient dans un changement de confi-
guration auquel cette distorsion donnerait naissance.

2. Les cas particuliers qui s'obtiennent quand le déplacement
relatif de deux faces de la coupure s¢ reduit a une simple translation
ou a une simple rotation, sont trés intéressants au point de vue des
applications. Avec une translation de grandeur 1 dans la direction
de I'axe des X (direction tout a fait arbitraire d’ailleurs), ona l=r1;
m=n=p=q=r=o et équation (41) devient

(42) f(qu+Fyv+F;w)dV—b—f(qu—i—Pyv+P;w)d2=fXd.‘.‘
v ’ = =
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qui exprime que :

La composante, suivant une direction quelconque du systéme
des tensions internes qui se développent dans un corps élastique
en équilibre dans une section donnée, est mesurée par le méme
nombre que le travail que les forces extérieures appliquées au
corps exécuteraient si, coupant le corps suivant la section consi-
dérée, on imprimait aux deux faces de la coupure une transla-
tion relative de grandeur 1 dans la direction considérée.

Sil’on suppose au contraire que

p=1; l=m=n=g=r=o,
on a

.

(43) f(qu-a-F,.o +F,w)aV +f(Pmu+ P,o+ P,w) dE
v =

= f (Xy — Yz)ds
X
c’est-a-dire :

Le moment par rapport a un azxe quelconque du systéeme des
tensions internes qui se développent dans un corps élastique en
équilibre dans une section donnée, est mesuré par le méme nombre
que le travail que les forces extérieures effectueraient si, coupant
le corps suivant la section donnée, on imprimait aux deux bords
de la coupure une rotation relative (I'une par rapport & Uautre)
de grandeur 1 autour de l'axe considéré.

3. L'analyse des changements de configuration, déterminés par un
déplacement relatif donné des deux faces d’une coupure pratiquée
dans un corps élastique, acquiert une importance toule particulidre
lorsque le probléme est réductible 2 deux dimensions.

On peut alors démontrer :

1° Que si Uon applique aux deux faces de la coupure deuz sys-
témes de forces, égales entre elles et opposées, et d’ailleurs arbi-
traires, dans la déformation consécutive du systéme, les forces de
la coupure subissent un déplacement relatif autour d’un point qui
est Pantipéle de la ligne d’action de la résultante des forces appli-
quées & chaque face, par rapport & une certaine ellipse qui prend
le nom d'ellipse des déplacements relatifs élastiques.



86 V. VOLTERRA ET E. VOLTERRA.

2° Que lamplitude de cette rotation relative est proportion-
nelle au moment de la résultante pris au centre de Uellipse, le
coefficient de proportionnalité étant une constante du systéme
que, par analogie avec ce qui se fait en général pour les éléments
terminauzx dans la théorie de Uellipse d'élasticité de Culmann,
on continuera & appeler « poids élastique ».

3° Que si Uon imagine le « poids élastique » réparti sur le plan
donné de telle sorte que son ellipse centrale d’inertie coincide avec
Pellipse des déplacements relatifs élastiques, le déplacement rela-
tif de deux points quelconques de deux faces de la coupure, pri-
mitivement coincidant, a pour composante suivant une direction
quelconque le produit de la grandeur de la résultante déja
nommée par le moment du second ordre du poids élastique pris
par rapport a la ligne d’action de la résultante et par rapport a
la direction sur laquelle on projette le déplacement.

Il n’est pas nécessaire dans la pratique de recommencer la cons-
truction de 'ellipse pour toute section qu’on veut soumetire & exa-
men. Dans les cas les plus courants méme, une seule ellipse vaut
pour tout un systtme de sections, comme il résulte du théoréme
suivant :

87 deux sections d'un systéeme plan sont obtenues détachant une
portion de ce solide non connexe avec le reste et non soumise a des
actions extérieures, il leur correspond un méme poids élastique et
une méme ellipse des déplacements élastiques relatifs.

4. Pour comprendre I'importance des considérations qui pré-
cédent, prenons une poutre cylindrique a axe rectiligne (axe X)
fixée a ses deux extrémités A et O et sollicitée par une force P nor-
male a son axe, par exemple parallelement a 'axe Y ( fig. 22a).

Le probléme de I'équilibre pourra étre considéré comme résolu si
I'on arrive & obtenir les caractéristiques de I'état de tensions dans
une section droite quelconque X.

La force P produira généralement dans une telle section un
moment de flexion M et un effort tranchant T dont on pourra déter-
miner les grandeurs en imaginant pratiquée la coupure usuelle sui-
vant 2 et en contraignant les deux faces de cette coupure 4 une rota-
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tion relative autour de I'axe principal d’inertie, parallele 4 OX, et &
une translation relative dans la direction OY.

On obtient ainsi deux déformations du type représenté par les
figures 225 et 22 ¢ (Iéchelle des ordonnées étant, bien entendu, trés
différente de celle des abscisses).

Si la rotation relative des deux faces de la coupure est.-égale a
I'unité, le produit de la grandeur de la force appliquée par 'ampli-
tude y' de la déformation, mesurée sur la ligne d’action de cette force
doit selon la formule (43) mesurer le moment de flexion M.

lp
! fo o)
!Y b)
|
!
.'
!
!
|

<

- _---—-_--_-—--’

o & o & S—— — . — . a—

<)

ly

Sur la figure, on voit que la rotation en question est mesurée

Fig. 22.

par % On aura donc pour mesure de M : B;l_'_l_’

De méme, si la translation relative dans la deuxiedme déformation
est mesurée par l'unité, d’aprés la formule (42) on obtient I'effort
tranchant T en multipliant la grandeur P de la force donnée par
I'amplitude y” de la déformation, mesurée a la droite de P. Surla
figure 22¢ la translation est désignée par ¢, 'effort tranchant T sera
vy,

Yy

Le probléme proposé est donc résolu quelle que soit la grandeur
de la force P, et plus généralement quel que soit le systéme de forces
telles que P qui agissent sur le solide.

par conséquent mesuré par
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Si la force P constante en grandeur se déplace le long de la poutre,
parallélement a elle-méme, les deux courbes de déformations que
nous avons tracées, fournissent par simple lecture des ordonnées,
avec une échelle convenable, les valeurs du moment de flexion et
de leffort tranchant dans la section X choisie et sont les courbes
d’influence des caractéristiques des tensions internes relatives a cette
section.

Fig. 23.

5. Considérons le cas plus général d’un arc élastique fixé a ses
deux extrémités A et B (fig. 23). Imaginons pratiquée la coupure
suivant une section quelconque X et contraignons les deux parties a
prendre I'une par rapport a lautre un déplacement relatif, par
exemple une rotation relative unitaire autour d’un point déterminé C.
I1 suffit pour cela d’appliquer aux deux faces de la coupure deux sys-
témes de forces R, égales entre elles et opposées, telles que la ligne
d’action r de la résultante des forces agissant sur chacune des faces
soit l'antipolaire du point G par rapport a I'ellipse des déplacements
élastiques relatifs.

Puisque 'amplitude de la rotation est mesurée par le produit du
poids élastique W par le moment Rd de la résultante déja nommée
par rapport au centre O de l'ellipse, on obtiendra la rotation unitaire

par la condition
I

WRd =1, d’ot R= wa
La construction de la déformée de I'axe géométrique de I'arc, ainsi
divisé en deux trongons indépendants, soumis a des forces connues

en fonction des sections terminales, ne présente plus aucune diffi-
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culté. D’autre part la déformée elle-méme est immédiatement inter-
prétable comme ligne d’influence du moment du syst®me des ten-
sions internes qui se transmettent a travers la section considérée X
par rapport au centre arbitraire C.

Fig. 24.

6. Pour tracer la ligne d’influence, on peut utiliser, comme a
montré G. E. Beggs [589], [60], [61], des modeles et des appareils
mécaniques. Il suffit de construire un modele a une échelle conve-
nable du systeme élastique a étudier, de le soumettre aux distorsions
voulues et de relever directement les déplacements de ses divers
points.

Diameatre : B Poutre Fixe l l Diamétre a+4 - Poutre Fixe
(o) (b)

£ £ %
Se——

Diamétre a-A Poutre Fixe I [ Poutre Fixe J

(c) (d)
Fig. 25.

D’excellents résultats peuvent étre obtenus avec des modeles en
celluloid. La construction est alors singulierement facilitée par le fait
qu'il n’est méme pas nécessaire de reproduire & I'échelle le corps a
étudier. Il suffit que les diverses sections du modéle aient leurs
moments d’inertie (par rapport d leur axe neutre) proportionnels aux
moments d’inertie des sections correspondantes du corps, de telle
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sorte que le modele puisse dans lous les cas se réduire & une simple
lame d’épaisseur constante.

Supposons qu’on veuille étudier un systéme élastique a plusieurs
encastrements, par exemple celui représenté par la figure 24 et qui
comporte la détermination de neuf inconnues hyperstatiques.

Pour étudier ces inconnues, il suffit de munir les encastrements
de dispositifs permettant de réaliser simplement et sarement les dis-
torsions : de fagon qu’il soit possible de dégager a volonté une extré-
mité encastrée et de faire subir au corps un déplacement relatif par
rapport au systéme fixe de référence, auquel sont rigidement reliés

Fig. 26.

les autres appuis. Pour obtenir un tel résultat on utilise le dispositif
de la figure 25 qui consiste essentiellement en deux robustes poutres
d’acier: la poutre inférieure est fixe, tandis que I'autre, liée a I'extré-
mité du modele qu’on veut étudier est fortement attirée vers la
premiére par un systéme convenable de tendeurs. Les deux poutres
présentent deux couples d’encoches en 'V, face a face, dans lesquelles
on peut glisser a volonté des tiges de formes et de dimensions diverses,
de facon & déterminer différentes positions de la poutre mobile par
rapport a la poutre fixe.

Si les encoches et les tiges sont soigneusement calibrées, on peut
déterminer une translation ou une rotation de ’extrémité du modele,
translation et rotation d’amplitudes aussi faibles qu’on veut et par-
faitement connues.

Pour la mesure des déplacements, on se sert de microscopes
micrométriques pointés sur les différents points A de I'axe du modele

(fig. 26).
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Un des fils du réticule, celui qui coincide avec 1'axe du micro-
metre, est placé dans chaque instrument, de manidre a coincider a la
ligne d’action de la force P qui agit sur le point & observer. L'autre fil
est amené successivement sur 'image du point dans ses positions
successives : A, A'. Par différence, on lit sur le micrométre la mesure
du déplacement produit par chaque distorsion, ou, plus exactement,
la mesure de la projection du déplacement sur la direction de la force,
ce qui permet une utilisation immédiate puisque cetle projection
est nécessaire dans 'application du second principe de réciprocité.

XI. — Fondements de la théorie des déformations élastoplastiques.

1. Dans le calcul des structures hyperstatiques soumises a un
systéme donné de forces extérieures, il est nécessaire aussi de tenir
compte des déformations que le matériau résistant peut présenter
lorsque les tensions internes viennent a dépasser la limite d’élasticité :
déformations plastiques. On sait que leur intervention peut étre
favorable a la stabilité de la construction en déchargeant telle partie
de la construction qui, étant encore dans le stade élastique, serait
trop chargée, aux dépens des autres parlies initialement moins
chargées et dans lesquelles les efforts peuvent bénéficier a la stabi-
lit¢ de 'ensemble.

Sur l'aptitude que possédent plus ou moins tous les matériaux
employés dans les constructions a subir des adaptations plastiques,
aptitude qu’on a comparé, suivant une heureuse formule, a4 une
thérapic naturelle de la construction, les techniciens plus experts
et hardis ont toujours compté.

Francois Hennebique, un des pionniers de la construction en
béton armé et un des meilleurs ingénieurs modernes, qui a fait
école el dont les enscignements ont formé les principaux techniciens
du béton armé depuis les débuts de son emploi, enseignait & compter
sur les qualités plastiques du matériau en adoptant des dimensions
volontairement insuffisantes de la structure au point de vue de la
théorie ordinaire de I'Elasticité. Il était convaincu que par ce procédé
il pouvait obtenir une meilleure utilisation du matériau et aussi en
ne retardant pas trop le désarmement de la structure pour réaliser
les adaptations plastiques opportanes pendant la phase de prise du
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béton, pendant laquelle le matériau estle mieux en état de subir sans
dégat ces déformations plastiques.

Danusso [ 62] a posé, dans une conférence, prononcée en 1934 au
Séminaire mathématique de I'Ecole Polytechnique de Milan, les
bases d’une théorie des déformations plastiques et plus tard Colon-
netti (¢) [63], [64], [65], [66], [67], [68] a développé sur ces bases
une théorie de I’équilibre élastoplastique qui permet de soumettre a
une analyse rigoureuse les affaissements plastiques qui se réalisent
effectivement dans une structure sollicitée, et de préciser dans
chaque cas particulier I'importance de la déformation plastique que
le matériau peut supporter sirement sans aucun dommage.

2. Pour schématiser le phénomene et plus précisément la fagon
dont les déformations permanentes se présentent, la voie a suivre est
la suivante : Il faut postuler 'existence d’une limite d’effort au-dela de
laquelle le matériau passe de l'état élastique a I’état plastique, telle
que en deca d’elle, la déformation se maintient parfaitement élastique
(conformément a la loi de Hooke). Au dela de cette limite au contraire,
se produisent sous charge constante des déformations parfaitement
anélastiques, qui se superposenl au phénomeéne élastique, sans par
ailleurs altérer ni influencer ses caractéristiques et en particulier
son aptitude & s’annuler lorsque cessent d’agir les causes qui les ont
produites.

Or, il y a dans la nature des matériaux, par exemple l'acier doux,
dont le comportement effectif se rapproche des conditions énoncées
plus haut avec une grande approximation, de telle sorte qu’on peut
les utiliser avec une approximation plus que suffisante pour la
technique.

I1 s’ensuit que, s'il arrive que les tensions internes atteignent la
limite d’¢lasticité dans quelque partie du systéme, on doit admettre
sans autre hésitation que dans cette partie les tensions internes
cessent immédiatement de croitre et des déformations permanentes
commencent & se produire, qui ne s’arrétent que lorsque le systéme
atteint un état d’équilibre compatible, non seulement avec les valeurs

(*) On peut trouver une bibliographie compléte des travaux de Colonnetti sur ce
sujet dans son récent livre intitulé : L’équilibre des corps déformables, Paris,
Dunod, 1955. ’
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données des forces externes appliquées. mais encore avec les valeurs
fixes et connues, prises par les tensions internes dans la partie
considérée du systéme.

Dans le probléme, nous en sommes venus a introduire comme
nouvelles inconnues les déformations imprimées, mais en méme
temps, autant d’inconnues primitives ont disparu ou mieux, ont pris
des valeurs connues qui sont les tensions internes correspondantes.

3. Si une poutre métallique de profil semblable a°celui illustré
dans la figure 274, a é1é soumise & un moment de flexion M, qui va
en croissant de zéro a une valeur finale sous laquelle la poutre fléchit,
les fibres extrémes de la poutre deviennent vite grandement défor-
més. La section de cette poutre esl rapportée a ses axes principaux
d’inertie (X, Y) et est symétrique quant a 'axe Y, qui se trouve
dans le plan du moment de flexion et, dans le cas plus général, n’est.
pas symeétrique par rapport a 'axe X.

Le diagramme effort-déformation, obtenu d’aprés un spécimen
emprunté de la poutre, est représenté dans la figure 275. La limite
de proportionnalité du matériel est représentée par o), la limite
d’¢lasticité maximale par oy, la limite d’élasticité minimale par o7 et
Ieffort final par o,,.

Afin de simplifier le diagramme effort-déformation pour les appli-
cations numériques, on peut supposer que, passée la limite d’¢lasti-
tité, la loi de Hooke n’étant plus applicable, le matériel est déforms,
de plus en plus, sous un effort constant.

Mais, pour quelques matériaux spéciaux, le phénomeéne peut étre
décrit d’une fagon plus précise en lenant compte de I'effet du durcis-
sement. Dans ce cas, il est commode d’assumer que, au-dela de la
limite d’élasticité, I'augmentation de la déformation est fonction
linéaire de D’effort, le matéricl conservant sa caractéristique de ne
pas revenir a son état original quand ’effort est supprimé.

Dans la figure 27d, prenant R comme le nouveau module de
proportionnalité, la déformation totale au-dela de la limite d’¢lasti-
cité sera exprimé par

¢ I 1
€totale = Eélastique —+ Eplastique = R Ty ('ﬁ - 'E) ’

la déformation élastique par

Eslastique =

=la
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et la déformation plastique par
Eplastique = (0 — Ty) (-l% — _IE) .

Melan [69] appelle ces deux hypotheses respectivement celle du
« matériel plastique idéal » (A) et celle du « matériel avec une limite
linéaire de durcissement » (B).

Si le moment de flexion de la section de la poutre métallique
considérée est augmenté, en conservant le plus grand effort dans le
matériel au-dessous de la limite de proportionnalité, c’est-a-dire
au-dessous de la limite élastique oy, la distribution de V'effort a travers
la section de la poutre est illustré par un diagramme triangulaire.
Ces efforts normaux font équilibre 4 un moment fléchissant interne
dont la valeur est

M= Cb'vvelasﬁque-

Dans cette expression, W 4. représente le module élastique de
la section calculé, en se référant a son axe neutre XX, dont la
position est déterminée par la méthode bien connue d’élasticité
appliquée. La distribution triangulaire des efforts reste valable
jusqu’a ce que Deffort, dans I'élément le plus déformé de la section
atteigne la limite d’élasticité, ou bien en tension ou en compres-
sion (oy, gyc). Le moment de flexion correspondant est alors

Mélaslique = 0y wélasthue-

A partir de ce moment, selon '’hypothése A du « matériel plastique
idéal », si le moment de flexion externe augmente, il n'y aura plus
d’autre augmentation dans l'effort de 'élément le plus éloigné. Mais
I'effort des éléments les plus rapprochés de I'axe neutre atteindront
successivement la méme valeur et finalement, le diagramme des efforts
sera représenté comme dans la figure 274, la section entiére étant
alors dans une condition plastique. En supposant que les sections
restent planes pendant toute la déformation, le moment de flexion
maximale auquel la section est soumise dans cet élat final est

Mplasthue = Oy Wplasllque-

I1 doit étre calculé en se rapportant a4 un axe neutre nouveau XX
(fig. 27¢) qui, au cas limite, divise la section en deux aires A, et

A; de fagon que
O'y(- Ai = O'J-t Ag.
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Dans le cas pour lequel o). =0,,, il est possible d’exprimer dans
une forme simple les valeurs de W ,mquer W pissugue €t le rapport

W .
w = W":""—:L“'l pour les sections les plus communes.
clastique
Le rapport === W pinstque représenté par w et désigné « le coefficient de

Masthue
plasticité de la section » représenle une mesure de la capacité de la
section a résister & une déformation plastique. Les valeurs de

Wetasuquer Wpiasiguo €t ' sont données pour huit sections différentes
dans la figure 28 [70].

4. Dans l'état élastoplastique de déformation, il est possible de
distinguer dans la courbure totale (¢yyy.) d’une section d’une poutre
fléchie une fraction élasuque (cé,,,,,m,.), c’est-a-dire la courbure que
la section prendrait si elle pouvait résister élasuquement au moment
de flexion M, et également une fraction qui sera appelée courbure
plastique (Cpjasuque) €t qui représente la différence entre les deux.

Ainsi

Ctotale = Célastique + Cplasiique-

Ainsi
— M .

El

Pour une section rectangulaire (fig. 29), en supposant que le
matériel ait la méme résistance a la compression qu’a la tension, il
est trés simple de déterminer la relation entre la courbure totale et
le moment de flexion [70]. Pour ce faire, il est nécessaire d’exprimer
la condition d’équilibre de la section soumise au moment de
flexion M.

On peut déduire la relation suivante entre les deux moments

de flexion : M5 €8 M du diagramme des efforts de la section
flléchie

(44) Mplasllque—' M= %B d:? Oy
ou d représente la distance de l'axe neutre au plan dont les fibres
viennent d’atteindre la limite d’élasticité.

Mais du diagramme de déformation de cette méme section on a

Ty
Ctotale = Ead’
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Forme
de l1a Section

Moment d’inertle, 1

Module elastique
de la section,

Module plastique
de la section,

_ W plastique _
" W clastique

‘W élastique. ‘W plastique
T He B L
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H=B
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Q_“ nHS nH 0.2122mH
V. &_y_ 6 7 & = 1.70
,;a; = 0.0491 H* "= 0.0983 H? = 0,0167H® +
5- BH _ BH! _ BH!
ES 36 F 10.126 2.37
V. - Y = 0.0278 BH? = 0.0416 BH? = 0.0987BH*
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T*' - :
_¢ | BH® BHS BH? B+(1—Bya
7 B+(—=B] | ——[B—(1—B)a’] | =~ [B—(1—B)=] 5 —
vi. 4] r‘;_ 12 6 3 B+(1—B)o?
B~
bt k;r_
BH? BH? BH? 28 + (1—2B) at
VI = S 8- —2pe)| S (28— —2f)e)| = [1B—(1—2B)a]| 1. 'ﬁ%::l_—ﬂg‘;':"
B
gt
s BH?® 1—a--p)(-2
A e B s
B>

Pour sections symetriques, d,= d,= §, = 8,=

Pour seclions i A d,:éﬂ, d,:%l-l, 6,:%; 6,=H(

Fig. 28.

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° 147

. h b
oy traction = gy compression * & = & B= B

(Par autorisation de la London Institution of Civil Engineers.)
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Alors
d= -
Ecuwtate
et la formule (44) devient
Ba3
Mpluthno'— M= th{u-l:’

de laquelle on peut déduire 'expression suivante POUT Cyyyyp6 ©

’

7
B:r

5 =5 3 (Myiasique— M)
(45) Ciotale E 3 (Mpiastique— M)

La formule (45) peut s’appliquer sans changement a n’importe
quelle poutre fléchie, ayant une section symétrique par rapport A
I'axe X, et pour laquelle la zone élastique de P’effort réside entidre-
ment dans la portion rectangulaire de la section, la largeur de cette
portion étant B (fig. 29).

On peut trouver la relation entre le moment de flexion et la cour-
bure totale d’une fagon plus générale par une méthode graphique
donnée par Colonnetti [71].

Les figures 30 et 31 donnent les valeurs calculées des courbes qui
donnent la courbure totale contre les moments de flexion pour les
deux types différents de profils de poutres, c’est-a-dire une poutre
ayant une section en croix et une poutre ayant une section rectan-
gulaire, et les valeurs calculées sont comparées a celles qui ont été
dérivées des expériences.

Comme le montrent les diagrammes, les courbes expérimentales
sont toujours au-dessus de celles qui ont été calculées.

La divergence des deux courbes devient de plus en plus prononcée
au fur et 3 mesure que le moment de flexion est augmenté au-dessus
de la valeur M > M,;,5uqu0 € le phénomene de durcissement aux bords
de la section augmente d’importance [70].

8. Comme on le sait, dans des conditions élastiques, la théorie des
poutres fléchies est basée sur la possibilité d’intégrer 1'équation de
la courbe de déflexion

d2 M
(46) ZZ;:% = — Célastique = — {y°
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On peut se servir de 'équation (46), passée la limite d’élasticité
pour la courbe de déflexion de la poutre, pourvu qu’on substitue a
la courbure élastique la courbure totale; alors

(47) 2y -

ar Cotale = — (Colastique + Cplasﬂquo)-

Diagramme cntre e momont de flexion ct la courbure pour une poutre en régime Slasto-plastique.

Section & o Dimensions: H=8 =7,43cm.; h =b = 2,45 cm,
| = 89,80 cm$ Wslastique =24,18 cm'.;wplostique = 41,27 cm’;
W =1,707; o p=2,3830 To/cn’; 0 y =2,6028 To/cm®;

om =4,8272 To/cm'; E = 2037 To/cm *

M plastique  107.439 cm Kg

l -
T T Too-e----====F
! _-',__-'---—
“’—"
-
» P
M élastique /61,929 cm Kg
%
» ’ ’
m“.w- M“
#:--4--+ Valeun calculées
KL '"9301‘ R A R T | 7 PR
Fig. 3o.

(Par autorisation de la London Insutution of Civil Engineers. )

Si I'on suppose que le moment de flexion M, aprés avoir atteint
une valeur M > M g relourne a gzéro, la courbure ¢lastique
deviendra aussi zéro, mais la courbure plastique ne disparaitra pas
et 'équation (47) deviendra

d?
(48) E};, == == Cplastique-
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A T'aide de I'équation (48) on peut calculer la déflexion perma-
nente d'une poutre qui a été fléchie au-dela de la limite d’élasticité.

Dans les conditions ¢lastiques, en considérant la courbe de
déflexion comme une courbe funiculaire pour une charge imaginaire
représentée par le diagramme de courbure, on peut déduire une
méthode graphoanalytique trés simple pour calculer les déformations
des poutres.

On peut étendre la méme méthode au cas qui nous intéresse en
considérant le diagramme de la courbure totale au lieu du diagramme
de la courbure élastique, et ainsi on peut calculer les déformations
des poutres dans des conditions plastiques [70]. (voir § 8 de ce
chapitre).

6. Des considérations semblables a celles faites pour les poutres
métalliques, fléchies au-dela de la limite d’élasticité, peuvent étre
étendues, pour unc période limitée de la déformation, aux poutres
de béton armé [ 72], [ 73], [74].

Des essais de compression ct de traction sur les prismes de béton
montrent que la relation entre I'effort et la déformation peut étre
représentée graphiquement par un diagramme semblable a celui
illustré dans la figure 32 [75]. Les efforts ont éLé représentés verti-
calement, les déformations horizontalement. Les valeurs positives
représentent les tractions, les négatives les compressions.

La déformation de compression ¢, peut étre exprimée avec
une approximation suffisante dans les termes de I'effort par la loi
suivante [76] :

Etotale = Eélastique — Eplastique = ‘;1‘ -+ 0,10 m'

E représente la valeur initiale du module d’élasticité pour le béton,
c’est-2-dire l'inclination de la tangente a l'origine du diagramme
effort-déformation. o,y ). représente le maximum de résistance de
compression du béton de forme prismatique. On peut encore
exprimer celte quanlité avec une approximation suffisante en
fonction de la résistance prismatique de compression du béton par

la formule [77] :

Gcom pr.
E= PRESEERAL.. 1 4L 2),
550 TTyr— (t/cm?)
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La branche qui représente la traction commence a l'origine avec
la méme inclination E que l'autre, mais, pour une petite valeur de
Veffort, change sa direction et devient presque parallele a I'axe de
déformation. Si le béton n’est pas armé, cette dernidre phase du

o traction

¢ - constant o
20 16 1,2 0,8 0,4 ton E € traction - ¢~
20 0.4 0.8 1,2
40 Déformation o/oo
60
€ 80
compression - Tt 0,10 _E"_TF 100
120
140
160
180
200
220
240
260
280

300

Déformation o/o0

d compression

Kg/cm? (o)
g = constant

£
LY e

4] = 580555 SO L. (To/cn')

tn™UE
0,1 0,2 0,3 0,4 Déformation ofoo
(b)

Fig. 32. — Relations entre les tensions unitaires
et les déformations unitaires pour le béton.

(Par autorisation de la London Institution of Structural Engineers).

phénomene n’existe pour ainsi dire pas et le spécimen se brise rapi-
dement. Mais, si le spécimen est suffisamment armé, le béton peut
résister & des déformations plus importantes avant de se rompre,
et alors on peut voir trés clairement cette seconde phase du

phénomene [78].
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On peut représenter ce phénomene avec une approximation suffi-
sante, par deux lignes droites, dont la premigre, partant de I'origine
représente les efforts positifs sous cerlaines valeurs facilement
déterminées correspondant a la phase élastique, et dont la seconde,
paralléle a 'ase de déformation et par conséquent représentant des
déformations augmentant & l'infini sous un effort constant, repré-
sente la phase plastique du procédé [79].

Le sommet de l'angle représente la limite ¢lastique du béton a la
traction.

Si une poutre de béton armé est soumise & un moment de flexion
augmentant de zéro jusqu’a la valeur a laquelle la poutre se rompt,
on peut distinguer trois phases différentes de déformation de la
poutre [75] :

a. Une phase élastique. — Pendant cette phase, le béton est
soumis en méme temps a une compression el une traction et se
comporte comme un corps élastique. ’

Toute la section, par conséquent, considérée comme homogene,
résiste a la charge externe.

b. Une phase élastoplastique. — Quand le béton atteint la limite
de l¢lasticité a la traction, une seconde phasc commence. Par
analogie avec les poutres métalliques fléchies au-dela de la limite
élastique, nous appelons cette seconde phase la phase élasto-
plastique. Cette seconde phase a, dans le cas d’une poutre de béton
armé ordinaire, une durée trés courte. En effet, des craquelures se
produisent dans le béton quand I'élongation atteint 0,3 °/,,.

c. Une troisiéme phase finale. — Clest la plus importante phase
dans la déformation d’une poutre de béton armé. Pendant cette
phase, le béton, qui est maintenant rompu, n’offre aucune résistance
a la traction, qui est, néanmoins, compltement absorbée par I'arma-
ture d’acier.

En préparant le projet d'une poutre en béton armé, on néglige
ordinairement les deux premidres phases pour seulement considérer
la troisiéme. Pour cette raison, nous négligeons complétemenl méme
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la résistance trés limitée a la traction qui est offerte par le béton et
calculons le renforcement comme résistant a toute la traction (7).

7. Le théoréme fondamental sur lequel est basée la théorie de
I’équilibre élastoplastique donnée par Colonnetti est le suivant :

Les tensions internes (de composantes Ty1, Tag, Tsa, Tiay T3, Tas)

qui caractérisent Uétat d’équilibre sont celles qui rendent
Uexpression

I= ¢+f[“-’u?u+122722+133733+ Tia V12 T13T1a + TazTas | AV
v

minimale par rapport a toutes les valeurs que U'expression peut
prendre compatibles avec les déformations plastiques (de compo-
santes Y11, Yaz, 11> Y125 Y3y Y23) €¢ les forces externes données.

@ représente I'énergie potentielle ¢lastique

¢=fcpdv,
\4

¢ étant une forme quadratique homogene, essentiellement positive
'des six composantes spéciales des tensions, rappelées plus haut.

Les k équations auxquelles donnent licu de telles conditions de
minimum sont linéaires el non homogénes non seulement par rapport
aux k paramdtres de 1'état des tensions (inconnues hyperstatiques)
mais aussi par rapport aux caractéristiques de l'état de coaction
(paramétres en fonction desquels, dans des cas particuliers concrets,
on peut exprimer linéairement les déformations imprimées).

8. Considérons une poutre continue sur quatre supports dans les
conditions de charge illustrées dans les figures 33, cas A et B.

Quand la travée centrale est fléchie au-dela de la limite élastique,
des déformations plastiques sc produisent. Il est facile alors
d’étendre a ces cas le théoreme des trois moments qui exprime les

(7) Dans les considérations ci-dessils, nous n’avons pas tenu compte de la « pré-
contrainte ». Un traitement complet de cet important probléme a été donné par
M. Colonnetti dans soun livre récent : Léquilibre des corps déformables, Paris,
Dunod, 1953.
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Cas A Cas 8
Position de la charge Position de la charge
}— Iy —l— I, +— Is q
|
F— =1,
Déformations de la poutre. Déformations de la poutre.
e se"; 6, e!E %e’: get 6, el’ b‘
Diagramme des moments de flexion. Diagramme des moments de flexion.

§
]
= [MA
M ﬁumqua
+
Diagramme de la courbure Diagramme de la courbure
H
i3 £
t'-"l- Eluhm ’[ Tw
-
Diagramme de la courbure plastique. Diagramme de la courbure plastique

Fig. 33.
(Par autorisation de la London Institution of Civil Engineers.)
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conditions de contlinuité a chaque appui a l'aide de la méthode
graphoanalytique [70].

Les angles de rotation aux appuis centraux seront

0, — _I_ D‘IAli
T3 7Er
Pl’ DT‘LAI 1
0y = TE;Y -+ W’E -+ avfcplasthuo ds.

La condition de continuité est celle-ci @

01 _— 02.
Alors
My 2 Pl

(49) '_IA'~ (\§‘ 1+ lz> -+ S_E% ~+ [ Cplasique @5 = 0,
mais la courbure plastique (c¢pasuque) €st une fonction du moment
fléchissant au centre de la poutre Iy, et aussi du moment hyper-
statique inconnu I, dont ce moment fléchissant dépend. De la
formule (49) on peut toujours déduire la relation entre le moment
fléchissant hyperstatique et la force externe P.

Colonnetti a obtenu le méme résultat que celui donné par la
formule (49) en utilisant son théoréme de minimum d’énergie.

Pour le cas B de la figure 33 nous obtiendrons a la place :
I mAl1

01=—

3Rl

Pl  OMal,

1
0, = g_ﬁ —+ <EL -+ 3 Cplastique &5,

mais ici encore
01 =— 62.

De 1a,

Pl2
50) M‘& Eli + 1) + 22 % —+ [ Cplastique ds = 0.
EI \3 9EI

Si le moment fléchissant M,, dans la travée centrale est moindre que
la valeur limite du moment fléchissant ¢lastique (c’est-a-dire
M, << M yaguque) pour les deux cas A et B, alors cyypsuque = 0 et I'équa-
tion bien connue de Clapeyron en découle :

, M, /2 Pl
(49") .E_f(§h+l,>+ S_E;- =o.

, M, /2 2P}
(50") ﬁ(ﬁl’+”)+ﬁl_=°’



108 V. VOLTERRA ET E. VOLTERRA.

9. Particulierement importantes et intéressantes au point de vue
technique sont les conclusions qu’on peut déduire de 'application de
ces méthodes aux arches surbaissées en béton armé. Pour ces arches,
la courbe de pression qui est calculée par les méthodes ordinaires, en
se basant sur la théorie élastique, est plus ¢éloignée de la courbe
centrale de I'arche au sommet et aux deux butées. Cela veut dire que
les efforts dans le béton au sommet et aux deux butées atteindraient
des valeurs trés hautes et souvent inadmissibles, tandis que I'expé-
rience montre un état d’affaire plus satisfaisant. M. Colonnetti [80]
a montré que par l'introduction dans le calcul du facteur plastique et
par 'application de son théordme général de minimum d’énergie, on
peut expliquer I'apparente contradiction entre les résultats théoriques
et expérimentaux. L’adaptation plastique du matériel fait presque
coincider la courbe de pression avec la courbe centrale de I'arc et
réduit a des valeurs normales les efforts dans les sections qui sont
grandement déformées.

*On a pu, de cette maniére, justifier pleinement le comportement
statique d’ouvrages déja exécutés comme par exemple le pont &
arches sur I'Astico a Calvene établi en 1gog par M. Danusso, pont
qui, durant la premidre guerre mondiale, se trouva devoir supporter
des charges supérieures de beaucoup a celles pour lesquelles il était
fait.

Les forces auxquelles cette structure fut soumise, si elles avaient été
calculées suivant la théorie habituelle qui tient compte des seules
déformations élastiques, auraient été tellement intenses que le pont
n’eut absolument pas été en mesure de les supporter. En appliquant,
comme le fit I'Ingénieur Oberti [81], la nouvelle théorie, c’est-a-dire
en tenant compte des adaptations plastiques de la matiére, on se
rendit compte du comportement effectif de I'ceuvre.

XII. — Déformations systématiques.

1. Nous avons montré le comportement de certaines structures
hyperstatiques dans les cas dans lesquels, soumis a des charges
externes, P'effort dans certaines sections atteint la limite ¢lastique du
matériel. Une distortion s’ensuit dont 'effet est de diminuer les efforts
dans ces sections. Les efforts augmenteront, par conséquent, dans
les sections de la structure qui ne sont pas aussi fortement chargées.
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Cette réaction du matériel peut étre comparée a une défense naturelle
organisée par la structure elle-méme. Sans cette défense, la structure
serait détruite par les forces externes. L'idée vous vient naturellement
qu’on devrait imiter et supplémenter la réaction automatique de la
structure, en créant artificiellement certaines distortions. Celles-ci
tendraient & augmenter la résistance de la section en question aus
conditions externes dans lesquelles cette derniere serait détruite,
conditions telles que les charges accidentelles ou permanentes, I'effet
des variations de température, la contraction du béton, ou le fléchis-
-sement des liens internes ou externes.

Le probléme dans tous ces cas est d’effectuer, sur la structure elle-
méme, quand elle vient d’étre construite, une opération chirurgicale
trés délicate, puisque les distorsions qu’on doit produire et qui
doivent rester imprimées d’une fagon permanente dans la structure
sont généralement Lrés pelites, et il faut les ajuster d’une fagon tres
précise si 'on veut éviter d’une part un cffet insuffisant et d’autre

part un remeéde pire que le détaut initial [82], [83], [84].

2. Ces méthodes ont trouvé leurs applications les plus importantes
dans les ponts en arches en béton armé.

Il y a 150 ans, Perronet cherchait « les moyens qu’on pourrait
employer pour construire de grandes arches de pierre de 200, 300,
4oo et jusqu'a 500 pieds (65, 97, 130 et 162 m) d’ouvertures qui
seraient destinées a franchir de profondes vallées bordées de rochers
escarpés ». Avec les moyens actuels, les prévisions de Perronet ont
été largement dépassées.

On considére comme un progrés des plus remarquables de la
technique de la construction moderne ce procédé qui a permis des
réussites extraordinaires dans les constructions des ponts, surtout en
France, avec l'ingénieur Freyssinet [83], [86], [87].

La premiére application de la méthode fut faite par M. Freyssinet
au pont de Voudre sur PAllier en 1913 (Llrois travées de 74, yg et 74 m).
En 1914-1919 M. Freyssinet appliqua cette méthode au pont de
Villeneuve-sur-Lot (ouverture : 98 m) [88], en 1923, au pont de
Saint-Pierre-du-Vouvray (ouverture : 131 m) [89], en 1927, au pont
de la Caille sur le torrent de I'Usse, en Haute-Savoie. On com-
pléta en 1930 avec l'aide de M. Freyssinet le pont de Plougastel
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sur Elorn prés de Brest qui, avec trois arches de 185 m, constitue
un record des constructions de ponts en béton armé [ 90], [91].

Aux Etats-Unis on a bati pendant les années 1931-1932, suivant la
méthode de M. Freyssinet, le pont sur la Rogue River en Oregon.
Cette structure consiste en une série de sept arches symétriques en
béton armé de 76 m de portée chacune [92], [93].

o 5

Fig. 34 a.

Dans les structures du genre ci-dessus, l'effet prédominant qu’il
faut combattre est la contraction du béton, qui se fait graduellement,
et qui se termine environ 18 mois apres la solidification du matériel.

Fig. 34 b.

Une seule opération serait insuffisante. Ce procédé de compensa-
tion doit étre fait en méme temps que la contraction se produit, et
pour étre vraiment utile, sans arréter la circulation sur le pont.

Ce procédé utilise une série de distorsions de Volterra produites
par des vérins hydrauliques et maintenus par des coins rigides
métalliques qui sont introduits dans la structure du pont.

Afin d’éviter des embarras de circulation et en méme temps de
permettre des opérations répétées, le procédé suivant a été souvent
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suivi : Un fronton en béion est béti sur une des butées du pont pen-
dant sa construction. Sur ce fronton on laisse des niches spéciales,
dans lesquelles on introduit des vérins hydrauliques, et ceux-ci pro-
duisent les distorsions voulues 4 intervalles réguliers. Les déforma-
tions ainsi produites sont mesurées par des instruments délicats mais
qu’on peut lire facilement.

3. Pratiquement, le probléme se discute de la manitre la plus
simple au moyen de la théorie de I'ellipse d’¢lasticité ou ellipse de
déplacements terminaux de Culmann [94], [95].

En se référant au plan de symétrie de I'arc, nous pouvons réduire
le probléme a deux dimensions. Pour toute section de I'arc, la résul-
tante des tensions inlernos sera une certaine force R, dont I'intensilé
et la direction peuvent se délerminer directement. Sil'on coupe I'arc
suivant une section arbitraire X, les faces de la coupure se déplace-
ront 'une par rapport a l'autre et le mouvement relatif est une
rotation dont la valeur A® est reliée au poids élastique G de I'arc et &
la distance d du baricentre élastique a la ligne d’action r de la résul-
tante par la relation

AD =R,Gd

et qui a lieu aulour de l'antipéle O de r par rapport a Iellipse
d’élasticité de l'arc ( fig. 34 a).

On pourra toujours prendre pratiquement comme section celle qui
contient le point O. L’arc étant coupé suivant cctte section, on y
introduit par force un coin rigide d’ouverture A® annulant ainsi 'auto-
tension R;. Sile coin lui-méme est ¢lastique, il faudra tenir compte
de ses propres déformations ( fig. 34 b).

4. Au lieu de corriger l'cffet de I'autotension avec un seul force-
ment, on trouve parfois préférable d’utiliser plusieurs distortions
dont ’ensemble annule I'effet de 'autotension R. Sur les figures 35 a
et 35 b, est indiqué a titre d’exemple le procédé qu’il convientd’appli-
quer dans le cas de trois distorsions : une.a la clef, les deux autres
symétriques aux reins. Trois points Oy, Oz, O, élant choisis non
alignés, on détermine les antipolaires 74 ry 7, par rapport a ellipse
d’élasticité de Parc et 'on décompose R suivant ces trois directlions.
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D’on trois forces Ry, Ra, R, auxquelles correspondent les rotations
AD, = R,G d),

A¢z = Rzg/ dg,
A®y = R:G d,

par rapport & Oy, O,, O; respectivement. On introduit dans les jeints
des coins ayant pour ouvertures les rotations calculées ct ainsi se
trouve détruit le précédent état de tensions élastiques.

Fig. 35 a.

Fig. 35 b

Les considérations que nous venons de développer pour les ponts
en arc en bélon armé peuvent évidemment étre reprises pour des
types de constructjons plus variés et plus complexes.
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