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Uvod

Jednotlivé obory matematiky studuji razné objekty svého zajmu (grafy, uspo-
fadani, vektorové prostory, topologické prostory, ...) a rizné morfismy mezi
nimi (homomorfismy, linearni zobrazeni, spojita zobrazeni, ...). Mnohé pojmy,
konstrukce, tvrzeni i dikazy se pritom opakuji témér beze zmény, pokud abs-
trahujeme od konkrétni povahy danych objektt a morfismi.

Teorie kategorii je pravé takovym abstraktnim pohledem: studuje obecné
kategorie, totiz t¥idy objektu spolu s néjakou tFidou morfismu. Takovy pohled je
v jistém smyslu opakem mnozinového pohledu ,,zdola“ — prvky nosnych mnozin
nehraji vétsinou v kategorialnich konstrukcich zddnou roli, hlavnim predmétem
zajmu jsou morfismy a jejich vlastnosti. Uvidime, Ze i pfi takovém abstraktnim
pohledu Ize dokazat netrividlni tvrzeni.

Dalsim pfirozenym krokem je potom porovnavat kategorie navzajem, jak
uvidime v kapitole o funktorech. Funktor je zobrazeni, které objektim a mor-
fismam jedné kategorie prifazuje objekty a morfismy druhé kategorie, pfi¢emz
respektuje skladani morfismi. Uvidime, Ze mezi zdanlivé nesouvisejicimi ,,svéty*
lze spatfit zajimavé souvislosti, napfiklad reprezentovat objekty a konstrukce
jednoho oboru pomoci jiného. P¥ikladem je Stoneova véta o reprezentaci Bo-
oleovych algeber, ktera popisuje dualitu mezi Booleovymi algebrami a jistym
typem kompaktnich prostori.

I funktory lze potom porovnavat navzajem a zkoumat prirozené transformace
a ekvivalence mezi funktory. Pomoci pojmu adjunkce lze sjednotit popis riznych
klasickych volngch objektt (volny monoid, volné grupa, volna Booleova algebra)
a mnohé dalsi konstrukce z algebry, topologie, atd.

Pii nalezité abstraktnim pohledu ,shora® se téz vyjevi obecné pojmy uni-
verzality a pFirozenosti. Motivace pochazi z homologické algebry, ale priklady
se zjevuji v8ude. Vstiebat pojmy teorie kategorii obnasi zpracovat mnoho pii-
kladi z rozliénych obort matematiky — pokusime se zduraznit hlavné piiklady
souvisejici s informatikou.

Univerzalita produktu Zacneme ukazkou toho, jak kategorialni pohled sjed-
nocuje pojem soucinu, jakoz i tvrzeni o ném a jejich dikazy.

Vé&ta 0.0.1. (a) Kartézsky soucin [[ X; mnozin X; spolu se zobrazenimi (pro-
jekcemi) m; : [[ X; — X; méa nésledujici univerzalni vlastnost: je-li X libovolna
mnozina a jsou-li f; : X — X, libovolnd zobrazeni, pak existuje pravé jedno
zobrazeni f : X — [[ X, takové, Ze kazdé f; = m; o f. (b) Navic plati, Ze méa-li
néjaka mnoZina X spolu se zobrazenimi f; : X — X; tutéZ univerzalni vlastnost,
pak existuje jedina bijekce f : X — [[ X; takova, ze kazdé f; = m; o f.



Rikame, Ze zobrazeni f; : X — X; se faktorizuji pres m; skrze f: X — I1X;.
Podminku f; = m; o f vyjadfujeme stru¢né tak, ze diagram vyse komutuje.

Smysl véty je tento: soudin [ X; spolu se svymi projekcemi 7; : [[ X; — X;
do jednotlivych X; je univerzalni mezi vSemi takovymi. Kazd4 mnozZina X se
svymi f; : X — X, se faktorizuje pfes néj, a to jedinym zpisobem. Druhé ¢ast
véty pak Tika, Ze mnozina s takovou univerzalni vlastnosti je az na bijekci jedina.

Analogickou vétu miZeme ovSem vyslovit v mnoha jinych oborech.

Véta 0.0.2. (a) Soucin [[ X; grup X; (s operacemi po slozkich) spolu s pro-
jekénimi homomorfismy m; : [[ X; — X; ma nasledujici univerzalni vlastnost:
je-li X libovolna grupa a jsou-li f; : X — X, libovolné homomorfismy, pak exis-
tuje pravé jeden homomorfismus f : X — [[ X; takovy, ze kazdé f; = m; o f.
(b) M4-li ngjaka grupa X spolu s homomorfismy f; : X — X; tutéZ univerzalni
vlastnost, pak existuje jediny isomorfismus f : X — [[X; takovy, Ze kazdé
fi=miof.

Véta 0.0.3. (a) Soucin [[ X; uspoiddangch mnozin X; (s usporadanim po sloz-
kach) spolu s monoténnimi projekcemi m; : [[ X; — X; ma néasledujici univer-
zalni vlastnost: je-li X libovolna uspofddand mnoZina a jsou-li f; : X — X; libo-
voln& monotdnni zobrazeni, pak existuje pravé jedno monotonni f : X — [[ X;
takové, ze kazdé f; = m; o f. (b) Ma-li néjakda usporddand mnoZina X spolu
s monotonnimi f; : X — X, tutéz univerzalni vlastnost, pak existuje jediny
isomorfismus f : X — [[ X; takovy, Ze kazdé f; = m; o f.

Véta 0.0.4. (a) Soucin [[ X; topologickych prostori X; (s produktovou topo-
logii) spolu se spojitymi projekcemi m; : [[ X; — X; méa nésledujici univerzalni
vlastnost: je-li X libovolny topologicky prostor a jsou-li f; : X — X; libovolna
spojitd zobrazent, pak existuje pravé jedno spojité f : X — [[X; takove, Ze
kazdé f; = m; o f. (b) Ma-li n&jaky topologicky prostor X spolu se spojitgmi
fi + X — X, tutéZ univerzalni vlastnost, pak existuje jediny homeomorfismus
f: X = [1X; takovy, ze kazdé f; = m; o f.

Nabizi se tedy zavést pojem soucinu obecné, totiz pravé pomoci vyse popsané
univerzalni vlastnosti, bez ohledu na to, o které objekty a morfismy se jedna. I
ditkaz! jedine¢nosti (b) pak bude ve viech piipadech stejny:

1Skutednym dikazem bude pochopitelné az poté, co v dalsi kapitole podame pFesné definice.



Jelikoz [] X; s projekcemi 7; a stejné tak X se svymi f; jsou univerzalni,
existuje jediné faktorizujici f : X — [[ X; a jediné faktorizujici g : [[ X; — X
tak, ze m; = fiog = (m; 0 f)og =m; o (f og). To znamena, 7e skrze zobrazeni
fog:IIX: — [[X: se faktorizuji v8echna ;. Dalsi takovou faktorizaci je
trivialné identita na [ X;. Pfitom faktorizujici zobrazeni je jediné, takze f o g
je identita na [[ X;. Obdobné se ukaze, Zze g o f je identita na X. To znamena,
7e f a g jsou navzajem inverzni isomorfismy.

V&imnéme si, Ze konkrétni povaha objekti X; a zobrazeni f; zde nehraje
zéddnou roli, dikaz stoji na univerzalni vlastnosti sou¢inovych projekci. O prvcich
nosnych mnozin X; se diikaz ani nezminuje.

To je vySsi aroven abstrakce, nez je bézné feknéme v algebie, kdyz pii zkou-
méni néjaké konkrétni grupy muzeme ignorovat, o kterou jeji isomorfni kopii
jde, totiz co presné jsou jeji prvky zac; zde abstrahujeme dokonce od konkrétni
povahy zucastnénych objekti vibec. Mame-li v ruce néjakou isomorfni kopii
G = {0, a,b} tiiprvkové grupy Zs = {0,1,2}, bylo by z hlediska algebry bez-
predmétné se ptat, co konkrétné jsou a,b € G: prvky dané grupy se na jeji
struktute podili tim, jak se chovaji v grupové operaci, totiz které dva maji jaky
soucet, které spolu komutuji, atd; jejich vnitini podoba je pro strukturu dané
grupy G ~ Zjs irelevantni. Teorie kategorii abstrahuje déle: ve vySe uvedeném
ditkaze dokonce nezalezi ani na povaze objekti X; a morfismi f;. Jsou to gru-
pové homomorfismy? Nebo linearni zobrazeni mezi vektorovymi prostory? Na
argumentu samotném se tim nic neméni — jde o to, jak se morfismy chovaji:
ktery morfismus faktorizuje které dalsi, které trojuhelniky komutuji, atd.

Ctenéii zvyklému na obvykly mnoZinovy pohled mize zpocatku ¢init jisté
obtize pfijmout takovou troven abstrakce, kdy se definice, tvrzeni i dikazy obe-
jdou nejen beze zminky o prvcich nosnych mnozin, ale i bez popisu uvazovanych
objektt a morfismi. P prvnim seznameni s teorii kategorii je tak zfejmé po-
tfeba naudit se pfemyslet o vlastnostech Sipek misto o prvcich mnozin.



Kapitola 1

Kategorie

1.1 Objekty a morfismy

Definice 1.1.1. Kategorie C sestava z tfidy objektd a t¥idy morfismi. Pro
objekty X,Y je ddna mnozina morfismu C(X,Y), pfi¢emZ mnoziny C(X,Y") jsou
po dvou disjunktni. Pro objekty X,Y,Z je dana operace o skldddni morfismi
tak, Ze pro f € C(X,Y)ag e C(Y,Z) jego f € C(X, Z). Skladani je asociativni,
tj. ho(gof) = (hog)o f, a pro kazdy objekt X existuje morfismus 1x € C(X, X)
spliwjici folx = f pro kazdé f € C(X,Y) a 1x og = g pro kazdé g € C(Y, X).

Morfismtm fikame téz Sipky a piSeme f : X — Y nebo X L, ¥ misto
f € C(X,Y). Pokud nehrozi nedorozuméni, piSeme pro objekty kratce X € C.
Neutralni morfismus 1x € C(X, X) nazgvame jednotka nebo identita na X.

Priklad 1.1.2. Kazda z néasledujich t¥id tvoii kategorii. Uvadime postupné
nézev resp. znacCeni kategorie, jeji objekty, a jeji morfismy. Skladanim je ve
vSech pripadech obyc¢ejné sklddani zobrazeni, identitou na kazdém objektu je
identické zobrazeni do sebe.

SET mnoziny zobrazeni

MON  monoidy homomorfismy monoidi
GRP grupy homomorfismy grup
RNG  okruhy homomorfismy okruhi
FLD télesa homomorfismy téles

g grafy homomorfismy graft
DG orientované grafy homomorfismy grafa
DAG acyklické grafy homomorfismy graft
TOP topologické prostory Spojita zobrazeni
HAUS Hausdorffovy prostory  spojita zobrazeni

CPT kompaktni prostory spojité zobrazeni

MET  metrické prostory Spojita zobrazeni

BA Booleovy algebry booleovské homomorfismy
CBA uplné Booleovy algebry aplné homomorfismy
PO uspofadané mnoziny monoténn{ zobrazeni
CPO tplné usporadani Spojita zobrazeni
VECT  vektorové prostory linearni zobrazeni



Vsechny tyto kategorie tvorf mnoziny opatfené néjakou strukturou, pri¢emz
morfismy jsou zobrazeni, kterd zachovavaji tuto strukturu — konvergenci, na-
sobeni, uspofadéani, atd. Takové kategorie se nazyvaji konkrétni.

Piiklad 1.1.3. KaZzdy monoid (M, *, 1) uréuje kategorii M s jedinym objektem,
a morfismem m za kazdé m € M. Skladanim je nasobeni * v monoidu M,
jednotkou je 1 € M. Diky asociativité a neutralité se jedna o kategorii. Naopak
kazda kategorie s jedinym objektem urcuje monoid.

Priklad 1.1.4. Kazda usporadana mnozina (X, <) urcuje kategorii. Jejimi ob-
jekty jsou prvky z € X, mezi kazdymi dvéma objekty vede nanejvys jeden
morfismus, totiz x — y pokud x < y; specialné x — z je identita na z diky
reflexivité. Diky transitivité mame pro x — y a y — 2z sloZzeni x — z. T¥ida
objektt je této kategorie je mnozinou; takové kategorie se nazyvaji malé.

Piiklad 1.1.5. Kazdy orientovany graf (V, E) bez cykli (ale se smyckami) ur-
Cuje kategorii: objekty jsou vrcholy x € V, morfismy jsou cesty v grafu, skladani
morfismi je fetézeni cest, identity jsou smycky. Krajnim pripadem je diskrétni
kategorie, kterd kromé identit jiné morfismy nema.

Priiklad 1.1.6. Kategorii matic tvori pfirozena ¢isla, kde morfismy m — n jsou
matice z R"™". Jednotky jsou jednotkové matice, skladdnim je maticovy souéin.

Priklad 1.1.7. Kazdé kategorie C ma svou dudlni kategorii C°P, kterd ma tytéz
objekty, ale ,prevracené” morfismy, tj. morfismem f : Y — X v kategorii C°P
je pravé morfismus f : X — Y v kategorii C. Sklddani a jednotky v C°P se
definuji o¢ividnym zpiisobem. Ke kazdému pojmu teorie kategorii pak mame i
pojem dualni. Nékteré projevy této duality uvidime nize: inicidlni a terminélni
objekty, monomorfismy a epimorfismy, limity a kolimity, atd.

Priiklad 1.1.8. Jsou-li C,D kategorie, je tim urcéen i jejich produkt C x D.
Objekty kategorie C x D jsou dvojice (X,Y) pro X € C,Y € D, morfismy jsou
dvojice (f,g), kde f je C-morfismus a g je D-morfismus. Identitou na objektu
(X,Y) je morfismus (1x,1y). Skladani se d&je po slozkach.

Priklad 1.1.9. Kazda kategorie C urcéuje kategorii Sipek C—. Jejimi objekty
jsou C-morfismy, a C~-morfismem mezi objekty f € C(X,Y) a f' € C(X',Y’)
je kazda dvojice C-morfismti a : X — X', b: Y — Y’, pro kterou diagram

X 25 X/

fl lf’

Y T> Y’
komutuge, tj. bo f = f' o a. Slozenim (ag,b2) o (a1,b1) takovych morfismi je
(ag 0 ay, by 0 by). Snadno se ovéfi, Ze sloZeni je op&t morfismus, totiz diagram

ail az

X1 Xo X3
f1 l f2 l f:sl
Y, Y Y3
bl b2



komutuje, nebot (ba 0 b1) o f1 =bso(byo f1) =bso(faoar) = (bgo fo)oas =
(fsoag)oay = fzo(azoay). Zaroven je skladani asociativni, nebot v diagramu

X; — = Xy —— X3 —— X,

S Y R

Y Yy Vs —2 Y,
b1 bz

diky asociativité skladani' v kategorii C plati (as,b3) o ((az,bs) o (a1,b1)) =
(a3, b3)o(azoay, byoby) = (azo(azoay), bzo(baoby)) = ((azoaz)oay, (b3obz)oby) =
(agoag,bzoby)o(ay, by). Identitou na objektu f : X — Y je morfismus (1x, 1y ).

Definice 1.1.10. Kategorie D je podkategorii kategorie C, pokud objekty kate-
gorie D jsou objekty kategorie C, pro objekty X,Y € D je D(X,Y) C C(X,Y),
a sklddani a jednotky v D jsou stejné jako v C. Podkategorie D je uplnd, pokud
pro kazdé XY € D je D(X,Y) =C(X,Y).

Napriklad kategorie T OP topologickych prostori a spojitych zobrazeni ma
dplnou podkategorii HAUS Hausdorffovych prostortt a spojitych zobrazeni a
uplnou podkategorii CP7T kompaktnich prostorii a spojitych zobrazeni. Katego-
rie GRP grup a grupovych morfismi je podkategorii kategorie monoidi MON,
ale neni uplna. Podobné lze omezit tfidu morfismi, ale ponechat vSechny ob-
jekty; naptiklad kategorie MET metrickych prostort a spojitych zobrazeni ma
podkategorii, jejimiZz objekty jsou opét vSechny metrické prostory, ale morfismy
jsou jen kontraktivni spojita zobrazeni.

1.2 Monomorfismy a epimorfismy

Definice 1.2.1. Morfismus h : B — C' je monomorfismus, pokud pro kazdé
dva morfismy f,g : A — B plati: je-li ho f = hog, je f = g. Jinymi slovy,
nésledujici diagram komutuje jen v trivialnim pfipadé.

f
A7 'B-t,¢
\g/r

Definice 1.2.2. Morfismus h : C — B je epimorfismus, pokud pro kazdé dva
morfismy f,g: B — A plati: je-li foh = goh, je f = g. Jinymi slovy, nasledujici
diagram komutuje jen v trividlnim pfipadeé.

f
AK\B#C
\&g/

Jiz z definice je zfejmé, Ze oba pojmy se lisi jen ,,oto¢enim Sipek“. Monomor-
fismus v C je pravé epimorfismus v C°? a naopak. To je pfipad duality v teorii
kategorii: s kazdym pojmem (jakoZ i tvrzenim a dikazem) mame zdarma jestd
jeden, s opaénymi morfismy. Napiiklad monomorfismy v kategorii SET jsou
pravé prosta zobrazeni a epimorfismy jsou pravé zobrazeni na. Dokézat to neni
tézké — v8imnéme si hlavné, Ze i dikazy jsou az na otoceni Sipek shodné.

1Symbolem o oviem zna&ime skladani v Civ C.



Dikaz. Bud h : B — C prosté, a budte f,g : A — B zobrazeni takova, Ze
hof = hog. Pokud f # g, bud a € A takové, ze f(a) # g(a). Potom také
h(f(a)) # h(g(a)), takZze neni h o f = h o g, spor. Pokud naopak h neni prosté,
méame h(by) = h(bz) pro n&jaka dvé rizna by, b € B. Stadi pak polozit f(a) =
b1,g(a) = by abude hof = hog, pfitom f # g. Tedy h neni monomorfismus. [

Dikaz. Bud h: C — B na, a budte f,g: B — A zobrazeni takova, ze foh =
goh. Pokud f # g, bud b € B takové, ze f(b) # g(b). Pfitom b = h(c) pro n&jaké
c € C, takze f(h(c)) # g(h(c)), spor. Pokud naopak h neni na, mame né&jaké
b € B\ h[C]. Stadi pak zvolit f,g: B — A stejna az na f(b) = a1 # az = g(b).
Potom bude f o h = go h, pfestoze f # g. Tedy h neni epimorfismus. O

CviCeni 1.2.3. (a) Jsou-li f,g monomorfismy, je také g o f monomorfismus.
Je-li g o f monomorfismus, je f monomorfismus; pfitom g monomorfismem byt
nemusi. (b) Jsou-li f, ¢ epimorfismy, je také g o f epimorfismus. Je-li g o f epi-
morfismus, je g epimorfismus; pfitom f epimorfismem byt nemusi.

Priklad 1.2.4. Bud C C SET kategorie, ktera obsahuje jen dva objekty, totiZ
dvouprvkovou mnozinu A a jednoprvkovou mnozinu B, a jediny morfismus
(kromé identit), totiZ jediné moZné zobrazeni f : A — B. Snadno se ovéfi,
7e f je monomorfni, pfestoZze neni prosté. Podobné v kategorii D C SET, kde
jedinym morfismem je né&jaké zvolené f : B — A, bude f epimorfismem, pies-
toze neni na. MiiZzeme obrazné Fici, ze v téchto kategoriich nejsou morfismy,
které by f usvédéily z toho, Ze neni mono/epi. Zalezi totiZz nejen na morfismu
samém, ale pfedevsim na tom, jak si stoji k ostatnim morfismim, totiz jak se
chova pii sklddanich — zde ovSem zadna nejsou.

Piiklad 1.2.5. Epimorfismy v kategorii usporfadanych mnoZin jsou pravé mo-
noténni zobrazeni na. Jeden smér se ukéize stejné jako vySe. Pokud naopak
f + A — B neni na, zvolme b € B\ f[A] a definujme svédéici morfismy
g,h : B — {0,1} nasledovné. Pro > b bud g(z) = 1 a v8ude jinde g(x) = 0;
pro x > b bud h(xz) = 1 a v8ude jinde h(xz) = 0. Potom g, h jsou monotonni a
je g # h, prestoze go f = ho f.

Priiklad 1.2.6. Snadno se ovéfi, ze prosty homomorfismus monoidi je mono-
morfismem. UkaZeme i opacnou aplikaci: bud f : X — Y monoidovy monomor-
fismus. Kazdé x € X uruje morfismus 7 : (N,+,0) — X, totiz Z(n) = 2", kde
20 =e€ X az"t! = 2z" € X. Jsou-li tedy = # y dva rtzné prvky v mono-
idu X, uvazme oba morfismy z,7 : N — X. Jelikoz je Z(1) = = # y = ¢(1),
je T # 9, a tedy také je f ox # f og, nebot f je monomorfismus. PFitom
kazdy monomorfismus definovany na N je plné uréen obrazem prvku 1 € N,
ktery generuje (N, +,0); je tedy (f o #)(1) = f(x) # f(y) = (f 0 §)(1), takze f
je prosté. Skoro stejné se ukaze, Ze monomorfismy v kategorii grup jsou pravé
prosté homomorfismy, jen tlohu monoidu (N, +,0) hraje grupa (Z, +,0).

Piiklad 1.2.7. Pfedvedeme monomorfismus kategorie divisibilnich? abelov-
skych grup, ktery neni prostym zobrazenim mezi nosnymi mnozinami. Takovym
monomorfismem je kvocientni zobrazeni 7 : Q — Q/Z. Bud'te totiz f,g: A — Q
morfismy spliwjici 7 f = 7g. Potom pro kazdé a € A je f(a)—g(a) =n € Z C Q.

2Grupa G je divisibilng, pokud pro kazdé = € G a kazdé piirozené n > 0 existuje y € G
takové, ze c =n Xy =y + -+ y. Takové y € G ovSem mize byt jen jedno, znaci se obvykle
x/n. Napfiklad (Q, +) je divisibilni, a kazdy kvocient, napiiklad Q/Z, je potom téZ divisibilni.



Pokud n # 0, méame z divisibility takové b € A, ze a = (n + 1) x b. Pak ale
fla) = (n+1) x f(b), a stejné tak g(a) = (n + ) ( ). I pro b € A musi byt
1) = ) € 2 pitom 1 = f(0) = 5(0) = (1.3 1) X () ~ o). ot s
mozné. Je tedy n = f(a) — g(a) =0, neboli f(a) = g(a), ¢li f =

Pi#iklad 1.2.8. Inkluze i : (N;4,0) — (Z,+,0) je epimorfismem v kategorii
monoidi. Budte totiz f, g : (Z,+,0) — (M, *, e) morfismy spliujici foi = goi;
jinymi slovy, pro n € N je f(i(n)) = g(i(n)), takze f,g se shoduji na kazdém
nezaporném i(n) € Z. Pro zaporné z € Z je —z > 0, a mame

f(z) = f(z) xe e € M je neutralni
= f(2) * g(0) g(0)=e
= f(2) xg(—2 + 2) —24+2=0€7
= f(2) * (g(—2) x g(2)) g je morfismus
= (f(2) *g(—2)) * g(2) * je asociativni
= (f(2) * g(i(=2))) x g(= —z=1i(=2) >0

(f(z) % f(i(=2))) * g(= foi=goi
— (F(2) * F(=2))  g(2) Cami(=2)20
= flz+(=2)) x g(2) f je morfismus
= f(0) x g(z) z4+(—2)=0€Z
=ex*g(z) f(0)=e
=g(2) e € M je neutralni

Cviceni 1.2.9. Podobné jako v predchozim prikladé se ukéaze, ze vnoreni okruhu
Z do Q (s obvyklymi operacemi) je epimorfismem v kategorii okruhi. Tak jako
je monoidovy morfismus uréen jiz svym chovanim na N C Z, je okruhovy ho-
momorfismus plné uréen jiz svym chovanim na Z C Q; stadi si uvédomit, Ze
racionani ¢islo je tvaru a/b pro a,b € Z. V obou piipadech vidime, Ze byti
epimorfismem znamend byti nikoli nutné na cilovou strukturu, ale na velkou,
urcujici ¢ast, totiz takovou, kterou jsou urceny pokracujici morfismy:.

Cviceni 1.2.10. Narozdil od monoidi je epimorfismus v kategorii grup nutné
na. Bud totiZ e : G — H grupovy epimorfismus a bud ¢[G] = A C H. UkaZeme,
7e je A = H. Bud H/A mnozina pravych coseti, totiz podmnozin tvaru Az =
{az;a € A} C H, a bud K grupa permutaci mnoziny H/A U {cc}, kde oo je
néjaky pridany prvek (ktery nepatii do H/A). Pro z € H bud w, : H/A —
H/A zobrazeni, které cosetu Az pfifazuje coset Axz. To je dobfe definované
zobrazeni, nebot pro Az = Ay je Axz = Ayz; snadno se ukiZe, Ze 7, je ve
skute¢nosti permutace mnoziny H/A, jejim inverzem je m,-1. Pokud permutaci
7, roz8{Fime o 7, (00) = 0o, mame permutaci mnoziny H/AU{cc}, tedy 7, € K.
Polozime-li nyni f(z) = m, pro kazdé z € H, mame zobrazeni f : H — K;
snadno se ovéri, Zze f je grupovy morfismus. Bud n € K transpozice, ktera
prohazuje A a co (a ostatni prvky H/A nechéva na misté). PoloZime-1i potom
g(2) = mom,or~!, mame zobrazeni g : H — K, o kterém se snadno presvédéime,
Ze je grupovym homomorfismem. Pro a € A nechava permutace m, coset A = Al
na misté, totiz m,(Al) = Ala = Aa = A, nebot A C H je podgrupa a nasoben{
prvkem a je jeji vnitini automorfismus, a z definice zéroven 7, nechava na misté
prvek co. Permutace 7 naopak nechéava na misté viechny ostatni prvky z H/A.
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To znamena, Ze permutace 7w a m, spolu komutuji, takze pro kazdé a € A mame
fla) =7y =mgomon ! =mom,onr~t = g(a). Morfismy f, g se tedy shoduji na
A = e[G], neboli foe = goe;pfitom e : G — H je epimorfismus, takze mame
f = gnacelém H. Tedy pro kazdé z € H je f(z) = g(z), neboli 7, = mom,or~?
a kazdé 7, komutuje s 7. Pfitom 7, fixuje oo, zatimco 7 prohazuje oo a A, takZze
7, musi téZ fixovat A. To ale znamena, Ze pro kazdé z € H je m,(A) = Az = A,
coz je mozné jediné tak, ze z € A. Tedy H C A a jsme hotovi.

Cvicéeni 1.2.11. Vnofeni Q do R je epimorfismus Hausdorffovych prostori,
nebot spojita funkce na R je uréena jiZz svym chovanim na Q C R. Obecnd
pak epimorfismus v kategorii Hausdorffovych prostortu je pravé spojité zobra-
zeni na hustou ¢ast. Jeden smér je trivialni, totiz pro spojitd g,h : Y — Z je
{y €Y;9(y) = h(y)} CY uzaviend, takZze pokud se shoduji na husté mnozing,
shoduji se v8ude. Bud naopak f : X — Y epimorfismus. V tom piipadé bud Z
disjunktni topologicka suma dvou kopii Y, ve které jsou ale navzajem identifi-
kovény? kopie bodii z uzavéru f[X] C Y, a budte g,h : Y — Z obé& piirozena
vnofeni. Potom je z definice gf = hf, takze g = h, nebot f je epimorfismus. To
ale znamené, Ze uzéavérem f[X] CY je celé Y: pro bod y ¢ f[X] je g(y) # h(y).

Mimo podkategorii HAUS C TOP toto tvrzeni neplati: pokud X neni
Hausdorff, pak diagondla X x X neni uzaviena; bud C C X x X uzéavér di-
agonaly a bud f : X — C pfirozené vnoreni X do C. Potom f je spojité
zobrazeni na hustou ¢ast, které v8ak neni epimorfismem: svédkem jsou projekce
X x X (ztzené na C).

Cviceni 1.2.12. VSechny morfismy kategorie téles jsou monomorfismy. Kdyby
totiz pro néjaké = # 0 bylo f(x) = 0, pak také f(1) = f(z-2~ 1) = f(z)-f(z7 1) =
0- f(z~1) = 0, spor. To znamena, Ze ker f = {0}, takZe f je prosté.

Cviceni 1.2.13. Je-li D C C podkategorie, potom kazdy D-morfismus, ktery je
C-epimorfismem, je téz D-epimorfismem. UkaZte, Zze opa¢né implikace neplati.

Definice 1.2.14. Bimorfismus je takovy morfismus, ktery je zaroveii monomor-
fismem i epimorfismem. Morfismus f : X — Y je isomorfismus, pokud existuje
morfismus g : Y — X takovy, Ze go f = 1x a fog = 1ly. V takovém piipadé
fekneme, ze g je inverzni k f, a objekty X,Y jsou isomorfni.

Je-li f isomorfismus, pak k nému inverzni g je jediny mozny, a je téz isomor-
fismem. Slozeni bimorfismu je bimorfismus, sloZeni isomorfismu je isomorfismus.

Isomorfismy v SET jsou pravé bijekce. V algebraickych kategoriich jako
GRP, VECT & BA odpovida isomorfismus obvyklé algebraické definici. V kate-
gorii TOP jsou isomorfismy pravé homeomorfismy. Monoid (M, *, €) je grupou,
pravé kdyZz v jim urcené kategorii (1.1.3) je kaZdy morfismus isomorfismem.

Cviceni 1.2.15. Popiste néjaky bimorfismus, ktery nenf isomorfismem. Najdéte
takovy morfismus v jednoprvkové kategorii uréené monoidem.

Cviceni 1.2.16. Isomorfismus je zaroveii monomorfismem i epimorfismem, ale
nikoli nutné naopak. Napfiklad vnofeni N do Z je mono, vySe jsme vidéli, ze
je epi, pritom isomorfismem monoidi neni. Podobné vnofeni protoru Q do R

3Podrobnéji: na sumé YUY zavadime ekvivalenci mezi body (y,0) a (y,1), pokud y € Y’
lezi v uzavéru f[X]; prostor Z je potom kvocientem podle této ekvivalence. Snadno se ovéii,
ze je opét Hausdorffav.
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je mono i epi, ale nikoli iso. Také vnofeni tuplné reguldrniho prostoru X do
kompaktifikace 5X je mono, zaroven je epi, nebot je na hustou ¢ast, ale home-
omorfismem neni (leda by jiz sam X byl kompaktni). V kategorii uréené uspo-
fadanim je dokonce kazdy morfismus mono i epi, nebot mezi kazdymi dvéma
objekty vede nanejvys jeden morfismus, ale isomorfismy jsou jen identity. Téz
v kategorii urcené orientovanym grafem jsou vSechny morfismy mono i epi, ale
isomorfismy jsou jen identity, tj. smycky na bodech.

Cviceni 1.2.17. Rekneme, 7e dvojice morfismii (e,m) je epi-mono faktorizace
morfismu f = moe, pokud e je epi a m je mono. (a) UkaZte, Ze kazdé zobrazeni
f, tj. morfismus v kategorii SET, ma epi-mono faktorizaci. UkaZte na prikladé,
Ze v jinych kategoriich takové tvrzeni platit nemusi. (b) Epi-mono faktorizace
zobrazeni f = m o e je jedind aZ na isomorfismus. V jinych kategoriich toto
tvrzeni platit nemusi. (c¢) Je-li f: A — B zobrazeni, bud f* : P(B) — P(A)
zobrazeni, které mnozing X C B piifazuje jeji vzor f~1[X] C A. Ukaite, ze f*
je prosté, pravé kdyz f je na. (d) UkaZte, Ze je-li (e,m) epi-mono faktorizace
zobrazeni f = moe, pak (m*,e*) je epi-mono faktorizace zobrazeni f* = e*om™*.

Cvicéeni 1.2.18. V kategorii SET je kazda epi-mono faktorizace jednoznaéna
az na isomorfismus. Obecné toto tvrzeni neplati.

Cviceni 1.2.19. Morfismus f : A — B je retrakce a g : B — A je sekce, pokud
fog =1g. Rikdme pak, ze B je retraktem A. Isomorfismus je z definice retraket
i sekci zaroven; sloZzeni retrakci je retrakce, slozeni sekci je sekce. Ukazte, Ze
retrakce je nutné epimorfismus a sekce je nutné monomorfismus. Retrakt B je
tedy zaroven obrazem (faktorem) i podstrukturou A.

Cvi€eni 1.2.20. V kategorii mnozin je kazdy obraz B = f[A] jiZ retraktem.
(To je tvrzeni ekvivalentni s axiomem vybéru.) Podobné v kategorii vektorovych
prostorti je kazdy linearni obraz B = f[A] jiz retraktem, nebot kazdy vektorovy
prostor ma bazi (coZ je rovnéZ tvrzeni ekvivalentni s axiomem vybéru).

Cviceni 1.2.21. Kazda grupa ma alesponi dva retrakty, totiz trivialni podgrupu
a sebe samu. Grupa (Z, +,0) kromé téchto podgrup nema zadné jiné podgrupy
nez nZ, které jsou vSechny isomorfni se Z. Jedinymi homomorfnimi obrazy Z
jsou tedy kvocienty Z/nZ ~ Z,, ze kterych oviem nevede Zadny morfismus do
Z (kromé nulového). Grupa Z ma tedy jen trivialni retrakty.

Cvicéeni 1.2.22. Symetrickd grupa S3 ma jedinou netrividlni norméalni pod-
grupu H = {123,231, 312}. Faktor S3/H je isomorfni se Zs, ktera se do Ss
homomorfné vnofuje, napiiklad na {123,213}. Sama podgrupa H neni fakto-
rem S3, nebot Zadn4 z dvouprvkovych podgrup neni normalni. Tedy S3 méa az
na isomorfusmus pravé jeden netrivialni retrakt.

1.3 Inicidlni a terminalni objekty

Definice 1.3.1. Objekt X € C je inicidlni, pokud pro kazdy objekt Y € C
existuje pravé jeden morfismus X — Y. Objekt X € C je termindlni pokud pro
kazdy objekt Y € C existuje pravé jeden morfismus ¥ — X. Nulovy objekt je
takovy, ktery je inicialni i terminalni zaroven.
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V kategorii mnozin je inicidlnim objektem prézdna mnozina a terminalnimi
objekty jsou jednoprvkové mnoziny. Terminalni objekty se tak nabizeji jako
kategorialni zobecnéni prvku mnoziny: na prvek z € M miZeme hledét jako
na morfismus 1 — M, kde 1 je néjaki jednoprvkova mnozina, tedy terminélni
objekt v SET. Navic pro zobrazeni f : M — N je potom prvek f(z) € N pravé
sloZeny morfismus f o x.

V algebraickych kategoriich jsou terminélnimi objekty trividlni struktury:
trivialni monoid, trividlni grupa, trivialni vektorovy prostor. Pfipustime-li de-
generované okruhy, télesa a Booleovy algebry, kde 0 = 1, jsou i takové objekty
terminalni. Inicidlnimi objekty jsou pak téleso Zy, Booleova algebra 2 = {0, 1},
¢i okruh Z celych ¢isel. Jednoprvkovy monoid, grupa, ¢i vektorovy prostor jsou
dokonce nulovymi objekty.

Priklad 1.3.2. Je-li £ jazyk prvniho fadu, ktery obsahuje jen funkéni a kon-
stantni symboly, bud A mnoZina v8ech konstantnich £-termti, s operacemi defi-
novanymi pfirozenym zpusobem: konstanty realizuji samy sebe, hodnotou n-arni
funkece f na konstantnich termech t1, ..., t, je konstantni term f(¢1,...,t,). Po-
tom A je inicidlnim objektem v kategorii vSech L-algeber a L£-homomorfismii:
je-li B libovolna L-algebra jediny morfismus, totiz sémantickd interpretace L-
termi v algebie B. Je-li navic £ jazyk s rovnosti a T né&jaka rovnicova teorie
v jazyce L (jako napiiklad teorie monoidd, grup, ... ), potom iniciadlnim objek-
tem v kategorii v8ech modelu teorie T je teprve kvocient termové algebry podle
kongruence generované vSemi rovnicemi z 7.

V kategorii uréené usporddanou mnozinou je inicidlnim objektem nejmensi
prvek (pokud existuje) a terminalnim objektem nejvétsi prvek (pokud existuje).
Tedy kategorie uréena usporadanim (R, <) nemaé inicialni ani terminalni objekty.

V soucinové kategorii C x D je iniciadlnim objektem pravé dvojice (X,Y),
kde X je inicidlni v C a Y je inicidlni v D. V kategorii 8ipek C™ je iniciadlnim
objektem pravé identita 1x na inicidlnim objektu X v C.

Véta 1.3.3. Mezi kazdymi dvéma inicidlnimi objekty vede jediny isomorfismus.

Dikaz. Budte A, B iniciadlni. To znamen4, Ze existuje pravé jeden morfismus
f:A— B apravé jeden morfismus g : B — A. SloZeni go f je nutné 1 4, sloZeni
fogjenutné 1g. Tedy f,g jsou navzajem inverzni isomorfismy. O

1.4 Ekvalizéry a koekvalizéry

Definice 1.4.1. f{ekneme, ze f: A — B je ekvalizér morfismi g,h : B — C,
pokud go f = ho f, a pro kazdy jiny morfismus f’': A’ — B s touto vlastnosti
existuje jediné faktorizaéni zobrazeni ¢ : A’ — A spliwjici f/ = f o .

g
A-L.p7 ¢
0 ~
Lp}/ h
| 1

Definice 1.4.2. Rekneme, Ze f : B — A je koekvalizér morfismi g, h : C — B,
pokud fog = foh, a pro kazdy jiny morfismus f’': B — A’ s touto vlastnost{
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existuje jediné faktorizaéni zobrazeni ¢ : A — A’ splhwjici f/ = po f.

g
Al B "¢
, < —
Lp}/ h

f/

s

AI
Priiklad 1.4.3. Jsou-li g,h : B — C libovolna zobrazeni, pak jejich ekvalizé-
rem v SET je inkluze f podmnoziny A = {b € B;g(b) = h(b)} C B. Podminku
go f = ho f spliuje z definice; ma-li ngjaké [’ : A" — B stejnou vlastnost, hle-
dame ¢ : A" — A tak, aby ' = foy. Jedinou moznosti je polozit p(a’) = f'(a’);
pfitom f’(a’) € A, jelikoz je go f' = ho f'. V podstaté stejné ziskame ekva-
lizéry v kategoriich monoidii, grup, vektorovych prostorii, nebot podmnoZina
A = {be B;g(b) =h(b)} € B je podmonoidem, podgrupou, podprostorem.
Ekvivalentné mtzeme fici: na podmnozing A = {b € B;g(b) = h(b)} C B exis-
tuje jedind monoidova (grupova, linearni) struktura, pi které je inkluze A C B
morfismem, totiz struktura podmonoidu (podgrupy, podprostoru).

Priklad 1.4.4. Koekvalizér je zobecnéni kvocientu, v nasledujicim smyslu. Dvo-
jici zobrazeni g,h : C' — B je urcena binarni relace R = {(g(c), h(c));c € C}
na B. Bud E ekvivalence na B generovani? relaci R, bud f: B — A = B/E
prislusné kvocientni zobrazeni. Z definice je f o g = f o h, nebot E rozsifuje R.
Ma-li n&jaké zobrazeni f’ : B — A’ tutéz vlastnost, tj. f'og = f’oh, definujeme
p: A — A jedingm moznym zptisobem: kazdé a € A = B/F je ekvivalen¢ni
tiidou [b]g né&jakého b € B, polozme tedy ¢([blg) = f/(b) — jinak by nebylo
f' = o f. To je dobfe definované zobrazeni, nebot R generuje E.

Priiklad 1.4.5. V konkrétnich kategoriich, jejichz objekty jsou mnoZiny nesouci
navic néjakou strukturu, je potieba vySe popsanou konstrukci zesilit: koekvali-
zérem je kvocient podle generované kongruence. Jsou-li napiiklad g,h : C — B
morfismy v kategorii uspofddanych mnozin, bud E kongruence na B genero-
vana relaci R = {(g(c),h(c));c € C}. To znamena, ze kromé reflexivity, sy-
metrie a transitivity spliuje F také z < y,zFEx',yEy — 2’ < 3. Relace
[b1] < [b2] pro by < by je potom uspofadani na A = B/E, a kvocientni zob-
razeni f : B - A = B/FE je z definice monotonni. Stejné jako vySe se pak
ukaze, ze je koekvalizérem g, h.

V kategorii Booleovych algeber je koekvalizérem pravé kvocient podle idealu
T generovaného v algebfe B mnoZinou {g(c)Ah(c);c € C}, tj. kongruentni jsou
takové prvky b, b, pro které je bAY € T = [0]. MizZeme Fici, Ze na faktorové
mnozing A = B/I existuje jedina Booleovska struktura, pii které je kvocientni
zobrazeni b +— [b] homomorfismem, totiz struktura kvocientu, a kvocientni zob-
razeni je pak koekvalizérem.

Podobné jako u monomorfismii a epimorfismi vidime piimo z definice, Ze
pojmy ekvalizéru a koekvalizéru jsou navzajem dudlni: ekvalizér v C je pravé

4Rekneme, Ze relace R generuje ekvivalenci £ na mnoziné B, pokud E je nejmensi ekviva-
lence, ktera rozsifuje R. Takova definice mé dobry smysl: snadno se ovéri, Ze prunik jakéhokoli
systému reflexivnich, symetrickych, transitivnich relaci na B je opét ekvivalence na B. Tedy E
je pravé prunik v8ech ekvivalenci rozsifujicich R. Tato ekvivalence je pravé reflexivni, symet-
ricky, transitivni uzavér relace R. To znamené, ze z Ey pravé kdyz existuje kone¢né posloupnost
T =T1,%2,...,Tn =y tak, ze kazdé x; Rx; 1 nebo ;41 Rx; nebo x; = x;41.
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koekvalizér v C°P a naopak. Ukézeme nejprve podrobné, ze vSechny ekvalizéry
danych morfismu g, h : B — C jsou navzajem isomorfni, a podobné pro koekva-
lizéry. Oba ditkazy jsou opét shodné, az na opa¢né morfismy.

Véta 1.4.6. Budte e: X — B, f: Y — B ekvalizéry morfismi g,h : B — C.
Potom existuje pravé jeden isomorfismus ¢ : Y — X takovy, ze f =eo .

Diikaz. Jelikoz e : X — B je univerzalni, existuje jediny faktorizujici morfismus
@Y — X spliujici f = e o p. Podobné z univerzality f : Y — B mame jediny
faktorizujici morfismus o : X — Y spliiujici e = f o o.

g g
X -—<3B~ TcC X-—<sB~ ¢
PN ~__ | ~_
QHLP/' h gpog}/' h
A f + €
Y X

Plati tedy e = fopo = (eop)op=-eo(pop); to znamena, Ze slozeny morfismus
pop: X — X faktorizuje ekvalizér e, tak jako jej trivialné faktorizuje 1x.
Faktoriza¢ni morfismus je ovSem jediny, tedy ¢ o o = 1x. Analogicky se ukaze
pop =1y. Tedy , ¢ jsou navzajem inverzni isomorfismy. O

Véta 1.4.7. Budtee: B — X, f: B — Y koekvalizéry morfismtu g, h : C' — B.
Potom existuje pravé jeden isomorfismus ¢ : X — Y takovy, 7ze f = poe.

Diikaz. Jelikoz e : X — B je univerzalni, existuje jediny faktorizujici morfismus
¢ : X — Y spliwjici f = poe. Podobné z univerzality f: B — Y mame jediny
faktorizujici morfismus o : Y — X spliiujici e = g o f.

g g
«~- B "¢ X« BY ~C
N ~ — | <~ —
LPH,Q/ h gogp}‘/ h
+i f - f
Y X

Plati tedy e = po f = po(poe) = (pop)oe; to znamend, Ze slozeny morfismus
ooy : X — X faktorizuje koekvalizér e, tak jako jej trivialné faktorizuje 1x.
Faktoriza¢ni morfismus je ovSem jediny, tedy ¢ o ¢ = 1x. Analogicky se ukaze
pop=1y. Tedy p, o jsou navzijem inverzni isomorfismy. O

Cviceni 1.4.8. KaZdy ekvalizér je monomorfismus. Bud f : A — B ekvalizérem
g,h: B — C;jsou-lii,j: X — A takové, Ze f oi = f o j, chceme ukazat, Ze
t = j. Morfismus f o ¢ rovnéz ekvalizuje g, h jako go (f oi) = ho (f o), takze
se faktorizuje pres ekvalizér f; to se déje dvéma zpusoby, nebot foi = f o j.
Faktorizujici morfismus je ale jediny, takze ¢ = j.

Cviceni 1.4.9. Ekvalizér, ktery je epimorfismem, je jiz isomorfismem. Bud
e: A — B ekvalizérem g, h : B — C; jelikoZ e je epi, je nutné g = h. Trivialné
tedy 15 : B — B rovnéz ekvalizuje g,h jako g o 1g = h o 1, takZe se pomoci
jediného f : B — A faktorizuje pies e¢ jako 1g = e o f. Ekvalizér e se trivialng
faktorizuje pies e jako eo 14, ale zaroven jako e = (eo f)oe =eo (f oe), takze
foe=14. Tedy e, f jsou navzajem inverzni isomorfismy.
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Cviceni 1.4.10. Ukazte dualné, ze kazdy koekvalizér je epi, a kazdy mono
koekvalizér je jiz isomorfismem. (Odkazem na duélni kategorii uz samoziejmé
vysledek mame, jelikoZz pojem isomorfismu je dualni sam se sebou.)

Cvicéeni 1.4.11. V kategorii uréené usporadanim je kazdy morfismus mono i
epi, nebot mezi kazdymi dvéma objekty vede nanejvys jeden morfismus. Pfitom
ekvalizéry, koekvalizéry a isomorfismy jsou jen identity.

Cvicéeni 1.4.12. V kategorii vektorovych prostort a linedrnich zobrazeni je
kazdy monomorfismus jiz ekvalizérem. Pro linearni f : X — Y uvaZme dvé
linearni zobrazeni z podprostoru ker(f) CC X do X: identické vnofeni i(z) = x
a konstantné nulové f(x) = 0. Potom je foi = fof, takZe je-li f monomorfismus,
jet =0, ¢ili ker(f) = {0} a f je prosté. UkaZeme, Ze prosté linearni zobrazeni je
ekvalizér. Pro y,3’ € Y polozme y =~ y’ pokud y — ¢’ € f[X], to je ekvivalence
na Y; bud Z =Y/ = kvocientni prostor sestavajici ze vSech [y|~ = {v';y = ¢’}
s pfirozenymi operacemi [y1] + [y2] = [y1 + y2] @ A - [y] = [X - y]. Pro zobrazent
g,h : Y — Z definovana predpisem g(y) = [y] a h(y) =[0] jego f =0 =ho f,
nebot f[X] = [0]; to jest, f ekvalizuje g,h. Navic je-li f' : X' — Y linearni
zobrazeni spliwjici g o f/ = ho f’, je nutné f'[X’] C f[X], pfitom f je prosté,
takZze staci pro ' € X’ definovat p(z’) € X jako ono jediné x € X, pro které je
f'(z") = f(x). Potom se faktorizuje f' = f o , a snadno se nahlédne, Ze takové
© je linearni a jediné mozné.

Jako disledek méme, Zze kazda dvé linearni g,h : Y — Z maji ekvalizér,
totiz vnofeni podprostoru X = {y € Y;g(y) = h(y)} do Y. Dualné se ukaze, ze
kazdy epimorfismus v kategorii vektorovych prostori je koekvalizér a ze kategorie
vektorovych prostorti ma koekvalizéry.

Cviceni 1.4.13. Zobrazeni f: A — B je ekvalizérem g, h : B — C pravé kdyz
f*: P(B) = P(A) je koekvalizérem g*, h*; podobné f : B — A je koekvalizérem
g,h: C — B pravé kdyz f* : P(A) — P(B) je ekvalizérem g*, h*.

CviCeni 1.4.14. Retrakce f: A — B je koekvalizérem 14 a go f.

1.5 Produkty a koprodukty

Definice 1.5.1. Budte X;,i € I objekty kategorie C. Potom objekt X spolu
s projekcemi f; : X — X, je produktem objekti X;, pokud pro kazdy jiny objekt
Y spolu s morfismy ¢g; : Y — X; existuje jediny morfismus f : Y — X takovy,
7e g; = f; o f pro kazdé i € I.

Toto je definice, kterou jsme se snazili motivovat v tvodu. Snadno se na-
hlédne, Zze v kategorii mnozin je produktem Xi, X5 pravé kartézsky soudin
X1 X X5 s obvyklymi projekcemi m;(z1,22) = x;. Pro kaZdou mnozinu Y a
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zobrazeni g; : Y — X; existuje jediné mozné faktorizujici zobrazeni f(y) =
(91(y), g2(y)) € X1 x Xo splimjici g; = m; o f. Produktem X;, X5 je oviem
stejné tak mnozina X x X; spolu s projekcemi 7o, 1. UkdZeme tedy nejprve,
ze produkt je az na isomorfismus jediny.

Véta 1.5.2. Budte X,Y dva objekty kategorie C s produktovou vlastnosti viéi
objektum X; € C. Potom jsou X,Y isomorfni, navic jedinym zpusobem.

X X
Xi f“g Xj Xz gofi X]
Y X

Dikaz. Budte f; : X — X, a g; : Y — X; produktové projekce. Jelikoz ma Y
univerzalni vlastnost, faktorizuji se vSechna f; : X — X pfes jediné f : X — Y
stejné tak se ale vSechna ¢g; : Y — X, faktorizuji pres jediné g : ¥ — X.
Morfismus g o f : X — X potom spliwje f;o(go f)=(fiog)of=giof=Ff
pro kazdé f;; zaroven je trivialné f; o 1x = f;. Pritom faktorizujici morfismus
je z definice jediny, takze g o f = 1x; stejné se ukaze fog = 1y. Tedy f, g jsou
navzajem inverzni isomorfismy mezi X, Y. Podobné se ukaze, ze jsou jediné. [

Pokud pro dany soubor objekti X; € C takovy produkt existuje, budeme jej
obvykle zna¢it [[ X; a jeho projekce jako m; : [[ X; — X;. Je dilezité si uve-
domit, ze produktem neni ani tak samotny objekt [] X;, ale pfedevsim soubor
projekci m;, ktery svédéi o jeho univerzalni vlastnosti.

Cviceni 1.5.3. Popiste vSechny morfismy z grupy Zg do Zs a do Zs; pro kazdou
dvojici takovych morfismi ukazte jediny faktorizujici morfismus Zg — Zgo x Zs.
Totéz plati i naopak, nebot Zg a Zo x Zs jsou isomorfni. P¥itom isomorfismy
mezi nimi existuji pravé dva (ob& maji pravé dva cyklické generatory), ale pii
zvolenych projekcich do Zs a Zs je pravé jeden z nich faktorizujici. Smysl pii-
kladu je tento: univerzalni vlastnost produktu, véetné jednoznacné faktorizace,
je déna predevsim sadou projekci, nikoli jen samotnym objektem.

Priklad 1.5.4. V kategorii uréené uspoiradanou mnozinou jsou produkty praveé
infima. Totiz projekci 7; : © — x; do v8ech danych x; ma takovy prvek z € X,
ktery je jejich spole¢nou minorantou, a univerzalni vlastnost mezi vSemi tako-
vymi mé pravé tehdy, kdyz je nejvétsi spolenou minorantou, neboli infimem.

Priklad 1.5.5. Kategorie t&les nemé ani konecné produkty, nebot morfismus
mezi télesy zachovava charakteristiku: je-li x(A) =p a je-li f: A — B télesovy
morfismus, je f(0) = f(px1) = f(1)+- -+ f(1) = 1+ - -+1 = 0, takze x(B) < p;
zéroven ale naopak, nebot f je prosty, viz 1.2.12. To znamena, Ze Zadné téleso
nemuze mit projektivni morfismy do dvou téles rizné charakteristiky.

Ani podkategorie téles dané charakteristiky nemé produkty: bud F' libovolné
t&leso; ukazeme, Ze F' a F nemaji produkt. Bud totiz P jejich produktem a bud'te
m : P — Famy: P— F jeho projekce. Identity 1p : F' — F se tedy faktorizuji
jako 1p = myop alp = myop skrze néjaké ¢ : F' — P. P¥itom télesové morfismy
jsou prosté, takze @ je isomorfismus a m; = 7 je jeho inverz. Pak ale kazdé dva
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morfismy do F' jsou totozné (coZ je spor, ma-li F' néjaky netrivalni morfismus
do sebe): jsou-li g1 : G — F,go : G — F dva morfismy do F, faktorizuji se jako
g; = m; o skrze ngjaké ¢ : G — P, takze diky m = m2 je také g1 = go.

Priklad 1.5.6. V dalsim budeme volné pouzivat nasledujici dvé produktové
konstrukce na morfismech. Pro kazdy objekt X, ke kterému existuje produkt
X x X, se dvojice morfismi 1x : X — X a 1lx : X — X faktorizuje pres
projekce produktu X x X skrze jediny morfismus 6 : X — X x X.

X

P I
X 5! X
X xX
Pro libovolné dva morfismy f: A — X a g: B — Y existuje jediny morfis-
mus f X g: Ax B — X xY, ktery komutuje se v8emi projekcemi. Morfismy
foma: AXxB — X agomp: AXB — Y se totiz diky univerzalni vlastnosti pro-
duktu X x Y jedinym zptisobem faktorizuji pfes néjaky fxg: AxB — X xY.

AT AxB-2. B

fl ifxg lg

X+—XxY —Y
X Yy

Tak jako v predchozim, i pojem produktu méa sviyj kategorialni dual:

Definice 1.5.7. Budte X;,i € I objekty kategorie C. Potom objekt X spolu
s ingekcemi f; : X; — X je koprodukt objekti X;, pokud pro kazdy jiny objekt
Y spolu s morfismy ¢g; : X; — Y existuje jediny morfismus f : X — Y takovy,
ze g; = f o f; pro kazdé i € I.

Véta 1.5.8. Budte X,Y dva objekty kategorie C s koproduktovou vlastnosti
viici objektim X; € C. Potom jsou X,Y isomorfni, navic jedinym zptsobem.

Priklad 1.5.9. Koproduktem mnozin X; je pravé jejich disjunktni sjednoceni.
Jsou-li X; libovolné mnoZiny, uvazme misto nich mnoziny X; x {i} — ty jsou
zaruCené diskrétni, a jejich sjednoceni | J X; x {i} spolu s vnofenimi f; : X; —
UX; x {i}, ktera zobrazuji + € X; na f;(x) = (z,1), je jejich koproduktem:
jsou-li g; : X; = Y, stadi pro (x,i) € | X; x {i} polozit f(z,i) = g;(x).

Priklad 1.5.10. Koproduktem v kategorii uspofadanych mnozin je rovnéz dis-
junktni sjednoceni. Jsou-li (X;, <;) uspofadané mnoziny, bud [ X; jejich dis-
junktni sjednoceni, a budte e; : X; — [[ X; pfirozena vnofeni. Usporadanymi
dvojicemi v [ X; jsou pravé takova e;(z) < e;(y), Ze x,y lezi v tomtéz X; a
spliuji = <; y; prvky z riznych X; jsou neporovnatelné. Miizeme obrazné fici,
ze usporadnani (][ X;, <) vznikne poloZzenim (X;, <;) vedle sebe.

Pfiklad 1.5.11. Koproduktem vektorovych prostort X; je podprostor [ X;
produktu [] X, sestavajici ze v8ech (x;)ic;r € []X; s koneénym nosi¢em (tj.
x; = 0 pro v8echna i € I aZ na kone¢né mnoho) spolu s injekcemi f; : X; —
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11X, které zobrazuji vektor x € X; na vektor (...,0,z,0,...) € [[X; s je-
dinou nenulovou slozkou x na i-tém indexu. To jsou linearni zobrazeni, a je-li
X libovolny jiny vektorovy prostor opatifeny linearnimi g; : X; — X, stac¢i pro
(x;) € [ X; polozit p((z;)) = > gi(z;). Suma je ve skute¢nosti kone¢né, nebot
skoro vSechna z; jsou nulova, takze ¢ : [[ X; — X je korektné definovano, z de-
finice respektuje linearni kombinace, takZe je linearni, a snadno se nahlédne, Ze
je to jediné linearni zobrazeni splhujici g; = ¢ o f; pro kazdé i € I.

Priklad 1.5.12. PopiSeme koprodukty v kategorii monoidt. Trividlni monoid
{e}, ktery je inicidlnim objektem, je koproduktem prazdného systému. Jinak
bud A disjunktni sjednoceni v8ech nosnych mnozin X;,i € I; na tuto mnozinu
A budeme hledét jako na abecedu, monoidovy koprodukt bude sestavat z reduko-
vangch slov. Pritom slovo je jakakoli konecné posloupnost aias . .. a, prvkia z A;
ty jsou samy tvaru a = (z,1), kde z € X;. Slovo je redukované, pokud neobsahuje
neutralni prvky, tj. pro zadné a; = (2, %) neni z; = e, € X, a neobsahuje
sousedy z téhoZ monoidu, tj. pro sousedni ap = (2, i), Ak+1 = (Tkt1,%k+1) Ve
slové ay ...arak41 - .- an je vzdy ip 7 ig41-

Snadno se nahlédne, ze kazdé slovo 1ze v koneéné mnoha krocich reduko-
vat pomoci nésledujicich uprav: (i) vynech neutralni prvky, tj. misto slova

aty ... 0k = (€gyik)y...,a, piSslovo ay,...,ax_1,ak41,-- ., ay; (ii) redukuj sou-
¢iny sousedt z téhoz monoidu, tj. misto slova ay, ..., (g, ix), (Trt1,%k),- .-, an
pisay, ..., (Tpxpa1,ik),---,an, kde Txxgy1 je soudin v monoidu Xy. Vysledkem

je redukované slovo, a diky asociativité monoidovych operaci a neutralité jedno-
tek nezalezi na pofadi, ve kterém tyto tpravy proviadime. Pro kazdé slovo tedy
méame dobfe definovanou redukci. Bud W mnoZina vSech redukovanych slov;
pokud definujeme souéin redukovanych slov ai ...ay, b1 ...b, € W jako redukci
slova aj ...apby ...b,, je W monoid; neutralnim prvkem je prazdné slovo.
Definujeme-li e;(z) pro x € X; jako redukei slova (z,i), je ¢; : X; — W
homomorfismus monoidi. UkdZeme, Zze W spolu se sadou morfismii e; je hledany
koprodukt. Bud tedy (X, *,e) n&jaky monoid opatfeny morfismy f; : X; — X;
hledame jednozna¢né urcéeny morfismus ¢ : W — X, pro ktery bude diagram

komutovat. Takovym ¢ ale muze byt jeding ¢(a; ...a,) = fi, (x1) % fi (2y).
Tim je p : W — X jednozna¢né urceno, a faktorizuje kazdé f; = poe;.

V podstaté tataz konstrukce je koproduktem v kategorii grup; diky inverz-
nim prvkam se pii redukei odstrani podslova tvaru zz~!. Vidime, Ze koprodukt
netrivialnich monoida (grup) je vzdy nekoneény: existuji redukovana slova libo-
volné délky — stadi, aby se stifdala netrivialni pismena z réiznych monoida.®

5Jako jednoduchy piiklad poslouzi koprodukt grup Zs LI Z3.
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1.6 Pullbacky a pushouty

Definice 1.6.1. Jsou-li f: A — C a g: B — C dva morfismy, potom objekt
P opatfeny morfismy ¢’ : P — A a f' : P — B je jejich pullback, pokud
fog =gof' anavic je-li X libovolny jiny objekt s morfismy 7 : X — A a
7+ X — B splayjicimi f o7 = g o j, existuje jediny morfismus ¢ : X — P tak,
ei=g opaj=foep.

Yt
P —
bj
‘/g/
A

B
lg
— C

Motivaci pro pojem pullbacku je jako obvykle situace v kategorii mnozin.
Jsou-li f: A— C ag: B — C libovolna zobrazeni, jejich pullback je pravé
P ={(a,b) € Ax B; f(a) = g(b)} spolu s ob&éma projekcemi zizenymi na pod-
mnozinu P C A x B. Diagram vyse pak z definice komutuje, tj. T4 0 f = gomnp,
ajsoulii: X — A, j: X — B jiné dva morfismy spliiujici foi = g o j,
stadi pro z € X polozit p(x) = (i(x),j(z)) € A x B; potom je p(x) € P, plati
i =TA0p,J = TR o, azarovenl ¢ je jediné zobrazeni s témito vlastnostmi.
Specielné pullbackem A, B C C' je vnofeni AN B do A a B.

I v dalsich kategoriich je uZzite¢né hledét na pullback jako na omezeny pro-
dukt: omezeni je dano pravé pozadavkem komutovat s danymi morfismy f,g.
Snadno se napiiklad ovéri, ze vySe popsand mnoZzina P je podgrupou v soucinu
grup a podalgebrou v sou¢inu Booleovych algeber.

CviCeni 1.6.2. (i) Bud C terminélni objekt, budte f: A > Cag: B — C
(jediné) morfismy do C'. Potom jejich pullback je pravé produkt A x B. (ii) Je-li
e: X — A pullback morfisma f: A — Cag: A— C, je e pravé ekvalizér f,g.

Cviceni 1.6.3. Pullback monomorfismu je monomorfismus. Naopak morfismus
f A — B je mono pravé tehdy, kdyz id,id je pullback morfismu f, f. To je
prirozené zobecnéni znamého tvrzeni z kategorie vektorovych prostori ¢i grup,
kde prosté jsou pravé morfismy s trivialnim jadrem.

Cviceni 1.6.4. Definujte dualni pojem pushout a popiste jej v kategorii mnozin.

1.7 Limity a kolimity

V tomto oddile pomoci obecného pojmu limity a kolimity diagramu sjednotime
konstrukce popsané v predchozich oddilech.

Definice 1.7.1. Kategorie C je mald, pokud tfida jejich objekti je mnozina.
Mala podkategorie D kategorie C je diagram v kategorii C. Diagram, ktery ne-
obsahuje zadné Sipky, je diskrétni.
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Napftiklad kazda kategorie uréena monoidem (1.1.3), uspofddanou mnozinou
(1.1.4) & grafem (1.1.5) je mala. V predchozich oddilech jsme vidéli nékolik
prikladt jednoduchych diagramai.

Definice 1.7.2. Bud D diagram v kategorii C. Rekneme, %e objekt X spolu
s morfismy m; : X — D, pro kazdy objekt D, diagramu D je limita diagramu
D, pokud (i) pro kazdy morfismus f : D; — D; diagramu D je m; = fom; a
navic (ii) pro kazdy jiny objekt Y a sadu morfismua f; : Y — D; s vlastnosti (i)
existuje pravé jeden morfismus ¢ : Y — X takovy, ze kazdé f; = m; o .

Morfismy m; : X — D; se obvykle nazyvaji projekce. Podminku (i) miZeme
struéné vyjadiit tak, ze vSechny trojihelniky komutuji. Podle (ii) je tato sada
projekci univerzalni: kazda jina sada f; : Y — D; se faktorizuje pies m; skrze .

Univerzalni kontrukce popsané vyse jsou specialni pfipady limit: terminalni
objekt je pravé limita prazdného diagramu, produkt je pravé limita diskrétniho
diagramu, ekvalizér je pravé limita diagramu X = Y. Obecnou otazkou je,
které limity existuji v kterych kategoriich. Kategorie, ve které kazdy digram ma
limitu, je uplnd. Ukazuje se, ze k tomu staci produkty a ekvalizéry.

Véta 1.7.3 (Maranda). Kategorie, ktera ma produkty a ekvalizéry, je Gplné.

Diikaz. Je-li D diagram v kategorii C, uvazme dva produkty: produkt [[,.; X;
vSech objektt v diagramu D, a produkt Hf: Xim X, X vSech téch objekti, které
stoji na konci® né&jaké sipky f : X; — X; v D. Podle predpokladu oba tyto
produkty existuji. Pro kazdy f : X; — X; v D existuji dva pfirozené mor-
fismy z [[,c; Xi do X}, totiz projekce 7; a slozeny morfismus f o 7;; nemiizeme
zatim ocekavat, Ze by byly totozné. VSechna m; se faktorizuji pres projekce
T Hf:Xi_»{j X; — Xj skze jediné p, vSechna f o m; se faktorizuji skrze je-
diné ¢. Pro morfismy p, ¢ existuje dle pfedpokladu ekvalizér e : X — [[;c; Xi.

Ukazeme, ze morfismy f; = m; oe: X — X, tvoii limitu.”
fi
J ‘)(v‘7
=
Ty
p

X ——ILXi == 11, X;

q

\\ | [
fi i f) Xj

Pfedné, projekce f; : X — X; komutuji se viemi f : X; — X;, nebot
fofi=fomoe=mpoqoe=mpopoe=m;0e = f;. Dale, je-li X’ n&jaky jiny
objekt opatfeny morfismy f; : X’ — X;, které komutuji se vSemi f : X; — X,
méme z produktové vlastnosti [ | X; opét n&jaky faktorizujicie’ : X' — [],; Xi,
skrze ktery je kazdé f] = m;oe’. Pro kazdy morfismus f : X; — X; v D je potom

6To znamena, Ze za kazdy morfismus do X je v tomto produktu jedna kopie X;.

7"Produkt Hie] X; je dobrym vychozim bodem pro hledani limity, pfinejmensim ma pro-
jekce m; do vsech X;. Jakozto produkt je ovSem pouze limitou diskrétniho diagramu D —
nemtZeme ocekéavat, Ze tyto projekce budou komutovat s morfismy f : X; — X;. PotFebnym
zjemnénim je pravé ekvalizér, diky kterému budou 7; o e jiz komutovat.
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mpopoe =mjoe =fi=fofl=fomoe =mpoqoe

To ale znamena, ze morfismy f7 : X’ — X se pfes projekce 7y : [[, X; — X;
faktorizuji skrze po e’ i skrze qo €/, takZe poe’ = go¢€’; jinymi slovy, morfismus
e’ rovnéz ekvalizuje p,q. Z univerzality ekvalizéru se tedy €' : X' — [[X;
faktorizuje pres e : X — [[X; skrze jediné k : X’ — X spliyjici ¢/ = e o k.
Potom ale kazdé f; = m;0e’ = m0eok = f; ok, takze vSechna f] se skrze k
faktorizuji pres f;.

i /\
ik: HZ Xl *ﬂi Xz

X

\

Koneéné, je-li ¥ : X' — X jiny faktorizujici morfismus, skrze ktery je kazdé
fl = fiok/, mame m;0eok’ = m; o€, takze z jednoznacnosti faktorizace pres
m; je nutné eo k' = ¢’ jako vySe. Tedy i k' faktorizuje e’ pies e; tedy k' = k. [

Piiklad 1.7.4. Produkty v kategorii uréené usporadanim (X, <) jsou pravé
infima, a ekvalizéry jsou identity. Tato kategorie je tedy tplné pravé kdyz kazda
podmnozina ma infimum. Specialné infimem X C X je nutné nejmensi prvek a
infimem prazdné ) C X je nutné nejvétsi prvek. Potom ale kazda podmnoZina
mé i supremum: nutné ma majoranty (protoze X ma nejvétsi prvek), a infimem
mnoziny jejich majorant je pravé jeji supremum. Tedy (X, <) je uplna kategorie
pravé kdyz (X, <) je uplny svaz s nejmensim a nejvétsim prvkem.

Priklad 1.7.5. V kategorii mnozin popiSeme explicitni konstrukci limity po-
mérné snadno. Je-li D jakykoli diagram, uvazme nejprve produkt []X; vSech
X, € D; z ngj pak vezméme jen takova (z;)icr, Ze pro kazdé f : X; — X; v di-
agramu D je f(z;) = x;. MiZeme struéné Fici, Ze takové (x;) € [[ X, komutuje
se vSemi morfismy v D. Limitou je podmnozina produktu, ktera sestava pravé
ze vsech takovych, limitnimi projekcemi jsou ztzené produktové projekce.

Cviceni 1.7.6. Neni tézké ukazat, ze analogickd konstrukce vede na limitu
v kategorii vektorovych prostort. Popiste tuto konstrukci podrobné: ukazte, ze
uvazovand podmnozina produktu je podprostorem a méa univerzalni vlastnost.
Popiste analogickou konstrukei v kategorii usporfadanych mnozin.

Jednoznaénost limity bychom nyni mohli predvést podobné jako v pfedcho-
zich jednotlivych pripadech, totiz kandidati na limitu se navzajem faktorizuji
tam i zpét, a slozenim je nutné identita. UkdZeme schvalné abstraktnéjsi pohled:
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Cviéeni 1.7.7. Bud D diagram v kategorii C. Rekneme, Ze objekt X spolu
s morfismy f; : X — D, pro kazdy objekt D, diagramu D je kuZel diagramu
D, pokud pro kazdy morfismus f : D; — D; diagramu D je f; = f o f;, tj. po-
kud vSechny trojihelniky komutuji. VSechny kuzely daného diagramu pak tvoii
kategorii, ve které morfismy jsou pravé faktorizujici C-morfismy mezi riznymi
kuzely. Limita diagramu D, pokud existuje, je pravé terminalnim objektem této
kategorie. Z toho plyne, Ze limity jsou jednoznac¢né az na isomorfismus.

Duélné k pojmu limity se opét zavede pojem kolimity. Stejné jako vySe pak
zjistime, Ze inicidlni objekt, koprodukt a koekvalizér jsou specialni pfipady ko-
limit, a dokdZzeme dualni verzi Marandovy véty: kategorie, ktera ma vSechny
koprodukty a koekvalizéry je kouplnd, tj. ma uz vSechny kolimity.

Cviceni 1.7.8. Dokazte dualni verzi Marandovy véty.

Priklad 1.7.9. I konstrukci kolimity muZeme v kategorii mnozin popsat ex-
plicitné: tak jako limita je podmnozinou produktu, je kolimita obrazem kopro-
duktu. Bud D jakykoli diagram, bud ][ X; koprodukt, tj. diskrétni sjednocent
viech X; € D. Bud R binarni relace na [[X; sestavajici z takovych dvojic
(x,1),(2',7), ze pro ngjaké f : X; — X, v diagramu D je f(z) = z’; bud E ekvi-
valence generovana relaci R. Kolimitou diagramu D je potom kvocient [[ X;/FE
spolu se zobrazenimi e; : X; — [[ X;/E, ktera posilaji € X; na [(z,4)]g; to
jsou praveé slozeni pfirozenych inkluzi X; C [[ X; s kvocientnim zobrazenim.

1.8 Kartézsky uzaviené kategorie

Zacneme opé&t piikladem z kategorie mnozin, ktery posléze zobecnime. Pro dvé
mnoziny X,Y bud YX mnozina viech funkei f : X — Y. Na produktu Y X x X
se potom piirozenym zptsobem definuje zobrazeni eval : YX x X — Y s hod-
notami eval(f,z) = f(x). Zobrazeni eval ma nasledujici univerzalni vlastnost:
je-li g 1 Z x X — Y jakékoli zobrazeni, existuje k nému jednozna¢né urcené
zobrazeni curry(g) : Z — YX, pro které nasledujici diagram komutuje:

ZxX
curry(g)x lxl 9

YXxX —3Y

eval

Ma-li komutovat g(z,x) = eval((curry(g) x id)(z,z)) = eval(curry(g)(z),z) =
curry(g)(z)(x), musime za curry(g) : Z — YX vzit curry(g)(2)(z) = g(z,z);
to jest, prvku z € Z se zobrazenim curry(g) ptifadi funkce curry(g)(z) € YX,

ktera prvku z € X pfifazuje prvek g(z,2) € Y.

Kategorialni zobecnéni spoc¢ivéa jako obvykle v tom, Ze pozadujeme piimo
univerzalni vlastnost daného morfismu, misto abychom se odvolavali na jednot-
livé prvky nosnych mnozin nebo jejich bodové obrazy.

Definice 1.8.1. Bud C kategorie, kterda ma binarni produkty. Rekneme, ze
objekt B4 je exponent objektit A, B € C, pokud existuje morfismus evalap :
B4 x A — B takovy, 7Ze pro kazdy morfismus ¢ : C x A — B existuje pravé
jeden morfismus curry(g) : C — B4, pro ktery diagram vyse komutuje.
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Piiklad 1.8.2. Kategorie tplnych svazii a spojitych® zobrazeni ma exponenty.
Bud'te totiz A, B dva uplné svazy. Jejich exponentem je Gplny svaz [A — B]
vSech spojitych zobrazeni ¢ : A — B, uspofadany po slozkéch, tj. ¢ < 1 pravé
kdyZ pro kazdé a € A je p(a) < 1(a) ve svazu B.

Pfedné, [A — B] s timto usporadanim je aplny svaz: je-li F C [A — B],
poloZzme @(a) = sup{f(a); f € F} pro a € A. UkdZeme, Ze ¢ je spojité a je
supremem F. Bud X C A a bud a = sup X. Jist& je p(a) majorantou o[X].
Je-li b € B rovnéz majorantou ¢[X], mame b > f(x) pro kazdé x € X a kazdé
f € F. To znamena, 7%e pro kazdé f € F je b majorantou f[X], takze b >
sup f[X] = f(a) a mame b > p(a). Z defince ¢ majorizuje kazdé f € F. Pokud
né&jaké spojité ¢ : A — B rovnéz majorizuje viechna f € F, tj. f(a) < ¥(a) pro
kazdé a € A, mame také ¢(a) < 1(a); to ale znamena ¢ < 1.

Zobrazeni eval ap se definuje stejné jako vySe v kategorii mnoZzin, potiebu-
jeme ale ovéfit, Ze je spojité. Suprema v soudinu [A — B] x A jsou suprema
po slozkéach. Je-li tedy (¢, a) supremem M C [A — B] x A, je ¢ = sup F pro
F={f;3)(f,z) e M} aa =supX pro X = {z; (3f)(f,z) € M}. UkdZeme,
ze eval(p,a) = ¢(a) je supremem mnoziny eval[M] = {f(z); (f,z) € M}. Jisté
je majorantou. Bud b > f(z) pro kazdé (f,z) € M. Pro pevné z € X je
o(x) = sup{f(x); f € F}, mame tedy b > ¢(x) pro kazdé = € X. Pak ale
b > p(a) = sup {p(x);x € X}, nebot ¢ je spojité.

Bud C libovolny tplny svaz a g : C x A — B libovolné spojité zobra-
zeni. Definujeme curry(g) jako vyse, totiz curry(g)(c)(a) = g(c, a); potom bude
curry(g) spojité, nebot g je spojite.

Definice 1.8.3. Kategorie je kartézsky uzaviend, pokud ma terminalni objekt,
binarni produkty a exponenty.

Cviceni 1.8.4. Pro kazdy exponent B4 je curry(evalag) = 1ga.
Cvigeni 1.8.5. V kartézsky uzaviené kategorii je ZX*Y isomorfni se (Z¥)X.

Cvigeni 1.8.6. (i) Kategorie uréena uspofadanim (P(X), C) je kartézsky uza-
viend. Termindlnim objektem je X, produkty jsou pruniky, exponentem je
(X\ A) U B spolu s inkluzi (X \ A)UB)NAC B: pii CN A C B nemize C
protinat A\ B, takze C' C (X \ A)U B. (ii) Podobna je situace v kategorii vyro-
kovych formuli, kde morfismem je vztah A = B logického dusledku. Terminaly
jsou tautologie, produkty jsou konjunkce, a exponentem je implikace A — B;
mizeme ve zkratce Fici, Ze eval je modus ponens, totiz (A — B)A A |E B, a pii
CANA— Bjenutne C = A — B. (iii) Oba piipady zobechuje kategorie uréené
kanonickym usporaddnim Booleovy algebry (B, A,V,—,0,1,<): terminal je 1,
produkty jsou priiseky, a exponentem je —a V b s morfismem (—a V b) Aa < b.

8Spojité zobrazeni mezi Gplnymi svazy je takové, které zachovava viechna suprema.
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Kapitola 2

Funktory

V predchozi kapitole zavedli pojem kategorie a popsali riizné kategorialni kon-
strukce coby abstraktni popis riznych opakujicich se konstrukei z riznych oborta
matematiky. Logickym pokra¢ovanim je potom porovnavat kategorie navzajem.
Nastrojem k tomu jsou funktory, totiz zobrazeni mezi kategoriemi, ktera zacho-
vavaji strukturu Sipek. VSimnéme si opét, na jaké Grovni se pohybujeme: zatimco
v jednotlivych kategoriich uvazujeme morfismy, které zachovavaji strukturu uva-
Zovanych objektt (monotonni zobrazeni mezi usporadanimi, spojita zobrazent
mezi topologickymi prostory, atd.), nyni jde o zachovani struktury celé kategorie.

2.1 Funktory

Definice 2.1.1. Budte C, D kategorie a bud F' : C — D zobrazeni, které pii-
fazuje C-objektim D-objekty a C-morfismim D-morfismy. Rekneme, 7e F je
(kovariantni) funktor, pokud respektuje skladani a jednotky, tj. pro kazdy ob-
jekt X v C je F(lx) = 1p(x), a pro kazdé f : X — Y,g:Y — Z v kategorii
Cije F(f) : F(X) —» F(Y) a F(g) : F(Y) —» F(Z) v kategorii D a plati
F(go f)=F(g)o F(f).

C Y
7N s
_

X — Z  F(X)

Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme pi#i aplikaci funktort vynechavat
zévorky a psat struéngji FX, FY,Ff: FX — FY,F(fog) = F foFg a podobng.

P

Y)
NG

D
F(2)

F(gof)

Piiklad 2.1.2. Z kazdé algebraické kategorie (grupy, télesa, Booleovy algebry)
vede zapominajici funktor U do kategorie mnozin. Objektu pfifazuje jeho nosnou
mnozinu, morfismu tentyz morfismus, nyni ovSem jen jako zobrazeni mezi mno-
Zinami, bez ohledu na zapomenutou strukturu. Vidime hned, ze U je funktor.
Je sice velmi jednoduchy, ale pozdéji uvidime, ze dosti uziteény.

Piiklad 2.1.3. KaZdy objekt X € C urc¢uje hom-funktor C(X,_):C — SET:
objektu Y € C pfifazuje mnozinu C(X,Y) a morfismu f : Y — Z zobrazeni
C(X,)Y)—C(X,Z), které posila g : X — Y na fog: X — Z. Duélné se zavede
kontravariantni hom-funktor C(__, X) : C°? — SET, ktery ,,0ta¢i Sipky*.
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CvicCeni 2.1.4. Ovéite, ze P : SET — SET z 1.2.17 je kontravariantni funktor.

Priklad 2.1.5. Pro mnozinu X uvazme mnozinu X* vSech koneénych posloup-
nosti prvka z X; informatik by fekl: vSechna slova v abecedé X . Na mnoZiné slov
méme prirozenou operaci fetézeni, kterd je asociativni, a vaci které je prazdné
slovo neutralnim prvkem. To znamena, ze X* je monoid. Tim je urcena objek-
tova ¢ast morfismu F' : SET — MON. Libovolnym zobrazenim f: X — Y je
urceno i zobrazeni F(f) : X* — Y™, totiZz pfeklad po pismenech: slovo z; ...z
se zobrazi na slovo f(x1)...f(zr). Snadno se ovéfi, ze F(f) je monoidovym
morfismem, a Ze pro slozeni g o f : X — Z nasledujici diagram komutuje.

Y*
FV %g)
X* Z*

F(gof)

Priklad 2.1.6. Pro objekt A kategorie C polozme A(A) = (A, A) a pro morfis-
mus f: A— Bbud A(f) = (f,f): (A, A) — (B, B). Tim je definovan funktor
A : C — CxC. Pro kategorii C, ktera mé produkty, definujeme v opa¢ném smeéru
funktor IT : CxC — C nasledovné. Pro objekt (A4, B) bud [[(A, B) = Ax B a pro
morfismus (f, g) : (4, B) — (C, D) bud II(f, g) morfismus fxg: AxB — CxD.
NiZe uvidime, Ze oba funktory jsou vzajemné adjungované.

Definice 2.1.7. Funktor F' : C — D je vérngj, pokud je prosty na morfismech, tj.
pokud riznym f,g € C(A, B) pfifazuje rizné Ff, Fg € D(F A, FB). Kategorie
C je konkrétng, pokud existuje vérny funktor C — SET .

Pojem konkrétni kategorie zobeciiuje pripad obvyklych algebraickych, topo-
logickych a dalsich kategorii, kde objekty jsou mnoziny opatiené néjakou struk-
turou, a morfismy jsou pravé zobrazeni respektujici tuto strukturu. V piipadé
kategorie mnozin, grup, vektorovych prostori, topologickych prostori apod je
takovym svédéicim funktorem napfiklad zapominaci funktor U : C — SET.

Pfirozena je pak otazka, zda napftiklad monomorfismy v C jsou pravé ty, je-
jichz obraz v SET je prosty; obecnéji pak, které vlastnosti morfismu lze konkre-
tizujicim funktorem ekvivalentné prevést na dobie znamé vlastnosti zobrazeni.

Poznamenejme rovnou, ze odpovéd muze zaviset na zvolené konkretizaci. Na-
priklad pro kategorii C se dvéma objekty a jedinym morfismem (kromé identit)
existuje mnoho takovych vérnych konkretizujicich funktort: obrazem objektu
budou dvé mnoziny a obrazem morfismu néjaké zobrazeni mezi nimi. Kazdé
takové prifazeni je funktorem, pozadavek na prostotu vyjde naprizdno. Ve své
ptvodni kategorii @ — e je onen jediny morfismus mono i epi (i kdyz nikoli iso),
kdezto jeho obraz v SET miize a nemusi mit kteroukoli z téchto vlastnosti.

Lemma 2.1.8. Je-li F': C — D vérny, potom Ff: FA — FB je monomorfis-
mus pouze v piipadé, ze f : A — B je monomorfismus.

Dikaz. Bud Ff : FA — FB monomorfismus v D, budte fg = fh v C. Potom
je FfoFg=FfoFhvD,takie Fg = Fh, nebot F f je monomorfismus. Potom
ale g = h, nebot F' je vérny. O

Dusledek 2.1.9. Bud C konkrétni kategorie, bud F' : C — SET svédéici vérny
funktor. Potom kazdy morfismus f, pro ktery je F'f prostym zobrazenim mezi
nosnymi mnozinami, je monomorfismem v C.
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2.2 Prirozené transformace

Definice 2.2.1. Budte F,G : C — D funktory. Rekneme, 7ze sada morfismt
vx : F(X) = G(X), kde X jsou objekty kategorie C, je piirozenou transformaci
funktoru F' do funktoru G, pokud pro kazdy morfismus f : X — Y kategorie
C nésledujici diagram komutuje v kategorii D. Pokud navic kazdy morfismus
vy : F(X) — G(X) je isomorfismus, jedna se o pFirozenou ekvivalenci.

F(X) 25 G(X)

PO 0

FY) == G(Y)
Priklad 2.2.2. Je-li X vektorovy prostor koneéné dimenze nad R, bud X*
mnozina v8ech linedrnich funkcionali X — R. To je opét vektorovy prostor,
s operacemi po slozkach, tj. (¢ + 0)(x) = p(z) + o(z) a (ap)(x) = ap(z), navic
stejné dimenze.! Toté ale mtiZzeme s prostorem X * provést znovu, a dostaneme
prostor X** linearnich funkcionali X* — R, opét isomorfni s X. Pro kazdy
objekt X tedy mame isomorfismy X ~ X* a X ~ X**. Chceme nyni ukazat, Ze
mezi X a X* neexistuji zadné prirozené isomorfismy (ve smyslu definice vyse),
kdezto mezi X a X** ano.

Je-li f: X — Y linearni, potom pro kazdy linearni funkcional ¢ : ¥ — R
mame také linearni o f : X — R; tim je urCeno linearni f* : Y* — X*. Podobné
je funkcionalu ¢ : X* — R pfifazen funkcional gpo f* : Y* — R; tim je urceno
linearni f** : X** — Y**. Prirozeny isomorfismus vx : X — X** definujeme
jako vx(z)(¢) = ¢(z); to jest, pro x € X je vx(x) linearni funkcional na X*,
ktery kazdému ¢ € X* pfifazuje ¢(x). Diagram

X VX X

fl lfﬂ

Y — Y
vy

potom komutuje pro kazdé linearni f: X — Y.

Naopak pro zddnou sadu isomorfismiu 7x : X — X* diagram pro vSechny
morfismy komutovat nemiiZe: stac¢i vzit konstatné nulové zobrazeni f : X — Y,
tj. f(z) = 0 pro kazdé x € X. Aby potom diagram

X X
| Tr

Y — Y*
TY

TX

komutoval, musel by isomorfismus 7x : X — X™* byt rovnéz nulovy.
Vsimnéme si opét, na jaké drovni abstrakce tyto tvahy provadime. Mezi
samotnymi objekty X, X™*, X** R"™ neni v line4rni algebie tfeba rozlisovat, jsou

1Ve skutecnosti jsou prostory X a X* oba isomorfni s R™: je-li z1,...,z, n&jaks baze
prostoru X, a mé-li dany vektor z = > ayz; € X vidi této bazi soufadnice a1,...,an € R,
jez — (ai,...,an) € R™ isomorfismus mezi X a R™ (soufadnicovy isomorfismus); zarovei

zobrazeni z]” : x — «; jsou linearni funkcionaly a tvoii bazi prostoru X*. Zobrazeni 7x (z;) =

:zrz‘ié se potom jedinym moZnym linedrnim zptsobem roz§ifuje na isomorfismus 7x : X — X™*.
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navzajem isomorfni. P¥i pohledu na kategorii v8ech linearnich morfismi v8ak
vidime, Ze nékteré isomorfismy mezi nimi jsou pfirozené a jiné nikoli. MuZeme
si téz v§imnout, Ze definice vx se neodvolava na zadnou konkrétni bazi prostoru
X, kdezto definice souradnicového isomorfismu se bez ni neobejde.

Cviéeni 2.2.3. Jsou-li C,D kategorie, bud D¢ kategorie, jejimiz objekty jsou
funktory C — D, morfismy jsou pfirozené transformace mezi nimi, a skladanim
je skladéni funktora. Ovéite podrobné, Ze se jedna o kategorii.

Cviéeni 2.2.4. Bud D kategorie s koneénymi produkty, budte F,G : C — D
funktory. Definujme funktor H : C — D na objektech jako HX = FX x GX
a na morfismech f: X — Y jako Hf = Ff xGf : FX x GX — FY x GY.
Ukaite, ze H je pravé produktem F,G v kategorii DC.

2.3 Adjungované funktory

Definice 2.3.1. Funktor F' : C — D je levy adjunkt funktoru G : D — C,
pokud existuje pfirozena transformace v mezi identickym I : C — C a sloZenym
funktorem G o F' : C — C s nasledujici vlastnosti: pro kazdé X € C,Y € D a
kazdy morfismus f : X — G(Y) existuje jediny morfismus f# : F(X) — Y, pro
ktery je f = G(f#) o vx, tj. takovy, ze nasledujici diagram komutuje.

X 25 G(F(X)) F(X)
f JG(W lf#
G(Y) Y

Sada morfismi vx svédé&icich o pfirozené transformaci mezi I a G o F se
v této souvislosti nazyva jednotka adjunkce, a funktor G je pravy adjunkt.

Ukézeme nejprve nékolik jednoduchych piikladt adjunkce. Postupné uvi-
dime, Ze adjunkty jsou v matematice vSudypiitomné. Zahrnuji mimo jiné tra-
di¢ni konstrukce volnych objekti v algebfe (volna grupa, volna Booleova al-
gebra, vektorovy prostor) i rizna zuplnéni (metrické zaplnéni, kompaktifikace
prostoru, podilové nadtéleso okruhu, symetrizace grafu).

Priklad 2.3.2. Zapominajici funktor U : TOP — SET ma levy i pravy ad-
junkt: levy pfifazuje kazdé mnoziné diskrétni a pravy indiskrétni topologii.

Pfiklad 2.3.3. Uvazme (Z,<) a (R, <) jako malé kategorie uréené usporada-
nymi mnoZinami. Potom vnofeni (Z, <) do (R, <) ma levou i pravou adjunkeci.
Pravou adjunkei je zobrazeni x — |z| na dolni celou &ast. To je monotonni
zobrazeni, a tedy funktor z R do Z. Jednotku adjunkce tvofi morfismy k < | k|
pro kazdé k € Z. Je-li x € R libovolné realné ¢islo takové, ze k < |z], je
k < k] < |z| svédkem faktorizace. Jednozna¢nost mame hned, v kategorii ur-
¢ené usporadanim vede mezi kazdymi dvéma objekty nanejvys jeden morfismus.
Podobné z — [z] je levou adjunkei: pro kazdé x € R je x < [z], ajeli k € Z
takové, 7e © < [k] = k, je také < [z] < [k].

Priklad 2.3.4. Funktory A : C - CxC all: C xC — C z piikladu 2.1.6
jsou adjungované, A zleva a II zprava. Prirozena transformace I — IIA se ziska
ofividnym zptisobem, jeji slozky jsou dx : X — X x X. Je-li (Y, Z) libovolny
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objekt kategorie C x C a je-li f: X — Y x Z libovolny morfismus kategorie C,
oznaéme fy = myof a fz = mzof. Potom morfismus (fy, fz) : (X, X) = (Y, 2)
kategorie C x C zajisti, Ze nésledujici diagram komutuje:

X 2, X xX (X, X)
\‘ ifyxfz i(fY-,fz)
Y x Z (Y, 2)

V kategorii SET tvrzeni vidime téméf okamzité po prvcich, obecné je ale musime
dokézat z univerzality morfismi § : X - X x X a fy X fz : X x X =Y x Z
(viz 1.5). Morfismy fy : X - Y a fz : X — Z se diky univerzalité produktu
Y x Z faktorizuji pres projekce my, wz. Faktorizujicim morfismem je trivialné f,
ukazeme ale, Ze téZ (fy X fz)odx. Z jednoznacnosti pak bude f = (fy X fz)odx.
Pfedné je 1 x = mxodx z definice dx, takze f = folx = fo(mxodx). Morfismus
fy X fz je z definice jediny, ktery komutuje s vné&jsim obdélnikem,

X &5 X x X =92 X

W

takZze my o (fy X fz) = fyomx = my o fomx, a tedy také my o (fy X fz)odx =
my o fomx odx = my o f; stejné se ukdze wz o (fy X fz)odx =mzo f.

Pojem levé adjunkce F': C — D lze ekvivalentné vyjadiit pomoci podminky
na pravy adjunkt G : D — C: existuje pfirozena transformace € : FG — I, tj.
tfida morfismi ey : FGY — Y takovych, Zze kazdy morfismus g : FX — Y se
pomoci jediného f : X — GY faktorizuje jako g = ey o F'f.

X FX
fl Ffl X
GY FGY —/——Y
V obou formulacich jde o totéz: existuje vzajemné jednoznaéna korespon-

dence mezi morfismy f: X — GY a morfismy g : FX — Y, ktera je pfirozena
pro kazdé X € Cikazdé Y € D. To lze elegantné vyjadiit pomoci Hom funktori.

Cviceni 2.3.5. Funktory F': C — D a G : D — C tvori levy a pravy adjunkt
pravé kdyz funktory C(__,G__) a D(F__,_ ) jsou pfirozené ekvivalentni v obou
proménnych. To jest, pro kazdé X € C existuje pfirozena ekvivalence mezi
C(X,G_):D— SET aD(FX,_):D — SET, a pro kazdé Y € D existuje
prirozena ekvivalence mezi C(__,GY):C - SET a D(F_,Y):C — SET.

Priklad 2.3.6. Existence exponenti v kartézsky uzavienych kategoriich je rov-
néz piipadem adjunkce. Libovolny objekt X € C urcuje funktor _ x X : C — C,
jehoz pravym adjunktem je funktor (_ )X : C — C.

Z Z x X
curry(g)l curry(g) X lxl g
yX YXxX —3Y

eval
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Kojednotkou adjunkce je eval : YX x X — Y, jeho univerzalni vlastnost je pravé
podminka na pravy adjunkt. V duchu predchoziho cviceni jde o korespondenci
mezi g: Z x X =Y acurry(g) : Z — YX. Existence exponentti v C znamena
tedy praveé tolik, ze funktor __ x X mé pravou adjunkci pro kazdé X € C.

Priklady adjunkce zajimavé pro algebru jsou obvyklé konstrukce wolngch
objekti: jsou to levé adjunkty k zapominacimu funktoru U : C — SET . Ukdzeme
to na prikladé monoidi, Booleovych algeber a vektorovych prostorii.

Priklad 2.3.7. V prikladu 2.1.5 jsme popsali funktor SET — MON, ktery nad
danou mnozinou X vystavi monoid X*, a kazdému zobrazeni f : X — Y pfifadi
morfismus f* : X* — Y™ zplUsobem, ktery respektuje skladani. Ukazeme, Ze
tento funktor je levym adjunktem zapominajiciho? funktoru U : MON — SET.

Mame predné ukazat, ze existuje pfirozené transformace v : I — UF. Pro
kazdou mnozinu X tedy musi existovat zobrazeni vy : X — U(X™) tak, aby
nasledujici obdélnik komutoval:

X X, xx

fl I

Y —— Y™
vy

Takové zobrazeni se ale pfirozené nabizi, totiZz vx(x) = x; to jest, pismeno
x € X zobrazujeme na jednopismenné slovo x € X*. Morfismus f*: X* — Y*
je preklad po pismenech, viz 2.1.5, diagram tedy o¢ividné komutuje.

Je-li nyni X libovolnd mnoZzina, (M, x, e) libovolny monoid, a f : X — M
libovolné zobrazeni do jeho nosné mnoziny, mame ukazat, ze existuje jediny
monoidovy morfismus f# : X* — M, pro ktery nasledujici diagram komutuje:

X 2, X+

|
N

M

Takovy morfismus f# : X* — M se ale ziska stejné jako v 2.1.5: ma-li troju-
helnik komutovat, musi byt f#(z;...2,) = f(x1) * --- % f(x,). Piitom takoveé
zobrazeni z definice respektuje monoidovou operaci.

Priiklad 2.3.8. Pro mnozinu X uvaZme mnozinu vyrokovych formuli nad X.
Pro formuli ¢ bud [p] = {¢; = ¢ < ¥} jeji ekvivaleneni tiida. Mnozina B(X)
téchto ekvivalen¢nich ti¥id je pak Booleovou algebrou, pokud ji opatiime ope-
racemi —[p] = [~¢], [p] A Y] = [p AL ]V [¢] = [eVe],0 =[1],1 =[T].

2Pro zapominajici funktor U : C — SET byva zvykem psat misto U(X) a U(f) prosté X a
f. Je potom potieba rozliSovat, jestli mame na mysli morfismus mezi strukturami, nebo mezi
jejich nosnymi mnozinami, obvykle ale nehrozi nedorozuméni.

3Uvazme pro nazornost zobrazeni z X do nosné mnoZiny monoidu (N, +,0) s konstantni
hodnotou f(z) = 1. Jemu odpovidajici morfismus f# : X* — N je pravé len(z1 ...xn) = n,
ktery pfifazuje slovu jeho délku. Zajimavéjsi je monoid usporddanich seznamii: je-li na X
pfedem dano n&jaké linearni uspofadani, uvazme mnozinu SL(X) takovych koneénych po-
sloupnosti prvka z X, které dodrzuji dané usporadani; na SL(X) existuje pfirozena asocia-
tivni operace merge; neutralnim prvkem je prazdny seznam. Tedy SL(X) je monoid. UvaZme
zobrazeni f : X — SL(X), které prvku x € X prifazuje jednoprvkovy sefazeny seznam (x).
Odpovidajicim morfismem f# : X* — SL(X) je potom sort.
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Tim je uréena objektova ¢ast funktoru B : SET — BA. Pro f : X — Y bud
potom f# : B(X) — B(Y) piirozené rozsifeni do booleovského morfismu, defi-
nované indukei podle syntaktické sloZitosti formule: pro atomické formule bud
f#(x) = f(x), dale pak jedinym moznym zptisobem, totiz f#(—p) = —f#(p)
a podobné pro ostatni spojky. Snadno se ovéfi, ze F je funktor. Ukazeme, Ze je
levym adjunktem zapominajiciho funktoru U : BA — SET.

Ptirozena ekvivalence v : I — UDB se najde opét snadno, sta¢i polozit
vx(x) = [z]. Je-li nyni B libovolna Booleova algebra a je-li f : X — B li-
bovolné zobrazeni do jeji nosné mnoziny, hleddme jediné homomorfni rozsifeni
f# : B(X) — B takové, Ze nasledujici diagram komutuje:

X 25 B(X)

|
\f

B

To se ale najde stejné jako vyse: ma-li diagram komutovat, musime pro atomické
formule x € X polozit f#([z]) = f(z), a ma-li f# byt booleovskym morfismem,
musi se na ostatnich formulich chovat popsanym zptsobem.

Piiklad 2.3.9. Pro mnoZinu X bud V(X) mnoZina vSech formalnich lineér-
nich kombinaci nad X, tj. vSech vyrazi tvaru ajzy + -+ - + a2, (G struéngji
S aix;), kde xq,...,x, € X a aq,...,a, € R. Mnozina V(X) nese pfirozenou
strukturu vektorového prostoru nad R, totiz s¢itani vektori i nasobeni skalarem
se déje po slozkach. Tim je uréena objektova ¢ast funktoru V : SET — VECT.
Kazdé zobrazeni f : X — Y uréuje jediné mozné linearni f# : V(X) — V(Y),
totiz f#(x) = f(x), fFN- X asws) = X A i), f# (0 aumy + 3 Biwi) =
(- cizs) + 7 (3 air;). Snadno se ovéid, ze V je funktor. UkdZeme, 7e je
levym adjunktem k zapominajicimu funktoru U : VECT — SET.

Transformace v : I — UV se najde snadno, stadi polozit vx(z) = x. Je-li
nyni Y libovolny vektorovy prostor a je-li f : X — Y libovolné zobrazeni do
jeho nosné mnoziny, hleddme jediné linearni f# : V(X) — V(Y), pii kterém
nésledujici diagram komutuje:

Takové linearni zobrazeni se ale najde jako vyse, totiz ma-li diagram komutovat,
musi na bazovych z € X byt f#(z) = f(x), a ma-li f# byt linearni, musi se na
linearnich kombinacich chovat vyse popsanym zptisobem.

Na dalsich piikladech ukazeme, Zze pod pojem adjunkce spadaji i riizné pii-
pady miniméalnich ¢ maximélnich zaplnéni.

Definice 2.3.10. Levy adjunkt k identickému vnofeni podkategorie D do ka-
tegorie C je reflexe, pravy adjunkt potom korefleze. Pokud takova (ko)reflexe
existuje, Fekneme, ze podkategorie D C C je (ko)reflexivni.

Priklad 2.3.11. Orientovany graf G = (V, E) je symetrickyj, pokud E C V2 je
symetricka relace. Existuji dva pfirozené zpusoby, jak dany graf symetrizovat:

31



pridat chybéjici hrany (symetricky uzavér) nebo pfebyteéné hrany odstranit.
UkaZeme, Ze se jedna o reflexi a koreflexi.

Nejprve popiSeme levou adjunkci S k identickému vnoreni J kategorie sy-
metrickych grafii do kategorie orientovanych graft. Pro dany graf G = (V, E)
bud SG = (V, EU E~!) symetricky graf na téZe mnoziné vrcholt, kde ke kazdé
hrané (z,y) € E je pfidana jesté opa¢na hrana (y,x). Na morfismech staéi pro
f:G — H polozit Sf = f:SG — SH. To je opét grafovy morfismus. F trivi-
alné zachovava jednotky a skladani, je tedy funktorem. Identity vg : G — JSG
tvofi transformaci I — J.S,

G 254 JSG SG
b |s
JH H

a je-li H libovolny symetricky graf a f : G — JH libovolny grafovy morfismus,
je totéz zobrazeni zaroven morfismem f : SG — H, nebot H je symetricky.
Zaroven je f jediny morfismus komutujici s identitou G — JSG.

Koreflexe se ziska zcela dualné. Pro orientovany graf G = (V, E) bud TG =
(V, ENE~1) symetricky graf na téZe mno#iné vrcholi, ve kterém jsou ponechany
jen symetrické hrany. Pro grafovy morfismus f : G — H staci opét polozit
Tf=f:TG — TH. Funktor T je tentokrat pravym adjunktem ke vnofeni:
identity e : JTH — H tvofi kojednotku,

G JG
ol N
TH JTH —— H

a je-li f: JG — H libovolny morfismus, pak jediny kandidat f : G — TH
komutujici s identitou je morfismem symetrickych grafu.

Priiklad 2.3.12. Ukazeme, Ze kondenzace orientovaného grafu je reflexe. Pfipo-
menme nejprve potiebné pojmy a fakta z teorie grafi. Rekneme, Ze orientovany
graf G = (V, E) je siln€ souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy z,y € V existuje
orientované cesta z x do y i zpét; jinymi slovy, pokud kazdé dva vrcholy spolu
lezi v n&jakém cyklu. Pro vrchol z bud potom [z] C V jeho silnd komponenta,
tj. maximalni silné souvisly podgraf obsahujici x; to je mnozina préavé vsech ta-
kovych vrcholi, se kterymi x lezi v né&jakém cyklu. Uvazme potom graf G, jehoz
vrcholy jsou pravé silné komponenty ptuvodniho grafu G, a orientovana hrana
vede z [x] do [y] pravé kdyz v grafu G vede n&jaka hrana z [z] do [y]. Graf G je
kondenzace grafu GG; snadno se nahlédne, Ze je acyklicky.

Tim je ur¢ena objektova ¢ast morfismu K : DG — DAG z kategorie oriento-
vanych grafi do podkategorie acyklickych orientovanych grafi. Na morfismech
se K chova prirozenym zpusobem: kazdy morfismus f : G — H orientova-
nych grafi indukuje téz morfismus f : G — H mexzi jejich kondenzacemi, totiz
f([x]) = [f(x)]. Tato definice op&t nezévisi na reprezentantu x, a f je morfis-
mem orientovanych grafii. Snadno se téz ovéri, ze K : DG — DAG je funktor.
UkaZeme, Ze je levym adjunktem identického vnofeni J : DAG — DG.

Predné, existuje prirozena transformace v : I — JK, jeji slozky jsou kvo-
cientni morfismy vg(x) = [z]; pro kazdy morfismus f : G — H orientovanych
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grafii mame vy o f = vgo f. Je-li nyni G € DG, H € DAG, a je-li f :G— H
libovolny morfismus, mame ukazat, ze existuje jediny morfismus f# : G — H
acyklickych grafi takovy, Ze nésledujici diagram komutuje:

G 25 G
Lt
f\J‘vf
H

Jedinou moznosti je f#([x]) = f(x); tato definice opét nezavisi na reprezentantu
x komponenty [z]: je-li [z] = [y], leZi spolu = a y v néjakém cyklu grafu G, tedy
také f(x) a f(y) spolu lezi v cyklu grafu H, ktery je ovSem acyklicky, takze
f(z) = f(y). Podobné se ukaze, ze f# zachovava hrany: vede-li v G hrana z [x]
do [y], vede v grafu G néjaka hrana z [z] do [y]. Pfitom f : G — H nutné posila
kazdou celou komponentu na jeden vrchol, tedy také v grafu H vede hrana

z f(x) = f7([x]) do f(y) = f*([y))-

Priiklad 2.3.13. Pro kazdy taplné regularni topologicky prostor X existuje kom-
paktni Hausdorffav prostor X, a homeomorfni vnofeni e : X — $X na hustou
Gast takové, Ze kazda spojita funkce f : X — K do libovolného kompaktu K ma
jediné spojité rozsifeni na SX, které komutuje s vnofenim e : X — $X. Pro-
stor X je Cech-Stoneova kompaktifikace prostoru X . Jeho univerzalni vlastnost
rika prave tolik, ze funktor g reflektuje kategorii iplné regularnich prostort do
kategorie kompaktnich Hausdorffovych prostorii.

Priiklad 2.3.14. zuplnéni metrického prostoru

Priklad 2.3.15. Bud C konkrétni kategorie, jejiz vérny funktor U : C — SET
mé levou adjunkci. Potom morfismus f v C je mono pravé tehdy, kdyz U f
je prosté zobrazeni. Jako dusledek 1.2.7 tak ziskdvame, ze konkrétni kategorie
divisibilnich abelovskych grup nema levy adjunkt k vérnému zapominajicimu
U:C — SET. To znamena, ze narozdil od pfedchozich piiklada, kde jsme
popsali volny monoid, volnou grupu, volnou Booleovu algebru apod, neexistuje
volna divisibilni abelovski grupa. Dokonce uz kdyz existuje volny objekt nad
jednoprvkovou mnozinou, jsou vSechny monomorfismy nutné injektivni: bud
F'1 € C volny objekt nad jednoprvkovou mnozinou, bud f : A — B mono. Je-li
f(x) = f(y), potom pro morfismy g,h : F'l — A, urené zobrazenim jediného
volného generatoru na x resp. y, spliwuji fg = fh, a tedy g = h, takze x = y.

Po prikladech se vracime k samotnému pojmu adjungovaného funktoru a
k obecné otazce, které funktory maji levou ¢i pravou adjunkci. Popiseme nejdiive
nutné podminky, které kazdy adjunkt spliuje. V opatném sméru pak dokazeme
existen¢ni vétu o adjungovaném funktoru.

Véta 2.3.16. Pravy adjunkt zachovava produkty.

Dikaz. Bud F : C — D levy a G : D — C jeho pravy adjunkt. Budte Y; € D
abud Y = []Y; € D spolu s projekcemi 7; : Y — Y; jejich produkt. Mame
ukazat, ze GY € C spolu s projekcemi G; : GY — GY; je produktem GY;.
Bud tedy X € C a budte f; : X — GY; libovolné morfismy. Ovéfime,
ze vsechna f; se faktorizuji pres Gm; : GY — Y; skrze jediné f : X — GY.
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7 adjunkce mame slozku vy : X — GFX pfirozené transformace v : I — GF', a
pro kazdé f; : X — GY; jediny morfismus ¢; : FX — Y; takovy, ze f; = Gp;ovy.

X 2, gFx %%, gy FX %,y
Ni lGﬂ', \ J/ﬂ'i
fi ©;
GY; Y;

Z univerzality produktu Y = [ Y; se vSechna ¢, faktorizuji pfes m; skrze jediné
¢ : FX — Y. Ukizeme, 7e f = Gpovx je hledané faktorizace. Z definice mame
Griof = GmioGpovx = G(mop)ovy = Gp;ovx = f;; zbyva ukazat, Ze f je
jediny takovy. Bud'te tedy vSechna f; = G; o g skrze n&jaké dalsi g : X — GY.

g9

m
vx Gy ¥
X —/ GFX G:; GY FX = Y
©
N J{G‘ﬂ'i o J{m
GY; Yi

Z adjunkce mame opét jediné ¢ : FX — Y, pro které je g = Gy o vx. Potom
ale kazdé f; = Gm0g9 = GmoGYovy = G(m; op) ovx. Tedy f; se faktorizuji
pres G(m; 01), a z jednoznac¢nosti ¢; mame m; 01 = ;. To ale z jednozna¢nosti
produktové faktorizace ¢ znamené ¢ = ¢, takze g = Gypovy = Gpovy = f. O

Definice 2.3.17. Bud G : D — C funktor, bud X € C. Objekty Y; € D spolu
s morfismy f; : X — GY; tvori solution set pro X, pokud pro kazdy ¥ € D a
kazdy f: X — GY existuje néjaky morfismus ¢ : ¥; — Y splaujici f = Ggo f;.
Pokud takova solution set existuje pro kazdé X € C, fekneme, Ze funktor G
spliwuje solution set condition (kratce ssc).

Funktor G : D — C, ke kterému existuje levy adjunkt F' : C — D, spliiuje
ssc trivialné: jednoprvkovou solution set tvoii objekt FF.X € D spolu s morfis-
mem vy : X - GFX. Vidime, Ze ssc rozvoliiuje existencni podminku z definice
adjunkce: pripoustime celou mnozinu objektt Y; a morfismu f; : X — Y;, poza-
dujeme jen, aby kazdé f : X — GY faktorizoval alespon jeden z nich.

Priklad 2.3.18. Zapominajici funktor U : CBA — SET z kategorie tplnych
Booleovych algeber a tplnych homomorfismt do kategorie mnozin nespliuje ssc.
To je disledkem nasledujici véty: kazda tplna Booleova algebra RO(k“) regular-
nich otevienych mnozin topologického soucinu spocetné mnoha kopif kardindlu
k (opatfeného diskrétni topologii) ma spocetnou mnoZzinu aplnych generatori.
Je-li potom X spocletna, nemize zadna mnoZina {B;;i € I'} uplnych Booleo-
vych algeber a zobrazeni f; : X — B; tvofit solution set pro X: staci zvolit
k > |[U;e; Bil a libovolné zobrazeni f : X — B = RO(k*) z mnoziny X na spo-
¢etnou mnozinu uplnych generatora algebry B. Méa-li byt f = g o f; pro néjaky
uplny homomorfismus ¢ : B; — B, musi byt g[B;] = B; to v8ak neni mozné,
jelikoz |B| > |B;| pro vSechna i € I.

Véta 2.3.19 (AFT, Adjoint Functor Theorem). Bud D tuplna kategorie. Funk-
tor G : D — C ma levou adjunkci pravé kdyz zachovava limity a spliiuje ssc.
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Diikaz. Mé-li G : D — C levou adjunkci, vime z predchoziho, Ze spliiuje ssc a
zachovava produkty a ekvalizéry. Z ditkazu Marandovy véty vime, Ze kazdou
limitu lze sestavit z produkta a ekvalizérd, takze G zachova i vSechny ostatni
limity. V opa¢ném sméru mame naopak za téchto predpokladi najit levou ad-
junkci F' : C — D. Ukazeme, jak pro dany objekt X € C pfedepsat F X € D,
popiSeme jednotku vy : X — GFX, a ukidzeme, Ze ma pozadované vlastnosti.

Bud Y; € D spolu s morfismy f; : X — Y; solution set pro X abud Y =[] Y;
spolu s projekcemi 7; : Y — Y; produkt vSech Y;. Jelikoz G zachovava produkty,
je také GY spolu s morfismy Gm; produktem GY;. VSechna f; : X — GY; se
tedy skrze jediné ¢ : X — GY faktorizuji jako f; = Gm; o p. Potom ale Y
s morfismem ¢ : X — GY tvofi jednoprvkovou solution set: je-li f: X — GZ
pro né&jaké Z € D, mame f = Gg o f; pro néjaké g : Y; — Z; potom ale pro
gom;: Y — Z mame f; = GgoGmop=G(gom;)o .

X “- Gy
GY;
f ng

GZ

N e S

Kdybychom nyni polozili FX = Y, splnili bychom tedy podminku existence
z definice levého adjunktu, nemutzeme ale ocekavat jednozna¢nost. Podobné jako
v ditkaze Marandovy véty potfebujeme produkt Y = []Y; zjemnit. Bud I mno-
zina viech 1 : Y — Y takovych, Ze Gy o ¢ = ¢, a bud P = Y/, tj. produkt
I mnoha kopii Y, spolu s projekcemi my : P — Y za kazdé ¢y € I. VSechna
1 1Y — Y se pak faktorizuji skrze jediné o : Y — P jako 9 = my 0 «; stejné tak
se ly : Y — Y faktorizuji skrze jediné 5 : Y — P jako 1y = my o 8. Morfismy
a,f Y — P maji v kategorii D ekvalizér e : FX — Y; objekt, ze kterého
ekvalizér e vychéazi, bude hledanym F X € D.

Y
LT
FX%Y&;T

B
Tap
N

Y

Funktor G zachovava produkty a ekvalizéry, takze v kategorii C mame

GY

/ TGm/,

GFX -9 gy =% gp

”XT / cﬁ |
X G

Y

Navic pro kazdé ¢ € I je GmyoGaop = G(myon)op = G(ly)op = ¢ = Gipop =
G(myoB)op = GmyoGPoyp, takze je Gaop = GBoyp z jednoznaénosti faktorizace
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pres produkt GP. Tedy ¢ ekvalizuje Ga, GB a z univerzality ekvalizéru Ge se
o skrze jediné vx : X — GF X faktorizuje jako ¢ = Geovx.

UkaZeme, Ze vx je jednotka hledané adjunkce. Bud f: X — GZ pro néjaké
7 € D. Tak jako vySe pro ¢ : X — GY, mame diky ¢ = Ge o vx i pro
vy : X = GFX néjaké g : FX — Z takové, ze f = g ovx. Zbyva ukazat, ze
takové g : FX — Z je jediné mozné. Budte tedy ¢g,h : FX — Z takové, ze
Ggovx = f = Ghovx,abud i : E — FX jejich ekvalizér. Z predpokladu
je téz Gi : GE — GFX ekvalizérem Gg,Gh : GFX — GZ, takze vy splhujici
Ggovx = Ghovyx se skrze jediné j : X — GE faktorizuje jako vx = Gi o j.

k

GFX —¢< gy —¢£, GE y —* 5 E
VXT % lG’i > lz
X = GFX FX
\GQMGh guh
GZ A

Pritom ¢ : X — GY je solution set pro X, takZe specielné pro j : X — GFE
mame né&jaké k: Y — E| pro které je j = Gkop. Pakale ¢y =eociok:Y - Y
splituje G o p = Geo GioGkop = Geo Gioj = Geovyx = @, takze p € 1
amame Ypoe=myofloe=mmyoaoe=1yoe=c¢, tedy eoiokoe = ¢
pritom e jakozto ekvalizér je monomorfni, takZze i o k o e = 1px. Potom ale
g=golpx =goiokoe=hoiokoe=holpx =h. O
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Kapitola 3

Monoidy a monady

3.1 Monoidy

Zatneme opét prikladem v kategorii SET, ktery posléze zobecnime. Podminky
na monoid, tedy mnozinu opatfenou asociativni operaci a neutralnim prvkem,
1ze reformulovat pomoci pozadavk na morfismy v SET nésledujicim zpisobem.

Na nasobeni v monoidu M budeme hledét jako na funkcim : M x M — M.
Chceme nejprve zachytit asociativitu. Pfedné, v kategorii SET existuje isomor-
fismus a: (M x M) x M ~ M x (M x M) — takovy ostatné existuje v kazdé
kategorii s binarnimi produkty. Asociativitu pak zachycuje nésledujici diagram.

(MxM)x M ——=——— M x (M x M)
mxidJ/ J{ide
M x M — M — M x M

Pro vyjadfeni neutrality oznac¢me jako 1 terminalni objekt (aZ na isomorfis-
mus opét jediny, totiz jakoukoli jednoprvkovou mnoZinu) a na neutralni prvek
monoidu M hledme jako na e : 1 — M. Neutralitu pak zachycuje diagram

exid idxe

I1xM — MxM<+— Mx1
\‘lm/
M

kde A, o jsou projekéni isomorfismy A(1,z) =z a o(z,1) = =.

Snadno se nahlédne, zZe komutativita téchto diagramt znamena pravé tolik,
7e (M,m,e) je monoid. V kategorii SET tedy lze pomoci pozadavki vyjadie-
nych komutativnimi diagramy popsat monoidovou strukturu. Zobecnéni spociva
v tom, ze budeme totéz pozadovat u diagramt v jinych kategoriich.

Definice 3.1.1. Bud C kategorie s binarnimi produkty a terminalnim objektem.
Potom monoid v kategorii C je objekt M € C spolu s morfismy m : M x M — M
ae: 1 — M takovymi, ze diagramy vySe komutuji, pfiemz A : 1 x M — M a
0: M x1— M jsouprojekce a o : (M X M) x M — M x (M x M) je morfismus,
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pro ktery nésledujici diagram komutuje.

MxM—" s M

e

(M><M YX M —%— M x (M x M)

[
o X id

M<—M><M

Cviceni 3.1.2. Ukaite, ze a, A, o v definici jsou nutné isomorfismy.

Monoid v SET je tedy nosnd mnozina monoidu v obvyklém smyslu. Pfitom
strukturu monoidu nese kazda mnozina.! Naopak monoidem v SET°P je jen
prazdna mnozina. Nabizi se samoziejmé otazka, co jsou monoidy v MON.

Priklad 3.1.3. Monoidy v MON jsou pravé komutativni monoidy. Bud' totiz
(M, o0,u) opatifen morfismy m : M x M — M ae: 1 — M jako v definici.
Pro monoidovy homomorfismus e : 1 — M je nutné e(1l) = u. Monoidovy
morfismus m : M x M — M z definice spliiuje m(a,b) om(c,d) = m(aoc,bod),
a z pozadavku na komutativitu diagramu vyse téz m(a, m(b,c)) = m(m(a,b), c)
a m(u,z) = x = m(z,u). Pro x,y € M tak mame z oy = m(x,u) om(u,y) =
m(xou,uoy) = m(z,y), takze m : M x M — M splyva s nadsobenim o monoidu
M. Ukazali jsme, Ze jediné mozné morfismy m, e svédéici o tom, ze (M, o,u) je
monoidem v MON, jsou vlastni operace a neutralni prvek ptivodniho monoidu.
Pro kazdé z,y € M navic plati zoy = m(uox,you) = m(u,y)om(z,u) = youx,
takze (M, o,u) je komutativni. Opaény smér je trivialni.

Piiklad 3.1.4. V kategoriich, jejichz objekty uz nesou strukturu komutativniho
monoidu, miuzeme vySe uvedeny argument zopakovat: napiiklad v kategorii ko-
mutativnich grup i v kategorii vektorovych prostort je kazdy objekt monoidem,
am: X xX — Xae:1— X jsounutné piivodni sé¢itani a neutralni prvek.

Priiklad 3.1.5. Terminélnim objektem kategorie okruhi je trivialni jednoprv-
kovy okruh, ve kterém 0 = 1. Jedingm morfismem e : {0} — R je identita
e : {0} — {0}, nebot homomorfismus okruhti musi zachovat nulovy i jednotkovy
prvek, takze do Zadného netrivialniho okruhu R (kde 0 # 1) zadny morfismus
e : {0} = R nevede. Jediny mozny m : {0} x {0} — {0} pak spolu s morfis-
mem e : {0} — {0} svédéi o tom, Ze trivialni okruh je jediny monoid v RNG.
Srovnejme tuto situaci s komutativnimi grupami a vektorovymi prostory, kde
terminalni objekt je zarovei inicidlni a ma morfismus do kazdého jiného objektu.

Predchozi definice je vazana na binarni produkt jakozto jeden konkrétni
funktor C x C — C a terminélni objekt, ktery je az na isomorfismus téz jediny.
Dalsim zobecnénim je nasledujici pojem.

Definice 3.1.6. Monoiddlni kategorie je kategorie C spolu se zvolenym funk-
torem ® : C x C — C, zvolenym objektem I € C, a pfirozenymi ekvivalencemi
aapc:AR(BR®C) = (A®B)@C, Ay I®A— Aaps: ARQT — A mezi
funktory C xC xC — C, C — C, C — C, pfifemz nasledujici diagramy komutuji

I Axiom vybéru je ekvivalentni s tvrzenim, #e kazda mnozina nese grupovou strukturu.
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@XA,B,(C®D) ¥(A®B),C,D

A®B®(C®D) — (A®B)® (C®D) — (A B)®C)® D
idAXOZB,C,DJ/ TOZA,B,C xXidp

A® ((B®C)® D) (A (B (C)®D

XA, (BRC),D

A®(I® B) aaln (A I)® B
idAm AidB
A® B

apro A=1Tjenavic \; : I®I — I apor : I ® I — I tentyZ morfismus.
Monoidalni kategorie je striktné monoiddlni, pokud navic o, A, ¢ jsou identity.

Podminky dané vysSe uvedenymi diagramy se nazyvaji axiomy koherence.
Jde o to zajistit, aby komutovaly vSechny vyrazy, které by komutovat ,,mély“:
v kategorii SET napfiklad snadno ovéfime, Ze (1 x A x (B x C) x 1)) x D a
(Ax (B x1))x(Cx (D x1) jsou isomorfni; obecné v monoidalni kategorii se
takové tvrzeni dokdze opakovanym uzitim vySe uvedenych komutaci.

Snadno se ovéfi, ze pojem monoidani kategorie je zobecnénim piedchoziho.
Monoidy pak mizeme uvazovat obecnéji v monoidélnich kategoriich.

Véta 3.1.7. Bud C kategorie, ktera ma binarni produkty a terminélni objekt.
Potom C spolu s funktorem x : C x C — C, objektem 1 € C a pfirozenymi
isomorfismy «, A, ¢ je monoidalni kategorie.

Priklad 3.1.8. Bud A* mnozina slov nad abecedou A, bud R C A* x A*
mnozina pfepisovacich pravidel bez cykli. Pro slova u,v piSme u — v, pokud
slovo u je tvaru psgq, slovo v je tvaru ptq a v R existuje pravidlo (s,t). Oznatme
reflexivni transitivni uzéavér relace — jako < a uvazme kategorii uréenou uspo-
fadanim (A*, <). Pro slova u,v bud u ® v jejich zfetézeni uv, jako € ozna¢me
prazdné slovo, a jako «, A, ¢ identity na slovech (uv)w = u(vw), eu = u, ue = u.
Potom (A*, ®,¢,, \, 0) je striktné monoidalni kategorie.

Definice 3.1.9. Monoid v monoiddlni kategorii (C,®,1,a, X, 0) je objekt X € C

smorfismym : X®X — X ae: I — X, pro néz nasledujici diagramy komutuji.

XX) X — X%, X@(X®X)

m®Ml lm®m

X®X X X®X

m m

e®id id®e

— XX +——

T i

X®I
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Jsou-li (X, m,e) a (X’',m’,e’) dva monoidy, potom monoidovy homomorfismus
f:(X,m,e) = (X',m/,€) je takovy morfismus f : X — X', pro ktery navic

Xox 1% x o x

mi lm/

x—1 L x

Cviceni 3.1.10. Uvazme usporadani (RS‘, >) nezapornych realnych &isel jako
kategorii, ozna¢me ji C. Produktové usporadéani na soucinu R(J{ X R(J{ urcuje
sou¢inovou kategorii C X C, a zobrazeni x @ y = x +y toto usporadani respektuje,
tj. ® : C x C — C je funktor. Kategorie C spolu s funktorem ®, objektem 0 € C
aidentitami g .2+ (y+2)=(r+y)+2, A :0Fr=zag,:x+0=2zje
potom striktné monoidalni. Monoidem v C je potom x € R(")|r spliwwjici z+z > x
(jediné mozné m : x @z — x) a 0 > x (jediné mozné e : 0 — x), tedy jen x = 0.

Cvi€eni 3.1.11. Uvazme komutativni monoid (M, o, u) jako kategorii s jednim
objektem. Bud ® sama operace o a budte I, a, A, ¢ jedind moZna, totiz jediny
objekt a identity na ném. Takova kategorie je striktné monoidalni a monoidem
v ni je kazdy par morfismt m, e takovych, ze m o e = u v monoidu M.

Cviceni 3.1.12. Kategorie CAT vSech kategorii a funktorii je monoidalni: ter-
minalnim objektem je kategorie 1 s jedinym objektem a jedinym morfismem,
produkty jsou obvyklé souciny kategorii, a ekvivalence «, \, ¢ definujeme pfiro-
zenym zpusobem. Jeji monoidy jsou pak pravé striktné monoidalni kategorie.

Véta 3.1.13. Kategorie endofunktort je striktné monoidalni.

Diikaz. Pro danou kategorii C uvazme kategorii endofunktorit C¢, opatienou
funktorem skladani C¢ x C¢ — C€, identickym funktorem I : C — C a identitami
arpcu: F(GH) = (FG)H, p : IF = F,op : FI = F}; specialné pro F' = I je
pak Ar i oy identita IT = I. Mame ovérit komutativitu nasledujicich diagrami,
ktera je vSak zifejma, v8echny Sipky jsou identity.

E(F(GH)) — (EF)(GH) — ((EF)G)H  F(IG) —————— (FI)G

l ! \FG/

E(FG)H) (E(FG))H

Definice 3.1.14. Mondda je monoid v kategorii endofunktorii.

Pi#iklad 3.1.15. Bud C kategorie uréena uspofadanim (X, <). Kategorie C¢ je
striktné monoidalni; ptame se, jaké v ni existuji monoidy. Monoidem je endo-
funktor, tedy monoténni zobrazeni f : X — X, opatfeny vhodnymi transforma-
cemim: ff — fae:id — f. To znamena, Ze pro kazdé x € X musi existovat
morfismus e, :  — f(x), jinymi slovy, musi byt < f(z); z monotonie pak
také f(x) < f(f(z)). Podobné m je sadou morfisma m, : f(f(z)) — f(z), tedy
mame f(f(z)) < f(z) pro kazdé x € X. Celkem tedy f(x) = f(f(z)) pro kazdé
x € X, neboli f = ff je idempotentni. Monddami této kategorie jsou tedy pravé
autoretrakce usporadani (X, <).
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Priiklad 3.1.16. Kazda adjunkce urcuje monadu. Pro adjungované funktory
F:C—DaG:D — C existuji svédé&ici transformace v : [ - GF ac: FG — I.
Polozme T = GF, potom T : C — C je opét funktor, tedy objekt ve striktné
monoidalni kategorii C¢. Popiseme transformace y : 7T — T av : I — T
svédéici o tom, ze (T, u,v) je monoidem v CC. Transformace v : I — T se
nabizi: z adjunkce mame jednotku v : I — GF’; pomoci kojednotky ¢ : FG — I
mizeme definovat transformaci p funktoru T7 = (GF)(GF) = G(FG)F do
funktoru T'= G(I)F = GF.
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