
MLモジュールの形式化と正確なコンパイル手法
El Pin Al

言語実装 Advent Calendar 2018 10日目の記事です。

1. はじめに
Standard MLや OCamlなどに代表されるMLというプログラミング言語族はそれぞれが

二つの言語からなる。一つはコア言語であり、もう一つはモジュール言語である。MLのモ
ジュールシステムは、大きなMLプログラムを整理、管理する際に生じる様々な問題を解
決するための手法である。

コア言語の型と項は共にストラクチャ (structure)と呼ばれるものにひとまとめにされる。
ストラクチャは、他のストラクチャもその要素として含むことができるという点で、階層的で

ある。ストラクチャのコンポーネントはドット記法 (Cardelli and Leroy; 1990)でアクセスさ
れる。ドット記法とは単に𝑀.𝑡のように、モジュール𝑀からコンポーネント 𝑡を取り出す
方法を指す。

シグネチャ (signature)はモジュールのインターフェイスを指定するために用いられる。
モジュールの型コンポーネントは transparent (明瞭、manifest)あるいは opaque (不明瞭、
abstract)に指定される。例えば、次のコード例 (Standard MLの文法)では、ストラクチャ
Mの型コンポーネント tは (どのような型と等しいか不明であるという点で)不明瞭である。

signature S = sig
type t

end

structure M :> S = struct
type t = int

end

ストラクチャ Mの外からは、M.tが intと等しいということは分からない。一方シグネチャ
Sで型コンポーネント tが次のように明瞭に定義されていたのであれば、
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signature S = sig
type t = int

end

M.tが intと等しいということが外からも分かる。

また、ストラクチャはシグネチャの指定する全てのコンポーネントの実装を最低限提供し

ていれば、そのシグネチャにマッチする。次の例では、Mがシグネチャ Sに対して余分なコ
ンポーネント yを持っているが正しく型付けされる。

signature S = sig
val f : int -> bool

end

structure M :> S = struct
val y = 71
fun f x = x < y

end

ファンクタ (functor)とは、モジュール上の関数である。一階ファンクタはストラクチャ
上の関数であり、高階ファンクタは (ファンクタも含んだ)モジュール上の関数である。高階
ファンクタは高階モジュールと呼ばれることも多い。Standard ML ’97では一階ファンクタの
みがサポートされているが、SML/NJやMoscow ML、Alice ML、OCamlなどは高階ファン
クタをサポートしている。

Standard MLにおけるファンクタは generativeである。これは「ファンクタを適用した結
果できるモジュールの抽象型は、ファンクタが適用されるたびに新しく生成される」ことを意

味する。

一方、OCamlにおけるファンクタは applicativeである*1。Applicative functorは同じ引数
*2を与えられると同じ抽象型を返す。

1 昔はこの説明でよかったが、2014年にリリースされた OCaml 4.02.0で generative functorが追加され
た (ドキュメント)。

2「“同じ引数”って具体的に何 ?」という疑問に関しては、型安全性だけを実現するためには、静的部
分が同じであればよい。しかし、「抽象安全」を実現したいのであれば動的部分も考慮する必要があ

る (Rossberg, Russo and Dreyer; 2014)。
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モジュールは強力なデータ抽象の仕組みをもたらす。モジュールをシグネチャで隠蔽 (seal)
することによって、実装側は内部のデータ表現を利用者側から隠す事ができる。

これを implementor-sideデータ抽象 (もしくは provider-sideデータ抽象)という。MLはさ
らに client-sideデータ抽象をファンクタにより導入している (Dreyer; 2005) (Crary; 2017)。

モジュール言語とコア言語は階層化されている。モジュールをコア言語の通常の値として

操作することは第一級モジュールと呼ばれる概念へと繋がり、型検査を決定不能にしてしま

うことが知られている (Lillibridge; 1997) *3。ただし、モジュールを明示的に packするこ
とによってコア言語の第一級の項として扱うのであれば実現可能である (Russo; 2000) (Ross-
berg, Russo and Dreyer; 2014)。

2章ではモジュールの形式化を、 3章では POPL 2019で出る予定の Fully abstract module
compilation (Crary; 2019)を取り扱う。 4章は、よりMLモジュールについて知りたい人の
ためのガイドである。

この文章は『型システム入門』あるいはそれに類する型理論の知識を要求する。より正

確には、型理論の基礎とカインド、全称型、存在型を理解していれば、この文章を読むこ

とは可能なはずである。

1.1. 記法𝑘はカインドを、𝑐は型コンストラクタを、𝜏は型を、𝛼, 𝛽は型変数を、𝑒は項を、𝜎はシグ
ネチャを、𝑀はモジュールを、それぞれ表す。

組は 𝑒
, 𝑒
 で、積型は 𝜏
 × 𝜏�で表される。Tを真の型を表すカインドとする。Γは型付け環境である。
代入 (substitution)は 𝜏 �/𝛼 𝜏 (や 𝑒/𝑥 𝜏)で表すものとする。変数捕縛は暗黙の 𝛼変換に

よって回避されるものとする。

1.2. 準備
1.2.1. 依存型
もっとも一般的な意味では、依存型 (dependent type)は型を値とする関数である。この定

3 しかしながら、ある制約を課すことによって型検査の決定可能性を犠牲にせずにコア言語とモジュー
ル言語の統合を達成した 1ML (Rossberg; 2015)というプロジェクトがある。
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義はF�の型演算子などを含む。しかし普通はその中でも特に項でインデックス付けされた型
のことを指す。

この文章で用いる依存型は依存和 (dependent sum)と依存積 (dependent product)である。

依存和型 Σ𝑥:𝜏
.𝜏�は積型 𝜏
 × 𝜏�の一般形である。導入形式は以下の通り :Γ ⊢ 𝑒
 : 𝜏
 Γ ⊢ 𝑒� : 𝑒
/𝑥 𝜏� PAIRΓ ⊢ 𝑒
, 𝑒� : Σ𝑥:𝜏
.𝜏�
依存積型 Π𝑥:𝜏
.𝜏�は関数型 𝜏
 → 𝜏�の一般形である。導入形式は以下の通り :Γ,𝑥:𝜏
 ⊢ 𝑒 : 𝜏�  ABSΓ ⊢ 𝜆𝑥.𝑒 : Π𝑥:𝜏
.𝜏�
依存和や依存積をカインドに持ち上げると、依存和カインド Σ𝜏:𝑘
.𝑘�と依存積カインドΠ𝜏:𝑘
.𝑘�ができる。
依存型についてより詳しく知りたい読者は (Pierce; 2005)の 2章などを読むとよい。

1.2.2. Singleton Kinds
Singleton kind S 𝜏 は 𝜏と等しい全ての型を表すカインドである (Stone and Harper;

1999)。例えば int : S int である。導入形式は以下の通り :Γ ⊢ 𝜏 : T  SINGLETONΓ ⊢ 𝜏 : S 𝜏
2. モジュールの形式化
2.1. 型によるモジュールの解釈
モジュールをどのような型によって解釈するのかは様々な研究がなされてきたが、それら

を俯瞰するのに丁度良い論文は (Jones; 1996)である。モジュールの型を表すために用いら
れるのは存在型や依存型、manifest typeである。以下ではそれらを順に見ていく。

2.1.1. 存在型
1985年 (POPL)と 1988年 (TOPLAS)に
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John C. Mitchell and Gordon. D. Plotkin (1985). Abstract types have existential types.

John C. Mitchell and Gordon. D. Plotkin (1988). Abstract types have existential type.

という論文が出た。

これはモジュールの型コンポーネントを存在型として扱う。例えば

structure M = struct
type t = int
val x : t = 0
fun f (x : t) : int = x

end

というモジュール Mに対して、∃𝛼. 𝛼 × 𝛼 → int という型を与える (ここでは簡単のた
めレコードではなく組を用いてモジュールを表す)。

存在量化子は M.tがどんな型だったかを完全に隠してしまう。これはモジュールを第一級
の値として扱うことを許す。

しかし、(MacQueen; 1986)は存在型を用いる方法の欠点を指摘した。 次のように、 モ
ジュールを unpackすると

unpack [a, x] = M in N

型変数 aが得られるが、これは intと何の関係もない存在である。

さらに、複数回 unpackした場合、

unpack [a, x] = M in
unpack [b, y] = M in N

型変数 a, bの間の関係性すら失われる :型 aと型 bは全くの別物と見なされるのだ。

他にも、unpackはスコープが閉じているという点で問題である。つまり、unpackされた
モジュール xの出現は全て予想されなければならず、十分早く unpackしなければならない。
これは実用的なモジュラープログラミングの観点からは非常に不便である。

このような欠点を保有しているため、存在型はモジュールを表現するものとして使い物に

ならないと思われるかもしれないが、(Rossberg, Russo and Dreyer; 2014)の F-ing modules
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は存在型を非常に上手く利用し洗練されたモジュールシステムを展開していくので一読をお

勧めする。

2.1.2. 依存型
(MacQueen; 1986)が存在型を批判し、依存型の利用を促進して以来、多くのモジュール論
文は依存型ベースである。

例えば、

structure M = struct
type t = int
val x : t = 0

end

は、 int,0 : Σ𝛼:T.𝛼と解釈される。つまりモジュールとは型と項の組で、その組は依存和を
持つ。𝜋3を組の 𝑖番目の射影だとすると、𝜋
 int, 0 はモジュール Mの型コンポーネントである。
これは intと等しい。
依存型による形式化の元で静的に決定可能な型検査を実現するためには、phase distinction
という概念が重要になってくる。

2.1.3. Manifest Types (Translucent Sums)
(Harper and Lillibridge; 1994)と (Leroy; 1994)は独立に translucent sumsを導入した :

Robert Harper and Mark Lillibridge (1994). A type-theoretic approach to higher-order
modules with sharing.

Xavier Leroy (1994). Manifest types, modules, and separate compilation.

Translucent (半透過的)という言葉が表すように、opaque (非透過的)と transparent (透過
的)の両方の機能を取り入れている。これは抽象的な型宣言と、具体的な型宣言の両方をシ
グネチャに含む事ができる仕組みである。Standard ML ’97や OCamlなどがサポートしてい
る。

以下のストラクチャ Mは、
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signature S = sig
type s
type t = s * s
val x : t

end

structure M :> S = struct
type s = int
type t = s * s
val x = (1, 2)

end

(Jones; 1996)の記法を用いると、∃𝛼.∃𝛽 = 𝛼 × 𝛼.𝛽と表される。
(Leroy; 1994)は type sの形の宣言を abstract type declaration (抽象型宣言)、type t =

s * sの形の宣言を manifest type declaration (顕在型宣言)と呼んだ。

実際には、型レベルで manifest type declarationと abstract type declarationを区別するよ
り、singleton kindを用いて区別した方が扱いが簡単である (Leroy; 1994) (Lillibridge; 1997)。
Singleton kindと依存和を組み合わせると、モジュール Mは Σ𝛼:T. Σ𝛽:S 𝛼 × 𝛼 .𝛽 のよう

に表される。

2.2. モジュールの形式化における課題
モジュールを形式化する際には phase distinctionや avoidance problemに注意しなければ

ならない。

2.2.1. Phase Distinction
(Cardelli; 1988)は phase distinctionという用語を導入した。Phase distinctionはコンパイ

ル時と実行時の区別を意味する。

依存型を用いてモジュールを表現する場合、高階ファンクタまで拡張すると、phase distinc-
tionを侵害してしまう。(Harper, Mitchell and Moggi; 1990)は高階モジュール計算がスト
ラクチャのみからなる言語の定義的拡張であることを用いて、phase distinctionを遵守しつ
つ高階ファンクタをサポートし、コンパイル時に決定可能な型検査を実現した。

Advanced topics in types and programming languages (Pierce; 2005)の 8章 4節にも phase distinc-
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tionの記述がある。型検査が実行時式 (run-time expression)の同値性判定を行わないなら
ば、phase distinctionが遵守されていて、かつその言語は静的型付き言語であると言われる。

もし型検査が実行時式の同値性を検査するのであれば (これはしばしば symbolic execution
と呼ばれる)、phase distinctionは侵害され、その言語は依存型付き言語であると言われる。
(動的型付き言語とは言わないことに注意。またこの場における依存型というのは意味的な
もので、「構文的に項が型に現れるかどうか」とは別の話である。)𝑀.𝑡という型は表面上モジュール𝑀に依存しているように見える。モジュールというの

は型も項もそのコンポーネントとして含むので、𝑀.𝑡を別の型と比較することはモジュール
の比較を要求し、phase distinctionを侵害する恐れがある。それゆえに phase distinctionを遵
守するためには phase separationなどの手法を用いることが必要である。

より詳しく知りたい場合は Phase distinction and separation for modulesを見ること。

2.2.2. Avoidance Problem
次のモジュールレベルの let式を考える。

let structure M :> sig
type t
val x : t

end = struct
type t = int
val x = 3

end
in
struct
val y = M.x

end
end

このモジュールの (主要)シグネチャは何であろうか。sig val y : M.t endと言いたいと
ころだが、Mのスコープは let式で閉じているため、このモジュールのシグネチャとして含む
ことができない。

この例だと sig endという、より情報量の少ないシグネチャを与えることができるが、一
般的には「同値ではない無数の選択肢が存在し、最良のシグネチャを選択できない」こと
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がある。この問題を avoidance problemと呼ぶ。これは元々 (Ghelli and Pierce; 1992)が
System F≤の文脈で発見したものである。この問題の影響で型検査が不完全になったり、余
分なシグネチャ注釈を必要としたりする。

2.3. モジュールのコンパイル
(Harper, Mitchell and Moggi; 1990)はストラクチャとファンクタをコンパイル時コンポー

ネントと実行時コンポーネントに分解する方法を示した。(MacQueen; 1986)から始まった
依存型によるモジュールの研究によると、ストラクチャとは Σ𝛼:T.𝜎 𝛼 という型を持つ組𝜏, 𝑒 であり、 ファンクタは Π𝑠: Σ𝛼:T.𝜎 𝛼 . Σ𝛼:T.𝜎� 𝛼 という型を持つ関数である。

したがってストラクチャは型 𝜏と項 𝑒に分けられ、ファンクタは型レベル関数と多相関数に
分解される。これを phase separationまたは phase splittingと呼ぶ。

3. Fully Abstract Module Compilation
この章では、POPL 2019の conditionally accepted paperである Fully abstract module com-

pilation (Crary; 2019)を紹介する。

この論文は dynamic correctness theoremを満たす、初のモジュールのコンパイル手法
を提案する。Dynamic correctness theoremとはモジュールのコンパイルにおける translation
が、その source termと contextually equivalentな target termを生成することを保証する
定理である。

モジュールを含んだプログラムを、モジュールの無いプログラムに変換することを考える。

このような操作をこの文章ではモジュールのコンパイル、または translationと呼ぶ。trans-
lationの入力を source language、出力を target languageと呼ぶ。

Target languageに型がなければ、モジュールのコンパイルは簡単である。単にストラク
チャをレコードに、ファンクタを関数に変換すればよい。しかし型を保存しつつコンパイル

することには、代え難い魅力がある。型保存コンパイルには利点がいくつかあるが、その

中でも大きなものは正しいコンパイラの作成を型が補助してくれることである。詳細は型付

き中間言語 (TIL)や型付きアセンブリ言語 (TAL)の論文を参照すること (Tarditi, Morriset-
t, Cheng, Stone, Harper and Lee; 2004) (Morrisett, Walker, Crary and Glew; 1999)。

コンパイラの最も望ましい正当性 (correctness)は contextual equivalenceである。Contex-
tual equivalenceは source termとその translate結果がどんな正当な方法でも区別できないこ
とをいう。これは最も強力な正当性である。なぜなら translateされたコードがどのように
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使われるか、さらに translateされるかどうか、他のコードとリンクされるのか、もしくはもっ
と他の方法で用いられるか、などとは全く関係がないからである。Contextual equivalenceを
示すには型が重要である。

Full abstractionは「二つのモジュールが等しいとき、かつそのときに限り、それらの
translate結果は等しい」という性質である。Abstraction preservationはどんな適法な target
codeも source codeにあった抽象を破壊することができないことをいう。

Full abstractionは「他の言語からリンクされたコードでさえも、プログラマの書いた抽象を
侵害しない」ことを保証する。これは複数の言語からなるプログラムの開発において特に価

値がある。

(Harper, Mitchell and Moggi; 1990)は初めてモジュールのコンパイルを数学的に研究し
たが、コンパイル自体ではなく、高階ファンクタの equational theory (特に phase distinction
2.2.1を尊重すること)に主眼を置いていた。

Phase distinctionが尊重されているかどうかは演繹的には明らかではない。モジュールは
型と項を含み、ファンクタはモジュール上の関数であるので、ファンクタを適用した結果のモ

ジュールの型コンポーネントは一見項に依存しているように見える。実際にはそのようなこ

とはなく、モジュール言語というのは型が項に依存しないように構成されている。(Harper,
Mitchell and Moggi; 1990)はモジュールが静的なフェーズと動的なフェーズに分離できるこ
とを示した。

この論文は phase separationアルゴリズムそのものに興味がある。Phase separationを行う
とモジュール𝑀は二つの要素 𝑐, 𝑒 に分けられる。𝑐が型コンストラクタ、𝑒が項である。こ
のとき、モジュール𝑀は完全にコンパイルされ、𝑐と 𝑒は module languageへ一切言及しな
い。

(Harper, Mitchell and Moggi; 1990)は sealingと generativityを省いている。 抽象化の
手段は 𝜆抽象、つまり client-sideデータ抽象だけが提供され、provider-sideデータ抽象は提
供されなかった。provider-sideデータ抽象は client-sideデータ抽象と比べてより堅牢である
(Crary; 2017)。

(Shao; 1998)は (Harper, Mitchell and Moggi; 1990)に似たアルゴリズムを用いた。(
Harper, Mitchell and Moggi; 1990)と違って sealingと generativityをサポートした。しか
し translationはそれらを単に除去した。つまり抽象を保っていない。これは Shaoの cross-
module inliningをサポートするという目的にはマッチしていた。

— 10 —



(Shan; 2006)と (Rossberg, Russo and Dreyer; 2014)は sealingと generativityをサポートし
たモジュールの、異なるコンパイル手法を提案した。それは sealingを存在型を導入するもの
として扱うものであった。これは抽象の非常に自然な扱い方である。

しかし (Shan; 2006)と (Rossberg, Russo and Dreyer; 2014)は dynamic correctness result
や full abstractionに言及しなかった。双方とも source languageの dynamic semanticsを定
義しなかったのだから当然ではある。この論文では、(Shan; 2006)と (Rossberg, Russo and
Dreyer; 2014)の translationは「もし target languageが関数の停止を観測する方法 (call-by-
valueや Haskellの seq)を持っている場合は fully abstractではない」ということを明らかに
する。

この論文のコンパイルのアルゴリズムは、phase-separation translationとして与えられる。
それは (Harper, Mitchell and Moggi; 1990)が行ったように、モジュールを型コンストラク
タと項に分解する。

Dynamic correctnessは sourceと targetの間の contexual equivalenceを利用する。 した
がって、source expressionと target expressionが異なる言語に属するということは問題であ
る。この問題の解決策として、Source languageからモジュール関係のものを全て取り除いた
ものを target languageとなるようにする。それにより target languageは source languageの
部分集合になる。Target termを source termとみなせば、source languageとその translation
結果の比較は容易である。

3.1. モジュール計算
この論文の目的は表現力のあるモジュールシステムを研究することではなく、データ抽象

の観点から重要であるモジュールシステムの根本的な要素を説明することである。

カインド 1は unit型コンストラクタ ⋆を唯一の元とするカインドである。型 unitは unit
項 ⋆を唯一の元とする型である。
モジュールの基本要素として、static atom 𝑐 と dynamic atom 𝑒 がある。 𝑐 は型コンス
トラクタ 𝑐のみをコンポーネントとして持つモジュールである。 𝑒 は項 𝑒のみをコンポーネ
ントとして持つモジュールである。

Applicative functorシグネチャは Π:<𝛼:𝜎
.𝜎�のように書き、generative functorシグネチャ
は Π>?𝛼:𝜎
.𝜎�のように書く。
型情報の伝搬には singleton kindを用いる。Singleton kindが型の同値性に影響を与えるの
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で、型の同値性は文脈依存である。型変数 𝛼と型 𝜏が等しいと判断されるのは、𝛼 : S 𝜏 で

あるときだけである。また、どのカインドにおいて型の同値性を判定するかも重要である。𝜆𝛼:T.𝛼と 𝜆𝛼:T.𝜏は、S 𝜏 → Tにおいては等しいが、T → Tにおいては等しくない。
Sealing (:>)は抽象化をもたらす。例えば、型コンポーネントにシグネチャでカインドTを指定すると、その型は抽象的になる。型の抽象化を適切に強制するためには sealingを形

式上は計算的作用として見る必要があり (Dreyer, Crary and Harper; 2003)、従って抽象的な
型を不純な (つまり sealingを用いた)モジュールから取り出すことはできないようにしなけ
ればならない。

Generative functorは sealingをその本体に含むことができるが、applicative functorはそう
ではない。

Dynamic atom 𝑒 から項 𝑒をとりだすときは Ext𝑀を使う。純粋なモジュールから型コ

ンストラクタ 𝑐を取り出すときは—Extとは違って—構文的なものではなく次のような判

断を使う。 Γ ⊢ Fst 𝑀 𝑐
この方法は (Dreyer; 2005)が発明した。判断を使うと、静的なコンポーネントを項やモ

ジュールに対して構文的に依存させずに済む。Γが空のときや、文脈から推測できる場合は
単に Fst 𝑀 𝑐と書く。
モジュール変数𝑚から型コンストラクタを取り出すにはどうすればよいだろうか。そこ

で型変数 𝛼を𝑚の静的部分を表す変数として用意しておく。文脈などに 𝛼/𝑚:𝜎という風
に記録される (𝜎はシグネチャのメタ変数)。

3.2. Phase Separation
型コンストラクタとカインドはモジュールに関する形式を何一つ持たない。 これにより

source languageと target languageは、型コンストラクタとカインドに関しては全く同じもの
を共有する。これは Fst 𝑀 が判断として定義されているお陰である。

Target languageが source languageの subsetであることには三つの利点がある。

(1) Target languageのメタ理論を考える必要がない (source languageのメタ理論に包含され
る)。

(2) 型の translationは恒等関数である。
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(3) Full abstractionが dynamic correctness theoremの直接の結果になる。

項の translationはかなり単純であり、source termと target termが全く同じ型を持つ。

純粋なモジュールの translationは Γ ⊢D 𝑀 : 𝜎 𝑐, 𝑒 と書かれる。これはモジュー
ル𝑀が型コンストラクタ 𝑐と項 𝑒に分けられることを意味する。Turnstile (⊢)右下の Pは𝑀が純粋 (pure)であることを表す。

不純なモジュールの translationは Γ ⊢E 𝑀 : 𝜎 𝑒と書かれる。抽象型は概念上実行時に
決定されるので、不純なモジュール (つまり sealされたモジュール)は静的部を持たない。項𝑒はこのとき存在型を持つ。この 𝑒はモジュールが最終的に値となったときの静的部と動的
部を動的に計算する項である。Turnstile右下の Iは𝑀が不純 (impure)であることを表す。

一方、シグネチャの translationは 𝜎 𝛼:𝑘. 𝜏 と書かれる。𝜏は 𝛼に言及することがで
きる。このとき型変数 𝛼はカインド 𝑘を持つ。
例えば、static atomは 𝑘 _:𝑘.unit となり、dynamic atomは 𝜏 _:1.𝜏 となる。
Applicative functorシグネチャの静的部は引数の静的部を結果の静的部に写す。つまり𝜎
 𝛼
:𝑘
. 𝜏
 ,  𝜎� 𝛼�:𝑘�. 𝜏� であるとすると、Π:<𝛼:𝜎
.𝜎�の静的部は Π𝛼:𝑘
.𝑘�とな
る。

Generative functorシグネチャは静的部を持たず、動的部のみを持つ。𝜎
 𝛼
:𝑘
. 𝜏
 ,  𝜎� 𝛼�:𝑘�. 𝜏� であるとすると、Π>?𝛼:𝜎
.𝜎� _:1.∀𝛼:𝑘
. 𝛼/𝛼
 𝜏
 → ∃𝛼�:𝑘�.𝜏� となる。
純粋なモジュールを不純なものとして扱うための規則 :Γ ⊢D 𝑀 : 𝜎 𝑐,𝑒 𝜎 𝛼:𝑘.𝜏  FORGETΓ ⊢E 𝑀 : 𝜎 pack 𝑐, 𝑒 as ∃𝛼:𝑘.𝜏
Sealingの規則 : Γ ⊢E 𝑀 : 𝜎 𝑒  SEALΓ ⊢E 𝑀 :> 𝜎 : 𝜎 𝑒
Sealingが行なっていることは𝑀が不純であることを要求することだけである。
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3.3. Contextual Equivalence
Contextual equivalenceは次のように表される :Γ ⊢ 𝑒 ≈ 𝑒� : 𝜏
これは、二つの項 𝑒,𝑒�がより大きなプログラムの holeに埋め込まれたときは必ず同じ観測
可能な結果 (observable result)を生成することを意味する。

モジュールに対しては次のようになる :Γ ⊢ 𝑀 ≈ 𝑀 � : 𝜎
(Crary; 2017)によると次の三つの項は全て contextually equivalentである :pack bool, true,𝜆𝑥.𝑥 as ∃𝛼.𝛼 × 𝛼 → boolpack int, 0, isEven? as ∃𝛼.𝛼 × 𝛼 → boolpack int, 0, isZero? as ∃𝛼.𝛼 × 𝛼 → bool
Contextual equivalenceの詳しい定義は (Pierce; 2005)の 7章や (Crary; 2017)、あるいは

(Crary; 2019)を参照せよ。

3.4. Correctness
モジュールとその translation結果は異なる型、構文的クラス (syntactic class)に属してい

るが、 これらを関連付ける方法が必要である。 そこで、 モジュールと項の相互変換を行

う SndTと JoinTという二つの関数の族を定義する。Sndはモジュールから項を取り出し、Joinは型コンストラクタと項からモジュールを復元する。Sndと Joinはこの言語内で表現
される。Sndはコンパイル時ではなく実行時に phase separationを行うので、dynamic phase
separationとも呼ばれる。Sndと Joinが言語内で定義可能ということは「モジュールがコア言語の定義的拡張であ
る」ことを示す。言いかえると、モジュールはコア言語が持つ基本的表現力の域を逸脱し

ない。Sndと Joinを用いることによって dynamic correctnessを証明することができる。Dyna-
mic correctnessは 「モジュールを phase separateした結果を (不純なら unpackしてから)
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Joinしたものは元のモジュールと contextually equivalentである」ということを言う。

Dynamic correctnessが成り立つことによって、いくつかの系 (corollary)を示すことがで
きる。

Abstraction preservationは「contextually equivalentな二つのモジュールを phase separate
した結果である二つの項は contextually equivalentである」ことを言う。

Full abstractionは 「二つのモジュールが contextually equivalent (𝑀
 ≈ 𝑀�)である
のは、 それらの phase separateされた結果である型と項がそれぞれ contextually equivalent
(𝜏
 ≈ 𝜏�,  𝑒
 ≈ 𝑒�)であるとき、かつそのときに限る」ことを言う。
3.5. 定義的拡張
抽象を計算的作用として扱ったので、第一級モジュールを定義的拡張として自然に扱うこ

とができる。新しい項mdT 𝑀 はモジュール𝑀を packし、型md 𝜎 を持つ。モジュールtmT 𝑒 は、packされたモジュールを普通のモジュールに戻す。これにより、抽象データ型
(cf. Types and programming languages 第 24章)の実装の動的な選択が可能になる。tmT 𝑒 の型コンポーネントは任意の項に依存するので、静的に型コンポーネントを決定
することはできない。したがって tmT 𝑒 は不純でなくてはならない。𝜎 𝛼:𝑘.𝜏 とすると、md 𝜎 ≝ ∃𝛼:𝑘.𝜏mdT 𝑀 ≝ let 𝛼/𝑚 = 𝑀 in pack 𝛼,SndT𝑚 as ∃𝛼:𝑘.𝜏tmT 𝑒 ≝ unpack 𝛼,𝑥 = 𝑒 in JoinT 𝛼,𝑥 : 𝜎
このように定義することによって、第一級モジュールが phase distinctionを遵守している

ことは明らかである。

第一級モジュールとは別の便利な拡張は purifyZ [\T 𝑀 (Dreyer; 2005)である。これは
singleton signatureを持つ不純なモジュールを純粋にするものである。Generative functorを
用いて applicative functorを実装するのに便利である (らしい)。purifyZ [\T 𝑀 ≝ JoinZ [\T 𝑐, let 𝑚 = 𝑀 in SndZ [\T 𝑚
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4. Further Reading
MLモジュールの研究は 30年以上続いていて、 論文もたくさん出ている。github.com/

elpinal/modulesにモジュール論文のリストがある。

4.1. F-ing Modules
個人的には F-ing modules (Rossberg, Russo and Dreyer; 2014)はおすすめのモジュール

論文である。しかし、最初に読む論文としては、難易度が高いかもしれない*4。これは再帰

モジュール以外のほとんど全ての機能を持つモジュールシステムである。これを読めば高階

ファンクタ、generative functor、半透過的シグネチャ (translucent signature)、(明示的な pack
による)第一級モジュールまでなら「比較的」簡単に実装できるようになる。Applicative func-
torは形式化、実装共に複雑である。

4.2. Advanced topics in types and programming languages
(Pierce; 2005)の 8章 (Design considerations for ML-style module systems)はMLのモジュールシ

ステムに関する様々な概念の説明をしている。その中には sharing by constructionと sharing
by specificationというあまり他では見ない用語もある。

4.3. 再帰モジュール
再起モジュールに関しては (Dreyer; 2007)などを読むとよい。他にはMixML (Rossberg

and Dreyer; 2013)というMLモジュールと mixinモジュールを統合する研究がある。(Im,
Nakata, Garrigue and Park; 2011)は再帰モジュールの実用的な利用方法 (ファンクタの不動
点など)を知るのに適している。

4.4. Open Existential Types
Open existential type (Montagu and Rémy; 2009)は、存在型の導入形式と除去形式をより

細かい構成子に分解することによって、モジュールシステムが提供するような、modular type
abstractionをモデル化する。

Open existential typeを用いると、型の抽象化を計算的作用によって説明する必要がなく
なる。

4 このような感想があるので、もしかしたら ATTAPL 8章などを先に読んだ方がいいのかもしれない。
ただ、ATTAPL 8章は 53ページあるので、もう少し短くて初心者向けの文章を捜索中。
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詳細は元論文を読んでもらうこととして、すぐに分かりやすい利点としては次のようなも

のがある。フィールドがいくつもあるレコードの 1つのフィールドのみを隠蔽したい場合、
存在型では次のように書く。pack int, 𝑎 = 1,𝑏 = 2,𝑐 = 3 as ∃𝛼. 𝑎 : int, 𝑏 : int, 𝑐 : 𝛼
ここで、フィールド 𝑎や 𝑏の型について、機械的にわかる主要型をわざわざ明示しなけれ

ばならない。

一方、open existential typeだとより簡潔に書ける。∃𝛽.Σ 𝛽 𝛼 = int 𝑎 = 1,𝑏 = 2,𝑐 = 3 : 𝛼
フィールドが増えたときに後者の方がより扱いやすいのは明らかである。

5. さいごに
この文章について、誤謬・誤植に気づいた場合や、ご意見・その他諸々ありましたら遠慮な

さらずに @elpin1alまでご連絡ください。
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