
Qωω， 

程杰著
唱画F一-四

清华大学出版社



内容简介

本书以一个计算机教师教学为场景，讲解放据结构和相关算法的知识.iEf富以一种趣l床方式来叙述，

大量引用了各种各样的佳话知识来类比， 并充分运用图形语言宋体现抽象内容，对敛据结构所涉及到的一

些经典算法做到逐行分析、多算法比较。与市场上的同炎数据结构图书相比，本书内容趣味易读，算法讲

解细致深圳，是一本非常适合自学的读物.

本书主妥内容包含: 数据结构介绍、算法推导大 0 阶的方法:顺序结构与链式结构差异、校与队列

的应用:串的朴素模式匹配、陆1P 模式匹配算法; 二叉树前中后序遍历、赫夭曼树及应用:阁的深度、

广度池历:最小生成树两种算法、&短路径两种算法: f石扑排序与关键路径算法:折半查找、插值查找、

斐放那~资找等静态奈找: 稠密索引、分快索引、倒排索引4事索引技术: 二叉排序树、平衡二义树等动态

查找， B 树、 B+树技术， 1技列表技术:冒炮、 ijï择、报i入等简单排序: 希尔、雄、归在1:、快地等改进排序…"

本书适合学过一门编程语言的各类读者，包括在读的大中专计算机专业学生、想转行做开发的非专业

人员、欲考计挥机研究生的应届或在职人员，以及工作后需妥补学或温习数据缔构和算法的程序员等。

本书封面贿有清华大学出版社防伪标签， 无标签者不得销售。

版权所有.侵权必究. 侵权举报电话: 010-62782989 13701121933 

图书在版编自 (CIP)数据

大iìi数据结构/稳杰~:. 一北京 : 消华大学出版社， 20川 .6

ISBN 978-7-302-25565-9 

1 .①大… n. ①程… 阻，①数据结构 N ①TP3 1 J.l 2 

中国版本阁书馆 crp数据核字 (201 1 ) 第 084835 号

责任编辘z 奕大成

责任校对 z 徐俊伟

责任印制:杨拖

出版发行· 清华大学出版社

http : //www.wp. com. cn 

丰土 总 机 : 010-62770175 

地 址 : 北京清华大学学研大fJl.. A 座

邮编 : 100084 
由自 购 : 010-62786544 

投稿与读者服务 ， 010-62795951 .jsjjc@ lUp. ts inghua. edll. cn 

质量反馈: 010-62772015 ,zhiliang@tup. tsinghua. edu. cn 

印 刷者 z 北京愈丰华彩印有限公司

装订者:北京国马印刷厂

经 销: 全国新华书店

开 本 : 188 X 260 印张 ， 29 播页 : 1 字擞: 555 千字

版次 : 2011 年 6 月第 1 版 印 次 : 2011 年 8 月 2在2 次印刷

印徽: 5001~10000 

定价 59.00 元

产品编号 : 042342-02 



目。吕

本书起因

大家好!我是 《大话设计模式>> ( 2008 年初出版)的作者，三年来，承蒙广大读

者的厚爱， <<大话设计模式》 取得了较大的成功。 仅在当当网，截止本文写作时，就已

经有 1073 次评论， 705 次 5 星评价，位居五星图书榜计算机/网络类的累计总榜第二

名 。 此书已经成为国内原创计算机关图书最畅销的书籍之一。

对于这样一个自己喜欢做、可以做得好，而且已经得到了市场广泛认可，为很多

朋友提供帮助的事情，我没有理由不去继续做下去。 这就是我准备再写书的原因。

我曾做过调查，数据结掏的学习者大多都有这样的感慨:数据结构很重要， 一定

要学好，但数据结构比较抽象 ， 有些算法理解起来很困难，学得很累。可我更希望传

达这样的信息:数据结构非常有趣，很多算法是智慧的结晶，学习它是去感受计算机

编程技术的魅力，在理解掌握宫的同时，整个过程都是一种愉悦的精神感受，而非枯

蝶乏味的一门课程。 因此我决定写作一本关于数据结构有趣的书。

东过现实总比理想来得更"现实气要想把书写好，谈何容易，我需要突破很多困

难……嘻 ! .不管如何，现在您看到了本书，那就说明我已经克服了困难战胜了自己。

希望您可以喜欢上这本书。

本书定位

本书的定位就是一本适合读者自学数据结构的书籍，它有区别于教材，希望给大

家另一种阅读体验。

通常讲解数据结构的图书都是以教材的方式呈现。在写作前，我购买或在图书馆

借阅了十几本非常好的数据结构相关教材用来为写作本书做准备。但经过认真阅读

后 ， 我发现，它们大多不是一本好的"自学n 读物。

我没有轻视这些好书的意思， 不过教材和自学读物，所面向的读者是完全不同

的。

好的教材应该是提纲擎领、重点突出， 一定要留出思考的空间，否则就没必要再

听老师上课了。很多内容的讲解是由老师在课堂完成，教材中有练习、课后习题、思、
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考题等p 这些大多可以通过老师来解答。比如我们中学时的语文、数学课本，很畴的

一本书通常要用一学期、 甚至一年的时间来学习，这就是因为色们是教材而不是自学

读物。如果是小说，可能一两天就读完了。

好的自学读物的目标是让初学者"独自"全盘掌握知识，需要强调"独自"一

词，这就说明读者在阅读时 ， 是完全依靠自己的力量来向未知发出挑战。因此书中内

容，要么不写，写了就应该写透。如果读者在阅读时总是疑惑重茧，那么这本书就有

很大的问题了。

我也就是在基于这样的认识 ， 决心将 《大话数据结构》 真正写成一本关于数据结

掏和算法的自学读物来展开写作的。

本书特色

1. 趣味引导

大部分的编程类图书，在内容上基本都是直奔主题。但是尼采曾说过"人们无法

理f阳也没有经历过的事情。'换句话说，我们只接受过去早已理解的事物相关的信息。

这是一种比较学习过程，在这个过程中，大脑寻找每条信息之间的联系。所以教育专

家普遍认为，吸引学生的注意力，比较好的办法是用他们比较熟知的知识开始。

因此在本书中，我会用一个故事、一个趣味题目 、 一部电影的介绍等形式来作为

每一章甚至很多小节的开头，选择的内容也多多少少与要讲的主题内容相关。这并不

是多余，而是有意为之。事实上，这样的形式在我的前一本书中已经得到了普遍认

可。

2 . 图文并茂

西方有句谚语， "A picture is worth a thousand woræ. (一图值千言)" 。 用上千个

字描述不明白的东西，很可能一张图就能解释清楚。

我非常认可这个观点，所以本书虽没有达到每一页都有圈，但基本做到了绝大部

分讲解都有相关图示，关键算法更是通过多图逐步分解剖析。尽管这带来了写作土的

难度，但却可以达到较好的效果。 毕竟，读者通过本书开始学习数据结构时，要从一

无所知或略知一二到完全理解，甚至掌握应用，是需要一个比较艰苦的过程，用大量

的图示可以减少这个过程的长度。

3 . 代码详解

我在写作中尽量摒弃了传统数据结构教材的"重理论思想而轻代码讲解n 的作
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法。在准备数据结构写作时我发现，很多教材对数据结构理论和算法设计思想讲得比

较好，可一到实际代码时，有的把代码贴出来加少量注释，有的直接用伪代码形式。

这对于上课的学生还好，毕竟有老师在课堂中去详解代码编写原理，可是对于初学数

据结构和~法的自学者而言，如果书中不去解释代码某些细节为什么那样编写的原

因，甚至代码棍本不可能在某个编译器中运行通过，其挫折感是很强烈的。比如即使

理解了图结构中的最短路径求解脱础，也可能无法写出最短路径的算法。

我把代码在运行过程中变量的变化融入到整个算法设计思想的讲解中，配合相应

的示意图，会帮助大家更加容易理解算法的实质.这种讲解模式在本书的第 6、 1

8 、 9 章的很多复杂算法中有具体体现，越是复杂的代码越是讲解细致。这算是本书的

一个特色，希望对读者有帮助。

4. 形式靳颖

我把本书的内容虚构成了一个老师上课的场景，所有内容都通过这位老师表达出

来，书中的文字非常口语化，这样做的目的是为了更加直观地让读者感觉，自己是在

学习，是在上课。有人可能会说，现在的课堂大都是让人昏昏欲睡，把读者带入上课

场最，不是更加让读者犯困吗?我觉得如果你的学习经历中听过一些优秀老师的课，

你就不会下这样的结论。好的老师讲课，是可以做到引人入胜的。

有人可能会问，我为什么东用 《大话设计棋式》中的对话形式，而采用讲课形式

呢?这是对敏据结构这门学问的特点考虑的. 设计模式主要都是思想体现，通常会仁

者见仁、智者见智，用对话展开比较容易 i 而数据结构中更多的是定义、术语、经典

算法等，这些公认的知识，可讨论的地方并不多，更多的是需要把官讲清楚。让两个

人在一起讨论某个设计模式的优缺点，会非常合适，而讨论数据结构定义的好坏，就

没有太大意义了，不如让一个老师告诉学生数据结掏的定义好在哪里更符合实际. 因

此用传统的讲课形式会好一些。

另外，本书没有习题，有思考的题目也一定会给出某种答案。但本书每个复杂知

识点的末尾，部会提供另一本书的进一步阅读建议。这也是基于宫是一本自学读铀的

原则。读者阅读本书可能是任何时间任何地方，如果书中存在没有解答的习题，碰到

了困难是设法及时找到老师来帮助的，因此本书尽量避免让读者有这样的困惑存在。

如果需要练习的同学，我觉得还是应该考虑再去实本习题集来学习。学习数据结构和

n沽，做姐和上机写代码非常有必要，从这个角度也说明，阅读完本书其实也民是完

成人门而已。

本书既然是以老师上课的形式来进行，那就免不了要融入一名教师除了授业解惑
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以外，还要传达一些个人价值观的体现。书中很多细微处，如对某位科学家的尊敬、

对某个算法的推崇、对勤奋励志故事的讲述等都在表达着一个老师向学生传递真、

善、美的意愿。我始终认为，读者拿到的虽然只是一本没有表情、不会说话的书，但

其实也是在隔空与另一个朋友交流。人与人的交流不可能只是就事论事，一定会有情

感的沟通，这种情感如果能产生共鸣、 达成互信，就会让事情(比如学习数据结构与

算法这件事)本身更睿易理解和接受。

本书内容

本书主要是按照教育部关于计算机专业数据结构课程大纲的要求略微增减来组织

内容的 。

主要包括:数据结胸介绍，算法推导大 0 阶的方?去，线性表结构的介绍，顺序结

构与链式结构差异，饿与队列的应用，串的朴素模式匹配、 KMP 模式匹配算法，树结

构的介绍， 二叉树前中后序遍历，线索二叉树，赫夫曼树及应用，图结掏的介绍，图

的深度、广度遍历，最小生成树两种算法，最短路径两种算法，拓扑排序与关键路径

算法，查找应用的相关介绍，折半查找、插值查找、斐被那契查找等静态查拢，稠密

索引、分块索引、倒排索引等索引技术， 二叉排序树、平衡二叉树等动态查找， 8 

树、 B+树技术、 散列表技术，排序应用的相关介绍，冒泡、选择、插入等简单排序，

希尔、堆、归井、快速等改进排序，各位排序算法的对比等。

本书读者

数据结构是计算机软件相关专业的基础课程，几乎可以说，要想从事编程工作，

无论你是否是科班出身，者阳之可以绕过这部分知识。因此，适合阅读本书的读者非常

广泛，包括在读的本专科、中专职高技校等计算机专业学生、想转行做开发的非专业

人员、欲考计算机研究生的应届或在职人员，以及工作后需要补学或温习数据结构和

算法的程序员等各类读者。

本书对读者的技术背景要求比较低，只要是学过一门高级编程语言，例如 C 、

C++ 、 Java 、 C#、 vs. 等就可以开始阅读本书。 不过由于当中涉及到比较复杂的算法知

识，需要读者有一定的数学修养和逻辑思维能力，否则可能书籍的后半部分阅读起来

会比较吃力.

4 



前言

本书研读方法

事实上 ， 任何有难度的知识和技巧 ， 都不是那么容劫被掌握的。我尽管已经朝打

通俗易懂的方向努力 ， 时有些数据结构 ， 特别是经典拌法，是几代科学家的辑'也结

晶，因此要掌握它们还是仰要读者的全力投入。

美国畅销书《如何阅读一本书》 中提到"阅读可以是一件主动的事，阅读越主

动，效果越好。拿同样的书给背景相近的两个人阅读，一个人却比另一个人从书中得

到了更多， 这是因为，首先在于这人的主动，其次，在于他在阅读中的每一种活动都

参与了更多的技巧。这两件事是息息相关的。阅读是一个复杂的活动，就跟写作一

样 ， 包含了大最不同的活动.耍达成良好的阅读，这些活动都是不可或缺的。 一个人

越能良好运作这些话动 ， 阅读的效果也就越好。"

我当然希望读者在阅读本书后收获巨大，但这显然是一厢情愿。要想在走得更多，

您可能也需要付出类似我写作一样的力气来阅读，例如摘抄文字、眉批心得、稿纸演

算、 代码输入电脑，以及您自己在编程工作中的运用等。这些相应活动的执行，将会

使您得到巨大的收获。

作为作者，建议本书的研读方法为 :

• 复习 C 语言的基础知识。如果价:掌握的是别的语言也不要紧，造当了解一些

C 语言和你华握的编程语言的语法差异还是有必要的。甚至将本书代码改造

成另一种语言本身就是一种非常好的学习方法。

• 阅读第一遍时 ， 建议从头至尾进行。如果你对前面的知识有足够了解，当然

可以跳过直接阅读后丽的章节。不过若耍学习一门完整的知识并形成体系。

通读本书，还是最好的学习方法。

• 阅读时，摘抄是非常好的习惯。 a最淡的墨水也胜于最强的记忆 !"有不少读

者会认为摘抄了将来也不会再去看，有什么必要，但其实在写字的过程就是

大脑学习的过程，写字在减缓你阅读的速度，从而让你更好地消化阅读的内

容。 相信大家都能理解 ， 66圆圆吞枣"和 "眼慢品睐'1 的差异， 学习同样如

此。

• 阅读每一章时，特别是在阅读算法的推导过程时，一定要在电脑中运行代码

(本书源码的下载地址可以到 h即://cl723.cnblogs.com 中的 《大话数据结构相

关主题》 中找到) ， 了解代码的运行过程。 本书的很多算法都做到了逐行讲

解，但单纯阅读可能真的很难达到理解的程度(这是纸质书无法克服的峡

陷) ，需要你通过开发工具调试 ， 并设置断点和逐行执行，并参照书中的讲

解，观察变量的变化情况来理解算法的编写原理。

5 
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• 阅读完每一章时，一定要在理解基础上记忆一些关键东西。最佳的效果就是

你可以不看书也做到一点不错地默写出相关算法。

• 阅读完每一章时，一定要适当练习。本书没有提供练习题，但市场上相关的

数据结构习题集比比皆是，可以选择尝试。另外互联网上也可以获得足够的

习题来给你练习。练习的目的是为了检测自己是否真的完全理解了书中的内

容。事实上很多时候，阅读中的人们只是自我感觉理解，而并非真正的明
白。

• 学习不可能一蹦而'就，数据结构和算法如果通过一本书就可以掌握，那本身

就是笑话。本书附录提供了本书写作时的参考书目，基本都是最优秀的数据'

结构或相关的中文书籍各有侧重，建议大家可以适当地阅读。

• 在之后的编程学习和工作中，尽量把已经学到的数据结构和;算法知识运用到

现实开发中。遗忘时翻阅本书回顾相关内容 ， 最终达到精通数据结构和相关

算法的境界。

编程语言说明

本书是用 C 语言编写，基于 C90 ( ISO C) 的标准。读者可以选择任何一款基于

C90 标准的 C 语言开发工具或更高版本的开发工具来学习本书中的代码。

本人一直习惯于用 Visua) Studio 2008 作为开发工具，因此在写作此书时，也是用

此工具的 Visual C++采编译调试代码， 一切都相安无事，但写作完成后，考虑到不同

读者应用开发工具的习惯不同，最终在编辑的建议下，决定提供一份可在 C90 标准的

C 语言开发环境中编译通过的代码，结果发现错误百出。

例如 C90 标准的注释要求是 "/* 注释文字 *j" 而不允许是 "jj注释文字" 要求

变监声明必须要在函数的最前面，只能是 "int i; for(i=O;i<n;i++) …..刀 ，而不允许如

U for (int i=O;i<n;i ++) "这样的方式 : 再比如 C++中函数的参数可以传递如 "void

CreateBiTree(BiTree &T)" 的 地址变量，但在 C 语言中，只能传递如" void 

CreateBiTree(8iTree *η" 的指针变盘。因此当你看到书中的有些代码到处都是

时，就用不着奇怪了。

出于为了让代码可以在低端编译环境通过的考虑，牺牲一些代码的简捷性和优雅

性也是无可奈何和必要的。最终我将书中全部代码都改成 C90 标准的代码。

C 语言初学者可能会因为刚接触编程语言 ， 特别是对指针的理解不深， 而担心阅

读困难。我个人感觉，单纯学习指针是很难理解它的真正用途和好处，而通过学习数
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前言

据结构，特别是你链式存俯结构在各种结构算法中的运用，反而可以让读者进一步的

理解捐针的优越之处。 从这个角度说，数据结构的学习可以反过来加强读者对 C 语

言，特别是指针概念的理解。

编程语言差异

c m盲是一门古老的高级语言，它的应用范围非常广泛，因此我选择芭作为本 I S 

的算法展示情言。如果读者之前学过它，那么阅读本书就不存在语言附碍。恤得 C++

语育的读者，同样也不会有任何语言上的问题。

掌握 Java、 C#、 VB 等面向对象语言的读者，当面对书中大量的 C 语言式的结构

(struct) 声明和针对结构的参数传递的代码时，可以理解为是类的定义和由类生成对

象的传递。尽管的确存在差异，但并不影响整体对数据结构知识和t?:法原理的理解。

我个人感觉，哪怕是对 C 语言不熟悉，也不妨利用学习数据'结构的机会，学习一

下 C 语言的编程方法，这对于将来应用其他高级语言也是有很大帮助的。

不是一个人在战斗

首先要感谢我的妻子李秀好对我写作本书期阔的全力支持，我辞职写作，没有她

精神上的理解鼓励和生活上的恶心照顾，是不可能走出这一步并顺利完成书稿的。我

们的儿子程展涵如今已经三周岁，我是在他每日的欢声笑语和哭哭啼啼中进行每一章

节的构思相写作，希望他可以tiS壮成长。我的父母已经年迈，他们为我的全职创作也

甚为担心和忧虑，这里也要说一声抱歉。

写作过徨中，本人购买租借阅了与数据结构相关的大量书籍，详细书目见附录。

没有前萃的贡献，就投有本书的出版，也希望本拮能成为这些书籍的lj1y期读物。在此

向这些图书作者表示衷心的感谢.

仅有作者是不可能完成困阳的出版的，本人要非常感谢清华大学出版社的朋友

们，他们是本书的最初读者，也是协助本人将此书由毛糙变精良的品有力帮手。本书

的封面设计程瑜、插图设计用翔，都是在反反复泣的修改中完成创作的。写作中还得

到了周捕、卢鸦翔、张伸、胡文佳、 Milo、陈钢、刘超、刘唯一、杨绣国、戚兢婷、

富版、杨诗盈、高宇翔、林健的友情帮助，他们都在本人的创作中提出了宝贵建议。

在此向所有帮助与支持我的朋友道一声:谢谢!

程杰
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第 1 章数据结构绪论

数据结构;

是相互之间存在一种或多种特定关系的数据元素的集合。



1.1 开场自

lf you give someone a program, you will frus旬在te them for a 也y; if you teach them 

how to program, you will frustrate them for a lifetime. (如果你交给某人一个程序，你

将折磨他一整天 i 如果你教某人如何编写程序，你将折磨他一辈子。)

而我可能就是要折磨你们一辈子的那个人。大家好!我是 《数据结构》这门课的

老师，我叫封清扬。同学私下里都叫我 "疯子n ，嘿嘿，疯子可是有思想的标志哦。

在座的大家给我面子，都来选修我的课，这点我很高兴@不过在上课前，有些话

还是要先说一下。

数据结构是计算机专业的基础课程，但也是一门不太容易学好的课，它当中有很

多费脑子的东西，之后在上课时，你若碰到了困惑或不解的地方 ， 都是很正常的反

应，就像你想乘飞机去旅行，在飞机场晚点几个钟头，上了飞机后又颠簸恐慌了一把

一样，别大惊小怪，都很平常，只要能安全到这就是成功。

如果你的学习目的是为了将来要做一个优秀的程序员，向微软、 Google 的工程师

们看齐，那么你应该要努力学好笆，不单是来听课、 看看教科书，还需要课后做题和

上机练习。不过话说回来 a 如果你真有这样的志向，谋前就该开始研究了，这样来听

我的课，就更加有主动性，收获也会更大。

如果你的目的是为了考计算机、软件方面的研究生，那么这门必考课，你现在就

可以准备起来一一习良多时候，考研玩的不是智商，其实就是一个人投入的时间而已。

如果你只是为了混个学分，那么你至少应该要坚持来上课，在我的课堂上听懂

了，学明白了，考前适当地复习，拿下这几个学分应该不在话下。

如果你只是来打酱油的，当然也可以，我的课不妨碍你打酱油，但你也不要妨碍

其他同学坐到好位子，所以请靠后坐，并且保持安静，静心打酱油就好。

如果，我是说真的如果，你是一个对编程无比爱好的人，你学数据结构的目的，

既不是为了工作为了钱，也不是为了学位和考试，而只是为了更好地去感受编程之

美。啊，你应该得到我的欣赏，我想我非常愿意与你成为朋友一一因为我自己也没有

做到如此纯粹地去学习和应用宫。
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第1'1挺戴德结构绪论

1.2 你数据结构怎么学的?

孚先我有一个学生叫蔡遥，绰号"小菜"。他前段时间一直通过 E-maiJ 与我交

流，其中说起了他工作的一些经历，感慨万千。我在这里就讲讲小菜的故事。

他告诉我，在做我学生时，其实根本就没好好学数据结构，时常逃课，考试也是

临时突击后勉强及格。 毕业后，他几经求职，算是找到了一份程序员的工作。

工作中，有一次他们需要开发一个客服电话系统，他们项目经理安排小菜完成客

户排队模块的代码工作。

小菜觉得这个很容易，用数据库设计了一张客户排队衰，并且用一个自动递增的

整型数字作为客户的编号。只要来一个客户，就给这张表的末尾插入一条数据。等客

服系统一有空闲，就从这张表中取出最小编号的客户提交，并且删除这条记录。花了

两天时间，他完成开发井测试通过后，得意地提交了代码。谁知他们的项目经理，看

完代码后，跑到他的桌前，拍着桌子对他说..你数据结构怎么学的?这种实时的排队

模块，用什么数据库呀，在内存中完成不就行了吗。赶快改，今天一定要完成，明天

一早交给我。"

小菜吓得一身冷汗，这脸丢得有些大了，自己试用期都投结束，别因此失去工

作。于是他当天加班加点，忙到晚上十一点，用数组变量重新实现了这个功能，因为

考虑到怕敬组不够大而溢出，于是他设计 100 作为数组的长度。

回到家中，他害怕这个代码有问题，于是就和他的表哥大鸟说起了这个事。他表

哥笑嘻嘻地对他说"你数据结构怎么学的? '刀、菜惊讶地张着大口， 一句话也说不出

来。然后他表哥告诉他，这种实时的排队系统，通常用数据结构中的"队列结构n 是

比较好的，用数组虽然也可以，但是又要考虑溢出，又要考虑新增和删除后的数据移

动，总的说来很不方便。你只要这样.......这样…·就可以了。

小菜在大鸟的帮助下，忙到凌晨 3 点，重新用队列结构又写了一遍代码，上班时

用 U 盘拷回公司，终于算是过了项目经理这一关。

之后，小菜开始重视数据结构，找回大学的课本重新学习。他还给我发了好些邮

件，问了我不少他困惑的数据结构和算法的问题，我也一一给了他解答。终于有一

天，他学完了整个课程的内容，并给我写了一封感谢倍，信中是这么说的 :

"封老师:您好!感谢您这段时间的帮助，在大学时没有好好土您的课真是我最大

的遗憾。 我现在巳经学完了 〈数据结构》整本书的内容，收获还是很大的。 可是我一
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直有这样的困惑想请教您，那就是我在工作中发现，我所需要的如辑、队列、链表、

散列表等结构，以及查找、 排序等算法，在编程语言的开发工具缸中都有完美的 实

现，我只需要掌握如何使用它们就可以了，为什么还要去弄懂这里面的算法房、理

呢? " 

我收到这封信时，立马跳了起来，马上拨通了他的孚机，第一句话就是……你们

猜猜看，我说了啥?

"你数据结构怎么学的? .. (全场同学齐声大喊，大笑)

好了，我为什么这么讲，等你们学完我的课程就自然会明白。我只希望在将来，

不要有某个人也对你们说出这句话，如果当真听到了这句话，就拜托你不要说你的数

据结构老师是我封清扬，嘿嘿。

现在我们正式开始上课。

1.3 数据结构起源

早期人们都把计算机理解为数值计算工具，就是感觉计算机当然是用来计算的，

所以计算机解决问题，应该是先从具体间题中抽象出一个适当的数据模型，设计出一

个解此数据模型的算法，然后再编写程序，得到一个实际的软件。

可现实中 ， 我们更多的不是解决数值计算的问题，而是需要一些更科学有效的手

段(比如表、树和图等数据结构)的帮助，才能更好地处理问题。 所以数据结构是一

门研究非数值计算的程序设计问题中的操作对象，以及官们之间的关系和操作等相关

问题的学科。

1968 年，美国的高德纳 (Donakl E. Knuth) 教授在其所写的 《计算机程序的f艺

术》 第一卷 《基本算法》 中，较系统地阐述了数据的逻辑结构和存储结构及其操作，

开创了数据结构的课程体系。 同年，数据结构作为一门独立的课程，在计算机科学的

学位课程中开始出现。 也就是说，那之后计算机相关专业的学生开始接受 《数据结

构》 的 u折磨n 一一其实应该是享受才对。

之后， 70 竿代初，出现了大型程序，软件也开始相对独立，结构程序设计成为程

序设计方法学的主要内容，人们越来越重视"数据结构气认为程序设计的实质是对确

定的问题选择一种好的结构，加上设计一种好的算法。可见，数据结构在程序设计当

中占据了重要的地位。
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第 11脏 敛据统构绪论

程序设计 = 鼓据结构+算法

1.4 基本概念和术语

说到数据结构是什么，我们得先来谈谈什么叫数据。

正所谓"巧妇难为无米之炊'\再强大的计算机，也是要有"米'下锅才可以干活

的，否则就是一堆破铜烂铁。 这个"米"就是数据。

1 .4 .丁数据

数据:是描述客观事物的符号，是计算机中可以操作的对象，是能被计算机识

别，并输入给计算机处理的符号集合。 数据不仅仅包括整型、实型等数值类型，还包

括字符及声音、图像、视频等非数值类型。

比如我们现在常用的搜索引擎，一般会有网页、 M陀、图片、视频等分类。 MP3

就是声音数据，图片当然是图像数据，视频就不用说了，而网页其实指的就是全部数

据的搜索，包括最重要的数字和字符等文字数据。

也就是说，我们这里说的数据，其实就是符号，而且这些符号必须具备两个前

提:

• 可以输入到计算机中。

• 能被计算机程序处理。

对于整型、实型等数值类型，可以进行数值计算。

对于字符数据类型，就需要进行非数值的处理。而声音、图像、视频等其实i是可

以通过编码的手段变成字符数据来处理的。

1 .4.2 数据元素

数据元素:是组成数据的、有一定意义的基本单位，在计算机中通常作为整体处

理。 也被称为记录。

比如，在人类中，什么是数据元素呀? 当然是人了 。

富类呢?哈 ， 牛、马、羊、鸡、猪、 狗等动物当然就是禽类的数据元素。
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l束雷

1.4.3 数据项

数据项:一个数据元素可以自若干个数据项组成。

比如人这样的数据元素，可以有眼、耳、鼻、嘴、 手、脚这些数据项，也可以有

姓名、年龄、性别、出生地址、联系电话等数据项，具体有哪些数据项，要视你做的

系统来决定。

数据项是数据不可分割的最小单位。在数据结构这门课程中，我们把数据项定义

为最小单位，是有助于我们更好地解决问题。所以，记住了，数据项是数据的最小单

位。但真正讨论问题时，数据元素才是数据结构中建立数据模型的着眼点。就像我们

讨论一部电影时，是讨论这部电影角色这样的"数据元素"，而不是针对这个角色的姓

名或者年龄这样的"数据项"去研究分析。

1 .4.4 数据对象

数据对象:是性质相同的数据元素的集合，是数据的子集。

什么叫性质相同呢，是指数据元素具有相同数量和类型的数据项，比如，还是刚

才的例子，人都有姓名、生日、性别等相同的数据项。

既然数据对象是数据的子集，在实际应用中，处理的数据元素通常具有相同性

质 ， 在不产生混淆的情况下，我们都将数据对象简称为数据e

好了，有了这些慨念的铺垫，我们的主角登场了。

说了数据的定义，那么数据结构中的结构又是什么呢?

1 .4 . 5 数据结构

结构，简单的理解就是关系，比如分子结构，就是说组成分子的原子之间的排列

方式。严格点说， 结构是指各个组成部分相互搭配和排列的方式，在现实世界中，不

同数据元素之间不是独立的，而是存在特定的关系，我们将这些关系称为结构。 那数

据结构是什么?

数据结梅:是相互之间存在-种或多种特定关系的数据元蠢的集舍。

在计算机中，数据元素并不是孤立、杂乱无序的，而是具有内在联系的数据集

合。数据元素之间存在的一种或多种特定关系，也就是数据的组织形式。

为编写出一个 α好"的程序，必须分析待处理对象的特性及各处理对象之间存在
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的关系。这也就是研究数据结构的意义所在。

定义中提到了一种或多种特定关系，具体是什么样的关系，这正是我们下面要讨

论的问题。

1.5 逻辑结构与物理结构

按照视点的不同 ， 我们把数据结构分为逻辑结构和物理结构。

1.5. 1 逻辑结构

逻辑结构:是指数据对象中数据元素之间的相互关系。其实这也是我们今后最需

要关注的问题。 逻辑结构分为以下四种 :

1. 集合结构

集合结构:集合结构中的数据元素除了同属于一个集合外，宫们之间没有其他关

系。 各个数据元素是"平等'的，官们的共同属性是"同属于一个集合"。数据结构中

的集合关系就类似于数学中的集合(如图 1-5-1 所示)。

2. 线性结构

①① 
①①① 

①2 ① 
因 1-5- [

线性结构:统性结构中的数据元素之间是一对一的关系 (如图 1-5-2 所示)。
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3. 树形结构

树形结构:树形结构中的数据元素之间存在一种一对多的层次关系 (如图 1-5-3

所示)。

8 

J 

图 1-$-3

4 . 图形结构

图形结构:图形结构的数据元素是多对多的关系 (如图 1-5-4 所示)。

图 1-$-4

我们在用示意图表示数据的逻辑结构时，要注意两点:

• 将每一个数据元素看做一个结点，用圈圈表示。

• 元素之闯的逻辑关系用结点之间的连线表示.如果这个关系是有方向的，那么用

带箭头的连续表示。
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从之前的例子也可以看出，逻辑结构是针对具体问题的，是为了解决某个问题，

在对问题理解的基础上，选择一个合适的数据结构表示数据元素之间的逻辑关系。

1 .5.2 物理结构

说完了逻辑结构，我们再来说说数据的物理结构 (很多书中也叫做存储结构，你

只要在理解上把官们当一回事就可以了)。

物理结构:是指数据的逻辑结构在计算机中的存储形式。

数据是数据元素的集合，那么根据物理结构的定义，实际上就是如何把数据元素

存储到计算机的存储器中。存储器主要是针对内存而言的，像硬盘、软盘、光盘等外

部存俯器的数据组织通常用文件结构来描述。

数据的存储结构应正确反映数据元素之间的逻辑关系，这才是最为关键的，如何

存储数据元素之间的逻辑关系，是实现物理结构的重点和难点。

数据元素的存储结构形式有两种:顺序存储和链式存储。

1 . 顺序存储结构

顺序存储结构:是把数据元素存放在地址连续的存储单元里，其数据间的逻辑关

系和物理关系是一致的 (如图 1-5-5 所示)。

阳双双双双双吹训
翻 1-5-5

这种存储结构其实很简单，说白了 ， 就是排队占位。大家都按顺序排好，每个人

占一小段空间，大家谁也别插谁的队。 我们之前学计算机语言时，数组就是这样的顺

序存储结构。当你告诉计算机，你要建立一个有 9 个整型数据的数组时，计算机就在

内存中找了片空地， 按照一个整型所占位置的大小乘以 9，开辟一段连续的空间，于

是第一个数组数据就放在第-个位置，第二个数据放在第二个，这样依次摆放。

2. 链式存储结构

如果就是这么简单和有规律，一切就好办了。可实际上，总会有人插队，也会有

人要上厕所、有人会放弃排队。所以这个队伍当中会添加新成员，也有可能会去掉老

元素，整个结构时刻都处于变化中。显然，面对这样时常要变化的结构，顺序存储是

不科学的。 那怎么办呢?
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现在如银行、医院等地方，设置了排队系统，也就是每个人丢了，先领一个号，

等着叫号，叫到时去办理业务或者病。在等待的时候，你爱在哪在哪，可以坐着、站

着或者走动，甚至出去逛一圈，只要及时回来就行。 你关注的是前一个号有没有被叫

到，叫到了，下一个就轮到了。

链式存储结构:是把数据元素存放在任意的存储单元里，这组存储单元可以是连

续的，也可以是不连续的 。 数据元素的存储关系并不能反映其逻辑关系，因此需要用

一个指针存放数据元素的地址，这样通过地址就可以找到相关联数据元素的位置(如

图 1-5-6 所示) 。

因 1-5-6

显然，链式存储就灵活多了，数据存在哪里不重要，只要有一个指针存放了相应

的地址就能找到白了 。

前几年香港有部电影叫 《无间道)>，大陆还有部电视剧叫 《潜伏>>，都很火，不知

道大家有没有看过。 大致说的是，某一方潜伏在敌人的内部，进行一些情报收集工

作。为了不暴露每个潜伏人员的真实身份，往往都是单线联系，只有上线知道下线是

谁，并且是通过暗号来联络。正常情况下，情报是可以顺利地上传下达的，但是如果

某个链条中结点的同志牺牲了，那就麻烦了，因为其他人不知道上钱或者下钱是谁，

后果就很严重. 比如在 《无间道》 中，梁朝伟是警方在黑社会中的卧底，一直是与黄

秋生扮演的警官联络，可当黄遇害后，梁就无法证明自己是一个警察。所以影片的结

尾， 当梁朝伟用枪指着刘德华的头说，"对不起，我是警察。"刘德华马上反问道 tt谁

知道呢? "是呀，当没有人可以证明你身份的时候 ， 谁知道你是谁呢?影片看到这

里，多少让人有些唏嘘感慨。 这其实就是链式关系的一个现实样例。

逻辑结构是面向问题的，而物理结构就是面向计算机的，其基本的目标就是将数

据及其逻辑关系存储到计算机的内存中。
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1.6 抽象数据类型

1 .6.1 数据类型

数据类型:是指一组性质相同的值的集合及定义在此集合上的一些操作的总称。

数据类型是按照值的不同进行划分的。在高级语言中，每个变盘、常量和表达式

都有各自的取值范围。类型就用来说明变量或表达式的取值范围和所能进行的操作。

当年那些设计计算机语言的人，为什么会考虑到数据类型呢?

比如，大家都需要住房子，也都希望房子越大越好。但显然，没有钱，考虑房子

是没啥意义的。于是商品房就出现了各种各样的房型，有别墅的，有错层的，有单阔

的;有一百多平米的，也有几十平米的，甚至在北京还出现了胶囊公寓一一只有两平

米的房间·…..这样就满足了不同人的需要。

同样，在计算机中，内存也不是无限大的，你要计算一个如 1+1=2 、 3+5=8 这样

的整型数字的加减乘除运算，显然不需要开辟很大的适合小数甚至字符运算的内存空

间。于是计算机的研究者们就考虑，要对数据进行分类，分出来多种数据类型。

在 C 语言中，按照取值的不同，数据类型可以分为两类;

• 原子类型:是不可以再分解的基本类型，包括整型、实型、字符型等。

• 结构类型:自若干个类型组合而戚，是可以再分解的。例如，整型数组是由若干整

型数据组成的。

比如，在 C 语言中变量声明 int a , b，这就意味着，在给变量 a 和 b 赋值时不能

超出 int 的取值范围，变量 a 和 b之间的运算只能是 int 类型所允许的运算。

因为不同的计算机有不同的硬件系统，这就要求程序语言最终通过编译器或解释

器转换成底层语言，如汇编语言甚至是通过机器语言的数据类型来实现的。可事实

上，高级语言的编程者不管最终程序运行在什么计算机上，他的目的就是为了实现两

个整型数字的运算，如 a+b、 a-b、 axb 和 a/b 等，他才不关心整数在计算机内部是如

何表示的 ， 也不想知道 CPU 为了实现 1+2 进行几次开关操作，这些操作是如何实现

的，对高级语言开发者来讲根本不重要。于是我们就会考虑，无论什么计算机、什么

计算机语言，大都会面临着如整数运算、实数运算、字符运算等操作，我们可以考虑

把它们都抽象出来。
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抽象是指抽取出事物具有的普遍性的本质。它是抽出问题的特征而忽略非本质的

细节，是对具体事物的一个概括。抽象是一种思考问题的方式，它隐藏了繁杂的细

节，只保留实现目标所必需的信息。

1 .6 .2 抽象数据类型

我们对已有的数据类型进行抽象，就有了抽象数据类型。

抽象数据类型 (Abstract Dataη肘， ADT) : 是指一个数学模型及定义在该模型

上的一组操作。抽象数据类型的定义仅取决于它的一组逻辑特性，而与其在计算机内

部如何表示和实现无关。

比如刚才的例子， 各个计算机，不管是大型机、小型机、 町、平板电脑、 PDA .

甚至智能手机都拥有 "整数"类型，也需要整数阔的运算，那么整型其实就是一个抽

象数据类型，尽管它在上面提到的这些在不同计算机中实现方法上可能不一样，但由

于其定义的数学特性相向，在计算机掬程者看来，它们都是捆同的。因此， "抽象'的

意义在于数据类型的数学抽象特性。

而且，抽象数据类型不仅仅指那些已经定义并实现的数据类型，还可以是计算机

编程者在设计软件程序时自己定义的数据类型，比如我们编写关于计算机绘图或者地

图类的软件系统，经常都会用到坐标。也就是说，总是有成对出现的 x 和 Y . 在 31D

系统中还有 z 出现，既然这三个整型数字是始终在一起出现，我们就定义一个叫 point

的抽象数据类型，包有 x、 y、 z 三个整型变量，这样我们很方便地操作一个 point 数

据变量就能知道这一点的坐标了。

根据抽象数据类型的定义，它还包括定义在该模型上的一组操作。就像"超级玛

丽"这个经典的任天堂游戏，里面的游戏主角是马里奥 (Marì的。我们给他定义了几

种基本操作，走(前进、后退、 上、 下)、跳、打子弹等。 一个抽象数据类型定义了 :

一个数据对象、数据对象中各数据元素之间的关系及对数据元素的操作。至于，一个

抽象数据类型到底需要哪些操作，这就只能由设计者根据实际需要来定。像马里奥，

可能开始只有两种操作， 走和跳，后来发现应该要增加一种打子弹的操作 ， 再后来发

现有些玩家希望宫可以走得快一点，就有了按住打子弹键后前进就会 u跑"的操作。

这都是根据实际情况来设计的。
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事实上 ， 抽象数据类型体现了程序设计中问题分解、抽象和信息隐藏的特性。抽

象数据类型把实际生活中的问题分解为多个规模小且窑易处理的问题 ， 然后建立一个

计算机能处理的数据模型，并把每个功能模块的实现细节作为一个独立的单元，从而

使具体实现过程隐藏起来。

为了便于在之后的讲解中对抽象数据类型进行规范的描述，我仍给出了描述抽象

数据类型的标准格式:

hDT 抽象数据类型名

Data 

数据元素之间逗得关系的定义

。Feration

操作 1

初始条件

操作结来描述

操作 2

操作 n

endADT 
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1.7 总结回顾

今天首先用我一个不争气的学生为例子，说明数据结构很重要。接着讲了数据结

构的起源，说白了，就是一老外，觉得编程这玩意儿不弄得复杂点，不能证明他厉

害，所以推出"数据结构'这一课程，让所有学编程的入"享受它带来的乐趣"或者

"体验被折磨后无尽的烦恼".

接着，正式介绍了数据结构的一些相关概念，如图 1平1 所示。

数据元素 数据元素

数据

数据对象

数据元素 数据元素

数据项1 数据项2 数据项1 数据项2 数据项l 数据项2 数据项1 数据项2

1!l 1-7-1 

由这些概念，给出了数据结构的定义: 数据结构是相互之间存在一种或多种特定

关系的数据元素的集合。 同样是结构，从不同的角度来讨论，会有不同的分类，如图

1-7-2 所示。
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·图形结构
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理结构 1 
. J购芋存储吉构

·链接存储吉构

之后，我们还介绍了抽象数据类型及它的描述方法，为今后的课程打下基础。
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1.8 结尾语

最后，我想对那些已经开始自学数据结构的同学说，可能你们会困惑、不懂、习之

理解、不会应用，甚至不知所云。可实际上，无论学什么，都是要努力才可以学到真

东西。只有真正掌握技术的人，才有可能去享用它。 如果你中途放弃了，之前所有的

努力和付出都会变得没有价值。学会游泳难吗?掌握英语口语难吗?可能是难，但在

掌握了的人眼里，这根本不算什么，"就那么回事呀"。只要你相信自己一定可以学得

会、学得好，既然无数人已经掌握了，你凭什么不行。

最终的结果一定是，你对着别人很牛地说"数据结构一一就那么回事。 "

哎，我如此口干舌燥地投众位所好，怎么还有人打瞌睡呢?罢了罢了，下课。
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算 法:

算法是解决特定问题求解步骤的描述， 在计算机中表现为指令的有限序列 ， 并且
每条指令表示一个或多个操作。



2.1 开场白

各位同学大家好。

上次上完课后，有同学对我说，老师，我听了你的课，感觉数据结构没什么的，

你也太夸大宫的难度了。

是呀，我好像是强调了数据结构比较搞脑子，而上次课，其实还没拿出复杂的东

西来说道。不是不想，是没必要，第一次课就把你们糊弄晕，那以后还玩什么，逃课

的不就更多了吗?你们看，今天来的人数和第一次差不多，而且暂时还没有睡觉的。

今天我们介绍的内容在难度上就有所增加了，做好准备了吗?

2.2 数据结构与算法关系

我们这门课程叫数据'结构，但很多时候我们会讲到算沽，以及它们之间的关系。

市场上也有不少书叫"数据结构与算法分析'这样的名字。

有人可能就要问了，那你到底是只讲数据结构呢，还是和算法一起讲?它们之间

是什么关系呢? 干吗要放在一起?

这问题怎么回答。打个比方吧，今天是你女友生日，你打算请女友去看爱情音乐

剧，到了戏院，抬头一看一一 《梁山伯>> 18 : 00 开演。 嗯，怎么会是这样? 一间才

知，今天饰演祝英台的演员生病，所以梁山伯唱独角戏。 真是搞笑了，这还有什么看

头。于是你们打算去看爱情电影。到了电影院 ， 一看海报一一- <<罗密欧>>，是不是名字

写错了，问了才知，原来饰潢朱丽叶的演员因为嫌弃演出费用大低，中途退摸了。制

片方考虑到已经开拍，于是就把电影名字定为 《罗密欧>>，主要讲男主角的心路旅程a

歧，这电影还怎么看啊?

事实上，数据结构和算法也是类似的关系。只谈数据结构 ， 当然是可以，我们可

以在很短的时间就把几种重要的数据结构介绍完。听完后，很可能你没什么感觉，不

知道这些数据结构有何用处。 但如果我们再把相应的算法也拿来讲一讲，你就会发

现，甚至开始感慨:哦，计算机界的前辈们，的确是一些很牛很牛的人，他们使得很

多看似很难解决或者设法解决的问题，变得如此美妙和神奇。

也许从这以后，慢慢地你们中的一些人会开始把你们的崇拜对象， 从帅哥美女、
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什么 u哥n 什么"姐"们，转移到这些大胡子或者秃顶的老头身上，那我就非常欣慰

了。而且，这显然是一种成熟的表现，我期待你们中多一点这样的人，这样我们国家

的软件行业，也许就有得救了。

不过话说回来，现在好多大学里，通常都是把 u算法n 分出一门课单独讲的，也

就是说，在《数据结构》课程中，就算谈到算法，也是为了帮助理解好数据结构，并

不会详细谈及算法的方方面面。 我们的课程也是按这样的原则来展开的。

2.3 两种算法的比较

大家都已经学过一门计算机语言，不管学的是哪一种，学得好不好，好歹是可以

写点小程序了。现在我要求你写一个求 1+2+3+……+100 结果的程序，你应该怎么写

呢?

大多数人会马上写出下面的 C 语言代码(或者其他语言的代码) : 

int i , sum = 0 , n ; 100; 

for (i = 1; i < = n; i++) 

sum = sum + í ; 

printf ( n 皆.d n, sum) ; 

这是最简单的计算机程序之一，官就是一种算法，我不去解释这代码的含义了。

问题在于，你的第一直觉是这样写的，但这样是不是真的很好?是不是最高放?

此时，我不得不把伟大数学家高斯的童年故事拿来说一遍，也许你们都早已经听

过，但不妨再感受一下，天才当年是如何展现天分和才华的。

据说 18 世纪生于德国小村庄的高斯， 上小学的一矢，课堂很乱，就像我们现在下

面那些费窃私语或者'拿着手机不停摆弄的同学一样， 老师非常生气 ， 后果自然也很严

重。于是老师在放学时，就要求每个学生都计算 1+2+…+100 的结果，谁先算出来谁

先回家。

天才当然不会被这样的问题难倒，高斯很快就得出了答案，是 5050。老师非常惊

讶，因为他自己想必也是通过 1+2=3 ， 3+3=6 , 6+4=10,……, 4950+ 100=505。 这样

算出来的，也算了很久很久。说不定为了怕错，还算了两三遍。可眼前这个少年 ， 为

何可以这么快地得出结果?
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高斯解释道:

用程序来实现如下:

sum = 1 + 2 + 3 + ... + 99 + 100 

sum = 100+ 99+ 98+... + 2+ 1 

2xsum= 101 + 101 + 101+ ... + 101+ 101 
、、 J

、俨

共 100 个

所以 sum=50S0

int 1, sum = 0, n = 10.0: 

sum = (1 + n) * n I 2; 

printf ( " 剧"， sum); 

神童就是神童，他用的方法相当于另一种求等差数列的算法，不仅仅可以用于 1

加到 100，就是加到一千、一万、一亿(需要更改整型变量类型为长整型，否则会溢

出)，也就是瞬间之事。但如果用刚才的程序，显然计算机要循环一千、 一万、一亿次

的加法运算。人脑比电脑算得快，似乎成为了现实。

2.4 算法定义

什么是算法呢?算法是描述解决问题的方法。算法 (Algo付出m) 这个单词最早出

现在被斯数学家阿勒·花刺子密在公元 825 年(相当于我们中国的唐朝时期)所写的

《印度数字算术》中。 如今普遍认可的对算洁的定义是 :

算法是解决特定问噩求解步'的描述，在计算机中表现为指令的

有限序列，并且4事务指令亵示一个或多个操作。

刚才的例子我们也看到，对于给廷的问题，是可以有多种算法来解决的。

那我就要问问你们，有没有通用的算法呀?这个问题其实很弱智，就像间有没有

可以包治百病的药呀!

现实世界中的问题千奇百怪，算法当然也就千变万化，没有通用的算法可以解决

所有的问题。甚至解决一个小问题，很优秀的算法去阿三一定适合宫。

算法定义中，提到了指令，指令能被人或机器等计算装置执行。它可以是计算机

指令，也可以是我们平时的语言文字。
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为了解决某个或某类问题，需要把指令表示成一定的操作序列，操作序列包括一

组操作，每一个操作都完成特定的功能，这就是算法了 。

2.5 算法的特性

算法具有五个基本特性 : 输入、输出 、 有穷性、确定性和可行性。

2.5.1 输入输出

输入和输出特性比较容易理解， 算法具有零个或多个输入。尽管对于绝大多数算

法来说，输入参数都是必要的，但对于个别情况，如打印 "hello world ! " 这样的代

码，不需要任何输入参数 3 因此算法的输入可以是零个。 算法至少有一个或多个输

出， 算法是一定需要输出的，不需要输出，你用这个算法干吗?输出的形式可以是打

印输出，也可以是返回一个或多个值等.

2 .5.2 有穷性

有穷性:指算法在执行有限的步骤之后，自动结束而不会出现无限循环，并且每

一个步骤在可接受的时间内完成。现实中经常会写出死循环的代码，这就是不满足有

穷性。当然这里有穷的概念并不是纯数学意义的，而是在实际应用当中合理的、可以

接受的"有边界飞你说你写一个算法，计算机需要算上个二十年，一定会结束，它在

数学意义上是有穷了，可是媳妇都熬成婆了，算法的意义也不就大了。

2 .5. 3 确定性

确定性:算法的每一步骤都具有确定的含义， 不会出现二义性。 算法在一定条件

下，只有一条执行路径，相同的输入只能有唯一的输出结果@算法的每个步骤被精确

定义而无歧义。

2.5 .4 可行性

可行性:算法的每一步都必须是可行的 ， 也就是说，每一步都能够通过执行有限

次数完成。 可行性意味着算法可以转换为程序上机运行，并得到正确的结果。尽管在

目前计算机界也存在那种没有实现的极为复杂的算沽 ， 不是说理论上不能实现 ， 而是
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因为过于复杂，我们当前的编程方法、 工具和大脑限制7这个工作，不过这都是理论

研究领域的问题，不属于我们现在要考虑的范围 。

2.6 算法设计的要求

刚才我们谈到了，算法不是唯一的。也就是说，同一个问题，可以有多种解决问

题的算法。 这可能让那些常年只做有标准答案题目的同学失望了， 他们多么希望存在

标准答案 ， 只有一个是正确的，把它背下来，需要的时候套用就可以了。不过话说回

来 ， 尽管算法不唯一 ， 相对好的算法还是存在的。掌握好的算法，对我们解决问题很

有帮助 ， 否则前人的智慧我们不能利用，就都得自己从头研究了。 那么什么才叫好的

算法呢?

嗯，没错， 有同学说，好的算法，起码要是正确的，连正确都谈不上，还谈什么

别的要求?

2 .6 . 1 正确性

正确性:算法的正确性是指算法至少应该具有输入、输出和加工处理无歧义性、

能正确反映问题的需求、能够得到问题的正确答案。

但是算陆的"正确"通常在用法上有很大的差别，大体分为以下四个层次。

1. 算法程序没有语法错误。

2. 算法程序对于合法的输入数据能够产生满足要求的输出结果。

3. 算法程序对于非法的输入数据能够得出满足规格说明的结果。

4 . 算法程序对于精心选择的，甚至刁难的测试数据都有满足要求的输出结果。

对于这四层含义，层次 1 要求最低，但是仅仅没有语法错误实在谈环上是好算

法。 这就如同仅仅解决温饱， 不能算是生活幸福一样。 而层次 4 是最困难的，我们几

乎不可能逐一验证所有的输入都得到正确的结果。

因此算法的正确性在大部分情况下都不可能用程序来证明，而是用数学方法证明

的。证明一个复杂算法在所4寄层次上都是正确的，代价非常昂贵。所以一般情况下，

我们把层次 3 作为一个算法是否正确的标准。

好算法还有什么特征呢?
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很好，我听到了说算法容易理解。 没错 ， 就是它。

2 . 6.2 可读性

w读性 : 算法设计的另一目的是为了便于阅读、 理解和交流。

可读性高有助于人们理解算法，晦涩难愤的算法往往醋、合错误，不易被发现 ， 并

且难于调试和修改。

我在很久以前曾经看到过一个网友写的代码，他号称这程序是"用史上最少代码

实现俄罗斯方块'。 因为我自己也写过类似的小游戏程序，所以想研究一下他是如何写

的。 由于他追求的是"最少代码" 这样的极致，使得他的代码真的不好理解。 也许除

了计算机和他自己，绝大多数人是看不懂他的代码的。

我们写代码的目的，一方面是为了让计算机执行，但还有一个重要的目的是为了

便于他人阅读， 让人理解和交流， 自 己将来也可能阅读，如果可读性不好，时间长了

自己都不知道写了些什么。 可读性是算法(也包括实现宫的代码)好坏很重要的标

志

2 .6.3 健壮性

一个好的算法还应该能对输入数据不合法的情况做合适的处理。 比如输入的时间

或者距离不应该是负数等。

健壮性:当输入数据不合法时，算法也能做出相关处理， 而不是产生异常或莫名

其妙的结果。

2 .6.4时间效率高和存储量低

最后，好的算法还应该具备时间效率高和存储虽低的特点。

时间效率指的是算法的执行时间 ， 对于同一个问题，如果有多个算法能够解决，

执行时间短的算法效率高，执行时间长的效率低。 存储量需求指的是算法在执行过程

中需要的最大存储空间， 主要指算法程序运行时所占用的内存或外部硬盘存储空间。

设计算法应该尽量满足时间效率高和存储量低的需求. 在生活中，人们都希望花最少

的钱，用最短的时间 ， 办最大的事，算法也是一样的思想，最好用最少的存储空间 ，

花最少的时间，办成同样的事就是好的算法。求 100 个人的高考成绩平均分 ， 与求全

省的所有考生的成绩平均分在占用时间和内存存储上是有非常大的差异的，我们自然
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是追求可以高效率和低存储量的算法来解决问题。

综上，好的算法，应该具有正确性、 可读性、健壮性、 高效率和低存储量的特

征。

2.7 算法效率的度量方法

刚才我们提到设计算法要提高敢率。 这里效率大都指算浊的执行时间。 那么我们

如何度量一个算法的执行时间呢?

正所谓"是骤子是马，拉出来遛遛气比较容易想到的方法就是，我们通过对算法

的数据测试，利用计算机的计时功能，来计算不同算法的效率是高还是低。

2.7. 1 事后统计方法

事后统计方法:这种方法主要是通过设计好的测试程序和数据，利用计算机计时

器对不同算法编制的程序的运行时间进行比较，从而确定算法效率的高低。

24 

但这种方法显然是有很大缺陆的:

• 必须依据算法事先编制好程序，这通常需要花费大量的时间和精力。 如果

编制出来发现宫根本是很糟糕的算法，不是竹篮打水一场空吗?

• 时间的比较依赖计算机硬件和软件等环境因素，有时会掩盖算法本身的优

劣。 要知道，现在的一台四核处理器的计算机， N~当年 286、 386、 486 等

老爷爷辈的机器相比，在处理算法的运算速度上，是不能相提并论的 i 而

所用的操作系统、编译器、 运行框架等软件的不同，也可以影响官们的结

果;就算是同一台机器， CPU 使用率和内存占用情况不一样，也会造成细

微的差异。

• 算法的测试数据设计困难，并且程序的运行时间往往还与测试数据的规模

有很大关系，效率高的算法在才、的测试数据面前往往得不到体现。 比如 10

个数字的排序，不管用什么算沽， 差异几乎是零 。 而如果有一百万个随机

数字排序，那不同算法的差异就非常大了。那么我们为了比较算沽，到底

用多少数据来测试，这是很难判断的问题。

基于事后统计方法有这样那样的缺陷，我们考虑不予采纳 。
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2.7.2 事前分析估算方法

我们的计算机前辈们，为了对算法的评判更科学，研究出了一种叫做事前分析估

算的方法。

事前分析估算方法:在计算机程序编制前，依据统计方法对算法进行估算。

经过分析， 我们发现， 一个用高级程序语言编写的程序在计算机上运行时所消耗

的时间取决于下列因素:

1. 算法采用的策略、 方法。

2 . 编译产生的代码质量。

3 . 问题的输入规模。

4. 机器执行指令的速度。

第 1 条当然是算法好坏的根本，第 2 条要由软件来支持 ， 第 4 条要看硬件性能。

也就是说 ， 抛开这些与计算机硬件、软件有关的因素，一个程序的运行时间，依赖于

算法的好坏和问题的输入规模。 所谓问题输入规模是指输入量的多少。

我们来看看今天刚上课时举的例子 ， 两种求和的算法:

第一种算法:

int i , su1Íl ~白 ， n ~ 100; 

for (1, ~ _1 ; i < ~ n; i++) 

s um = s um + i ; 

printf ( .. 曹d" ， sum') ; 

第二种算法 :

int sum 声 。， n = 1 00 ;

sum = (1 -+ h) * - n/ 2 ; 

printf C "制内， -sum) i 

1 * 执行 1 次 1< 1

1 * 执行了 n+1 次 叫

/邮 执行 。 次~/

1 * 执行 1 次 货/

1 * 执A于一次 *1

户 执行一次 耐/

/食执行一次 * 1

显然，第一种算法，执行了 1+ ( n+1 ) +0+1 次=2肘3 次 i 而第二种算法，是

1+1+1=3 次。事实上两个算法的第一条和最后一条语句是一样的，所以我们关注的代

码其实是中间的那部分，我们把循环看作一个整体 ， 忽略头尾循环判断的开销， 那么

这两个算法其实就是 n 次与 1 次的差距。算法好坏显而易见。
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我们再来延伸一下上面这个例子:

i nt 1. , j , x ~ O, sum - 0 , 0 a 100; 川执行一次 *1

~or (i - 1; i < = n; i扑)

for (j ~ 1 ; j < = n; jH) 

X++i 1* 执行 rtXn 次警/

sum ; sum + x; 

printf ( "%d飞 sum) ; /..执行一次 叮

这个例子中， i 从 1 到 100，每次都要让 j 循环 100 次，而当中的 x++和 sum = 
sum + x ; 其实就是 1+2+3+…+10000，也就是 1002 次，所以这个算法当中，循环部

分的代码整体需要执行 n2 (忽略循环体头尾的开销)次。显然这个算法的执行次数对

于同样的输入规模 n = 100 ， 要多于前面两种算法，这个算法的执行时间随着 n 的增

加也将远远多于前面两个。

此时你会看到，测定运行时间最可靠的方法就是计算对运行时间有消耗的基本操

作的执行次数， 运行时间与这个计数成正比。

我们不关心编写程序所用的程序设计语言是什么，也不关心这些程序将跑在什么

样的计算机中，我们只关心官所实现的算法。这样，不计那些循环索引的递增和循环

终止条件、 变童声明、打印结果等操作， 最终，在分析程序的运行时间时，最重要的

是把程序看成是强立于程序设计语言的算法或一系列步骤。

可以从问题描述中得到启示，同样问题的输入规模是 n，求和算法的第一种，求

1+2+…+n 需要一段代码运行 n 次。那么这个问题的输入规模使得操作数量是 f ( n) 

= n，显然运行 100 次的同一段代码规模是运算 10 忱的 10 倍。而第二种，无论 n 为

多少，运行次数都为 1，即 f ( n) ;; 1 ; 第三种，运算 100 次是运算 10 次的 100

倍。因为它是 f ( n) =耐。

我们在分析一个算法的运行时间时，重要的是把基本操作的敬量与输入规模关联

起来， f!P基本操作的数量必须表示成输入规模的函数(如图 2-7-1 所示) 。
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n.n 
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不同算法的操作数量对比
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问题输入规模n

我仍可以这样认为，随着 n 值的越来越大，它们在时间效率上的差异也就越来越

大。好比你们当中有些人每天都在学习，我指有用的学习，而不是只为考试的死读

书 ， 每天都在进步，而另一些人，打打游戏，睡睡大觉。 人校时大家都一样， 但毕业

时结果可能就大不一样，前者名企争抢着耍，后者求llP..7ë门。

图 2-7- 1

函数的渐近增长2.8 

我们现在来判断一下，两个算法 A 和 B 哪个更好。 假设两个算法的输入规模都是

n，算法 A 要做 2n + 3 次操作，你可以理解为先有一个 n 次的循环，执行完成后，再

有一于n 次循环，最后有三次赋值或运算，共 2n + 3 次操作。 算法 B 要做 3n + 1 次

操作。 你觉得它们谁更快呢?

准确说来，答案是不一定的(如表 2-8-1 所示)。

次搬 篝法 A (2n + 3 ) 篝法 A' (2n) 算法 B {3n +，忖 算法官( 3n) 

n = l 5 2 4 3 

n = 1 7 4 7 6 
n= 3 9 6 10 9 

n "" 10 23 20 31 30 

n = 100 203 200 301 300 

表 2-8-1

当 n = 1 时，算法 A 效率不如算法 B (次数比算法 B 要多一次)。 而当 n = 2 时，
两者效率相同 i 当 n>2 时，算法 A 就开始优于算法 B 了，随着 n 的增加，算法 A 比
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算法 B 越来越好了: (执行的次数比B要少)。于是我们可以得出结论，算法 A 总体上

要好过算法 Bo

此时我们给出这样的定义，输入规模 n 在没有限制的情况下，只要超过一个数值

N，这个函数就总是大于另一个函数，我的称函数是渐近增长的。

画颤的渐近增长:给定两个画鼓 f (川和 9 ( n )， 如果存在-个整鼓 N ，

使得对于所有的 n > N, f ( n )总是比 9 ( n )大，那么， 我们说 f ( n ,) 

的增长渐近快子 9 ( n )。

从中我们发现，随着 n 的增大，后面的 +3 还是 +1 其实是不影响最终的算法变化

的，例如算法 A' 与算法 B' ，所以， 我们可以忽略这些加法常数。 后面的例子，这

样的常数被忽略的意义可能会更加明显。

我们来看第二个例子，算法 C 是 4n+8，算法 D 是 2n2 + 1 (如表 2-8-2 所示) 。

表 2-8-2

次做 篝法 C ( 4n+8) 篝法 C' (0) "法 0(202叫} "法 0' ( n2 ) 

n=l 12 l 3 1 

n=2 16 2 9 4 

n = 3 20 3 19 9 

n = 10 48 10 201 100 

n = 100 408 100 20001 10000 

n = 1000 4008 1000 2000001 1000000 

当 nζ3 的时候，算法 C 要羞于算法 o (因为算法 C 次数比较多) ，但当 n > 3 

后，算法 C 的优势就越来越优于算法 。 了，到后来更是远远胜过。而当后面的常数去

掉后，我们发现其实结果没有发生改变。 甚至我们再观察发现， 哪怕去掉与 n 相乘的

常数，这样的结果也没发生改变，算法 c' 的次数随着 n 的增长，还是远小于算法

0' 。 也就是说， 与最高次项相乘的常数并不重要。

我们再来看第三个例子。算法 E 是 2n2 + 3n + 1，算法 F 是 2n3 + 3n + 1 (如表

2-8-3 所示)。

表 2-8-3

次戴 算法 E ( 20与30+1 ) ，事法 E' ( 02 ) '事法 F (2n3+3n叫} 篝法 F' (,n3 ) 

n=l 6 6 1 

n=2 15 4 23 8 

n= 3 28 9 64 27 

n = 10 231 100 2031 1000 

n : lOO 20301 10 000 2000301 1000 000 
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当 n=l 的时候 ， 算法 E 与算法 F 结果相同，但当 n>l 后 ， 算法 E 的优势就要开

始优于算法 F，随着 n 的增大，差异非常明显。通过观察发现， 最高次项的指数大

的，函数随着 n 的增长，结果也会变得增长特别快。

我们来看最后一个例子。算法 G 是 2肘，算法 H 是 3n + 1 ， 算法 1 是 2n2 + 3n + 1 

(如表 2-8-4 所示) 。

表 2-8-4

次戴 篝法 G( 却2 ) .法 H (3n刊} "法川 2n2+3n叫 }

0=1 2 4 6 

n = 2 8 7 15 

n = 5 50 16 66 

n = 10 200 31 231 

n = 100 20 000 301 20301 

D = 1,00'0 2 000000 3001 200'3001 

n = 10,000 200000000 30001 200030001 

n = 100,000 20 000 000 000 300001 20000300001 

D = 1,000,000 2 000 000 000 000 3000' 00'] 200 000 3000 001 

这组数据应该就看得很清楚。 当 n 的值越来越大时，你会发现 ， 3n+l 已经没法和

2旧 的结果相比较， 最终几乎可以忽略不计。也就是说， 随着 n 值变得非常大以后，

算法 G 其实已经很趋近于算法 l。于是我们可以得到这样一个结论， 判断…个算法的

效率时，函数中的常数和其他次要项常常可以忽略，而更应该关注主项(最高阶项)

的阶数。

判断一个算法好不好，我们只通过少量的数据是不能做出准确判断的。根据刚才

的几个样例 ， 我们发现，如果我们可以对比这几个算法的关键执行次数函数的渐近增

长性，基本就可以分析出:某个算法，随着 n 的增大，宫会越来越优于另一算法，或

者越来越羞于另一算法。这其实就是事前估算方法的理论依据， 通过算法时间复杂度

来估算算法时间效率。

2.9 算法时间复杂度

2.9 . 1 算法时间复杂度定义

在进行算法分析时， 语旬总的执行次撞 T ( n )是关子问题规模 n

的每鼓，进而分析 T ( n )随 n 的变化情况并确定丁{川的数量
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缉。 算洼的时闽复豪度.也就是算法的时闽量度，记f乍: T ( n ) 
= O(f(n))。 它褒示随间匾规模 n 的增大，算法执行时间的增长率和

f (川的增长率相同，都伟算法的渐近时间复杂度，简称为时间复

杂度。 其申 f ( n) 是问题规模 n 的某个函敬。

这样用大写 O()来体现算法时间复杂度的记法，我们称之为大 0 记法。

一般情况下，随着 n 的增大， T(n)增长最慢的算法为最优算法。

显然，由此算法时间复杂度的定义可知，我们的三个求和算法的时间复杂度分别

为 O(叶 ， O(刀 ， O(nη。我们分别给官们取了非官方的名称， 0(1)叫常数阶、 O(n)叫线

性阶、 O(n2)叫平方阶，当然，还有其他的一些阶，我们之后会介绍。

2.9.2 推导大 O 阶方法

那么如何分析一个算法的时间复杂度呢?即如何推导大 0 阶呢?我们给出了下面

的推导方法，基本上，这也就是总结前面我们举的例子。

推导大 O 阶 :

1.用常鼓 1 取代运行时闺中的所有加法常颤。

2.在修改后的运行次搬画锺中，只保留最高阶项。

3.如果最高阶项存在且不是 1 ，则去除与这个项相乘的常敢。

得到的结果就是大 O 阶。

哈，仿佛是得到了游戏攻略一样，我们好像已经得到了一个推导算法时间复杂度

的万能公式。可事实上，分析一个算法的时间复杂度，没有这么简单，我们还需要多

看几个例子。

2.9.3 常数阶

首先顺序结构的时间复杂度。下面这个算法，也就是刚才的第二种算法(高斯算

法) .为什么时间复杂度不是 0(3) .而是 O(巧。

ìnt s um = O, n '" 100; 

5um '" '( l +n ) 惜 n/Z;

prìntf ( " %d" , sum) ; 

/1< 执行一次1</

/*执行一次 */

川执行一次叮

这个算法的运行次数函数是 f ( n) =3 0 根据我们推导大 0 阶的方法，第一步就是

把常数项 3 改为 1。在保留最高阶项时发现，它根本没有最高阶项，所以这个算法的
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时间复杂度为 0(1) 。

另外，我们试想一下，如果这个算法当中的语句 sum= ( 1+0 ) 句12 有 10 旬，

即:

inc sum = 0 , 0 = 100 ; / *执行 1 次*/

sum = ( l+n) *0/2; /*执行第 1 次*/

sum = (1+n), *0/2; /*执行第 2 次 * 1

sum = (1+n) *0/2,; /*执行第 3 次 * /

sum 呈( 1+0) *n /2 ; /*执行第 4 次叮

sum = (1+n) 禽 n/2 ; /*执行第 5 次*/

sum = (1+n) 句/2; /*执J于第 6 次 */ 

SUm = (1+0) . 咱/2; 1* 执待解 7 次*/

sum = (1+n) 吨/2; /*执行第 8 次*/

sum = (l+n) *n/2; J '" 执行第 9 :次 V

sum = (1+n) 句/2 ; l* 执行第 10 次讲/

pdotf (吨d.' ， sum) ; /*执行 1 次*/

事实上无论 n 为多少，上面的两段代码就是 3 次和 12 次执行的差异。这种与问

题的大小无关 (n 的多少) ，执行时间恒定的算法，我们称之为具有 0(1)的时间复杂

度，又叫常数阶。

注意: 不管这个常数是多少，我们都记作 O(町，而不能是 0(3) 、 0(12)等其他任

何数字，这是初学者常常犯的错误。

对于分支结构而言，无论是真，还是假，执行的次数都是恒定的，不会随着 n 的

变大而发生变化，所以单纯的分支结构(不包含在循环结构中)，其时间复杂度也是

0(1) 。

2.9.4 线性阶

线性阶的循环结构会复杂很多。要确定某个算法的阶次，我们常常需要确定某个

特定语句或某个语句集运行的次数。因此，我们要分析算法的复杂度，关键就是要分

析循环结构的运行情况。

下面这段代码，它的循环的时间复杂度为 O(n) ， 因为循环体中的代码须要执行 n

次。

int i; 

for (i = 0 ; i < n; i村)
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/*时间复杂皮为。(川的程序步骤序，向'l */ 

2.9 . 5 对数阶

下面的这段代码，时间复杂度又是多少呢?

int count = 1; 

while (count < n) 

count = count * 2; 

/* 时间复杂皮为 O(口 的秘序步'霞序11J * / 

由于每次 count 乘以 2 之后，就距离 n 更近了一分。 也就是说，有多少个 2 相乘

后大于 n ，则会退出循环。 由 2X=n 得到 x=bg2n 。 所以这个循环的时间复杂度为

o (k>gn)。

2.9.6 平方阶

下面例子是一个循环嵌套，它的内循环刚才我们已经分析过，时间复杂度为

O(n) 。

i nt i , j ; 

for (i - 0; i < n; i++) 

for ( j - 0 ; j < n ; j++ ) 

/舍时间..成为。t川的程序步穰序列*/

而对于外层的循环，不过是内部这个时间复杂度为 O(n)的语旬，再循环 n 次。 所

以这段代码的时间复杂度为 O(n2) .

如果外循环的循环次数改为了 矶 时间复杂度就变为 O(mXn)。

int i , j; 
for(i = 0 ; í < m; i++) 
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for (j = 0; j < n; j++) 

1* 时阅复杂成为 O(川的程序步骤序列 *1

所以我们可以总结得出，循环的时间复杂度等于循环体的复杂度乘以该循环运行

的次数。

那么下面这个循环嵌套，它的时间复杂度是多少呢?

int i , j: 
fór (i 冒 0; i < n; i++) 

for (j = i; j < n ; j++) 1 * 注意 j = i 而不是 o *1 

/*时间复杂度为 O(川的程序步骤序列*/

由于当 i= 0 时，内循环执行了 n 次，当 i = 1 时，执行了 n-1 次，……当 i=n一1

时，执行了 1 次。所以总的执行次数为:

n(n+1) n2 
n + (n - 1) + (n - 2) +…+ 1 = ""~"J=τ+E 

用我们推导大 0 阶的方法，第一条，没有加法常数不予考虑j 第二条，只保留最

高阶项，因此保留时/2; 第三条，去除这个项相乘的常数，也就是去除 1/2 ，最终这

段代码的时间复杂度为 O(n2) 。

从这个例子，我们也可以得到一个经验，其实理解大 0 推导不算难，难的是对数

列的一些相关运算，这更多的是考察你的数学知识和能力，所以想考研的朋友，要想

在求算法时间复杂度这里不失分，可能需要强化你的数学，特别是数列方面的知识和

解题能力。

我们继续看例子，对于方法调用的时间复杂度又如何分析。

int i , j; 

for (i = 0 ; 丰< n; i++) 

function (i) ; 
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上面这段代码调用一个函数 function。

void fun_ction (int count) 

print (count) ; 

函数体是打印这个参数。 其实这很好理解， funcöon 函数的时间复杂度是 0(1) 。

所以整体的时间复杂度为 O(n) .

假如 funcôon 是下面这样的:

void function (int count) 

int j; 

for (j = count; j < n; j++) 

/*时间复杂度为 。(川 的程序步骤序列 *1

事实上，这和刚才举的例子是一样的，只不过把嵌在内循环放到了函数中，所以

最终的时间复杂度为 0(n2) 。

34 

下面这段相对复杂的语句 :

n++; 

function (n) ; 

int i , j; 
for (i = 0; i < n; i++) 

function (i); 

for(i = 0; i < n; i t+) 

for (j = i;j < n; j++) 

/*执行次欲为 1 */ 

户执行次.为 n * / 

/*执行次数为 n' . / 

/""执行次数为 n(n+1)/2";

/*时间复杂皮为 。{川 的程序步骤序1') */ 
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它的执行次数 J(n}=1+n+n2+主但土旦=Zd+Zn+1 ， 根据推导大 0 阶的方法，
2 2 2 

最终这段代码的时间复杂度也是 0(n2) 。

2.10 常见的时间复杂度

常见的时问复杂度如表 2-10-1 所示。

褒 2-才 0-1

执行次搬函撇 阶 非正式术语

12 。(1) 常费生阶

2n+3 。(n) 线性阶

3n2+2n+1 。(n1) 千方阶

5Io~n+20 。(Iogn) 对数阶

2.n+3nlog2n+19 。(nlogn) nlogn 阶

6n3+202+3n+4 。(11) 立方阶

2n 0(2") 指疆生阶

常用的时间复杂度所耗费的时间从小到大依次是 :

0(1) < O(logn) < O(n) < O(nlogn) < 0(n2
) < 0(n3

) < 0(2" ) < O(n!) < O(n") 

我们前面已经谈到了 。(1)常数阶、 。(bgn)对数阶、 O(n)线'性阶、 0(n2)平方阶等，

至于 O(nlogn)我们将会在今后的课程中介绍，而像 O(明，过大的 n 都会使得结果变

得不现实。同样指数阶 0(2n)和阶乘阶 O(n!)等除非是很小的 n 值，否则哪怕 n 只是

100，都是噩梦般的运行时间。所以这种不切实际的算法时间复杂度，一般我们都不

去讨论宫。

2.11 最坏情况与平均情况

你早晨上班出门后突然想起来，孚机忘记带了，这年头，钥匙、钱包、 孚机三大

件，出门哪样也不能少呀。于是回家找。打开门一看，孚机就在门口玄关的台子上，

原来是出门穿鞋时忘记拿了。这当然是比较好，基本没花什么时间寻找。可如果不是

放在那里，你就得进去到处找，找完客厅找卧室、 找完卧室找厨房、 找完厨房找卫生

间，就是找不到，时间一分一秒的过去，你突然想起来，可以用家里座机打一下手
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机，听着手机铃声来找呀，真是笨。终于找到了，在床上枕头下面。你再去上班，迟

到。见鬼，这一年的全勤奖，就因为找手机给黄了。

找东西有运气好的时候，也有怎么也找不到的情况。但在现实中，通常我们碰到

的绝大多数既不是最好的也不是最坏的，所以算下来是平均情况居多。

算法的分析也是类似， 我们查找一个有 n 个随机数字数组中的某个数字， 最好的

情况是第一个数字就是，那么算法的时间复杂度为 0(1) ，但也有可能这个数字就在最

后一个位置上待着，那么算法的时间复杂度就是 O(叶，这是最坏的一种情况了。

最坏情况运行时间是一种保证，那就是运行时间将不会再坏了。 在应用中，这是

一种最重要的需求 ， 通常， 除非特别指定 ， 我们提到的运行时间都是最坏情况的运行

时间。

而平均运行时间也就是从概率的角度看 ， 这个数字在每一个位置的可能性是相同

的，所以平均的查找时间为 n/2 次后发现这个目标元素。

平均运行时闯是所有情况中最有意义的，因为它是期望的运行时间。也就是说，

我们运行一段程序代码时，是希望看到平均运行时间的。可现实中，平均运行时间很

难通过分析得到，一般都是通过运行一定数量的实验数据后估算出来的。

对算法的分析 3 一种方法是计算所有情况的平均值，这种时间复杂度的计算方法

称为平均时间复杂度。 另一种方法是计算最坏情况下的时间复杂度，这种方法称为最

坏时间复杂度。 一般在没有特殊说明的情况下，都是指最坏时间复杂度。

2.12 算法空间复杂度

我们在写代码时，完全可以用空间来换取时间， 比如说，要判断某某年是不是闰

年，你可能会花一点心思写了一个算法，而且由于是一个算法，也就意味着，每次给

一个年份，都是要通过计算得到是否是闰年的结果。 还有另一个办法就是，事先建立

一个有 2050 个元素的数组(年数略比现实多一点) ，然后把所有的年份按下标的数字

对应，如果是闰年，此数组项的值就是 1，如果不是值为 0。这样，所谓的判断某一

年是否是闰年，就变成了查找这个数组的某一项的值是多少的问题。 此时，我们的运

算是最小化了，但是硬盘上或者内存中需要存储这 2050 个 0 和 1 。

这是通过一笔空间上的开销来换取计算时间的小技巧。到底哪一个好，其实要看

你用在什么地方。
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算法的空间复杂度通过计算算法所需的存储空间实现，算法空间复杂度的计算公

式记作: S(o)= O(f(o)) ，其中， 0 为问题的规模， f(n)为语句关于 n 所占存储空间的

函数。

一般情况下， 一个程序在机器上执行时，除了需要存储程序本身的指令、常数、

变量和输入数据外，还需要存储对数据操作的存储单元，若输入数据所占空间只取决

于问题本身，和算法无关，这样只需要分析该算法在实现时所需的辅助单元即可。若

算法执行时所帘的辅助空间相对于输入数据量而言是个常数，则称此算法为原地工

作，空间复杂度为 0(1) 。

通常 ， 我们都使用"时间复杂度"来指运行时间的需求，使用"空间复杂度"指

空间需求。当不用限定词地使用"复杂度'时，通常都是指时间复杂度。显然我们这

本书重点要讲的还是算法的时间复杂度的问题。

2.13 总结回顾

不容易，终于又到了总结的时间。

我们这一章主要谈了算法的一些基本概念。谈到了数据结构与算法的关系是相互

依赖不可分割的。

算法的定义:算法是解决特定问题求解步骤的描述，在计算机中为指令的有限序

列，并且每条指令表示一个或多个操作。

算法的特性 : 有穷性、确定性、可行性、输入、输出。

算法的设计的要求 : 正确性、可读性、健壮性、 高效率和低存储量需求。

算法特性与算法设计容易混，需要对比记忆。

算法的度量方法 : 事后统计方法(不科学、不准确) 、 事前分析估算方法。

在讲解如何用事前分析估算方法之前，我们先给出了函数潮近增长的定义。

函数的渐近增长:给定两个函数 f(n)和 g(吟，如果存在一个整数 N" 使得对于所

有的 n > N , f(n)总是比 g(n)大，那么，我们说 f(n)的增长渐近快于 g(n) 。 于是我们可

以得出一个结论，判断一个算法好不好，我们只通过少量的数据是不能做出准确判断

的，如果我们可以对比算法的关键执行次数函数的渐近增长性，基本就可以分析出 :

某个算法，随着 n 的变大，它会越来越优于另一算法，或者越来越羞于另一算法。
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然后给出了算法时间复杂度的定义和推导大 0 阶的步骤。

推导大 0 阶:

• 用常数 1 取代运行时间中的所有加法常数。

• 在修改后的运行次数函数中，只保留最高阶项。

• 如果最高阶项存在且不是 1 ，则去除与这个项相乘的常数。

得到的结果就是大 0 阶。

通过这个步骤，我们可以在得到算法的运行次数表达式后，很快得到宫的时间复

杂度，即大 0 阶。同时我也提醒了大家，其实推导大 0 阶很容易，但如何得到运行次

数的表达式却是需要数学功底的。

接着我们给出了常见的时间复杂度所耗时阔的大小排列:

0(1) < O(logn) < O(n) < O(nlogn) < 0(n2
) < 0(n3

) < 0(2" ) < O(n!) < O(nn) 

最后，我们给出了关于算法最坏情况和平均情况的概念，以及空间复杂度的概

念。

2.14 结尾语

很多学生，学了四年计算机专业，很多程序员，做了很长时间的编程工作，却始

终都弄不明白算法的时间复杂度的估算，这是很可悲的一件事。因为弄不清楚，所以

也就从不深究自己写的代码是否效率低下，是不是可以通过优化让计算机更加快速高

效。

他们通常的借口是，现在 CPU 越来越快，根本不用考虑算法的优劣，实现功能即

可，用户感觉不到算法好坏造成的快慢。可事实真是这样吗?还是让我们用数据来说

话吧。

假设 CPU 在短短几年间，速度提高了 100 倍，这其实已经很夸张了。而我们的某

个算法本可以写出时间复杂度是 O(n)的程序，却写出了 。(n2:)的程序，仅仅因为容易

想到，也容易写 。 即在 O(nZ)的时间复杂度算法程序下，速度其实只提高了 10

倍(叮而=10) ，而对于 O(n)时间复杂度的算法来说，那才是真的 100 倍。
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也就是说，一台老式 CPU 的计算机运行 O(n)的程序和一台速度提高 100 倍新式

CPU 运行 。(n2)的程序。最终效率高的胜利方却是老式 CPU 的计算机，原因就在于算

法的优劣直接决定了程序运行的效率。

也许你就可以深刻的感受到，愚公移山固然可敬，但发明炸药和推土机，可能更

加实在和聪明(如图 2-14-1 所示)。

愚公移山

宾番运

图 2-14-1

现代移山

大卡车运

挖掘机挖

推土机推

烈火药炸

希望大家在今后的学习中，好好利用算法分析的工具， 改进自己的代码 ， 让计算

机轻松一点，这样你就更加胜人一筹。
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第 3 章线性表

线性表:

零个或多个数据元素的有限序列。



怵温

3.1 开场白

各位同学，大家好。

今天我们要开始学习数据结构中最常用和最简单的一种结构，在介绍它之前先讲

个例子。

我经常下午去幼儿园接送儿子，每次都能在门口看到老师带着小朋友们， 一个拉

着另一个的衣服，依次从教室出来。 而且我发现很有规律的是，每次他们的次序都是

一样。比如我儿子排在第 5 个，每次他都是在第 5 个，前面同样是那个小女孩，后面

一直是那个小男孩。这点让我很奇怪，为什么一定要这样?

有一天我就问老师原因。她告诉我，为了保障小朋友的安全，避免漏掉小朋友，

所以给他们安排了出门的次序，率先规定好了，谁在谁的前面，谁在谁的后面。这样

养成习惯后，如果有谁没有到位，他前面和后面的小朋友就会主动报告老师 ， 某人不

在。 即使以后如果要外出到公园或博物馆等情况下，老师也可以很快地清点人数，万

一有人走丢，也能在最快时间知道，及时去寻找。

我一想，还真是这样。小朋友们始终按照次序排队做事，出意外的情况就可能会

少很多。 毕竟，遵守秩序是文明的标志，应该从娃娃抓起。而且，真要有人丢失，小

孩子反而是最认真负责的监督员。

再看看门外的这帮家长们，都挤在大门口，哪个分得清他们谁是谁呀。与小孩子

们的井然有序形成了鲜明的对比。哎，有时大人的所作所为，其实还不如孩子。

这种排好队的组织方式，其实就是今天我们要介绍的数据结构:线性袭。

3.2 线性表的定义

线性表，从名字上你就能感觉到，是具有像线一样的性质的衰。在广场上，有很

多人分散在各处，当中有些是小朋友，可也有很多大人，甚至还有不少宠物，这些小

朋友的数据对于整个广场人群来说，不能算是线性袤的结构。 但像刚才提到的那样，

一个班级的小朋友，一个跟着一个排着队，有一个打头，有一个收尾，当中的小朋友

每一个都知道他前面一个是谁，他后面一个是谁，这样如同有一根线把他们串联起来

了 。 就可以称之为线性袭。
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钱性囊 ( Ust ):霉个或多个戴据元蠢的有限序列。

这里需要强调几个关键的地方。

首先宫是一个序列。 也就是说，元素之间是有顺序的，若元素存在多个，则第一

个元素无前驱，最后一个元素无后继，其他每个元素都有且只有一个前驱和后继。 如

果一个小朋友去拉两个小朋友后面的衣服，那就不可以排成一队了;同样，如果一个

小朋友后面的衣服，被两个甚至多个小朋友拉址，这其实是在打架，而不是有序排

队。

然后，线性表强调是有限的，小朋友班级人数是有限的，元素个数当然也是有限

的。事实上，在计算机中处理的对象都是有限的，那种无限的数列，只存在于数学的

概念申。

如果用数学语言来进行定义。 可如下 :

若将线性表记为 (a1 ，…， a'.1 , at, a'+1,…, an) ，则表中 a'.1 领先于 剑 ， a， 领

先于 a，吨，称 a'.1 是 a，的直接前驱元素， a'+1是 a，的直接后继元素。当 1=1 ， 2,…, 

0-1 时， a，1 有旦仅有一个直接后继，当 i=2 ， 3 ,…, 0 时， a，有且仅有一个直接前

驱。如图 3-2-1 所示。

@-B...(9-①-9..④ 
图 3-2-1

所以线性表元素的个数 o (0)0) 定义为线性表的长度，当 0=0 时，称为空表。

在非空表中的每个数据元素都有一个确定的位置，如 al 是第一个数据元素， an 是

最后一个数据元素，句是第 i 个数据元素，称 i 为数据元素 a，在线性表中的位序。

刁可。

我现在说一些数据集，大家来判断一下是否是线'性袭。

先来一个大家最感兴趣的， 一年里的星座列表，是不是线性表呢?如图 3-2-2 所

自金
羊 ' 牛 '

双巨狮处天射摩水双
子 ' 蟹 ' 子 ' 女 ' 秤 ' 手 ' 福 . 瓶 ' 鱼

m 3-2-2 

当然是，星座通常都是用自羊座打头，双鱼座收尾，当中的星座都有前驱和后

继，而且一共也只有十二个，所以宫完全符合线性袤的定义。
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公司的组织架构，总经理管理几个总监，每个总监管理几个经理，每个经理都有

各自的下属和员工。这样的组织架构是不是线性关系呢?

不是，为什么不是呢?哦，因为每一个元素，都有不只一个后继 ， 所以它不是线

性衰。那种让一个总经理只管一个总监， 一个总监只管一个经理， 一个经理只管一个

员工的公司 ， 俗称皮包公司，岗位设置等于就是在忽悠外人。

班级同学之间的友谊关系，是不是线性关系?哈哈，不是，因为每个人都可以和

多个同学建立友谊，不满足线性的定义。嗯?有人说爱情关系就是了。胡扯，难道每

个人都要有一个爱的人和一个被爱的人，而且他们还都不可以重复爱同一个人这样的

情况出现，最终形成}个班级情感人物串联?这怎么可能，也许网络小说里可能出

现，但现实中是不可能的。

班级同学的点名册，是不是线性表?是，这和刚才的友谊关系是完全不同了，因

为它是有限序列， 也满足类型相同的特点。这个点名册 (如表 3-2-1 所示)中，每一

个元素除学生的学号外，还可以有同学的姓名、性别、出生年月什么的，这其实就是

我们之前讲的数据项。 在较复杂的线性表中 ， 一个数据元素可以由若干个数据项组

成。

表 3-2-1

l 掌' '生氨 性到 出生每月 ..地址

1 张三 男 19953 东街画卷 1 号 203 室

Z 李白
"*" 1994.8 北~4 弄 5 号 6 室

3 五五 女 1994.12 南大i革 789 号

... ... ...... ...... ...... …... 

一群同学排队实清唱会门票，每人限购一张， 此时排队的人群是不是线性表?

是，对的。此时来了三个同学要插当中一个同学 A 的队，说同学 A 之前拿着的三个书

包就是用来占位的，书包也算是在排队。 如果你是后面早已来排队的同学，你们愿不

愿意?肯定不愿意，书包怎么能算排队的人呢，如果这也算，我浑身上下的衣服裤子

都在排队了 。 于是不让这三个人进来。

这里用钱性表的定义来说，是什么理由?嗯，因为要相同类型的数据，书包根本

不算是人，当然排队无效 ， 三个人想不劳而获，自然遭到大家的谴责。看来大家的线

性表学得都不错。
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3.3 线性表的抽象数据类型

前面我们已经给了线性表的定义，现在我们来分析一下 ， 线性表应该有一些什么

样的操作呢?

还是回到刚才幼儿园小朋友的例子，老师为了让小朋友有秩序地出人，所以就考

虑给他们排一个队，并且是长期使用的顺序，这个考虑和安排的过程其实就是一个线

性表的创建和初始化过程.

一开始投经验，把小朋友排好队后 ， 发现有的高有的矮，队伍很难看，于是就让

小朋友解散重新排一--i主是一个线性表重置为空衰的操作.

排好了队，我们随时可以叫出队伍某一位置的小朋友名字及他的具体情况。 比如

有家长间，队伍里第五个孩子，怎么这么调皮，他叫什么名字呀，老师可以很快告诉

这位家长，这就是封渭扬的儿子，叫封云下。 我在旁就非常扭担，看来是我给儿子的

名字没取好，儿子让班级"风云突变'了。 这种可以根据位序得到数据元素也是一种

很重要的线性表操作.

还有什么呢，有时我们想知道，某个小朋友，比如麦兜是否是班里的小朋友，老

师会告诉我说，不是，麦兜在春回花花幼儿园里，不在我们幼儿园 。 这种查找某个元

素是否存在的操作很常用。

而后有家长问老师，班里现在到底有多少个小朋友呀，这种获得线性表长度的问

题也很普遍。

显然，对于一个幼儿园来说，加入一个新的小朋友到队列中，或因某个小朋友生

病，需要移除某个位置，都是很正常的情况。对于一个线性表来说，插入数据和删除

数据都是必须的操作。

所以，线性表的抽象数据类型定义如下 :

ADT 线性"' (List)

Data 
线性在的数据对~集合为 {al ' 句， ...._ ， -a n ) .每个元素的.爱均为 DataType.. 其中. ,... 

-个元素向外.每一个元余有且只有一个J配给前.元余. "'7 录后一个元司t- an 外 • *-个元，

余有且只有-个皇格后罐元索。 ...元余之1司的关系是一对一的关系。

。peration

InitList ( *L) : 初始化操作，建立-个室的'是.tt... L。

ListEmpty ( L) : 条钱性在为空，运团 true . 否则返回 falseo
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ClearLis t (吨) : 将由单位在清宣.

GetElem (L , i , *e ) : ~号'随性"'L 中的第 i 个往直元余位返回给e。

LocateElem ( L, e) :在线性农 L 斗'查找与给定位 e 相等的元，素，如果查找成功，返回

该元，命在求中序号表示成功;否则.返回 o~且示失'止。

Listlnsert (吨， i , e) : 在线性表L 中的第 1 个位置输入新元，余 eo

ListDelete (吨， i，、 ) : *'除线性-*-L 中第 i 个位置元素，并me 返回其他。

ListLengt.h (L) : 返回线性表L 的元余个敛。

endADT 

对于不同的应用，线性表的基本操作是不同的，上述操作是最基本的，对于实际

问题中涉及的关于线性袤的更复杂操作，完全可以用这些基本操作的组合来实现.

比如，要实现两个线性表集合 A 和 B 的并集操作。即要使得集合 A=A U B 。 说白

了，就是把存在集合 B 中但并不存在 A 中的数据元素插入到 A 中即可。

仔细分析一下这个操作，发现我们只要循环集合 B 中的每个元素，判断当前元紫

是否存在 A 中，若不存在，则插入到 A 中即可。 思路应该是很容易想到的。

我们假设 U 表示集合 A， Lb 表示集合 8，则实现的代码如下:

/*将所有的在线性....Lb命但不在 La 中的数据元，余输入到 La 中*1

void union (List 吨a ， List 油)

int La len , Lb len , i; 

ElemType e; 

La len - ListLenqth (La) ; 

Lb len ; ListLength (Lb) ; 

for (i=1; i<-Lb len; i++) 

/*声明与 La 和Lb相同的数据元余 e*/

/*求量是性求的长反企/

Ge tE lem (凶， i , e) ; 户取Lb中第 i 个.缝元素赋给e*1

if (!LocateElem (La , e , equal) ) I *La 中不存在和 e相同数将元余*/

Listlnsert (La，忡La_len， e); 户捕入*1

这里，我们对于 union 操作，用到了前面线性表基本操作 ListLength、GetE坠m 、

LocateElem、 Listlnsert 等，可见，对于复杂的个性化的操作，其实就是把基本操作组

合起来实现的。

46 



第 3 章线性表

3.4 线性袤的顺序存储结构

3.4.1 顺序存储定义

说这么多的线性衰，我们来看看线性表的两种物理结构的第一种一一顺序存储结

构。

雄性亵的顺序存储结构，指的是用一段地址连续的存储单元依次

存储线性褒的触据元素。

线性表(旬，a2，' .…，an) 的顺序存储示意图如下:

l al I a2 I ...... I aj.1 I aj I ...... I an I 
朗 3-4- 1

我们在第一课时已经讲过顺序存储结构。今天我再举一个例子。

记得大学时，我们同宿舍有一个同学，人特别老实、热心，我们时常会让他帮我

们去图书馆占座，他总是答应，你想想，我们一个宿舍连他共有九个人，这其实明摆

着是欺负人的事。他每次一吃完早饭就冲去图书馆，挑一个好地儿，把他书包里的

书，一本一本地按座位放好，若书包里的书不够，他会把他的饭盒、水杯、7l<笔都用

上， 长长一排，九个座硬是被他占了，后来有一次因占座的事弄得差点都要打架。

因 3-4-2.

3.4.2 J顺序存储方式

线性袤的顺序存储结构，说白了，和刚才的例子一样，就是在内存中找了块地
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儿，通过占位的形式，把一定内存空间结占了， 然后把相同数据类型的数据元素依次

存放在这块空地中。既然线性表的每个数据元素的类型都相同，所以可以用 C 语言

(其他语言也相同)的一维数组来实现顺序存储结构， 即把第一个数据元素存到数组下

标为 0 的位置中，接着把线性表相邻的元素存储在数组中相邻的位置。

我那同学占座时，如果图书馆里空座很多，他当然不必一定要选择第一排第一个

位子 ， 而是可以选择风水不错、美女较多的地儿。 找到后，放一个书包在第一个位

置，就表示从这开始，这地方暂时归我了 。 为了建立一个线性表，要在内存中找一块

地，于是这块地的第一个位置就非常关键，它是存储空间的起始位置。

接着，因为我们一共九个人，所以他需要占丸个座。 线性表中，我们估算这个统

性表的最大存储容量，建立一个数组，数组的长度就是这个最大存储容量。

可现实中，我们宿舍总有那么几个不是很好学的人，为了游戏，为了恋爱，就不

去图书馆自习了。假设我们丸个人，去了六个，真正被使用的座位也就只是六个 ， 另

三个是空的 。 同样的，我们已经有了起始的位置，也有了最大的容量， 于是我们可以

在里面增加数据了 。 随着数据的插入，我们线性表的长度开始变大，不过续性袤的当

前长度不能超过存储容量，即数组的长度。 想想也是，如果我们有十个人，只占了九

个座，自然是坐不下的。

来看线性表的顺序存储的结构代码。

ideofine MAXS~~E 20 户存储空阔初始分配量*1

t ypedéf i l'lt El凹IType; l "El~mT，ype 类型根据实际情况而定， 这里假设为 主nt* 1

typedef struct 

Ele mType data [MAXSIZE); 川敛纽存储数据元，素，最大值为 MAXS1 ZE忖

int leng吐订 户盘旋性求当前长皮叮

} SqList; 

这里，我们就发现描述顺序存储结构需要三个属性:

• 存储空间的起始位置:数组 dara，色的存储位置就是存储空间的存储位置。

• 线性袤的最大存储容量 : 数组长度Ma.xSize。

• 线性表的当前长度 : Jengtb . 

3.4.3 数据长度与线性表长度区别

注意哦，这里有两个概念"数组的长度"和"续性表的长度"需要区分一下。
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数组的长度是存放线性亵的存储空间的长度，存储分配后这个量是一般是不变

的。有个别同学可能会问，数组的大小一定不可以变吗?我怎么看到有书中谈到可以

动态分配的一维数组。是的， 一般高级语言 ， 比如 C、 四、 C++都可以用编程手段实

现动态分配数组，不过这会带来性能上的损耗。

线性袤的长度是线性表中数据元素的个数，随着线性表插入和删除操作的进行，

这个量是变化的。

在任意时刻，线性表的长度应该小于等于数组的长度。

3.4.4 地址计算方法

由于我们数数都是从 1 开始数的，线性表的定义也不能兔俗，起始也是 1 ， 可 C

语言中的数组却是从 0 开始第一个下标的，于是线性表的第 i 个元素是要存储在数组

下标为 i-1 的位置，即数据元素的序号和存放它的数组下标之间存在对应关系(如图

3牛3 所示)。

线性袤的当前长度Leng由

|aj-l 1 句 1 ... . .. I 句 | 空闲空间川
山下标: 0 1 i-2 i-l o-J 

数组的长度MaxSize

阁 3-4-3

用数组存储)1阪序表意味着要分配回走长度的数组空间，由于线位表中可以进行插

入和删除操作，因此分配的数组空间要大于等于当前线性表的长度。

其实，内存中的地址，就和图书馆或电影院里的座位一样，都是有编号的。 存储

器中的每个存储单元都有自己的编号，这个编号称为地址。当我们占座后，占座的第

一个位置确定后，后面的位置都是可以计算的。 试想一下，我是班级成绩第五名，我

后面的 10 名同学成绩名次是多少呢?当然是 6 ， 7 ，…、 15 ，因为 5 + 1 , 5 + 

2 ,…, 5 + 10。由于每个数据元素，不管宫是整型、实型还是字符型，它都是需要占

用一定的存储单元空间的。假设占用的是 c 个存储单元，那么线性表中第 i+l 个数据

元素的存储位置和第 i 个数据元素的存储位置满足下列关系 ( LOC 表示获得存储位置

的函数)。
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LOC(ai+l ) 嚣LOC(a1)+ 己

所以对于第 i 个数据元素 a，的存储位置可以由 a1 推算得出:

LOC(Sj)= LOC(s.) + (i-l).c 

从图 3-4-4 来理解:

空闲空间

Î-2 i-I n-I 

00 3-4-4 

通过这个公式，你可以随时算出线性表中任意位置的地址，不管它是第一个还是

最后一个，都是相同的时阁。 那么我们对每个线性表位置的存入或者取出数据 ， 对于

计算机来说都是相等的时间 2 也就是一个常数，因此用我们算法中学到的时间复杂度

的概念来说，宫的存取时间性能为 0(1)。我们通常把具有这一特点的存储结构称为随

机存取结构。

3.5 顺序存储结构的插入与删除

3.5.1 获得元素操作

对于统性袤的顺序存储结构来说，如果我们要实现 GetElem 操作，即将线性表 L

中的第 i 个位置元素值返回，其实是非常简单的 。 就程序而言，只要 i 的数值在数组

下标范围内，就是把数组第 j-l 下标的值返回即可。 来看代码 :
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Jtâefi ì'\ê OK 1 

i-çieîine ERRO,R 0 

fdef主ne TRUE 1 

ide .fine FALSE 0 

typedef int Status; 

/'*Sta，tus 是函数的类型 .其位是.i1li结果状态代码，如 OK 等*/

/*初始条件:顺房线性幸LL 已存在， l ~i :!三 ListLength (L) * / 

户操作结果:用 e 返回 L 中第 i 个数据元，余的他* /
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Status GetElem (SqList L, int i ， ElemTyp@ 吨)

if (L.leng:th~O 11 i<l 川主>L . length)

ret1iJrn ERROR; 

"e百L .data[i-l ] ; 

return OK; 

注意这里返回值类型 Status 是一个整型，返回 OK 代表 1 ， ERROR 代表 0。之后

代码中出现就不再详述。

3 .5.2 插入操作

刚才我们也谈到，这里的时间复杂度为 O(巧。我们现在来考虑，如果我们要实现

Listlnsert (吨， i..吟 ，即在线性表 L 中的第 i 个位置插入新元素 e，应该如何操作?

举个例子，本来我们在春运时去买火车票，大家都排队排的好好的。这时来了一

个美女，对着队伍中排在第三位的你说，"大哥，求求你帮帮忙，我家母亲有病，我得

急着回去看她，这队伍这么长，你可否让我排在你的前面? "你心一软，就同意了。

这时，你必须得退后一步，否则她是没法进到队伍来的。这可不得了，后面的人像蜗

虫一样，全部都得退一步。骂起四声。但后面的人也不清楚这加塞是怎么回事，没什

么办法。

这个例子其实已经说明了线性表的顺序存储结构，在插入数据时的实现过程(如

图 3-5-1 所示)。

UHH充资〕 空闲空间

即 与圣王三
~交旺实实交盐!) 主闲空间

图 3-5- 1
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插入算法的思路;

, 如果插入位置不合理，抛出异常;

• 如果线性表长度大于等于数组长度，则抛出异常或动态增加容量;

• 从最后一个元素开始向前遍历到第 i 个位置，分别将它们都向后移动一个位

置;

• 将要插入元素填入位置 i 处;

• 表长加 1 。

实现代码如下:

/*初始条件:顺序线，除农L 已存在， l~i~L丰stLeng'th (L) , * I 

/*操作结果:在L 中第 1 个位罩之前拍λ新的.据元素 e ， 1. 的-1E;Jt.加 1"' /

Status ListInsert (SqList 飞， int i ,ElemType e) 

主nt Jç; 

if (L->length~MAX-SIZE) /*顺序线性表已经满V

return ERROR; 

if (i<l ' 1 i> i.->length+1) /*当 i不在范圈内'才*/

retu= ERROR; 

if(μ~L->length) /*若插入数据位置不在农""叮

Íor (k-L->length吐; k>- i-l; k一户斗争要串串入位置后.. ~屠元素向后移动一位叮

L-,>data [ k+l) =L- >data [kJ ; 

L->dat:a[i-l)~e; /*将西哥元素插入*/

L->length++; 

return OK; 

应该说这代码不难理解。如果是以前学习其他语言的同学 ， 可以考虑把包转换成

你熟悉的语言再实现一遍，只要思路相同就可以了 。

3.5.3 删除操作

接着刚才的例子。 此时后面排队的人群意见都很大，都说怎么可以这样，不管什

么原因，插队就是不行，有本事，找火车站开后门去。 就在这时，远处跑来一胖子，
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对着这美女喊，可找到你了，你这骗子，还我钱。只见这女子二话不说，突然就冲出

了队伍，胖子迫在其后，消失在人群中。哦，原来她是倒卖火车票的黄牛，刚才还装

可怜。于是排队的人群，又像蠕虫一样，均向前移动了一步，骂声渐患，队伍又恢复

了平静。

这就是线性表的顺序存储结构删除元素的过程(如图 3-5-2 所示)。

远离前

U来归r;m资〕 空闲空间

逃离后

U来来茫安安安〕 空间空间

删除算法的思路:

• 如果删除位置不合理，抛出异常i

• 取出删除元素;

• 从删除元素位置开始遍历到最后一个元素位置，分别将它们都向前移动一

个位置;

• 表长减 1 。

实现代码如下:

/*初始条件:顺序线性*-L 已存在 ， l<!三i~List:Length (L) 忖

/*操作结果:删自~L 的第 主个.. 提元，索，并用 e 返回其位， L 的长反扭扭 口/

Status Lis.tD~~ete ( 'SqList 吨，.lnt i ， ElemType 吨)

int k; 

if (L->leng出=-0) /*线性求为空* 1

retu.rn ERROR; 
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if (i.<l, I I i>L- >lenqth) /*删除位置不忌确*1

r e t u.r n ERROR; 

*e=L- >data [i -l ] ; 

if (i<L-:>length ) 1*如果侧除不是最后位置V

for (k=i ; k<L->length; k++ ) 1食将倒除位置后继元素前移*1

L->data (k-l l =L- >da ta( k ] ; 

L->l ength--; 

return OK; 

现在我们来分析一下，插入和删除的时间复杂度。

先来看'最好的情况，如果元素要插入到最后一个位置 ， 或者删除最后一个元素 ，

此时时阔复杂度为 O(町，因为不需要移动元素的，就如同来了一个新人要正常排队，

当然是排在最后，如果此时他又不想排了，那么他一个人离开就好了 ， 不影响任何

人。

最坏的情况呢，如果元素要插入到第一个位置或者删除第一个元素，此时时间复

杂度是多少呢?那就意味着要移动所有的元素向后或者向前，所以这个时间复杂庭为

O(n) 。

至于平均的情况，由于元素插入到第 i 个位置，或删除第 i 个元素， 需要移动 n-i

个元素。 根据概率原理， 每个位置插入或删除元素的可能性是相同的，也就说位置靠

前，移动元萦多，位置靠后 ， 移动元素少。最终平均移动次数和最中间的那个元素的

移动次数隅，为子。

· 我们前面讨论过时间复杂度的推导，可以得出，平均时间复杂度还是 O(n) 。

这说明什么?线性表的J1lli!序存储结构，在存、 读数据时，不管是哪个位置，时间

复杂度都是 0(1) ; 而插入或删除时，时间复杂度都是 O(n)。这就说明，它比较适合元

素个数不大变化，而更多是存取数据的应用。当然，它的优缺点还不只这些…·

3 .5 .4 线性表I1随序存储结构的优缺点

线性表的顺序存储结构的优缺点如图 3-5-3 所示。
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I l 缺点 I 
·无须为表示表中元素之

间的逻辑关系而增加额

外的存储空间

·可以快速地存取表中任

一位置的元素

因 3小3

·插入和删除操作需要移

动大量元素

·当线性表长度变化较大

肘，难以确定存储空间
的容量

·造成存储空间的"碎片"

好了，大家休息一下，我们等会儿接着讲另一个存储结构。

3.6 线性表的链式存储结构

3.6.1 顺序存储结构不足的解决办法

前面我们讲的线性表的顺序存储结构。它是有缺点的，最大的缺点就是插入和删

除时需要移动大量元素，这显然就需要耗费时间。能不能想办法解决呢?

要解决这个问题，我们就得考虑一下导致这个问题的原因.

为什么当插入和删除时，就要移动大量元素，仔细分析后，发现原因就在于相邻

两元素的存储位置也具有邻居关系。它们编号是 1 ， 2 , 3 ,…, n，它们在内存中的位

置也是挨着的，中间没有空隙， 当然就无法快速介入，而删除后， 当中就会留出空

隙，自然需要弥补。问题就出在这里。

A 同学思路:让当中每个元素之间都留有一个空位置，这样要插入时，就不至于

移动。可一个空位置如何解决多个相同位置插入数据的问题呢?所以这个想法显然不

行。

B 同学思路 : 那就让当中每个元素之间都留足够多的位置，根据实际情况制定空

隙大小，比如 10 个，这样插入时，就不需要移动了。万- 10 个空位用完了，再考虑

移动使得每个位置之间都有 10 个空位置。 如果删除，就直接删掉，把位置留空即

可。这样似乎暂时解快了插入和删除的移动数据问题。可这对于超过 10 个同位置数

据的插入，效率上还是存在问题.对于数据的遍历，也会因为空位置大多而造成判断
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时间上的液费。而且显然这里空间复杂度还增加了，因为每个元素之间都有若干个空

位置。

C 同学思路 : 我们反正也是要让相邻元素间留有足够余地，那干脆所有的元素都

不要考虑相邻位置了，哪有空位就到哪里，而只是让每个元素知道包下一个元素的位

置在哪里，这样，我们可以在第一个元素时，就知道第二个元素的位置(内存地址) , 

而找到包 ; 在第二个元素时，再找到第三个元素的位置(内存地址)。这样所有的元素

我们就都可以通过遍历而找到。

好!太棒了，这个想法非常好 ! C 同学，你可惜生晚了几十年，不然，你的想法

对于数据结构来讲就是划时代的意义。我们耍的就是这个思路。

3.6.2 线性表链式存储结构定义

在解释这个思路之前，我们先来谈另一个话题。前几年，有一本书风靡了全世

界，它叫 《达 · 芬奇密码)> ， 成为世界上最畅销的小说之一，书的内容集合了侦探、 惊

悚和阴谋论等多种风格，很好看。

我由于看的时间太过于久远，情节都忘记得差不多了，不过这本书和绝大部分侦

探小说一样，都是同一种处理办法。那就是，作者不会让你事先知道整个过程的全

部，而是在一步一步地到这某个环节， 才根据现场的信息，获得或推断出下一步是什

么，也就是说，每一步除了对侦破的信息进一步确认外(之前信息也不一定都是对

的 ， 有时就是证明某个信息不正确) ，还有就是对下一步如何操作或行动的指引。

不过，这个例子也不完全与线性表相符合。

因为案件侦破的线索可能是错综复杂的 ， 有点像

我们之后要讲到的树和图的数据结构。今天我们

要谈的是单线索，无分支的情况。即线性表的链

式存储结构。

线性表的链式存储结构的特点是用一组任意

的存储单元存储线性表的数据元素，这组存储单

元可以是连续的，也可以是不连续的。这就意味

着，这些数据元素可以存在内存未被占用的任意

位置(如图 3-6-1 所示) 。

以前在顺序结构中，每个数据元素只需要存

阁 3-6- l

数据元素信息就可以了。现在链式结构中，除了要存数据元素信息外， 还要存储它的
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后继元素的存储地址。

因此， 为了表示每个数据元素 al 与其直接后继数据元素 al+1 之间的逻辑关系， 对

数据元素刮来说， 除了存储其本身的信息之外，还需存储一个指示其直接后继的信息

(即直接后继的存储位置)。我们把存储数据元素信息的域称为数据域， 把存储直接后

继位置的域称为指针域。 指针域中存储的信息称做指针或链。 这两部分信息组成数据

元素 ai 的存储映像，称为结点 (Node) 。

n 个结点 (al 的存储映像) 链结成一个链衰，即为线性表 (a1 ， a2,… , aD) 的链

式存储结构，因为此链表的每个结点中只包含一个指针域，所以叫做单链衰。单，链表

正是通过每个结点的指针域将线性表的数据元素按其逻辑次序链接在一起， 如图 3-6-2

所示。

回 3-6-2

对于线性裴来说，总得有个头有个尾，链袭也不例外。我们把链表中第一个结点

的存储位置叫做头指针，那么整个链袤的存取就必须是从头指针开始进行了。 之后的

每一个结点，其实就是上一个的后继指针指向的位置。想象一下，最后一个结点，它

的指针指向哪里?

最后一个， 当然就意味着直接后继不存在了，所以我们规定，线性链表的最后一

个结点指针为"空n (通常用 N叽L 或 lC ^ " 符号表示，如图 3-6-3 所示)。

第一个结点

，-一儿一一-飞

因 3-6-3

最后-个结点

「一」一一飞

有时，我们为了更加方便地对链装进行操作，会在单链衰的第一个结点前附设一
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个结点，称为头结点。头结点的数据域可以不存储任何信息，谁叫它是第-个呢，有

. 这个特权。也可以存储如线性表的长度等附加信息，头结点的指针域存储指向第一个

结点的指针，如图 3-6-4 所示。

图 3-6-4

最后一个结点
r一一-^--一一"\

3 .6 . 3 头指针与头结点的异同

头指针与头结点的异同点，如图 3-6-5 所示。

·头指针是指链表指向第一个结

点的指针，着链表有头结点，
则是指向头结点的指针

·头船填有标i只作用，所以常

用头指针冠以链毅的名字

·无论锥表是否为空.头指针均

不为空。头指针是链表由与必要
元素

[ 头结点 1 
·头结点是为了蜘窄的统-和方

便而设立的，放在第→臻的
结点之前，其数据域一锻无意
义(也可存款链袋的长度)

·有了头结点.对在第一元素结
点前插入结点和删除第一结点，
其操作与其它结点自嘱作就统

一了

·头结点不一定是银表必须要素

因 3-6-5

3 .6.4线性表链式存储结构代码描述

若钱'性表为空袭，则头结点的指针域为"空"，如图 3-6-6 所示。

df| 
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这里我们大概地用图示表达了内存中单链表的存储状态。看着满图的省略号

"… ...n ，你就知道是多么不方便。而我们真正关心的:它是在内存中的实际位置吗?

不是的，这只是官所表示的线性表中的数据元素及数据元素之间的逻辑关系。所以我

们改用更方便的存储示意图来表示单链衰，如图 3-6-7 所示。

因 3-6-7

若带有头结点的单链表，则如图 3-6-8 所示。

因 3-6-8

空链表如图 3-6-9 所示。

因 3-6-9

单链裴中，我们在 C 语言中可用结构指针来描述。

/*线，民哀的学键-*-存储结构*/

typedef s .truct Node 

ElemTypè data: 

struct Node *nè x t ; 

) Node; 

typedef strlllct Node *LinkList; /*定义 LinkList*/

从这个结构定义中，我们也就知道，结点也存放数据元素的数据域存放后继结点

地址的指针域组成。假设 p 是指向钱性表第 i 个元素的指针，则该结点 aj 的数据域

我们可以用 p->由回 来表示， p->由恒的值是一个数据元素，结点 aj 的指针域可以用

p->next 来表示， p->next 的值是一个指针。 p->next 指向谁呢? 当然是指向第 i+l 个

元素，即指向 al+t 的指针。也就是说，如果 p->甸甸=旬，那么 p->nex岳〉甸甸=ai+l (如图
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3-6-10 所示)。

p->next 

留 3-6-10

3.7 单链表的读取

在续性衰的)1民序存储结构中，我们要计算任意一个元素的存储位置是很容易的。

但在单链表中，由于第 i 个元素到底在哪?没办法一开始就知道，必须得从头开始

找。因此，对干单链表实现获取第 i 个元素的数据的操作 GetElem，在算法上，相对要

麻烦一些。
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获得链裴第 i 个数据的算法思路:

1. 声明一个结点 p 指向链表第一个结点，初始化 j 从 1 开始;

2. 当 j<i 时，就遍历链裴，让 p 的指针向后移动，不断指向下一结点， j 累加 1;

3. 若到链表末尾 p 为空，则说明第 i 个元素不存在;

4 . 否则查找成功，返回结点 p 的数据。

实现代码算法如下 :

1*初始条件:硕;t.童电性-*. L 已存在， l~i~ListLength (1，)叮

1*操作结果:用 e 返回 L 中第 i 个数据元素的位*1

Status GetE lern (LìnkLi s t L, int i , ElemType "'e) 

int j; 

LinkList p; 

p = L- >next; 

l钱l' B}j一线运、1沪1

1*让 p 指向告是农L 的第一个结，钱*1

j ~ 1; 1巧为计数部二*1

while (p 晶晶 j<i) /咱 不为室或者计数~ j 还没有等于 1 时， 循环继续*1

p = p->next; 1 刊J:. p 指向下一个结点食/
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++j ; 

1 

if ( !p 11 j>i ) 

retu rn EAAO~; / *'K- J. 个元，朵不存在V

*e - p->data; /会取第 1 个元素的lt据* 1

J:'eturn OK; 

说白了，就是从头开始找，直到第 i 个元素为止。由于这个算法的时间复杂度取

决于 i 的位置，当 i=l 肘，则不幡遍历，第一个就取出数据了，而当 i=n 时则遍历 n-1

次才可以。 因此最坏情况的时间复杂度是 O(叶。

由于单链袤的结构中没有定义表长，所以不能事先知道要循环多少次，因此也就

不方便使用 for 来控制循环。其主要核心思想就是 "工作指针后移'，这其实也是很多

算法的常用技术。

此时就有人说，这么麻烦，这数据结构有什么意思!还不如顺序存储结构呢。

哈，世间万物总是两面的，有好自然有不足，有差自然就有优势。下面我们来看

一下在单链表中的如何实现 u插入'和"删除气

3.8 单链表的插入与删除

3.8. 1 单链袤的插入

先来看单链表的插入。 假设存储元素 e 的结点为 S，要实现结点 p、 p->next 和 s

之间逻辑关系的变化，只需将结点 s 插入到结点 p 和 p->next 之间即可。可如何插入

呢(如图 3-8-1 所示) ? 

p 

s 

阁 3-8-1

根本用不着惊动其他结点，只需要让 s->next和 p->next 的指针做一点改变即可。
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s'->next=p->nex,t; 'þ->neltt事5;

解读这两句代码，也就是说让 p 的后继结点改成 s 的后继结点，再把结点 s 变成

p 的后继结点(如图 3-8-2 所示)。

飞汇ζB.I
、--、~

阁 3-8-2

考虑一下，这两旬的顺序可不可以交换?

如果先 p吨ext=s ; 再 S吨创=p->next ; 会怎么样?哈哈，因为此时第一句会使

得将 p->ne足 给覆盖成 s 的地址了。那么 s->next=p吨剧，其实就等于 s->next=s，这

样真正的拥有 al+l 数据元素的结点就没了上级。这样的插入操作就是失败的，造成了

临场掉链子的尴尬局面。所以这两句是无论如何不能反的，这点初学者一定要注意。

插入结点 s 后，链表如图 3-8-3 所示。

p s->next 

"'-----y--1 

s也就是p->next

图 3-8-3

对于单链裴的表头和表尾的特殊情况，操作是相同的，如图 3-8-4 所示。

s 

圈子8-4
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单链表第 i 个数据插入结点的算法思路:

1. 声明一结点 p 指向链表第一个结点，初始化 j 从 1 开始i

2. 当 j<i 时，就遍历链表，让 p 的指针向后移动，不断指向下一结点， j 累加 1;

3. 若到链衰末尾 p 为空，则说明第 i 个元素不存在i

4. 否则查找成功，在系统中生成一个空结点 s;

5. 将数据元萦 e 赋值给 s->也ta ;

6. 单链表的插入标准语旬 s->next=p->ne.同 p->next=s ; 

7 . 返回成功。

实现代码算法如下:

/*初始条件:顺序线性.... L 已存在， 1 Eõ i Eõ ListLength (L) , -. / 

/*操作结呆:在 L 中第 i -1、位皇之前楠入新的数据元素 e . L 的长度加 1 */

Status ListInsert (Lin kList 吨， int i , ElemType e) 

int j; 

LinkLis t. p , s ; 

P .. *L; 

j '" 1 ; 

whHe (p && j <丰) /*寻找第 主叶飞给每~ * / 

p = p->next: 

++"j ; 

if (! p 11 j > i) 

retu工:0 ERROR; / 禽第 1 个元，索不存在*/

s = (Li:nJ4,i s t) mallpc ! sizeof ( Ndde) ) ; /舍生成'母给点 (c标准函数 ) • / 

s->data = e ; 

$- >next = p->next; 

p->next = s ; 

return OK; 

/*将 p 的后曲直给点赋佳M- s 的占主罐. ./

/*将 s 赋值M-p 的后fI* /

在这段算法代码中，我们用到了 C 语言的 malloc 标准函数， 它的作用就是生成一

个新的结点，其类型与 Noæ 是一样的，其实质就是在内存中找了一小块空地，准备
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用来存放 e 数据 s 结点。

3.8.2 单链表的删除

现在我们再来看单链袤的删除。设存储元素 aj 的结点为 q，要实现将结点 q 删除

单链衰的操作 3 其实就是将它的前继结点的指针绕过，指向它的后继结点即可，如图

3-8-5 所示。

结点p

f一人一飞

或
对

叫叫
时
「

m
a


〉
此
人

?mM

-

点
均

产

结

?

或
对

-

n可

冉
闯
』

情
剖
J

H
月
nr

-

j 

因 3-8-5

我们所要做的，实际上就是一步， p->next=p->next->next，用 q 来取代 p->next，

即是

q=p->next; p - >next=q- >next ; 

解读这两句代码，也就是说让 p 的后继的后继结点改成 p 的后继结点。有点拗口

呀，那我再打个形象的比方。本来是爸爸左手牵着妈妈的手 ， 右手牵着宝宝的手在马

路边散步。突然迎面走来一美女，爸爸一下子看呆了，此情景被妈妈逮个正着，于是

她生气地甩开牵着的爸爸的手 ， 绕过他，扯开父子俩，拉起宝宝的左手就快步朝前走

去。 此时妈妈是 p 结点，妈妈的后继是爸爸 p吨侃，也可以叫 q 结点，妈妈的后继

的后继是儿子 p->nex扫next，即 q->next。当妈妈去牵儿子的手时，这个爸爸就已经

与母子俩没有毒手联系了，如图 3-8-6 所示。

结点q或 结点q->ne炕或

L 

图 3-8-6

单链表第 i 个数据删除结点的算法思路 :

1. 声明一结点 p指向链表第一个结点 ， 初始化 j 从 1 开始 j
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2. 当 同时， 就遍历链衰， 让 p 的指针向后移动，不断指向下一个结点J 累加

3. 若到链表末尾 p 为空，则说明第 i 个元素不存在;

4 . 否则查找成功，将欲删除的结点 p->next 赋值给 q ;

S . 主在链表的删除标准语句 p->next=q->next;

6 . 将 q 结点中的数据赋值给 e ， 作为返回;

7 . 释放 q 结点;

8 . 返回成功。

实现代码算法如下 ;

/*初始条件:硕序线性*:r.已存在. i~i~ListLength (L) */ 

/食操作结果:倒徐 L 的第 1 个数糖元舍，并用 e 返回其位， L 的长皮疵 1* /

Status ListDelete ( LinkLis t 吨， int i , El emType *e ) 

i nt j ; 

LinkLis t p , q; 

P .. *L; 

j = lj 
wniJ.e (p• next && j < i) 户造历寻找第 i 个元余*/

P .. p->next; 

++j; 

if ( ! (p->next) 11 j > i) 

return ERROR; / *第 i 个元素不存在* /

+·· x e n >

.,

-

Mq e

= 

n >

t
-x pe 

n 

->qp 

*e c q->data; 

/*将 q 的后继赋4直给 p 的后继忖

1*将 q 给/1.中的4t据给伊/

/叫k系统回收此结点，停放内;存舍/主ree ( q ) ; 

return OK; 

这段算法代码里，我们又用到了另一个 C 语言的标准函数 free。宫的作用就是让

系统回收一个 Noæ 结点，释煎内存。
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分析一下刚才我们讲解的单链表插入和删除算法，我们发现，官们其实都是由两

部分组成;第一部分就是遍历查找第 i 个元素 i 第二部分就是插入和删除元素。

从整个算法来说，我们很容易推导出:12;们的时间复杂度都是 O(n)。如果在我们

不知道第 1 个元素的指针位置，星在链表数据结构在插入和删除操作上，与线性表的顺

序存储结构是没有太大优势的。但如果，我们希望从第 i 个位置，插入 10 个元素，对

于顺序存储结构意味着，每一次插入都需要移动 n一 i 个元素，每次都是 O(n)。而单

链袭，我们只需要在第一次时，找到第 i 个位置的指针，此时为 O(吟，接下来只是简

单地通过赋值移动指针而已，时间复杂度都是 0(1)。显然，对于插入或删除数据越频

繁的操作，单链衰的效率优势就越是明显。

3.9 单链表的整表创建

回顾一下 ， 顺序存储结构的创建，其实就是一个数组的初始化，即声明一个类型

和大小的数组并赋值的过程。而单链表和顺序存储结构就不一样，它不像顺序存储结

构这么集中，官可以很散，是一种动态结构。对于每个链表来说，它所占用空间的大

小和位置是不需要预先分配划定的，可以根据系统的情况和实际的需求即时生成。

所以创建单链表的过程就是一个动态、生成链表的过程。即从"空袭"的初始状态

起，依次建立各元素结点，并逐个插入链衰。
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单链衰整表创建的算法思路:

1.声明一结点 p和计数器变量 i ;

2 . 初始化一空链表 L;

3. 让 L 的头结点的指针指向 NULL，即建立一个带头结点的单链表 i

4 . 循环:

• 生成一新结点赋值给 p;

• 随机生成一数字赋值给 p 的数据域 p->data;

• 将 p 插入到头结点与前一新结点之间。

实现代码算法如下:

户 随机产生 n .1俨元素的佳， 建立带求头给点的单链线，民'*- L (头插法) *1 

void CreateListHead (LiolcList 吨， int n) 
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LinkList p; 

int i; 

sra.nd (time (0) ) ; 1*初始化随瓢，数种子都/

*L = (Lin民:List) malloc (sizeof (.Node ,) ) ; 

(飞) - >next = NULL: 

for (1=0: i<n; i ++ ) 

1 *先建立一个带头虫在点的单钝'*-*1 

P 草 ( LinkList ) malloc ( sizeof (Node) ) ; 1*生成新结点*1

p->data = rand ( ) %~00 +l ; /*量宣布t.生成， 100 以内的数字V

p->next = ( *L) ->next; 

("L) ->next = p; 1 *插入到农头*1

这段算法代码里，我们其实用的是插队的办法，就是始终让新结点在第一的位

置。我也可以把这种算法简称为头插法，如图 3-9-1 所示。

L L->nexI 

p 

图 3-9- 1

可事实上，我们还是可以不这样干，为什么不把新结点都放到最后呢，这才是排

队时的正常思维，所谓的先来后到。我们把每次新结点都插在终端结点的后面，这种

算法称之为尾插法。

实现代码算法如下:

1* 随机产生 n 个元素的佳，建立带农头结点的单链线性-*-L (尾，枪法) */ 

void CreateL istTail (LinkList 吨， int n) 

LinkList p , r; 

int i; 

srand (time (0.) ) ; 1*初始化随和t.4t.种子*'/

飞~ ( LinkList) malloc ( s J..z.eof (N。但) ) ; 1咐整个线性4υ/
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r=* L ; /町为指向尾部的始，或食/

fo r (i~O ; i <n; i忡)

p = ( bJode * ) malloc ( sizeof ( Node) ) ; /舍生忌'厅综点*/

p~>data = rand ( ) %100+1; 户随机生成 100 以内的.字*/

r - >nex t-p; / y将表尾，佟槐给点的指针指向新线条*/

r = p ; /*将当前的'带给点定义为农尾终i.t结点*/

r - >next = NULL; /*表示当前锺..结束1t /

注意 L 与 r 的关系， L 是指整个单链衰，而 r 是指向尾结点的变量， r 会随着循环

不断地变化结点，而 L 则是随着循环增长为一个多结点的链表。

这里需解释一下， r->next=p;的意思，其实就是将刚才的表尾终端结点 r 的指针指

向新结点 p，如图 3-9-2 所示，当中①位置的连线就是表示这个意思。

r掏>next

r p p 

图 3-9-2

r->n四t=p;这一句应该还好理解，我以前很多学生不理解的就是后面这一句 r=p;是

什·么意思?请看图 3-9-3 。

r->next 

=斗〉
.万 p r 

m 3-9-3 

宫的意思，就是本来 r 是在 al-1元素的结点，可现在包已经不是最后的结点了 ， 现

在最后的结点是 al，所以应该要让将 p 结点这个最后的结点赋值给 r。此时 r 又是最

终的尾结点了。

循环结束后，那么应该让这个链表的指针域置空 ， 因此有了 Ur->next=NULL;气
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以便以后遍历时可以确认其是尾部。

3.10 单链表的整表删除

当我们不打算使用这个单链表时，我们需要把它销毁，其实也就是在内存中将官

释放掉，以便于留出空间给其他程序或软件使用。

单链表整表删除的算法思路如下:

1. 声明一结点 p和 q ;

2. 将第一个结点赋值给 p;

3 . 循环:

• 将下一结点赋值给 q;

• 释放 p;
• 将 q 赋值给 p。

实现代码算法如下:

/母初始备件:顺序辈革他.!.L 已存在，操作结果:将L 黄豆为空4υ/

Status ClearList (LinkList 飞 )

t.inkList p , q; 

p= ( *L) - .>next; 

while ,(p) 

q=p->next; 

free (p) ; 

p=q; 

(禽川 ->next=NULL;

return 01<; 

/*p 指向第--1、童在点*/

户没到衣足*/

户头结点指~波为空*/

这段算法代码里，常见的错误就是有同学会觉得 q 变量没有存在的必要。 在循环

体内直接写 free ( p ) ;p=p->next; li!p可。 可这样会带来什么问题?

要知道 p 是一个结点，包除了有数据域，还有指针域。 你在做 free ( p ) ;时，其
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实是在对它整个结点进行删除和内存释放的工作。这就好比皇帝快要病死了，却还没

有册封大子，他儿子五六个，你说要是你脚一蹬倒是解脱了，这国家咋办，你那几个

儿子咋办?这要是为了皇位，什么亲兄弟血肉情都成了浮云，一定会打起来。所以不

行，皇帝不能马上死，得先把遗嘱写好，说清楚，哪个儿子做太子才行。而这个遗嘱

就是变量 q 的作用，官使得下一个结点是谁得到了记录，以便于等当前结点释放后，

把下一结点拿回来补充。明白了吗?

好了，说了这么多，我们可以来简单总结一下。

3.11 单链表结构与顺序存储结构优缺点

简单地对单链裴结构和顺序存储结构做对比:

-E噩噩国· L二月J半年 二l
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• J顺序存储结构用一段连
续的存储单元依次存储

线性袤的数据元素

·单链表采用链式存储结

构，用干组任意的存储
单元存也钳主袤的元素

·查找

·顺序存储吉构α1)

·单链表αn)

·插入和删除

·顺序存储结构需要孚均

移动表长一半的元素，

时间为αn)

·单链表在线出某位置的

指针后，插入和删蜘苦

间仅为α1)

图 3-11-1

通过上面的对比，我们可以得出一些经验性的结论:

·服序存储结构'曹要预分配
存储!斟司，分大了，浪费，
分小了易发生上溢

·单链表不需勤于曹己存储空

间，只要有就可以分配，

元素个数也习嗖限制

• 若线性表需要频繁查找，很少进行插入和删除操作时，宜采用顺序存储结

构。若需要频繁插入和删除时，宜采用单链裴结构。比如说游戏开发中，

对于用户注册的个人信息，除了注册时插入数据外，绝大多数情况都是读

取，所以应该考虑用顺序存储结构。而游戏中的玩家的武器或者装备列

表，随着玩家的游戏过程中，可能会随时增加或删除，此时再用顺序存储

就不大合适了，主事链表结构就可以大展拳脚。当然，这只是简单的类比，

现实中的软件开发，要考虑的问题会复杂得多。
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• 当线性表中的元素个数变化较大或者根本不知道有多大肘，最好用单链表

结构 ， 这样可以不需要考虑存储空间的大小问题。而如果事先知道线性表

的大致长度，比如一年 12 个月，一周就是星期一至星期日共七天，这种用

顺序存储结构效率会高很多。

总之，线性衰的顺序存储结构和单链表结构各有其优缺点 ， 不能简单的说哪个

好，哪个不好，需要根据实际情况，来综合平衡采用哪种数据结构更能满足和达到需

求和性能。

休息一下，我们再来看看其他的链表结构。

3.12 静态链表

其实 C 语言真是好东西，官具有的指针能力，使得它可以非常容易地操作内存中

的地址和数据，这比其他高级语言更加灵活方便。后来的面向对象语言，如 Java、 C#

等，虽不使用指针，但因为启用了对象引用机制，从某种角度也间接实现了指针的某

些作用。但对于一些语言，如 Basìc、 Fortran 等早期的编程高级语言，由于没有指

针，链表结构按照前面我们的讲法，它就没法实现了。怎么办呢?

有人就想出来用数组来代替指针，来描述单链表。真是不得不佩服他们的智慧，

我们来看着他是怎么做到的。

首先我们让数组的元素都是由两个数据域组成， 也钮 和 cur。也就是说，数组的每

个下标都对应一个 也ta 和一个 curo 数据域也ta，用来存放数据元素， 也就是通常我

们要处理的数据;而游标 cur 相当于单链表中的 next 指针，存放该元素的后继在数组

中的下标。

我们把这种用数组描述的链表叫做静态链袭，这种描述方法还有起名叫做游标实

现法。

为了我们方便插入数据，我们通常会把数组建立得大一些，以便有一些空闲空间

可以便于插入时不至于溢出。

/*线性求的静态链求存储结构*/

ide.fine MAXSIZE 1000 户假设钱求的最大长度是 1000* I 

typ.edef struct 

ElernType data; 
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int c:ur; l*游标 (Cursor) .为 0 时表示元，指向V

) COmponent/StaticLinkList[MAXS~ZE1;1 

另外我们对数组第一个和最后一个元素作为特殊元素处理，不存数据。我们通常

把未被使用的数组元素称为备用链表。而数组第一个元素，即下标为 0 的元素的 cur

就存放备用链袤的第一个结点的下标 i 而数组的最后一个元素的 cur 则存放第一个有

数值的元素的下标，相当于单链表中的头结点作用，当整个链表为空时，则为 02。如

图 3-12-1 所示。

圈子12-1

数组Ia后一个元素的cur用来存放第一
个插入元素的-1'栋，相当于头结点

此时的图示相当于初始化的数组状态，见下面代码 :

1*将一维数纽 space 中各分量链成一备用锥求. 食/

l*space[OJ.c'll r 为头指针， "0" 农示空指针 *1

Status Ini tLl.st (StaticLinkList s~ate) 

int i; 

for (i~o; i创AXSIZE-l; it+) 

space (i 1 . c:ur =丰+1;

spac.e (MAXS工Z&-11 .cur = 0; /*目前停态锥象为空.最后一个元素的G:ur 为伊/

return 01'<; 

假设我们已经将数据存入静态链袭，比如分别存放着"甲" 、 a乙'、 e丁"、"戊'、

u己"、"庚n 等数据，则它将处于如图 3-12-2 所示这种状态。

t主L 对于不提供结构 striU口的程序设计语营.可以使用一对并行敛组 data 和 cur 来处理。

注1 ;有些书中祀疆生组的第二个元素周末作为头给点.实现」革理相同.只不过是取得存放位累不同 。
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图 3- 12-2

此时"甲"这里就存有下一元素"乙n 的游标 2，"乙"则存有下一元素"丁'的

下标 3。而"庚"是最后一个有值元素，所以它的 cur 设置为 0。而最后一个元素的

cur 则因"甲'是第一有值元素而存有宫的下标为 1. 而第一个元素则因空闲空间的第

一个元素下标为 7，所以宫的 cur 存有 7。

3. 12. 1 静态链表的插入操作

现在我们来看看如何实现元素的插入。

静态链表中要解决的是 : 如何用静态模拟动态链表结构的存储空间的分配，需要

时申请 ， 无用时释放。

我们前面说过，在动态链表中，结点的申请和释放分别借用 m剑bc ()和 free

o 两个函数来实现。在静态链表中，操作的是如且，不存在像动态链表的结点申请和

释放问题，所以我们需要自己实现这两个函数，才可以做插入和删除的操作。

为了辨明数组中哪些分量未被使用粉解决的办法是将所有未被使用过的及已被删

除的分量用游标链成一个备用的链衰， 每当进行插入时，便可以从备用链装上取得第

一个结点作为待插入的新结点。

/ *圭辛备用空间链~非空. .11 '1返回分配的结点下标. 否则返回 0. * /

int Malloc SLL (StaticLìnkLiat apace ) 

ìnt i 里呼声ce[O] . cur; 户当前数组第一个元素的 cur 存的优 . * / 

/*就是要返回的第一个备用空阔的下赫*/

if (space[ o. ] . cur) 

space[O] .cur = space[ ì ] . cur; 川由于桑拿出-个分量来像周 1. 所以我们叫

户就得}把它的下一个分量用来做..JfI* /

return i; 
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这段代码有意思，一方面它的作用就是返回一个下标值，这个值就是数组头元素

的 C町 存的第一个空闲的下标。从上面的图示例子来看，其实就是返回 7。

那么既然下标为 7 的分量准备要使用了，就得有接替者，所以就把分量 7 的 cur.

值赋值给头元素，也就是把 8 给 space[O].cur，之后就可以继续分配新的空闲分量，

实现类似 malk:J c ()函数的作用。

现在我们如果需要在"乙'和。丁n 之间，插入一个值为"丙"的元素，按照以

前顺序存储结构的做法，应该要把"丁"、"戊"、"己"、"庚"这些元素都往后移一

位。 但目前不需要，因为我们有了新的手段。

新元素 u丙"，想插队是吧?可以，你先悄悄地在队伍最后一排第 7 个带标位置待

着，我一会就能帮你搞定。我接着找到了"乙徊，告诉他，你的 cur 不是峙标为 3 的

"丁"了，这点小钱，意思意思，你把你的下一位的游标改为 7 就可以了。"乙"叹了

口气，收了钱把 cUir 值改了。此时再回到"丙"那里，说你把你的 cur 改为 3 . 就这

样，在绝大多数人都不知道的情况下，整个排队的次序发生了改变(如图 3-12-3 所

示)。

实现代码如下，代码左侧数字为行号。

1* 在 L 中第 i 个元余之前插入新的数据元素 e */ 

1. Status Listlnsert(StaticLinkList L, int i , Elem~ype e) 

2. { 

3. int j , k , 1 ; 

4. k = MJ>.X SIZE - 1: 户注意 k 首先式最后一个元舍的T.t:i:* /

5. if (i < 1 I I i > ListLenqth ~ L ) + 1 ) 

6. return -ERROR; 

7. j = Malloc_ SS1 (L) ; 尸获得空闲分量的下标*/

8. if (j) 

9. 

10. Llj) .data .. e i 1禽4号。数据赋位给比分量的 da也a忖

11. for (1 ~ 1: 1 <= i - 1; 1++) 户找到第 i个元素之背的位置*1

12. k = L {k].CJ,.II; 

13. "L [j] . cur ~ L ( kl.cur;， /*祀.第 1 个元索之前的 pur 赋位给新元舍的 问俨/

14 . L[kl . CUI = j: 户把新元素的7标赋位给第 i 个元素z之前元舍的 cur*1

15. return OK; 

16. 

17. return ERROR; 
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18. } 

• 当我们执行插入语句时，我们的目的是要在"乙 n 和"丁"之间插入

"丙"。调用代码时，输入 i 值为 3。

• 第 4行让 k=MAX_SIZE - 1=999 。

• 第 7 行， j=Malloc_SSL (L) 习。此时下标为 0 的 cur 也因为 7 要被占用而

更改备用链衰的值为 8.

• 第 ll-1Z 行， for 循环 l 由 1 到 2，执行两次。代码 k=L阳.cur; 使得 k=999，

得到 k=L[999].c旧=1 ，再得到 k=L[1].cur=2。

• 第 13 行， Lm.cur = L(k).cur;因 j=7，而 k=2 得到 L[7]] .cur=L[2] .cur习。这就

是刚才我说的让"芮"把宫的 cur 改为 3 的意思。

• 第 14 行. L[k].cur = j;意思就是 L[2).cur=7。 也就是让"乙"得点好处，把

宫的 ωt改为指向"丙'的下标 7。

就这样，我们实现了在数组中，实王归之移动元素，却插入了数据的操作(如图 3-12-3

所示)。没理解可能觉得有些复杂，理解了，也就那么回事。

| ð~把扫司领句。可气|嗣
阁 3-12-3

3 . 12 .2 静态链袤的删除操作

故事没完，接着，排在第一个的甲突然接到一电话，看着银急，多半不是家里有

紧急情况，就是单位有突发状况，反正稍有犹豫之后就急匆匆酶开。这意味着第一位

空出来了，那么自然刚才那个收了好处的乙就成了第一位一一有人走运起来，喝水都

长肉。

和前面一样，删除元素时，原来是需要释放结点的函数 free 0。现在我们也得自

己实现它:

户-JI4除在 L 中第 1 个.. 锯元素 'e * / 

Status ListDelete (StaticLinkList L, int i) 
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int 才 ， k; 

ÌÍ (i < 1 I I i > ListLength (L) ) 

return ERROR; 

k=MAXS工ZE _ 1; 

for (j = 1; j <= i _ 1; j++) 

k = L[k] . cur; 

j = L[k] . cur; 

L[ k] . our = L[j] . çur; 

Free_SSl. (L , j); 

return OK; 

有了刚才的基础，这段代码就很容易理解了。前面代码都一样， for 循环因为 i=l

而不操作， j=k[999].cur=1 , L[k].cur=L[jJ.cur 也就是 L[999] .cur=L[l] .cur吨。这其实

就是告诉计算机现在 "甲"已经离开了，"乙"才是第一个元素。 Free_SSL ( L, j) ;是

什么意思呢?来看代码;

/* .:f导下标为 k '的空闲给点回收到备用锐4υ/

void Free_SSL (StaticLinkList space, int k) 

spa~[kl . cur 罩 space [0 J • cur ; /*把第一个元余∞z位赋铃桑'则始的分量 cur*/

space[O] . cur = k; 户把姿"'J~命的分量下栋赋位给~-个元，素的 cur*/

意思就是"甲 m 现在要走，这个位置就空出来了，也就是，未来如果有新人来，

最优先考虑这里，所以原来的第一个空位分量，即下标是 8 的分量，它降级了，把 8

给 a 甲"所在下标为 1 的分量的 cur ，也就是 space[l].cur=space[O].cur=8 ，而

space[O].c盯=k=l 其实就是让这个删除的位置成为第一个优先空位，把它存人第一个

元素的 cur 中，如图 3-12-4 所示。

|到 「明可领政可C号 l旦
8 

因 3- 12-4

当然，静态链表也有相应的其他操作的相关实现。 比如我们代码中的 ListLength

就是一个，来看代码。
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/*初始条件:停;t，键，*- L 已存在。 操作结果: 运l回 L 中数据元1余个数*/

int Lis,tLength ( StaticLinkList r:.) 

主nt jaQ'i 

i nt i=L[MAXSTZE-l) . cur; 

while (i) 

i草L[i).curi

j++; 

r eturn ji 

另外一些操作和线性表的基本操作相同，实现上也不复杂，我们在课堂上就不讲

解了 。

3.12.3 静态链表优缺点

总结一下静态链表的优峡点(见图 3-12-5 ) : 

·在插入和删除操作时，
只需要修改游标，不需

要移动元素，从而改进

了在顺序存储结构中的

插人和删除操作需要移
动大量元素的缺点

一
占
…

一
缺
二一

·没有解决连镇存储分配
带来的表长难以确定的
问题

·失去了l阴芋存储结构随

机存取的特性

因 3- 12-5

总的来说，静态链表其实是为了给没有指针的高级语言设计的一种实现单链袭能

力的方法。尽管大家不一定会用得上，但这样的思考方式是非常巧妙的，应该理解其

思想，以备不时之需。
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3.13 循环链表

在座的各位都很年轻，不会觉得日月如梭。可上了点年纪的人，比如我一一的父

辈们，就常常感慨，要是可以回到从前该多好。网上也盛传，所谓的成功男人就是 3

岁时不原裤子， 5 岁能自己吃饭……80 岁能自己吃饭， 90 岁能不尿裤子。

是虚 集

地盘
图 3-13- 1

对于单链衰，由于每个结点只存储了向后的指针，到了尾标志就停止了向后链的

操作，这样，当中某一结点就无法找到它的前驱结点了，就像我们刚才说的，不能回

到从前。

比出 ，你是一业务员， 家在上海。儒要经常出差，行程就是上海到北京一路上的

城市，找客户谈生意或分公司办理业务。你从上海出发，乘火车路经多个城市停留

后，再乘飞机返回上海，以后，每隔一段时间，你基本还要按照这样的行程开展业

务，如图 3-13-2 所示。

上苏无常镇南蚌徐济 i 天→ ;~t
海 ' 外I · 锡 ' 外1 · 汪 " 京 ' 埠 ' 州 ' 商 ' 津 ' 京

图 3-13-2
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有一次，你先到南京开会，接下来要对以上的城市走一遍， 此时有人对你说，东

行，你得从上海开始，因为上海是第一站。 你会对这人说什么?神经病。哪有这么傻

的，直接回上海根本没有必要，你可以从南京开始，下一站蚌埠，直到北京，之后再

考虑走完上海及苏南的几个城市。显然这表示你是从当中一结点开始遍历整个链裴 ，

这都是原来的单链表结构解决不了的问题。

事实上，把北京和上海之间连起来，形成一个环就解决了前面所面临的困难。这

就是我们现在要讲的循环链袭。

将单链表中终端结点的指针端自空指针改为指向头结点，就使整个单链表形成一

个环，这种头尾:相接的单链表称为单循环链表，简称循环链表 ( circular linked 

list) 。

从刚才的例子，可以总结出，循环链表解决了一个很麻烦的问题。 如何从当中一

个结点出发，访问到链袤的全部结点。

为了使空链表与非空链表处理一致，我们通常设一个头结点，当然 ， 这并不是

说，循环链表一定要头结点，这需要注意。 循环链表带有头结点的空链表如图 3-13-3

所示 :

圈子13-3

对于非空的循环链表就如图 3-13-4 所示。

阁 3-13-4

其实循环链袭和单链表的主要差异就在于循环的判断条件土，原沫是判断 p->next

是否为空，现在则是 p -> next 不等于头结点，则循环未结束。

在单链表中，我们有了头结点时，我们可以用 0(1)的时间访问第一个结点，但对

于要访问到最后一个结点，却需要 O(n)时间，因为我们需要将单链表全部扫描一遍。

有没有可能用 0(1)的时间由链表指针访问到最后一个结点呢?当然可以。

不过我们需要改造一下这个循环链粟，不用头指针，而是用指向终端结点的尾指
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针来表示循环链表(如图 3.13.5 所示) ，此时查找开始结点和终端结点都很方便了。

因 3-13-5

从上圈中可以看到，终端结点用尾指针 rear 指示，则查找终端结点是 0(1) ，而开

始结点，其实就是 rear->neJæ->next，其时间复杂也为 0(1) 。

举个程序的例子，要将两个循环链袭合并成一个表时，有了尾指针就非常简单

了 。 比如下面的这两个循环链衰，它们的尾指针分别是 rearA 和 rearB，如图 3-13-6

所示。

rearA 

rearA -> next 

rearB -> next :rearB -> next-> next 

阁 3-13-6

要想把它们合井，只需要如下的操作即可，如图 3-13-7 所示。

P ① 

rearA-> next 

rearB-> next-> next 

圈子13-7

p=rearA->next; 户保存且表的头，各占~ ， '1'( *1 

rearA->nex1:皿~earB~>next->next;/* 将本是指向 B 求的第一补给点(不是头虫在点) .. / 

/晴 赋4蛊徐 reaA->next，即②*/
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rearB->nêxt=p: 
:free (p) ; 

第 3章线性'畏

/*将原 A .l.的头给点'武位给 rearB->next，即⑤会/

/* 狰放 p */ 

3.14 双向链表

继续我们刚才的例子，你平时都是从上海一路停留到北京的，可是这一次，你得

先到北京开会，谁叫北京是首都呢，会就是多。开完会后，你需要例行公事，走访各

个城市，此时你怎么办?

上苏无常镇南蚌徐济天北
海 ' 州 . 锡 ' 州 . 江 . 京 ' 埠 . 扑I .. 南 ' 津 ' 京

阁 3- 14- 1

有人又出主意了，你可以先飞回上海，一路再乘火车走遍这儿个城市，到了北京

后，你再飞回上海。

你会感慨，人生中为什么总会有这样出馒主意的人存在呢?真要气死人才行。哪

来这么麻烦，我一路从北京坐火车或汽车回去不就完了吗。

北天济-徐蚌南镇常无苏上
.. ~ .. ~ .. ::, .. ,,.. .. ~ .. - .. 

京 ' 津 哼 南 可 介|埠原江州锡州海

图3-14-2

对呀，其实生活中类似的小智慧比比皆是，并不会那么的死板教条。我们的单链

表，总是从头到尾找结点，难道就不可以正反遍历都可以吗?当然可以，只不过需要

加点东西而已。

我们在单链表中，有了 next 指针，这就使得我们要查找下一结点的时同复杂度为

0(1)。可是如果我们要查找的是上一结点的话，那最坏的时间复杂度就是 O(n)了，因

为我们每次都要从头开始遍历查找。

为了克服单向性这一缺点，我们的老科学家们，设计出了双向链表。双向链表

(也uble linked List) 是在单链袤的每个结点中，再设置一个指向其前驱结点的指针

域。所以在双向链表中的结点都有两个指针域， 一个指向直接后继，另一个指向直接

前驱。

/*线性求的双向锺~存储结构*/
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typedef stru'ot DulNode 

ElemType dat事J

struct DuLNode 俞pri.or;

struct DùLNode *next; 

} DulNode, * DuLinkList; 

/1t直接前驱指针*/

/*直接后继指针情/

既然单链表也可以有循环链衰，那么双向链表当然也可以是循环衰。

双向链表的循环带头结点的空链裴如圈 子14-3 所示。

头百再t
图 3- 14-3

非空的循环的带头结点的双向链褒如图 3-14-4 所示。

图 3- 14-4

由于这是双向链表，那么对于链表中的某一个结点 p，它的后继的前驱是谁?当

然还是它自己。它的前驱的后继自然也是Z自己，即:

p->next->prior = p = p- >prior- >neX"t 

这就如同上海的下一站是苏州，那么上海的下一站的前一站是哪里?哈哈，有点、

废话的感觉。

双向链表是单链表中扩展出来的结构，所以宫的很多操作是和单链裴相同的，比

如求长度的 ListLength ，查找元素的 GetE坠m，较得元素位置的 Locate胎m 等，这些

操作都只要渺及一个方向的指针即可，另一指针多了也不能提供什么帮助。

就像人生一样，想享乐就得先努力，欲收获就得付代价。双向链表既然是比单链

表多了如可以反向遍历查找等数据结构，那么也就需要付出一些小的代价:在插入和

删除时，需要更改两个指针变景。
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插入操作时，其实并不复杂，不过顺序很重要，千万不能写反了。

我们现在假设存储元素 e 的结点为:S，要实现将结点 s 插入到结点 p 和 p -> next 

之间需要下面几步，如图 3-14-5 所示。

p 

r一，人一气

p-)next 

厂一入一气

s - >prior - 'P; 

s -> next 罩 p -> next; 

p -> next -> pr~9r - s ; 

p -> Ìle xt - S; 

s 

阁 3-14-5

/..~巴 p 赋位~ s 的吉布皿.如闺中①"/

户把p-均由t 赋位给 s 的后继.如圈中②"j

/...把 s 赋位量*"p->next 的前驱'. . 如圈中③*/

/*祀 s 赋值盛告 p 的后罐 ， 生d蜀中(4)* /

关键在于它们的顺序，由于第 2 步和第 3 步都用到了 p->next。如果第 4 步先执

行，则会使得 p->next 提前变成了 S，使得插入的工作完不成。 所以我们不妨把上面这

张图在理解的基础上记忆，顺序是先搞定 s 的前驱和后继，再搞定后结点的前驱，最

后解决前结点的后继。

如果插入操作理解了，那么删除操作，就比较简单了 。

若要删除结点 p，只需要下面两步骤，如图 3-14-6 所示。

-... .-..-...-( --_.. ...-

图 3-14-6

p->prior->next~p->next; 

p->next->prior-p->prior; 

I*~巳 p->ne矶 '或佳'徐p->pri.or 的后罐，生p田中①食/

/*把 p->prior赋位给p->next 的前a. 如蜀中②*/
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free (p) : /*籍放结，或*/

好了，简单总结一下，双向链衰相对于单链表来说，要更复杂一些，毕竟官多了

prior 指针，对于插入和删除时，需要格外小心。另外它由于每个结点都需要记录两份

指针，所以在空间上是要占用略多一些的。不过，由于它良好的对称性，使得对某个

结点的前后结点的操作，带来了方便，可以有效提高算法的时间性能。说白了，就是

用空间来换时间。

3.15 总结回顾

这一章，我们主要讲的是线性衰。

先诙了它的定义，线性表是零个或多个具有相同类型的数据元素的有限序列。然

后谈了线性表的抽象数据类型，如它的一些基本操作。

之后我们就线性表的两大结构做了讲述，先讲的是比较容易的顺序存储结构，指

的是用一段地址连续的存储单元依次存储线性表的数据元素。通常我们都是用数组来

实现这一结构。

后来是我们的重点，由顺序存储结构的插入和删除操作不方便，引出了链式存储

结构。官具有不受固定的存储空间限制，可以比较快捷的插入和删除操作的特点。然

后我们分别就链式存储结构的不同形式，如单链表、循环链表和双向链袤做了讲解，

另外我们还讲了若不使用指针如何处理链裴结构的静态链表方法。

总的来说，线性表的这两种结构(如图 3-15-1 所示)其实是后面其他数据结构的

基础，把它们学明白了，对后面的学习有着至关重要的作用。

线性表

!顺序存储吉构 链式存储结构

单链表 静态链表 循环链表双向链表

因 3-15- 1
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3.16 结尾语

知道为什么河里钓起来的鱼要比鱼塘里养的鱼好吃吗?因为鱼塘里的鱼，天天有

人喂，没有天敌迫，就等着养肥给人吃， 一天到晚游快游慢都一样，身上鱼肉不多，

鱼袖不少。 而河里的鱼，为了吃饱，为了避免被更大的鱼吃掉，它必须要不断地游。

这样生存下来的鱼，那鱼肉吃起来自然有营养、爽口。

五六十年代出生的人，应该也就是我们父母那一辈， 当年计划经济制度下，他们

的生活被社会安排好了，先科员再科长、后处长再局长，混到哪算哪;学徒、 技工、

高级技工;教师、中级教师、高级教师，总之无论哪个行业都论资排辈。这样的生活

如何让人奋发努力，所以经济发展缓慢。 就像我们的线性表的顺序存储结构一样，位

置是排好的， 一切都得慢慢来。

可见，舒适环境是很难培养出坚强品格，被安排好的人生，也很难做出伟大事

业。

市场经济社会下，机会就大多了，你可以从社会的任何一个位置开始起步，只要

你真有决心，没有人可以拦着你。 事实也证明，无论出身是什么，之前是凄苦还是富

足，都有出人头地的一天。当然， 这也就意味着，面临的竞争也是空前激烈的 ， 一不

小心，你的位置就可能被人插足，甚至你就得 out 出局。这也多像我们线性表的链式

存储结构，任何位置都可以插入和删除.

不怕苦，吃苦半辈子，怕吃苦，吃苦一辈子。 如果你觉得上学读书是受罪，假设

你可以活到 80 岁，其实你最多也就吃了 20 年苦。用人生四分之一的时间来换取其余

时间的幸福生活，这点苦不算啥。 再说了，跟着我学习，这也能算是吃苦?

好了，今天课就到这， 下课。
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找与 ~人多J]:

楼是限定{亘在表尾进行插入和删除操作的线性表。

队到是只允许在一端进行插入操作、 而在另一端进行删除操作的线性表.



4.1 开场白

同学们，大家好!我们又见面了。

不知道大家有投有玩过手枪，估计都投有。现在和平年代，上哪去玩这种危险的

真东西，就是仿真玩具也大都被限制了.我小时候在军训时，也算是一次机会，几个

老兵和我们学生聊天，让我们学习了一下关于枪的知识。

当时那个老兵告诉我们，孚先军官们都爱用左轮手枪，而非弹夹式手枪，问我们

为什么，我们谁也说不上来。现在我要问问你们，知道为什么吗? (下面一脸茫然)

哈，我听到下面有同学说是因为左轮手枪好看，酷呀。嘿，当然不是这个原因。

算了，估计你们也很难猜得到。他那时告诉我们说，因为子弹质量不过关，有个别可

能是臭弹一一也就是有问题的、打不出来的子弹。弹夹式手枪(如图 4-1-1 所示)，如

果当中有一颗是卡住了的臭弹，那么后面的子弹就都打不了了。想想看，在你准备用

枪的时候，那基本到了不是你死就是我亡的时刻，突然这孚枪明明有子弹却打不出

来，这不是要命吗?而左轮手枪就不存在这问题，这一颗不行，转到下一颗就可以

了，人总不会倒霉到六颗全是臭弹。 当然，后来子弹质量基本过关了，由于弹夹可以

放 8 颗甚至 20 颗子弹，比左轮手枪的只能放 6 颗子弹要多，所以后来普及率更高的

还是弹夹式的手枪。

阁4- 1-1

哦，原来如此。我当时自认为聪明的说道:那很好办呀，这弹夹不是先放进去的

子弹，最后才可以打出来吗?你可以把臭弹最先放进去，好子弹留在后面，这样就不

会影响了呀。

他笑骂道，笨蛋，如果真的知道哪一颗是臭弹，还放进去干吗，早就扔了 . (大家
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大笑)

哎，我其实一直都是有点笨笨的。

4.2 梭的定义

4.2 . 1 梭的定义

好了，说这个例子目的不是要告诉你们我当年有多笨，而是为了引出今天的主

题， 就是类似弹夹中的子弹一样先进去，却要后出来，而后进的，反而可以先出来的

数据结构一一钱。

在我们软件应用中，钱这种后进先出数据结构的应用是非常普遍的。比如你用浏

览器上网时， 不管什么浏览器都有一个"后退"键，你点击后可以接访问顺序的逆序

加载浏览过的网页。比如你本来看着新闻好好的，突然看到一个链接说，有个可以让

你年薪 100 万的工作，你毫不犹豫点击它， 跳转进去一看，这都是啥呀，具体内容我

也就不说了，骗人骗得一点水平都没有。 此时你还想回去继续看新闻 ， 就可以点击左

上角的后退键。即使你从一个网页开始 ， 连续点了几十个链接跳转 ， 你点"后退'

时 ， 还是可以像历史倒退一样，回到之前浏览过的某个页面， 如图 4-2-1 所示。

图 4-2-J

很多类似的软件，比如 Word 、 Photoshop 等文档或图像编辑软件中 ， 都有撤销

(un也)的操作，也是用枝这种方式来实现的，当然不同的软件具体实现代码会有很

大差异，不过原理其实都是一样的。

枝( stack )是限定仅在襄尾进行捕入和删除撮伟的雄性袋。

我们把允许插入和删除的一端称为楼顶 (to肘，另一端称为核底 (bo筐。，m) ，不

含任何数据元素的棋称为空钱。 樵又称为后进先出 (Last In Filrst Out) 的线性衰，简

称 LlFO 结构。

理解械的定义需要注意:
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首先它是一个统性衰，也就是说，格元素具有续性关系，即前驱后继关系。只不

过宫是一种特殊的线性表而已。定义中说是在线性袤的表尾进行插入和删除操作，这

里表尾是指战顶，而不是楼底。

宫的特殊之处就在于限制了这个线性袤的插入和删除位置，它始终只在枝顶进

行。这也就使得:椅底是固定的，最先进钱的只能在钱底。

榜的插入操作，叫作进钱，也称压枝、人擒。 类似子弹入弹夹，如图 4-2-2 所

刁可。

校的删除操作，叫作出枝，也有的叫作弹棋。如同弹夹中的子弹出夹，如图 4-2-3

所示。

法梭

校顶 校顶

梭顶

梭底 梭底 校底 钱底

图 4-2-2 图4-2-3

4.2.2进拔出校变化形式

现在我要问问大家，这个最先进钱的元素，是不是就只能是最后出战呢?

答案是不一定，要看什么情况。找对线性表的插入和删除的位置进行了限制，并

没有对元素进出的时间进行限制，也就是说，在不是所有元素都进榜的情况下，事先

进去的元素'也可以出拢，只要保证是楼顶元素出钱就可以。

举例来说，如果我们现在是有 3 个整型数字元素 1、 2、 3 依次进横，会有哪些出

楼次序呢?

90 

• 第一种: 1 、 2、 3 进，再 3、 2、 1 出。这是最简单的最好蹦车的一种，出钱

次序为 321 0

• 第二种: 1 进， 1 出， 2 进. 2 出， 3 糙， 3 出。也就是进一个就出一个，出

枝次序为 123。

• 第三种: 1 进， 2 进， 2 出， 1 出， 3 进， 3 出。出棋次序为 2130
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• 第四种: 1 进， 1 出， 2 进， 3 进， 3 出， 2 出。出榜次序为 132.

• 第五种 :: 1 进， 2 进， 2 出， 3 进， 3 出， 1 出。 出钱次序为 231 。

有没有可能是 312 这样的次序出钱呢?答案是肯定不会。因为 3 先出横，就意味

着， 3 曾经进楼，既然 3 都进横了，那也就意味着， 1 和 2 已经进拢了，此时， 2 一

定是在 1 的上面，就是更接近枝顶，那么出械只可能是 321，不然不满足 123 依次进

梢的要求，所以此时不会发生 1 比 2 先出梢的情况。

从这个简单的例子就能看出，只是 3 个元素，就有 5 种可能的出枝次序，如果元

素数量多，其实出梭的变化将会更多的。这个知识点一定要弄明白。

4.3 梭的抽象数据类型

对于校来讲，理论上线性表的操作特性官都具备，可由于宫的特殊性，所以针对

它在操作上会有些变化。特别是插入和删除操作，我们改名为 push 和 pop，英文直译

的话是压和弹，更容易理解。你就把官当成是弹夹的子弹压人和弹出就好记忆了，我

们一般叫进棋和出棋。

AD'I'裁 (stack)

Data 

同线性哀。 元，索具有相同的类型，相邻元素具有前驱和后罐头系。

Operation 

工nitst_a .ck (吃) : 初始化操作， 建立一个空放s。

OestroyStack (吃) :若我存在， 则销量茸它。

ClearStack ( " S) : 4号裁清空。

StackEmpty (S ) :主事#我为空，返回 true . 否则返回 false"

GetTop ( S, *e) :若我存在且非空，用 e 返回 S 的校顶元，素。

Pus h (咱， e) :若然 S存在， 输入常元，拿 e 到我 S 中并成为我明元，余e

Pop (吃， 吨 ) :倒除放 s 中械1页元舍，并JJl e 返回其值。

StackLength (_s) :返回校 S 的元，亲个数。

enóAQT 

由于槐本身就是一个线性表，那么上一章我们讨论了线性表的顺序存储和链式存

储，对于棋来说，也是同样适用的。
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4.4 梭的顺序存储结构及实现

4.4. 1 梭的顺序存储结构

既然樵是线性表的特例，那么校的顺序存储其实也是线性表顺序存储的简化，我

们简称为顺序拢。 线性表是用数组来实现的，想想看，对于枝这种只能一头插入删除

的线性表来说，用数组哪一端来作为核顶和技底比较好?

对，没错，下标为 0 的一端作为核底比较好，因为首元素都存在槐底，变化最

小，所以让它作樵底。

我们定义一个 top 变盘来指示技顶元素在数组中的位置，这 ωp 就如同中学物理

学过的游标卡尺的游标，如图 4牛1，官可以来回移动，意味着'枝顶的 top 可以变大

变小，但无论如何游标不能超出尺的长度。 同理，若存储钱的长度为 StackSize ，则槐

顶位置 top 必须小于 如ckSize。 当枝存在一个元素时> top 等于 0，因此通常把空榜

的判定条件定为 ωp 等于-10

斗

图 4-4- 1

来看梢的结构定义

typedef irit $fi! l~):1I'l'ype; 户S.ElemType 类型依据实际情况而定，这里假设为 int 1t/ 

typedef struct 

'SEleinTYP'e data [MAXSIZE] ; 

int toþ'; /*用于我顶指针*/

}Sqstack; 

若现在有一个擒， StackSize 是 5 ，则枝普通情况、空棋和技满的情况示意图如图

4-4-2 所示。
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」旦. 1 

。 。 11 11 。

校有两个元素，
」旦+

空艘， 校满，
lop=1 IOp-- J top=4 

因4-4-2

4 .4.2 梭的顺序存储结构一一进技操作

对于梭的插入，即进技操作，其实就是做了如图 4-4-3 所示的处理。

4 4 

3 

2 

一旦旦+ 1

E争~ 2

。

数组da阻，
t是度为5

因 4-4-3

因此对于进楼操作 push，其代码如下:

户插入元，余 e 为新的我顶元余; */ 

Status Push (ScjStack 吨 I SElem.Type e ) 

if (S->top ~ MAXSIZE -1) 川然满*/

return ERROR; 

。

元素e迸梭

S->top++; 

S->data[S->top]~e; 

/*械顶指针精加一*/

/'"斗奇~输入元素'民他给难题顶空闲*/

return 01:<; 
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4.4.3 梭的顺序存储结构一一出校操作

出钱操作 pop，代码如下:

/*若找不空，则删除 S 的桃1黄元素，用 e 返回其佳，并返回 OKõ 否则返回BRROR 叮

Status POp (SqStack 吨， SElemType *e) 

if (S->tøp--l' 

. return ERR0R; 

" e=S->data (S->top] ; 

S- >top- -; 

return 0 1<'; 

1* 将要倒自告的棋顶元，索赋4直给 e */ 

/*我项指针4Il.一 *1

两者没有带及到任何循环语句，因此时间复杂度均是 0(1) 。

4.5 两枝共享空间

其实榜的顺序存储还是很方便的，因为它只准樵顶迸出元素，所以不存在线性表

插入和删除时需要移动元素的问题。不过官有一个很大的缺陷，就是必须事先确定数

组存储空间大小，万一不够用了，就需要编程手段来扩展数组的容量，非常麻烦。 对

于一个槐，我们也只能尽量考虑周金，设计出合适大小的数组来处理，但对于两个相

同类型的楠，我们却可以做到最大限度地利用其事先开辟的存储空间来进行操作。

打个比方，两个大学室友毕业同时到北京工作，开始时，他们觉得住了这么多年

学校的集体宿舍，现在工作了一定要有自己的私密空间。于是他们都希望租房时能找

到独佳的一居室，可找来找去却发现，最便宜的一居室也要每月 1500 元，地段还不

好，实在是承受不起，最终他俩还是合租了一套两居室， 一共 2000 元，各出一半 ，

还不错。

对于两个一居室，都有独立的卫生间和厨房，是私密了，但大部分空间的利用率

却不高。 而两居室，两个人各有卧室，还共享了客厅、厨房和卫生间，房间的利用率

就显著提高，而且租房成本也大大下降了。

同样的道理，如果我们有两个相同类型的钱，我们为它们各自开辟了数组空间，

极有可能是第一个校已经满了，再进棋就溢出了，而另一个楼还有很多存储空间空

闲。 这又何必呢?我们完全可以用一个数组来存储两个钱，只不过需要点小技巧。
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我们的做法如图 4-5-1，数组有两个端点，两个棋有两个棋底，让一个梭的战底为

数组的始端，即下标为 0 处，另一个钱为枝的末端，即下标为数组长度 n- l 处。这

样，两个战如果增加元素，就是两端点向中间延伸。

飞|ud| t叫-E
剧4-5-1

其实关键思路是:它们是在数组的两端，向中间靠拢。 topl 和 top2 是樵 1 和枝 2

的校顶指针，可以想象，只要它们俩不见面，两个棋就可以一直使用。

从这里也就可以分析出来，枝 1 为空时，就是 topl 等于一1 时;而当 top2 等于

n 时，即是钱 2 为空时，那什么时候枝满呢?

想想极端的情况，若按 2 是空枝，樵 1 的 topl 等于 n-l 时，就是樵 1 满了。 反

之，当钱 1 为空技时， ωp2 等于 0 肘，为樵 2 满。 但更多的情况，其实就是我刚才

说的，两个桔见面之时，也就是两个指针之间相差 1 时，即 回pl + 1 == top2 为核

满。

两樵共享空间的结构的代码如下:

/*两拽共事交闸，古构*/

typ.edef struct 

SElemType data(MAXSTZE]; 

int topl; /*拽 l 然顶指针*/

int top2; 户模 2 我顶指针*/

} SqDoubleStack; 

对于两枝共享空阔的 push 方法，我们除了要插入乖素值参数外，还需要有一个判

断是樵 1 还是樵 2 的横号参数 stackNumber。插入元素的代码如下:

/背输入元，余 e 为新的粮顶元余时

Status Push ( SqDoubleStack 吨I SElemType e , int sta~kNumPer ) 

if (s~>t;opl+l~S~>top2) /*校已满，不能再pushj昨元，索了*/

95 



return ERROR; 

if (stackNumber--l) /舍我 l 有元素造械 V

S->data[++S->topll-e;/ * 若非是 1 .~先 topl+l 后曲曲数组元素赋4矗*/

else if (stackNumber--2) 户 槐 2 有元余边找 叮

S - >data[- -S->top2 1 -e ; /洗完F拽 2 则先 top2-1 后tè-.银元余赋值，， /

retu主n OK; 

因为在开始已经判断了是否有钱满的情况，所以后面的 topl+1 或 top2- 1 是不担

心溢出问题的。

对于两枝共享空间的 pop 方法，参数就只是判断档 1 梭 2 的参数 S1ackNumber .

代码如下:

/*恙#是不空 ， 则。删除 S 的粮顶元余，用 e 返回其他.并返回 OK; 否则返回 E~OR * / 

Status P-op (S-qDoubleStack 吨， SElemType 、， int stackNumber) 

if (stackN山曲er--l)

if (S->topl---l) 

return ERROR; /*说明革是 1 已经是空秧，溢出*/

*é=S->data [S->topl- -] ; /*将裁 l 的粮顶元余出拽 食/

else i f (stackNumber--2) 

iÏ (S->top2--MAXSIZE) 

r eturn ERROR; 户 说明械 2 已经是空拽，溢出*/

*e-S- >data[S->top2++] ; /*将校 2 的拽1l元拿出校 V

r êturn OK; 

事实上，使用这样的数据结构，通常都是当两个梢的空间需求有相反关系时，也

就是一个枝增长时另一个枝在缩短的情况。就像买卖股票一样，你买入时，一定是有

一个你不知道的人在做卖出操作. 有人赚钱，就一定是有人赔钱。这样使用两钱共享

空间存储方法才有比较大的意义. 否则两个钱都在不停地增长，那很快就会因枝满而

溢出了。

当然，这只是针对两个具有相同数据类型的横的一个设计上的技巧，如果是不相
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同数据类型的枝，这种办法不但不能更好地处理问题，反而会使问题变得更复杂，大

家要注意这个前提。

4.6 梭的链式存储结构及实现

4.6 . 1 梭的链式存储结构

讲完了械的顺序存储结构，我们现在来看看榜的链式存储结构，简称为链钱。

想想看，校只是战顶来做插入和删除操作，枝顶放在链袤的头部还是尾部呢?由

于单链表有头指针，而楼顶指针也是必须的，那干吗不让它俩合二为一呢，所以比较

好的办法是把楼顶放在单链表的头部(如图 4-6-1 所示)。另外，都已经有了枝顶在头

部了，单链表中比较常用的头结点也就失去了意义，通常对于链校来说，是不需要头

结点的。

楼顶

| al I^|枝底
图 牛6-1

对于链钱来说，基本不存在校满的情况，除非内存已经没有可以使用的空间，如

果真的发生，那此时的计算机操作系统已经面临死机崩溃的情况，而不是这个链，棋是

否溢出的问题。

但对于空棋来说，链表原定义是头指针指向空 ， 那么链梭的空其实就是 ωp=肌几L

的时候。

链桔的结构代码如下 :
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typed邑f st~uct StackN~de 

SElemType data; 

struct StackNode *next; 

lStackNode, *LinkStackPtr; 

typedef struct LirikStack 

LinkStackPtr top; 

int count ; 

}LinkStack; 

链榜的操作绝大部分都和单链表类似，只是在插入和删除上，特殊一些。

4 .6 .2 梭的链式存储结构一一进技操作

对于链梭的进技 push 操作，假设元素值为 e 的新结点是 S ， ωp 为核顶指针，示

意图如图 4-6-2 所示代码如下。
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厂们 1 ; 1 

且向 111

|a) 17\ 1 

因 4-6-2

/*插入元素 e 为新的稳顶元余*/

Status Push (LinkStack 巧， SElernType e) 

LinkStackPtr s= (LinkStackPtr) mûloc ( sizeof ( StaCktioqe) ,) ; 

s - >data=e; 

-s->next=S->top; /食把当前的梢'黄元素'成位给新结点的直接后继，如匈中①付
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S->top=s: / '11 将新的结点 sJ武位给裁顶指针，击，闺中②*/

S- >cou.n t ++; 

rßto.rn 01<; 

4 .6 .3 梭的链式存储结构一一出校操作

至于链拔的出楼 pop 操作，也是很简单的三句操作. 假设变量 p 用来存储要删除

的钱顶结点，将校顶指针下移一位，最后释放 p 即可，如图 4-6-3 所示。

p③ 

~ 

E直
图4-6-3

/* 若非是不空.则删除S 的然顶元素，用 e 返回其位，并返回 。Kj 否则返回 ERROR */ 

Status P'op (LinkStack 巧，SElemType 吨 )

LinkStaC.kPtr p; 

if (StackEmpty ( 巧 ) ) 

return ERROR; 

*e=S- >top->data; 

p=s->top; / * ;j寄然顶结点'此4直给 p. 如回③*/

S->top~s->top->next ; /*使得找顶指针下移一位，指向后一结点，如圈④*/

free (p) ; 户籍放结点 p */ 

S->count - -; 

return 01<; 

链榜的进技 push 和出校 pop 操作都根简单，没有任何循环操作，时间复杂度均
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为 0(1) 。

对比一下顺序格与链枝，它们在时间复杂度上是一样的，均为 0(1)。对于空间性

能， JIIDï序枝需要事先确定一个固定的长度，可能会存在内存空间浪费的问题，但它的

优势是存取时定位很方便，而链棋则要求每个元素都有指针域，这同时也增加了一些

内存开销，但对于梢的长度无限制。所以它们的区别和线性表中讨论的一样， 如果楼

的使用过程中元素变化不可预料，有时很小，有时非常大，那么最好是用链擒，反

之，如果它的变化在可控范围内，建议使用顺序棋会更好一些。

4.7 梭的作用

有的同学可能会觉得，用数组或链表直接实现功能不就行了吗?干吗要引入技这

样的数据结构呢?这个问题问得好。

其实这和我们明明有两只脚可以走路，干吗还要乘汽车、火车、飞机一样。理论

上，陆地上的任何地方，你都是可以靠双脚走到的，可那需要多少时间和精力呢?我

们更关注的是到达而不是如何去的过程。

校的引人简化了程序设计的问题，划分了不同关注层次，使得思考范围缩小，更

加聚焦于我们要解决的问题核心。反之，像数组等，因为要分散精力去考虑、数组的下

标增减等细节问题，反而掩盖了问题的本质。

所以现在的许多高级语言，比如 )ava 、 C#等都有对技结构的封装， 你可以不用关

注它的实现细节，就可以直接使用 Stack 的 push 和 pop 方法，非常方便。

4.8 梭的应用一一递归

棋有一个很重要的应用:在程序设计语言中实现了递归。那么什么是递归呢?

当你往镜子前面一站，镜子里面就有一个你的像。但你试过两面镜子一起照吗?如

果 A、 B 两面镜子相互面对面放着，你往中间一站，嘿，两面镜子里都有你的千百个

"化身"。为什么会有这么奇妙的现象呢?原来， A 镜子里有 B 镜子的像， B 镜子里也

有 A 镜子的像，这样反反复复，就会产生一连串的"像中像飞这是一种递归现象，

如图 4-8-1 所示。
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因 4-8-1

我们先来看一个经典的递归例子:斐被那契数列 (Fibonacci) 。 为了说明这个数

列，这位斐老还举了-个很形象的例子。

4.8.1 斐波那契数列实现

说如果兔子在出生两个月后，就有繁殖能力， 一对兔子每个月能生出一对小兔子

来。假设所有兔都不死，那么一年以后可以繁殖多少对兔子呢?

我们拿新出生的一对小兔子分析一下;第一个月小兔子没有繁殖能力，所以还是

一对 i 两个月后，生下一对小兔子数共有两对; 三个月以后，老兔子又生下一对，因

为小兔子还没有繁殖能力 ， 所以一共是三对……依次类推可以列出下表(表 4-8-1 ) 。

表 4~8-1

表中数字 1 ， 1 , 2 , 3 , 5 , 8 , 13 . . ....构成了一个序列。这个数列有个十分明显的

特点，那是:前面相邻两项之和，构成了后一项，如图 4-8-2 所示。
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可以发现， 编号①的一对兔子经过六个月就变成 8 对兔子了。如果我们用数学函

数来定义就是:

r 0， 当n=O

F(n)=~l， 当n = )

I F(n-l)+F，向 -2)， 当n >) 

先考虑一下，如果我们要实现这样的数列用常规的迭代的办法如何实现?假设我

们需要打印出前 40 位的斐波那契数到数。代码如下 :
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int main ( ) 

int i ; 

int a[40]; 

a [O} =0; 

a[l]=l; 

printf ( "告d ", a[OJ); 

printf ("屯ò ", a [1] ) ; 

for (i = 2;i < 40; i++) 

a[i] = a[i- l] + a[主-2J;

p.rintf (吨d ", a [i]) ; 

return 0; 
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代码很简单 ， 几乎不用做什么解释e 但其实我们的代码， 如果用递归来实现，还

可以更简单。

/舍受法那契的i单归函数 */

ìnt Fbi (ìnt i) 

主f ( i < 2 ) 

r e turn i ~= 0 ? 0 : 1 ; 

ret ur.n Fb土( i_ -1) + Fbi (i - 2) ; / *这里 Fbi 就是函数自己. 它在调用自 己 * /

i nt ma却( ) 

i n t ì; 

for (in t i = 0 ; i < 40 ; i++ ) 

p r intf (吨d ", Fbi(i)) ; 

return 0; 

怎么样，相比较迭代的代码，是不是干净很多。嘿嘿，不过耍弄懂包得费点脑

子

函数怎么可以自己调用自己?听起来有些难以理解，不过你可以不要把一个递归

函数中调用自己的函数看作是在调用自己，而就当它是在调另一个函数。只不过，这

个函数和自己长得一样而已。

我们来模拟代码中的 Fbi ( i) 函数当 i = 5 的执行过程，如图 4-8-3 所示，

--....._、
ill+且监泣旦

\、、↓
1+ 1 + 1 = 
••• 

阁4-8-3

递归定义

在高级语言中，调用自己和其他函数并没有本质的不同。我们把一个直接调用自

己或通过一系列的调用语句间接地调用自己的函数，称做递归函数。

103 

4.8.2 



当然，写递归程序最怕的就是陷入永不结束的无穷递归中 ， 所以， 每个递归定义

必须至少有一个条件，满足时递归不再进行，即不再引用自身而是返回值退出。 比如

刚才的伊j子，总有一次递归会使得 i<2 的，这样就可以执行 m阳rn i 的语句而不用继

续递归了。

对比了两种实现斐波那契的代码。 选代和递归的区别是:迭代使用的是循环结

构，递归使用的是选择结构。递归能使程序的结构更清晰、更简洁、更容易让人理

解，从而减少读懂代码的时间。但是大量的递归调用会建立函数的副本，会耗费大量

的时间和内存。选代则不需要反复调用函数和占用额外的内存。因此我们应该视不同

情况选择不同的代码实现方式。

那么我们讲了这么多递归的内容，和棋有什么关系呢?这得从计算机系统的内部

说起。

前面我们已经看到递归是如何执行宫的前行和退回阶段的。递归过程退回的顺序

是宫前行顺序的逆序。在退回过程中，可能要执行某些动作，包括恢复在前行过程中

存储起来的某些数据。

这种存储某些数据，并在后面又以存储的逆序恢复这些数据，以提供之后使用的

需求，显然很符合钱这样的数据结构，因此， 编译器使用植实现递归就没什么好惊讶

的了。

简单的说，就是在前行阶段，对于每一层递归，函数的局部变量、参数值以及返

回地址都被压入棋中。在退回阶段，位于槐顶的局部变量、 参数值和返回地址被弹

出，用于返回调用层次中执行代码的其余部分，也就是'恢复了调用的状态。

当然，对于现在的高级语言，这样的递归问题是不需要用户来管理这个械的 ， 一

切都由系统代劳了。 3

4 .9 楼的应用一一四则运算表达式求值

4.9. 1 后缀(逆波兰)表示法定义

枝的现实应用也很多，我们再来重点讲一个比较常见的应用:数学表达式的求

值。

ì1.) :采于i革归的是详细的4昆明.请参阅《此提结构-一从应JllJjJ实现( .lava 1:且)} ~ 8 章 "返归"
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我们小学学数学的时候，有一旬话是老师反复强调的，"先乘除，后加减，从左算

到右，先括号内后括号外ne 这个大家都不陌生。我记得我小时候，天天做这种加减乘

除的数学作业，很烦，于是就偷偷拿了老爸的计算器来帮着算答案，对于单纯的两个

数的加减乘除，的确是省心不少，我也因此潇洒了一两年。 可后来要求要加减乘除，

甚至还有带有大中小括号的四则运算，我发现老爸那个简陋的计算器不好使了。比如

9+ (3- 1) X 3+10 -:- 2，这是一个非常简单的题目，心算也可以很快算出是 20。可就

这么简单的题目，计算器却不能在一次输入后马上得出结果，很是不方便。

当然，后来出的计算器就高级多了，它引入了四则运算表达式的概念，也可以输

入括号了，所以现在的 00 后的小朋友们，更加可以偷懒、抄近路做数学作业了。

那么在新式计算器中或者计算机中，它是如何实现的呢?如果让你用 C 语言或其

他高级语言实现对数学表达式的求值，钩咛I算如何做?

这里面的困难就在于乘除在加踞的后面，却要先运算，而加入了括号后，就变得

更加复杂。不知道该如何处理。

但仔细观察后发现，括号都是成对出现的，有左括号就一定会有右括号，对于多

重括号，最终也是完全嵌套匹配的。 这用樵结构正好合适，只有碰到左括号，就将此

左括号进枝，不管表达式有多少重括号，反正遇到左括号就进枝，而后面出现右括号

时，就让樵顶的左括号出拢 ， 期间让数字运算，这样，最终有括号的表达式从左到右

巡查一遍，技应该是由空到有元素，最终再因全部匹配成功后成为空桔的结果。

但对于四则运算，括号也只是当中的一部分，先乘除后加减使得问题依然复杂，

如何有放地处理它们呢?我们伟大的科学家想到了好办法。

20 世纪 50 年代s 波兰逻辑学家 J8111 :tukasiewicz，当时也和我们现在的同学们一

样，困惑于如何才可以搞定这个四则运算，习之知道他是否也像牛顿被苹果砸到头而想

到万有引力的原理，或者还是阿基米德在浴缸中洗澡时想到判断皇冠是否纯金的办

法，总之他也是灵感突现，想到了一种不需要括号的后缀表达法，我们也把它称为逆

波兰 (Reverse Polish Notation , RPN) 表示。 我想可能是他的名字太复杂了，所以

后人只用他的国籍而不是姓名来命名，实在可惜。这也告诉我们，想要流芳百世，名

字还要起得朗朗上口才行。这种后缀表示法，是表达式的一种新的显示方式，非常巧

妙地解决了程序实现四则运算的难题。

我们先来看看，对于"如 (3 -1) X3+10-:-2" ，如果要用后缀表示法应该是什么

样子 : "93 1-3*+102/+" ，这样的表达式称为后缀表达式汗，叫后缀的原因在于所

注.:在数学中的.~ >< .，与.. 寺 "在计算机中分别用"…与0.，"代替。
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有的符号都是在要运算数字的后面出现。显然，这里没有了括号。对于从来没有接触

过后缀表达式的同学来讲，这样的表述是很难受的。不过你不喜欢，有机器喜吹，比

如我们聪明的计算机。

4.9.2 后缀表达式计算结果

为了解释后缀表达式的好处，我们先来看看，计算机如何应用后缀表达式计算出

最终的结果 20 的。

后缀表达式 : 931 - 3*+102 / + 

规则:从左到右遍历表达式的每个数字和符号，遇到是数字就进枝，遇到是符

号，就将处于桔顶两个数字出拢，进行运算，运算结果进钱， 一直到最终获得结果。
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1. 初始化一个空技J 此钱用来对要运算的数字进出使用。如图 4-9-1 的左图所

刁亏。

2. 后缀表达式中前三个都是数字，所以 9、 3、 1 进擒，如图 4牛1 的右图所示。

一旦旦+

4仁~I 4仁1
3 1C二JI ι3仁二3
2 11一一1I ~ 2 1广丁

阁 4-9- 1

3 . 接下来是 u一气所以将战中的 1 出钱作为础教， 3 出校作为被减数，并运算 3- 1

得到 2 ，再将 2 进擒，如图 4-9-2 的左图所示。

4. 接着是数字 3 进楠， 如图 4牛2 的右图所示。

4 1C二
3 

阁 4-9-2
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S. 后面是"*"，也就意味着枝中 3 和 2 出梢， 2 与 3 捆乘，得到 6，并将 6 :i挂

擒，如固 4-9-3 的左图所示。

6. 下面是"+"，所以楼中 6 和 9 出钱， 9 与 6 相加，得到 15，将 15 进楼，如图

4牛3 的右图所示，

因4-9-3

7. 接着是 10 与 2 两数字进擒，如图 4-9-4 的左图所示。

8. 接下来是符号 "j" ， 因此，枝顶的 2 与 10 出钱， 10 与 Z 相除， 得到 5，将 5

进拢，如图 4-9-4 的右图所示。

4 1C二1
3 

一旦旦.. 2 

图 ι9-4

9. 最后一个是符号"+"，所以 15 与 5 出钱并相加，得到 20，将 20 进梳，如图

4-9-5 的左固所示@

10. 结果是 20 出钱，检变为空，如图 4-9-5 的右图所示。
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囱 4-9-5

果然，后缀表达法可以很顺利解决计算的问题。现在除了睡觉的同学，应该都有

同样的疑问，就是这个后缀表达式 "931-3*+102/+" 是怎么出来的?这个问题

不搞清楚，等于没有解决。所以下面，我们就来推导如何让 "9+ (3-1) X 3+10+ 

2 " 转化为 "931一俨+ 10 2/+" 。

4.9.3 中缀表达式转后缀表达式

我们把平时所用的标准四则运算表达式，即 "9+ ( 3-1) X 3+10-;.-2" 叫做中级

表达式。因为所有的运算符号都在两数字的中阁，现在我们的问题就是中缀到后缀的

转化。

中缀表达式 "9+(3-1) X 3+10+2" 转化为后缀表达式 "931-3*+102/+" 。

规则 : 从左到右遍历中缀表达式的每个数字和符号，若是数字就输出，即成为后

缀表达式的一部分 i 若是符号，则判断其与楼顶符号的优先级，是右括号或优先级低

于槐顶符号(乘除优先加减)则检顶元素依次出钱并输出 ， 并将当前符号进梢，一直

到最终输出后缀表达式为止。

1. 初始化一空梢，用来对符号进出战使用。如困 4-9-6 的左图所示。

阁 4-9-6
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2. 第一个字符是数字 9，输出 9，后面是符号"+'，进拢。 如图 4牛6 的右图所

刁亏。

3. 第三个字符是"(渺，依然是特号，因其只是左括号，还未配对，故进拢。 如图

4-9-7 的左图所示。

4. 第四个字符是数字 3，输出，总表达式为 9 3，接着是"一飞进楼。 如图 4牛7

的右图所示。

4 

3 

输出 93 输出 9 3 1 

阁4-9-7

5. 接下来是数字 1，输出，总表达式为 9 3 1 ，后面是符号")"，此时，我们需要

去匹配此前的"(" ，所以枝顶依次出枝，并输出，直到"("出樵为止。此时左

括号上方只有"一气因此输出"一气总的输出表达式为 9 3 1 - 。如图 4-9-8

的左困所示。

6. 接着是数字 3 ， 输出，总的表达式为 931-3。 紧接着是符号 .x气因为此时

的检顶符号为"+"号，优先级低于 .x 飞因此不输出，"*"进钱。如图 4-9-8

的右图所示。

::E 
J FE|L1 

:;E 
2 

输出 9 3. 1- 输出 ， 931 - 3 

图4-9-8

7. 之后是符号 气"，此时当前樵顶元素 气'比这个"+" 的优先级高，因此棋中
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元素出楼并输出(没有比 "+P 号更低的优先级，所以全部出樵) ，总输出表达

式为 931-3*+。然后将当前这个符号 1(+" 进棋。也就是说，前 6 张图的钱

底的"+"是指中缀表达式中开头的 9 后面那个"+" ， 而图 4θ-9 左图中的校

底(也是按顶)的"+"是指 "9+ ( 3 - 1) X 3+" 中的最后一个 "+n 。

8. 紧接着数字 10，输出，总表达式变为 9 3 1-3 * + 10。后是符号"÷"，所以

γ" 进钱。如图 4-9-9 的右图所示。

411 11 4 

3 ~ ~ 3 

日L
~o ll + 11 0 

输出 : 931-3 " + 输出 931 - 3++10 

因 4-9-9

9. 最后一个数字 2，输出，总的表达式为 9 3 1 - 3 * + 10 2。如图 4牛10 的左图

所示。

10. 因已经到最后，所以将楼中符号全部出钱并输出。最终输出的后缀表达式结果

为 9 3 1 - 3 * + 10 2 / +。如图 4牛10 的右图所示。

:E 

图 4-9- 10

从刚才的推导中你会发现 ， 要想让计算机具有处理我们通常的标准(中缀)表达

式的能力，最重要的就是两步:
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1. 将中缀表达式转化为后缀表达式(桔用来迸出运算的符号)。

2. 将后缀表达式进行运算得出结果(辅用来进出运算的数字)。
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整个过程，都充分利用了糕的后进先出特性来处理，理解好它其实也就理解好了
钱这个数据结构。

好了，休息一下，一会儿我们继续，接下来会讲队列。

4.10 队列的定义

你们在用电脑时有没有经历过，机器有时会处于疑似死机的状态，鼠标点什么似

乎都没用，双击任何快捷方式都不动弹。就当你失去耐心，打算 r臼et 时9 突然它像

酒醒了一样，把你刚才点击的所有操作全部都按顺序执行了一遍。这其实是因为操作

系统中的多个程序因需要通过一个通道输出，而按先后次序排队等待造成的。

再比如像移动、联迪、电信等客服电话，客服人员与客户相比总是少数，在所有

的客服人员都占线的情况下，客户会被要求等待，直到有某个客服人员空下来，才能

让最先等待的客户接通电话。这里也是将所有当前拨打客服电话的客户进行了排队处

理。

操作系统和客服系统中，都是应用了一种数据结构来实现刚才提到的先进先出的

排队功能，这就是队列。

队列 ( queue ) 是只允许在-端进行插入操作，而在另-端进行删除操

作的线性衰。

队列是一种先进先出 (First 10 First Out) 的线性衰，简称 FIFO。允许插入的一

端称为队尾，允许删除的一端称为队头。假设队列是 q= ( 句 ， aZJ …… , an) ，那么

句 就是队头元素，而 an 是队尾元素。这样我们就可以删除时 ， 总是从 al 开始，而插

人时，列在最后。这也比较符合我们通常生活中的习惯， 排在第一个的优先出列，最

后来的当然排在队伍最后，如图 4-10-1 所示。

回 甲

00牛10-1

队列在程序设计中用得非常频繁。前面我们已经举了两个例子，再比如用键盘进

行各种字母或数字的输入，到显示器上如记事本软件上的输出，其实就是队列的典型
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应用，假如你本来和女友聊天，想表达你是我的上帝，输入的是 god，而屏幕上却显

示出了 由g发了出去，这真是要气死人了。

4.11 队列的抽象数据类型

同样是线性衰，队列也有类似线性表的各种操作，不同的就是插入数据只能在队

尾进行，删除数据只能在队头进行。

ADT 队列 ( Q\leue)

Data 

同线性求。 元余具有相同的类型，相邻元素具有前驱和后曲直关系 。

Operation 

InitQueue (吨) :初始化操作.建立一个空队列 Q。

DestroyQu,eue (哑) :芳队列 Q 存在，别销毁它。

ClearQueu'e (吨) :将队1'1 Q 清空。

QueueEmpt:y (Q) :若队列。为空，返回 true，否则返回 false。

GetHeal;l (0，吨) :若队1'1 Q 存在且非空.JJl e 返回队列 Q 的队头元，素。

EnQueUè ( * Q, e ) :主李队1'J Q 存在 ， 插入新元余 e 到队歹，) Q 中并成为 F人足，元素。

DeQueue ( 吨，吨) :删除队列 Q 中队头元，素，并用 e 返回其值。

QueueI剧19th (0) :返回队J'l Q 的元，余个数

endADT 

4.12 循环队列

线性表有顺序存储和链式存储，棋是线性衰，所以有这两种存储方式。同样，队

列作为一种特殊的钱性衰，也同样存在这两种存储方式。我们先来看队列的顺序存储

结构。

4. 12 . 1 队列顺序存储的不足

我们假设一个队列有 n 个元素，则JI民序存储的队列需建立一个大于 n 的数组，并

把队列的所有元素存储在数组的前 n 个单元，数组下标为 0 的一端即是队头。所谓的

入队列操作，其实就是在队尾追加一个元素，不需要移动任何元素，因此时间复杂度
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为 0(1).，如图 4-12-1 所示。

|I a2 I 月 |
下标: 0 2 3 

| 甲
4 

al |a2|a3|bu 
图 4·l2· 1 4 

与钱不同的是，队列元素的出列是在队头，即下标为 0 的位置，那也就意味着，

队列中的所有元素都得向前移动，以保证IR5U的队头，也就是下标为 0 的位置不为

空，此时时间复杂度为 O(吟，如图 4-12.-2 所示.

|订a平斤T |旦 || 叫 T |
下标 ! 0 2 3 4 下衍、二 O 2 3 4 

图 4-12-2

这里的实现和线性表的顺序存储结构完全相同，不再详述。

在现实中也是如此， 一群人在排队买票，前面的人买好了离开， 后面的人就要全

部向前一步，补上空位，似乎这也没什么不好。

可有时想想，为什么出队列时一定要全部移动呢，如果不去限制队列的元素必须

存储在数组的前 n 个单元这一条件，出队的性能就会大大增加。 也就是说，队头不需

要一定在下标为 0 的位置， 如图 4-12-3 所示。

| 冗 |a3 | T |旦 ||咒 | F |
下标 : 0 2 3 4 下标 : 0 2 3 4 

因 4- 12-3

为了避免当只有一个元素时，队头和队尾重合使处理变得麻烦，所以引入两个指

针， front 指针指向队头元素 ， rear 指针指向队尾元素的下一个位置，这样当 的nt 等

于 rear 肘，此队列不是还剩一个元素，而是空队列。
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假设是长度为 5 的数组，初始状态，空队列如图 4-12-4 的左图所示， front 与

rear 指针均指向下标为 0 的位置。 然后入队 al 、 a2、 a3、 句 ， front 指针依然指向下标

为 0 位置，而 rear 指针指向下标为 4 的位置，如图 4-12-4 的右图所示。

front rear 
+ + 

下标 : 0 2 3 4 

齿。nt

+ 
~句

下标: 0 

囱 4- L2-4 

a3 ~ 

2 3 

rear 
+ 

4 

出队 al、 缸，则 front 指针指向下标为 2 的位置， rear 不变，如图 4-12-5 的左闺

所示，再入队 as，此时 front 指针不变， rear 指针移动到数组之外。嗯?数组之外 ，

那将是哪里?如图 4-12-5 的右图所示。

企ont re缸

+• 
a 3 I a4 a 3 I 句 I a 5 | 7 

下标: 0 2 3 4 下标 : 0 2 3 4 

图 4-1 2-5

问题还不止于此。假设这个队列的总个数不超过 5 个，但目前如果接着人队的

话，因数组末尾元素已经占用，再向后力日，就会产生数组越界的错误，可实际上，我

们的队列在下标为 0 和 1 的地方还是空闲的。 我们把这种现象叫做"假滥出" 。

现实当中，你上了公交车，发现前排有两个空座位，而后排所有座位都已经坐

满，你会怎么做?立马下车，并对自己说， 后面没座了，我等下一辆?

没有这么笨的人，前面有座位，当然也是可以坐的，除非坐满了 ， 才会考虑下一

辆。

4.12 .2 循环队列定义

所以解决假溢出的办法就是后面满了 ，就再从头开始，也就是头尾相接的循环。

我们把队列的这种头尾相接的顺序存储结构称为循环队列。

刚才的例子继续，图 4-12-5 的 rear 可以改为指向下标为 0 的位置，这样就不会

造成指针指向不明的问题了，如图 4-12-6 所示。
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| a3 I 句 I aS 

下标 : 0 2 3 4 

阁4-12-6

接着人队衔，将它放置于下标为 0 处， rear 指针指向下标为 1 处，如图 4-12-7

的左图所示。若再人队衍，则 rear 指针就与 什ont 指针重合，同时指向下标为 2 的位

置，如图 4-12-7 的右图所示。

rear 合oot r四r 企oot

+ 
a3 a.. as as 

下标 : 0 1 2 3 4 下标 : 0 2 3 4 

因 4-12-7

• 此时问题又出来了，我们刚才说，空队列时， fronr 等于此缸，现在当队列满

时，也是 fro町等于 rear，那么如何判断此时的队列究竟是空还是满呢?

• 办法一是设置一个标志变量 flag ， 当 仓oar == rear，且 üag = 0 时为队列空，
当 front == r邸，且 flag = 1 时为队列满。

• 办法二是当队列空时，条件就是 from = re缸，当队列满时，我们修改其条
件，保留一个元素空间。也就是说，队列满时，数组中还有一个空闲单元。

例如图 4-12-8 所示，我们就认为此队列已经满了，也就是说，我们不允许图

4-12-7 的右图情况出现。

front rear rear front 

+ + + + 
al a3 ~ L二j a3 ~ as 

下标。 2 3 4 下标 : 0 2 3 4 

因 4- 12-8

我们重点来讨论第二种方法，由于 rear 可能比 front大，也可能比 front 小，所以

尽管它们只相差一个位.琶时就是满的情况，但也可能是相差整整一圈。 所以若队列的
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最大尺寸为 QueueSize，那么队列满的条件是 (rear+l) % QueueSlze ::::仕。nt (取

模 "0/0" 的目的就是为了整合 rear 与 front 大小为一个问题)。比如上面这个例子，

QueueSize = 5，图 4-12-8 的左图中 front吨，而 rear=4 ， (4+1 ) %5 = 0，所以此时队

列满. 再比如图 4-12-8 中的右图， front = 2 而 rear = 10 ( 1 + 1) %5 = 2 ，所以此时

队列也是满的。而对于图 4-12-6 ， front=2 而 rear= 0 , (0+1) %5 = 1 , 1 '* 2，所以

此时队列并没有满。

另外，当 rear> 仕ont 时，即图 4-12-4 的右图和 4-12-5 的左图，此时队列的长度

为 rear一什onto 但当 rear < front 时，如图 4-12-6 和图 4-12-7 的左图，队列长度分为

两段， 一段是 QueueSize-front ， 另一段是 o + rear，加在一起，队列长度为 rear

front + QueueSize。因此通用的计算队列长度公式为:

( rear- front + QueueSize) %QueueSize 

有了这些讲解，现在实现循环队列的代码就不难了。

循环队列的顺序存储结构代码如下:

typedef int QElemType; / 舍 QElemType 类型根据实际价况而定，这里假设为 int * / 

户循环队列的顺序存储结构叮

r.ypedef struct 

QElemType data(MAXSIZEj; 
int front; 户头指针叫

int rear; /*足指针.若队列不空，指向队列足，元素的下一个位置*/

}SqQueue ; 

循环队列的初始化代码如下:

/*初始化一个空队列 Q */ 

Status Ini tQueue (sqQueue 舍。)

nu·' 
田
。
伽
L
Z

nz oa -e Fa
·
"
E 

>>nwnu 

return OK; 

循环队列求队列长度代码如下:

/*返回 Q 的元，余个_，也就是队列的当前长..<<. * / 

int QueueLength (sqQueue Q) 
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return (Q. rear-Q.Xront+MAXSTZE) 制AXSIZE;

循环队列的入队列操作代码如下:

/舍去享队如l 未满，则插入元余e 为 Q 新的F人是元.'i世会/

Status EílQueue (SqQueue *Q, QElerciType e) 

if ( ('o-:>rear+l )鲁MAXS工ZE =- Q_->front_) 户队列满的判断 V

retur.n ERROR; 

。→data(Q->zear)=e; 户~元素 e 赋位给队尾*/

Q->rear= (Q->rear+l) 奄MAXS工ZE; /‘四缸指针向后移一位置， * / 

1*若到最后则#辛勤j数纽头部 *1

r e'turn OK; 

循环队列的出队列操作代码如下:

/舍去HA.JI]~空. "11唰除 Q 中队头元，亲.用 e 返回Jt.位 *1

Status DeQueue ( SqQueue 吨，QElernType 句)

if (Q->f:ront ~ Q->.t'ear) 

retuzn ERROR; 

命e=Q->data[Q->frontli

Q->front- (Q->front+l) 屯MAXSIZE;

retur.n OK; 

1* 队1']:室的判断 *1

I *. 将队头元素'武位给 e * / 

1* front 指针向后移一位置• *1 

1*笨J!I最后则转到.纽头部 *1

从这一段讲解，大家应该发现，单是JI民序存储，若不是循环队列，算法的时间性

能是不高的，但循环队列又面临着数组可能会溢出的问题，所以我们还需要研究一下

习之需要担心队列长度的链式存储结构。

4.13 队列的链式存储结构及实现

队列的链式存储结构，其实就是线性表的单链衰，只不过它只能尾进头出而已，

我们把它简称为链队列。为了操作上的方便，我们将队头指针指向链队列的头结点，
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而队尾指针指向终端结点，如图 4-13-1 所示。

头结点 队头

一甲
rear 

图 4-13- 1

空队列肘， front 和 rear 都指向头结点，如图 4-13-2 所示。

头结点

rear 

图4-13-2

链队列的结构为:

typedef int QEle目lType; 户 QElemType 类型根据实际情况而定，这里假设为 int * 1 

typedef struct QNode /*给点结构 V

QElemTfl>e data; 

struct QNode 和next ;

}QNode , *QueuePtr; 

typedef struct /*队列的帝在农结构*/

Quel.lePtr front , r ear; /啦队头、队足，指针*/

} LinkQueue; 

4.13.1 队列的链式存储结构一一入队操作

人队操作时，其实就是在链衰尾部插入结点，如图 4-13-3 所示。
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第 4]段校与队到

(rF 
reør 

阁 4- 1 3-3

其代码如下:

1 * :jf;入元素 e 为 Q 的衔的F人尾，元素 * 1

Status EnQlleue ( LinkQue.ue 吨， _QElemType e) 

QueuePtr s= .( QueuePtr ) malloc ( sizeof (QNode ) ) ; 

if(!s) 1* 存储分配失败1<}

exi t (OVERFLOW) ; 

s->data=e; 

s->next~NUI，L ; 

Q->~ear->next#5; 户把拥有元素 e 新结点 s .民位给尿F人』巴结点的后继. *1 

1 *见上闺中① *1

Q- >rear-5, 户把当前的 s 设置为F人~结点. rear 指向 5，兑上闺中② *1

return 01(; 

4. 13.2 队列的链式存储结构一一出队操作

出队操作时，就是头结点的后继结点出队，将头结点的后继改为宫后面的结点，

若链表除头结点外只剩一个元素时， 则需将 rear 指向头结点，如图 4-13-4 所示。

生占点p即岳飞>nt->next① 统点pfiPfront句据xl①

rear 

图 4-l3-4

代码如下 :

户主事队要可l不空糟删除 Q 的队头元余.用 e 返回其位，并返回 OK. 否则返回 ERROR *1 
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Status DeQueue (LinkQueue 吨I QElemType 食e)

QueuePtr p; 

if (Q,- >front=Q->rear ) 

return ERROR; 

p=Q- >front->next; /*将欲'时除的队头给点暂存给 p.，儿上闺中①*/

*e=p->data, 1 * 将欲唰怜的队头给点的位M;位给 e ../ 

Q- >front->next-p->next; /*将原队头给点后继 p->next 赋值给头给点后继. */ 

/*觅，土筒中②*/

if (Q->rear==p ) 1*若队头是队尾，则倒自最后将 rear 指向头量点点，几上圈中③*/

Q->rear=Q->主ront;

free (p) ; 

return OK; 

对于循环队列与链队列的比较，可以从两方面来考虑，从时间上，其实它们的基

本操作都是常数时间，即都为 0(1)的，不过循环队列是蔡先申请好空间，使用期间不

释放，而对于链队列，每次申请和释放结点也会存在一些时间开销，如果入队出队频

繁，则两者还是有细微差异。对于空间上来说，循环队列必须有一个固定的长度，所

以就有了存储元素个数和军间浪费的问题。而链队列不存在这个问题，尽管官需要一

个指针域， 会产生一些空间上的开销，但也可以接受 。 所以在空间上，链队列更加灵

活。

总的来说，在可以确定队列长度最大值的情况下，建议用循环队列，如果你无法

预估队列的长度时，则用链队列。

4.14 总结回顾

又到了总结回顾的时间。我们这一章讲的是楼和队列，官们都是特殊的线性衰，

只不过对插入和删除操作做了限制 。

拢 ( s坦ck) 是限定仅在表尾进行插入和删除操作的线性袭。

队列 (queue) 是只允许在一端进行插入操作，而在另一端进行删除操作的线性

衰。

它们均可以用线性表的顺序存储结构来实现，但都存在着顺序存储的一些弊端。
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因此它们各自有各自的技巧来解决这个问题。

对于楼来说，如果是两个相同数据类型的楼，则可以用数组的两端作钱底的方法

来让两个钱共享数据，这就可以最大化地利用数组的空间。

对于队列来说，为了避免数组插入和删除时需要移动数据，于是就引入了循环队

列，使得队头和队尾可以在数组中循环变化。解决了移动数据的时间损耗，使得本来

插入和删除是 O(n)的时间复杂度变成了 。(1) 。

它们也都可以通过链式存储结构来实现，实现原则上与线性表基本相同如图 4-14-1

所示。

·顺序枝

·两梭共享空间
.链枝

…w.. 
.~即事队列

·循环队到

.链队列

倒 4-14- 1

4.15 结尾语

好了，最后两分钟，念几句我在初学械和队列时写的人生感悟的小诗，希望也能

引起你们的共鸣。

人生，就像是一个很大的我演变。 出生时你赤条条地来到人世，慢慢地长大，渐

渐地变老，最终还得赤条条地离开世间。

人生.又仿佛是一天一天小小的找重现。 童年父母每天抱你不断地迸出家门，壮

年你每天奔波于家与事业之间，老年你每天独自豌跚于养老院的门里屋前。

人生，更需妥有进拽出裁精神的体现。 在哪里跌倒，就应该在哪里爬起来。 无论

陷入何等困境，只要抬头古巴仰望蓝天，就有希望，不断进取，你就可以让出头之 日 重

现。 困难不会永远存在，强者才能勇往直前。

人生，其实就是一个大大的队列演变。 无知童年、 快乐少年，稚傲青年 . 成熟中

年，安逸晚年。

人生，又是一个又一个小小的队列重现。 春夏秋冬轮回年年， 平中晚夜循环夭
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夭。 变化的是时间，不变的是你对未来执著的信念。

人生，更需要有队列精神的体现。 南极到北极，不过是南纬 90 皮到北纬 90 皮的

队列，虫。采你中途就穗， '陆时转向，也许你就只能和企鹅相伴，扫毒i。 可事实上，无论

哪个方向，只要你坚持到底，你都可以到达终点。

谢谢大家， 下课。
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第 5 章串

〉 是由零个或多 ， 又各叫字符串 .



l柑噩噩圄

5.1 开场白

同学们，大家好!我们开始上新的一课。

我们古人没有电影电视，没有游戏网络，所以文人们就会想出一些文字游戏来娱

乐。比如宋代的李圈写了这样一首诗 "枯眼望远山隔水，往来曾几几心知?壶空怕酌

一杯酒 ， 笔下难成和韵诗。 途E各阻人离 jl) 久 ， 讯音元月在寄回 i恙。 孤灯夜守长寥寂，夫

忆妾兮父+乙JL ."显然这是老公想念老婆和儿子的诗句。曾经和妻儿在一起，尽享天伦

之乐，现在一个人长久没有回家，也不见书信返回， 望着油灯想念亲人，能不伤感

吗?

可再仔细一读发现，这首诗竟然可以倒过来读 u儿忆父兮委忆夫，寂寥长守夜灯

孤。 返回寄雁元音讯，久别离人阻路途。 诗韵和成难下笔，滔杯一酌怕空金 。 知心儿

见曾来往 ， 水隔山远望自民枯J 这表达了什么意思呢?呵呵， 表达了妻子对丈夫的思

念。老公离开好久， 路途遥远，难以相见。写信不知道写什么，独自喝酒也没什么兴

致。只能和儿子夜夜守在家里一盏孤灯下，苦等老公的归来。

这种诗体叫做回文诗。宫是一种可以倒读或反复回旋阅读的诗体。刚才这首就是

正读是丈夫思念妻子，倒读是妻子思念丈夫的古诗。是不是感觉很奇妙呢?

在英语单词中， 同样有神奇的地方。"f;!p使是 bver 也有个 over，即使是 friend 也

有个 end ，即使是 believe 也有个 Lie. " 你会发现，本来不相干，甚至对立的两个词，

却有某种神奇的联系。这可能是创造这几个单词的那些智者们也投有想到的问题。

今天我们就要来谈谈这些单词或句子组成字符串的相关问题。

5.2 串的定义

早先的计算机在被发明肘，主要作用是做一些科学和工程的计算工作，也就是现

在我们理解的计算器，只不过官比小小计算器功能更强大、速度更快一些。后来发

现，在计算机上作非数值处理的工作越来越多，使得我们不得不需要引人对字特的处

理。于是就有了字符串的概念。

比如我们现在常用的搜索引擎，当我们在文本框中输入"数据m 时，它已经把我
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们想要的 u数据结构"列在下面了。显然这里网站作了一个字符串查找匹配的工作 ，

如图 5-2-1 所示。

据

如腊

蚓居恢复软件

事宣缉恢复

如居结构

蚓居银行

蚓居恢复软件 easyrecove町

蚓后古城

剧11.:软件

黝据挖掘

费i据透视褒

图 5-2- 1

今天我们就是来研究"串"这样的数据结构。先来看定义。

事( string )是由军个或多个字符组成的有限序列，又名叫字符

事。

一般记为 s= "alaZ..… .an" (0 ;;;'时 ， 其中， s 是串的名称，用双引号(有些书中

也用单引号)括起来的字符序列是串的值，注意单引号不属于串的内容。 a l (1 ζ间

的 可以是字母、 数字或其他字符 ， i 就是该字符在串中的位置。 E争中的字符数目 n 称

为串的长度， 定义中谈到"有限"是指长度 n 是一个有限的数值。 零个字符的审称为

空串 (oull string) ， 宫的长度为零，可以直接用两双引号 ".…' 表示，也可以用希腊

字母 "φ" 来表示。所谓的序列，说明昂的相邻字符之间具有前驱和后继的关系。

还有一些概念需要解释。

空格$，是只包含空格的E释。注意它与空串的区别，空格碍是有内容有长度的，

而且可以不止一个空格。

子串与主串， E郭中任意个数的连续字符组成的子序列称为该串的子串，相应地，

包含子串的串称为主串。

子串在主串中的位置就是子串的第一个字符在主串中的序号。

开头我所提到的 "over " 、 "end飞 " lie " 其实可以认为是 、ver" 、 " friend " 、

"beHeven 这些单词字符净的子靡。
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5.3 串的比较

两个数字 ， 很容易比较大小。 2 比 1 大，这完全正确，可是两个字符串如何比

较?比如 " silly" 、 "stupid" 这样的同样表达"愚蠢的"的单词字符净，它们在计算

机中的大小其实取决于它们挨个字母的前后顺序。 它们的第一个字母都是 "s" ，我们

认为不存在大小差异，而第二个字母，由于 "i" 字母比 "t" 字母要靠前，所以 "im 〈

γ，于是我们说 "silly" < "stupid" . 

事实上 ， 串的比较是通过组成串的字符之间的编码来进行的 ， 而字符的编码指的

是字符在对应字符集中的序号。

计算机中的常用字符是使用标准的 ASCII 编码，更准确一点， 由 7 位二进制数表

示一个字符，总共可以表示 128 个字符。后来发现一些特殊符号的出现， 128 个不够

用，于是扩展 ASCII 码由 8 位二进制数表示一个字符，总共可以表示 256 个字符，这

已经足够满足以英语为主的语言和特殊符号进行输入、存储、输出等操作的字符需要

了。可是，单我们国家就有除汉族外的满、田、藏、蒙古、 维吾尔等多个少数民族文

字，换作全世界估计要有成百上千种语言与文字，显然这 256 个字符是不够的，因此

后来就有了 Unicode 编码， 比较常用的是由 16 位的二进制数表示一个字符，这样总

共就可以表示 216 个字符，约是 65 万多个字符，足够表示世界上所有语言的所有字

符了。当然，为了和 ASCII 码兼容， Unicode 的前 256 个字符与 ASCIl 码完全相同。

所以如果我们要在 C 语言中比较两个串是否相等，必须是它们串的长度以及它们

各个对应位置的字特都相等时，才算是相等。即给定两个串 s= "a1a2……an" , t= 

"b1b2……bm" ，当且仅当 n=m，且 al=bl ， a2=切，……， an=bm 时，我们认为 s=t。

那么对于两个串不相等时，如何判定它们的大小呢。我们这样定义:

给定两个串: 恒 、1a2 " … .an" ， t= "btbi...... bm " ，当满足以下条件之一时，

S哩~to

1 . n<m ， 且 al=bl ( i=l , 2 ,……, n) 。

例如当 5= "hap" , t= "happy" ，就有 s<t。因为 t 比 s 多出了两个字母。

2 . 存在某个k<min (m ， 时，使得 al=bl ( i=l , 2 , ……, k - l ) , a k<bko 

例如当 5= "happen" , t= "happy" , 因为两串的前 4 个字母均相同，而两串第 5

个字母 (k 值) ，字母 e 的 ASCII 码是 101 ， 而字母 y 的 ASCU 码是 121 ， 显然 e<y ，

所以 s<t。
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有同学如果对这样的数学定义很不爽的话，那我再说一个字符$比较的应用。

我们的英语词典 ， 通常都是上万个单词的有序排列。就大小而言，前面的单词比

后面的要小.你在查找单词的过程，其实就是在比较字符串大小的过程.

因 5-3- 1

嗯?有同学说，从不查纸质词典，都是用电子词典。电子词典查找单词实现的

原理，其实就是字符串这种数据结构的典型应用，随着我们之后的讲解，大家就会

明白。

5.4 串的抽象数据类型

串的逻辑结构和线性表很相似，不同之处在于串针对的是字符架，也就是串中的

元素都是字符，哪怕1$中的字符是 "123 n 这样的数字组成，或者 "2010-10-10" 这

样的日期组成，官们都只能理解为长度为 3 和长度为 10 的字符卑，每个元素都是字

符而已。

因此，对于串的基本操作与线性表是有很大差别的.线性表更关注的是单个元素

的操作，比如查找一个元素，插入或删除一个元素，但串中更多的是查找子串位置、

得到指定位置子串、替换子串等操作。
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ADT 事( i? t .t;:l,ng ) 

Oata 

事中元，素仅由一个字符组成，相邻元素具有前驱和后继关系。

Oþerβtion 

S~trAssign (T， 舍chars) :生成一个其值等于字符'常量 chars 的事宜，

St.rCopy ( T , 5) : ~. S 存在，由 .5 复制得.T。

CiéarStrinq (S) :事 S 存在.将串海空。

String:Elllpty (s) :是事事 S 为空 ， j是回 true，否则返回 fals.e o

StrLength (S) :返回事 s 的元，余个抠，即亭的长度。

5trCompare (5 , T) :主~ 5>T，返回他>0，主串 S=T，返回 O. 经 5<T，返回位<00
Concat 归，缸， 52}: MT 返回由 5:l.和52 较接而且庄的新事。

5uliString (. s山， S, pos, len) :事 S 存在. 1 事iÕpos .o!Õ StrLengtb (时，

1l. 0ζlÊm .o!Õ StrLéngtñ (S) -pos+l. 用 Sub 返

回事 S 的第 pos 个字符起长度为 len 钩子事。

Index (S , T , pos): .S 和 T 存在. T是非空亭 . l .o!Õpos运StrLength ( S) 。

是§主串 S 中存在和事 T 值相同的子事. "'J返回它在主串 S 中

第 pos 个字符之后第-次出现的4主立.否则返回 0。

Rep1ace (S , T , V) : 事 s、 T 和 v 存在. T~非空亭。用 V 替换主亭 S 中出现的所有

与 T 相等的不重叠的子事 。

StrInsert (5 , pos , T ): • S 和 T 存在， l~pos~StrLength (S) +1 0 

4监事 S 的第 pos 个字符之前插入事飞

5trDe l:ete (5 , pos , len) :事 S 存在. l~pos .o!Õ StrLength (S) - 1en吨。

从司~ s 中删除第 pos 个字符起长度为 len 的子事 。

endAOT 

对于不同的高级语言，其实对串的基本操作会有不同的定义方法，所以同学们在

用某个语言操作字符串时，需要先查看它的参考手册关于字符串的基本操作有哪些。

不过还好，不同语言除方法名称外，操作实质都是相类似的 。 比如 C#中，字符串操作

;就还有 ToLower 转小写、 ToUpper 转大写、 IndexOf 从左查找子事位置(操作名有修

改)、 LastlndexOf 从右查找子串位置、 Trim 去除两边窑梅等比较方便的操作，它们其

实就是前面这些基本操作的扩展函数。
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我们来看一个操作 Index 的实现算法。

1* T 为非空事。 若主串 s 中第 pos 个字符之后将在与 T 相等的子串.命/

川 ..'J返回第一个这样的子串在 s 中的位置，否则返回 。 *1

int Index ( 5tri呵 5 ， String T, iot pos) 



int n , m"i: 

String s :ub; 

if (pos > 0) 

n = StrLength ( S) ; 

m = StrLength (T) i 

i = pos; 

while ,( i <= n-m+l) 

/*得到主事 s 的长度*/

户得到子. T 的长度*/

SubString ( sub, S , i , m) ;户取主事第 1 个位置*/

/*长度与 t 相等子串给 S\lD 1< / 

Lf (StrCompare (sub， 川 != 0) 户如果两串不相等*/

t+i; 

else 

return i ; 

return 0 ,; /*若无子串与 T 相等.返回 o */ 

/*如来两争相等 */

/*别返回i{直*/

当中用到了 StrLength ， SubString、 StrCompare 等基本操作来实现。

5.5 串的存储结构

串的存储结构与统性表相同，分为两种。

5.5. 1 串的顺序存储结构

第 51瞿事

串的顺序存储结构是用一组地址连续的存储单元来存储串中的字符序列的。按照

预定义的大小，为每个定义的感变量分配一个固定长度的存储区。一般是用定长数组

来定义。

既然是定长数组，就存在一个预定义的最大串长度， 一般可以将实际的串长度值

保存在数组的 0 下标位置3 有的书中也会定义存储在数组的最后一个下标位置。但也

有些编程语言不想这么干，觉得存个数字占个空间麻烦。它规定在串值后面加一个不

计入串长度的结束标记字符，比如气。"来表示串值的终结，这个时候，你要想知道
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此时的串长度，就需要遍历计算-下才知道了，其实这还是需要占用-个空间，何必

呢。

串值，其长度为6

| f I r I i I e I n I d I 飞o I 空闲空间

数绵的张度M似Size

因 5-5-1

刚才讲的串的顺序存储方式其实是有问题的，因为字符晤的操作，比如两串的连

接 Concat、新串的插入 如lnsert ， 以及字符串的替换 Replace ) 都有可能使得串序列

的长度超过了数组的长度 MaxSize .

说说我当年的一件回事。手机发短信时，运营商规定每条短信限制 70 个字。大约

八年前，我的手机每当我写了超过 70 个字后，它就提示"短信过长，请删减后重

发J 后来我换了一个孚机后再没有这样见鬼的提示了，我很高兴。 一次，因为一点小

矛盾需要向当时的女友解释一下，我准备发一条短信， 一共打了 79 个字。最后的部

分字实际是<<只会说好听的话，像·我恨你'这种话是不可能说的气点发迭。后

来得知对方收到的，只有 70 个字 ， 短信结尾是"……只会说好听的话，像 e我恨

你'"

怠倍短
-z···z

w 
• .，\ 牛 3俨 勾

" " 2 
， 。

发件人 封清扬

小梅.真的很抱锹.那天

只是因为我土班时被老板

骂.心皇很男主气.所以在

和你约会时也就说了一些不 1 
该说的话.就算要说.也 E
只会说好日斤的话. 像"我恨'
你. I 

选1页 返巴

图 5-5-2
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有这样截断的吗?我后来知道这个情况后，恨不得把手机砸了。显然，无论是土

滥提示报锚，还是对多出来的字符串截尾，都不是什么好办法。 但字符1$操作中，这

种情况比比皆是。

于是对于串的顺序存储，有一些变化，串值的存储空间可在程序执行过程中动态

分配而得。比如在计算机中存在一个自由存储区，叫做"堆"。这个堆可由 C 语言的

动态分配函数 malbc 0 和 free ()来管理。

5.5.2 串的链式存储结构

对于串的链式存储结构，与线性表是相似的，但由于串结构的特殊性，结构中的

每个元素数据是一个字符，如果也简单的应用链衰存储串值， 一个结点对应一个字

符，就会存在很大的空间搜费。 因此，一个结点可以存放一个字符，也可以考虑存放

多个字符，最后一个结点若是未被占满时，可以用"扩 或其他非率值字符补全，如

图 5-5-3 所示。

A
川

M
N 

l 
"" -

l 
æ-斗~ • A I B 

当然，这里一个结点存多少个字符才合适就变得很重要，这会直接影响着串处理

的效率，需要根据实际情况做出选择。

但串的链式存储结掏除了在连接串与串操作时有一定方便之外，总的来说不如顺

序存储灵活，性能也不如顺序存储结构好。

朴素的模式匹配算法5.6 

记得我在刚做软件开发的时候，需要阅读一些英文的文章或帮助。此时才发现学

习英语不只是为了过四六级，工作中它还是挺重要的。 而我那只为应付考试的英语，

早已经忘得差不多了 。 于是我想在短时间内突击一下，很明显，找一本词典从头开始

背不是什么好的办法。要背也得背那些最常用的，至少是计算机文献中常用的，于是

我就想自己写一个程序，只要输入一些英文的文档，就可以计算出这当中所用频率最

高的词汇是哪些。 把它们都背好了，基本上阅读也就不成问题了 。

当然，说说容易，要实现这一需求，当中会有很多困难，有兴趣的同学，不妨去
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试试看。不过，这里面最重要其实就是去找-个单词在一篇文章(相当于一个大字符

串)中的定位问题。这种子串的定位操作通常称做串的模式匹配， 应该算是串中最重

要的操作之一。

假设我们要从下面的主串 S="goo电oogle"中，找到 T="google"这个子串的位置。我

们通常需要下面的步骤。

132 

1. 主串 S 第一位开始， S 与 T 前三个字母都匹配成功，但 S 第四个字母是 d 而 T

的是 g。第一位匹配失败。如图 5-6-1 所示，其中竖直连线表示相等，闪电状

弯折连续表示不等。

因 5-6- 1

2. 主串 S 第二位开始，主审 S 首字母是 0，要匹配的 T 首字母是 g，匹配失败，

如图 5-6-2 所示。

圈 5-6-2

3. 主串 S 第三位开始，主串 S 首字母是 0，要匹配的 T 首字母是 g，匹配失败，

如图 5-6-3 所示。

图 5-6-3

4 . 主串 S 第四位开始，主串 S 首字母是 d，要匹配的 T 首字母是 g，匹配失败，

如图 5-6-4 所示。
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图 5-6-4

5. 主串 S 第五位开始， S 与 T ， 6 个字母全匹配，匹配成功，如图 5-6-5 所示。

图 5-6-5

简单的说，就是对主串的每一个字符作为子串开头，与要匹配的字符串进行匹

配。对主E但做大循环，每个字符开头做 T 的长度的小循环，直到匹配成功或全部遍历

完成为止。

前面我们已经用串的其他操作实现了模式匹配的算法 Index。现在考虑不周串的其

他操作，而是只用基本的数组来实现同样的算法。注意我们假设主串 S 和要匹配的子

串 T 的长度存在 S[O]与 T[O]中 。 实现代码如下:

户返回子.T 在主事 S 中第 pos 个字符迄后的位置。 去磨不存在，则函数返回值为 00 * 1 

/ * . T 非空. 1运pos运5trLength (5) .. * / 

int Index (5'tring 5 , String T , int pOS) 

int i ~ pos ; 户 i 用于主串 S 中当前位置下标.若 PQS 不为 1* /

户 1'1从 pos 位置开始匹配*/

int j -~; / * j 用 于子事 T 中当前位置τ标位*，/

whi1e (i <= 5[OJ && j <= T[O ) ) /*芳 i 小于 S 长度JL j 小于 T 的长Jt.时循环*/

if (5 [1J -= T [jJ ) /*两字母相等则曲直续*/

++i; 

++j; 

else /*编钟后退重新开始匹配，忖

i = i - j+2 ; /吐返回到上次匹配... 位的下一位*/
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I *j ，返回到子串 T 的首位Vj = l ; 

if ( j>T(Ol ) 

returtl i - T(O] ; 

else 

return 0; 

分析一下 ， 最好的情况是什么?那就是一开始就区配成功，比如 "googJegood"

中去找 飞oogle
n

，时间复杂度为 0(1) 。 稍差一些，如果像刚才例子中第二、 三、四位

一样，每次都是首字母就不匹配，那么对 T 串的循环就不必进行了，比如

"abcc险fgoogle" 中去找 Ugoog旷 。 那么时间复杂度为 O(n+m) ， 其中 n 为主串长度，

m 为要匹配的子串长度。根据等概率原则，平均是 (n+m) /2 次查找，时间复杂度为

O(n+m). 

那么最坏的情况又是什么?就是每次不成功的匹配都发生在串 T 的最后一个字

符。举一个很极端的例子。主串为 s= "000000000000000000000000000000000000 

00000000000001 " ，而要匹配的子串为 T= "0000000001 " ，前者是有 49 个 " 0" 和

1 个 " I
n

的主串，后者是 9 个 "0 " 和 1 个 U1" 的子串。在匹配时，每次都得将 τ

中字符循环到最后一位才发现:哦，原来它们是不匹配的。 这样等于 T 审需要在 S 串

的前 40 个位置都需要判断 10 次，并得出不匹配的结论，如图 5-6-6 所示。

回|010101. .. 10 1010 1 0 
| I I I φ 

|0 10 10 1.. .1 0 1 1 1 

E日

so位字符

AV -AU -
A
U

飞
H
L
1
‘
-

-
A
U
γ
l
l
4
n
u
-

i : 
-
A
U

T
I
l
-
-
n
υ-

-
AUT

--
4AU

-

-
A
U

甲l
l
4
A
U
-

10俭字符10位字得

T在第二位重再次讲j断7 10农发现字符靡不匹配T在第一位置判黯71a次发现字符愚不匹配

圈子6.6

直到最后第 41 个位置，因为全部匹配相等，所以不需要再继续进行下去，如图

5-6-7 所示。 如果最终投有可匹配的子串， 比如是 T= "0000000002
n

，到了第 41 位

置判断不匹配后同样不需要继续比对下去。 因此最坏情况的时间复杂度为 O((n -m

+ 1)*m)o 
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50佳字符

1 0位字符

T在第41个位置判断了 10次发现字符串终于匹配成功。
期间进行了 ( 50- 10+ 1 ) >< 10次判断操作

图 5-6-7

第 5j脆@

不要以为我这只是危言耸听，在实际运用中，对于计算机来说，处理的都是二进

位的 0 和 1 的靡，一个字符的 ASCII 码也可以看成是 8 位的二进位 01 串，当然，汉

字等所有的字符也都可以看成是多个 0 和 1 串。再比如像计算机图形也可以理解为是

由许许多多个 0 和 1 的串组成。所以在计算机的运算当中，模式匹配操作可说是随处

可见，而刚才的这个算法，就显得太低效了。

5.7 KMP 模式匹配算法

你们可以忍受朴素模式匹配算法的低效吗?也许不可以、也许无所谓。但在很多

年前我们的科学家们，觉得像这种有多个 0 和 1 重复字符的字符串，却需要挨个遍历

的算法是非常糟糕的事情。于是有三位前辈， D.E .Knutb、 }.H.Morris 和 Y.R.Pra位 (其

中 Knuth 和 Pra忧 共同研究， Morris 独立研究)发表一个模式匹配算法， 可以大大避

免重复遍历的情况，我们把它称之为克努特一莫里斯一普拉特算法 ， 简称 KMP 算

法。

5.7.1 KMP模式匹配算法原理

为了能讲清楚削P 算法，我们不直接讲代码，那样很容易造成理解困难 ， 还是从

这个算法的研究角度来理解为什么它比朴素算法要好。

如果主串 S= "abcdefgab" ，其实还可以更长一些，我们就省略掉只保留前 9 位，

我们要匹配的 T= "abcdex" ，那么如果用前面的朴素算法的话，前 5 个字母，两个串

完全相等，直到第 6 个字母， γ 与 "x" 不等，如图 5平1 的①所示。
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φ 

| a l b l cldle l xl 

,1 a 1 b 1 c 1 d 1 e I f 1 g 1 a 1 b 1...1 
~ 

I a I b I c.1 dJ e 1 x 1 

图 5-7-1

接下来，按照朴素棋式匹配算沽，应该是如图 5平1 的流程②③④⑤⑥。即主串 S

中当 i=2、 3 、 4、 5 、 6 时，首字符与子串 T 的首字符均不等.

似乎这也是理所当然，原来的算法就是这样设计的o .可仔细观察发现。对于要匹

配的子串 T 来说， "abcdex" 首字母 "a" 与后面的串 "bcdex" 中任意一个字符都不相

等。也就是说，既然 "a' 不与自己后面的子串中任何一字符相等，那么对于图 5平1

的①来说，前五位字符分别相等，意味着子串 T 的首字符 飞' 不可能与 S 串的第 2

位到第 5 位的字符相等。在图 5平1 中，②③④⑤的判晰都是多余。

注意这里是理解 KMP 算法的关键。如果我们知道 T ~郭中首字符 uf 与 T 中后面

的字符均不相等(注意这是前提，如何判断后面再讲)0 而 T 串的第-佳的 "b" 与 S

串中第二位的 飞' 在图 5-7-1 的①中已经判断是相等的，那么也就意味着. T ~争中首

字符 飞'与 S 串中的第二位 飞'是不需要判断也知道官们是不可能榈等了，这样固

5平1 的②这一步判断是可以省略的，如图 5平2 所示。

s 1a 1 b 1...1 
# F 

TI a 1 b 1...1 

s 

c::::::> 己中
s 1a 1 b 1...1 

Tl a 1 b 1...1 

因此当T位子第二位置的
判断就根本不需要注行了

因此T[I ]#S(21

图5-7-2

T[I]吨T(2]苟且2)吨

显然T[1] 0# T[2] , T[2}=S(21 
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同样道理，在我们知道 T 审中首字符飞'与 T 中后面的字符均不相等的前提

下， T 串的飞"与 S 串后面的 "c" 、 "d" 、 "e" 也都可以在①之后就可以确定是不相

等的，所以这个算法当中②③④⑤没有必要 ， 只保留①⑥即可，如图 5平3 所示。

@I a I b I c I d I e Ir l gla l bl' '' 1 
守

|a I b I c I d I eI x 

( |a I b I c I d I e I f I g I a I b 
| I I I I 手

| a I b I c I d I e I x I 

00 5-7-3 

之所以保留⑤中的判断是因为在①中 T[6] 学 S[吨 ，尽管我们已经知道 T[l] 求

呵呵，但由，不能断定 T[l]一定不等于 S(呵，因此需要保留⑤这一步。

有人就会问，如果 T 串后面也含有首字符 "a" 的字符怎么办呢?

我们来看下面一个例子， 假设 S= "abcabcabc" , T= " abcabx" 。 对于开始的判

断，前 5 个字符完全相等，第 6 个字符不等，如图 5平4 的①。 此时，根据刚才的经

验， T 的首字符飞"与 T 的第二位字符 f1b ll

、第三位字符 "c" 均不等，所以不需要

做判断，图 5-7-4 的朴素算法步骤②③都是多余。
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图 5-7-4

因为 T 的首位 "a" 与 T 第四位的 "a" 相等，第二位的 "b" 与第五位的 "b" 相

等。 而在①时，第四位的 "f 与第五位的 αb" 已经与主串 S 中的相应位置比较过

了，是相等的，因此可以断定， T 的首字符 飞"、第二位的字符 "b" 与3 的第四位字
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符和第五位字符也不需要比较了 ， 肯定也是相等的一一之前比较过了， 还判断什么，

所以④⑤这两个比较得出字符相等的步骤也可以省略。

也就是说，对于在子串中有与首字符相等的字符，也是可以省略一部分不必要的

判断步骤。 如图 5-7-5 所示， 省略掉右图的 T 串前两位 Ua" 与 "b" 同 s ~郭中的 4、 5

位置字符匹配操作。

∞| a I b I c I a I b I c I a I b I c 
|I I I I φ 

|alblclal bl x l 

( 1 a 1 b 1 c 1a 1 b 1 a 1 b 1 c1 a 
VV 可h

图 5-7-5

|"a' 1钊 c I a I bI x 
j=3 

对比这两个例子，我们会发现在①时，我们的 i 值，也就是主审当前位置的下标

是 6，②③④⑤， i 值是 2 、 3 、 4、 5 ，到了⑥， i 值才又回到了 6。即我们在朴素的模

式匹配算法中， 主串的 i 值是不断地回溯来完成的。而我们的分析发现，这种回溯其

实是可以不需要的一一正所谓好马不吃回头萃，我们的 KMP 模式匹配算法就是为了

让这没必要的回溯不发生。

既然 i 值不回溯，也就是不可以变小，那么要考虑的变化就是 j 值了。 通迥3见察也

可发现，我们屡屡提到了 T 串的首字符与自身后面字符的比较， 发现如果有相等字

符， j 值的变化就会不相同。也就是说，这个 j 值的变化与主串其实没什么关系，关键

就取决于 T 串的结构中是否有重复的问题。

比如图 5平3 中，由于 T=、bcdex"，当中没有任何重复的字符，所以 j 就由 6 变

成了 1。而图 5-7-4 中， 由于 T="ilhcs.bx" ， 前缀的 "ab " 与最后 "xn 之前串的后缀

"ab" 是捆等的。因此 j 就由 6 变成了 30 因此，我们可以得出规律， j 值的多少取决

于当前字符之前的串的前后缀的相似度。

我仍把 T 串各个位置的 j 值的变化定义为一个数组 next ， 那么 next 的长度就是 T

帘的长度。于是我们可以得到下面的函数定义:
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1 0 ， 当 j= l时

nextOJ= ~ M.缸 { k 1 1<k亏 ，且 ' P I … Ir - I ' ='p 州 1 . .. P户，'挡此集合不空时
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5.7.2 next 数组值推导

具体如何推导出一个串的 next 数组值呢，我们来看一些例子。

1 . T="abcæx" (如表 5平1 所示)

，提 5-7-1

e
o
-x
-
噜
4

5-e-
A
U
T
-
d
u
-噜
A

'
3
-
俨
i
u-
唱
A

吨
，
‘-
K
U
-噜
A

1
-a
-o 

1 ) 当 j=1 时， next[1]=0 ; 

2 ) 当 j=2 时， j 由 1 到 j-1 就只有字特"矿，属于其他情况 next[2]=1 ; 

3) 当 j=3 时， j 囱 1 到 j- 1 串是 "ab" ，显然飞'与 ((b# 不相等，属其他情

况， next[3]=1 ; 

的以后同理，所以最终此T 串的 next[j]为 011111 .

2 . T="abcabx" (如表 5平2 所示)

寝忘7-2

123456 
abωbx 

011123 

1) 当 j=1 时 ， n创[1]=0;

2 ) 当 j=2 时，同上例说明， next[21=1 i

3) 当 j=3 时，同上， next[3]=1 ; 

4) 当 j=4 时，同上 ， next[4]=1 ; 

5) 当 j=5 时，此时 j 由 1 到 j-1 的串是 "abca" ，前缀字符 "a" 与后缀字符

uan 相等(前缀用下划线表示，后缀用斜体表示) ，因此可推算出 k 值为 2

(由 'pl…PLf=ePjphy--Pi-1 ' ，得到 Pl=P"') 因此 next[51=2;

的 当 j=6 时， j 由 1 到 j - l 的串是 "abcah" ，由于前缀字符 "ab" 与后缀 "ab"

相等，所以 next[6] =3 。

我们可以根据经验得到如果前后缀一个字符相等， k 值是 2，两个字符k 值是 3 ，

n 个相等 k值就是 n+1 .

3. T="ababaaaba" (如表 5-7-3 所示)
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1 ) 当 j=1 时， nex主[1]=0 ;

2) 当 j=2 时，同上 next[2]=1 ;

3) 当 j=3 肘，同上 next[3]=1 ;

.5-7-3 

123456789 
ababaaaba 
011234223 

4) 当 j=4 时， j 囱 1 到 j-1 的串是"垒，ba" ，前缀字符 飞'与后缀字符 "a" 相

等) next[4]=2 ; 

5) 当 j=S 时， j 由 1 到 j - 1 的串是 "shab" ，由于前缀字符 "ab" 与后缀 "ab"

相等，所以 next[S]=3 ; 

6 ) 当 j=6 时， j 由 1 到 ; - 1 的串是 "äbgba" ，由于前缀字符 "aba" 与后缀

"aba" 相等，所以 next[6]=4 ;

7) 当 j=7 时， j 由 1 到 j - 1 的审是"主babaa" ，由于前缀字符 "ab" 与后缀

飞a" 并不相等，只有 uan 相等，所以 next[η=2 ;

8 ) 当 j=8 时 ， j 由 1 到 j - 1 的串是 "ababaaa " ，只有 " a n 相等，所以

next[8]=2 ; 

的 当 j=9 时， j 由 1 到 j-1 的串是 "shabaaab" ，由于前缀字符 "ab" 与后缀

"ab" 相等，所以 next[9]=3 o

4 . T="aaaaaaaab" (如表 5平4 所示)

1 ) 当 j=1 时， next[l]=O; 

2 ) 当 j=2 时，同上 n四t[2]=1 ; 

亵5-7-4

123456789 
aaaaaaaab 
012345678 

3) 当 j=3 时， j 由 1 到 j -1 的串是 "aa气前缀字符 "am 与后缀字特 "am 相

等， next[3]=2 ; 

的 当 j=4 时， j 由 1 到 卜1 的串是".aga" ，由于前缀字符 "aa" 与后缀 "aa" 相

等，所以 next[4]=3 ;
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5) 

6) 当 j=9 时. j 由 1 到 j-l 的串是"幽幽幽四"，由于前缀字符 "aaaaaaf 与后

缀 "aaaaaaa" 相等，所以 next[9]=8 o

5.7.3 KMP模式匹配算法实现

. 说了这么多，我们可以来看看代码了。

尸通过计算返e回子亭 T 的 next 4t怨。*/

void get_next (String T, int *Q重xt)

int 主， j ; 

i=l; 

j-O; 

next (1 ) - .0 ; 

whHe (主<T [0] ) 户此处 T (0) 表示串 T 的长度*/

if 忖=0 11 T[i) ~= T [j J) / * T[i ) 表示后级的单个字符. * / 
1* T[j]农示前级的单个字符*/

++i; 

++j ; 

next[il ~ j; 

else 
j= next (j] ; /会筹I字符不相同.则 j 位回l溯 * 1

这段代码的目的就是为了计算出当前要匹配的串 T 的 next 数组。

1 * 返回子事 T 在主.s 中第 pos 个字符之后的位置。 虽喜不存在 . .~函数返回?值为 0. 食 /

1* T 非空. 1豆p05SStrLength ( S) 0 ... 1 

主nt Inde.x l<M1:' (String S, Stri坷 T ， int pOS) 

int i = Pρ5 ; /叫用于主.s 当前往里下标佬， 菇pos 不为 1 ， 禽/

户"1从 pos 位置开始匹配*/

int j .. 1; /叮用于子.T 中当前位置下称他 *1

1nt next[255] ; 户 定义-nazt 集.. */ 

"飞next 忡I nezt ) ; 户对fT 作今析， 得剑 nezt fUIl */ 
while (i <= 5(0 ) && j <= T{O]) 川辈辈 i 小于 S 的长Jt且 j 小于 T 的长度，时，忖

/'"循环继续 V
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H ( j-O 11 S [1 ] = T [j]}/哺字母相等则继续，与扑索算法地加了*/

/叮=0 ;'1断.. /

今+ì ;

++j ; 

e l s e /食指钟后退重西哥开始匹配*/

j - na葛t[j] ; / * j 返回合适的位置. i -{直不变 */

主主 (j > T [0) ) 

ret l.)rn 1 - T [ 0] ; 

e l se 
return 0 ; 

加粗的为相对于朴素匹配算法增加的代码，改动不算大，关键就是去掉了 i 值回

溯的部分。对于 ge飞next 函数来说，若 T 的长度为 m，因只涉及到简单的单循环，其

时间复杂度为 0例，而囱于 i 值的不回溯，使得 inæx_KMP 算法效率得到了提高，

while 循环的时间复杂庭为 O(n)。因此， 整个算法的时间复杂度为 O(n+m)。相较于

朴素模式匹配算法的 O((n-m+1)*m)来说，是要好一些。

这里也需要强调， KMP 算法仅当模式与主串之间存在许多"部分匹配m 的情况下

才体现出它的优势，否则两者差异并不明显。

5.7.4 KMP 模式匹配算法改进

后来有人发现， KMP 还是有缺陷的。比如，如果我们的主串 S="aaaabcæ"，子串

T="aaaa缸"，其 next 数组值分别为 012345 ，在开始时，当 i=S 、 j=5 时，我们发现

γ 与 γ 不相等，如图 5-7-6 的①，因此 j=next[S]=4，如图中的②，此时 γ 与

第 4 位置的 "a ' 依然不等， j=next[4}=3 . 如图中的③，后依次是④⑤，直到

j=next[l]=O 时，根据算法，此时 i++、 j++ ，得到 i=6、 j=l，如圈中的⑥。
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图 5-7-6

我们发现， 当中的②③④⑤步骤，其实是多余的判断。由于 T 串的第二、 三 、

四、五位置的字符都与首位的 "a" 相等，那么可以用首位 next[l)的值去取代与它相

等的字符后续 ne~t[j]的值，这是个很好的办法。 因此我们对求 next 函数进行了改良。

假设取代的数组为 nextval，增加了加粗部分，代码如下:

/* 求模式. T 的 next 函It:修if_值并存入lt:组 nextvàl. */ 

int *nextvàl) void get_nextval (Str ing T , 

int i , j; 

i=1; 

j~O; 

nex tva l [1) aO; 

wh.He (1.<T[O)} 1 * 此处 T[OJ *"示'. T 的长6:. * / 

1* T[11，农示后绥的单个字符. t'/ 

/ * T [ j1表示由市锐的单小字符

11 T[iJ= T[j1 ) if ( j半。

、 l

/*去串盘前字符与前..字符不同。' */

/"则当前的 3 为D8lltval '在 i 位置J的优忖

++ì; 

++j; 

if ( T[i]!司【jJ)

nextval[i] - j ; .1.. 
nextva1[i] - n.xtva1[j] ; 户如果与筒..字符相同，则将前.*/
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'*字符的 _tva1位藏值"'_tva1在 i 位置价值町

else 

j- n e lCtval [j]; 户 经字符不相同，则 主 位回溯*/

实际匹配算法，只需要将 Uget_next (T, next) ;"改为 <<get_nextva1 (T,next) ; 

即可，这里不再重复。

5.7.5 nextval 数组值推导

改良后，我们之前的例子 nextval 值就与 next 值不完全相同了。比如 :

1. T="ababaaaba" (如表 5平5 所示)

亵 5-7-5
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先算出 next 数组的值分别为 001234223 ，然后再分别判断。

1 ) 当 ]=1 时， nextva1[1] =0 ; 

2) 当 j=2 时，因第二位字符 "bn

的 next 值是 1，而第一位就是"矿，它们不相

等，所以 nextval[2]=next[2]=1 ，维持原值。

3 ) 当 j=3 时，因为第三位字符 "an 的 next 值为 1 ，所以与第一位的 "a" 比较得

知官们相等，所以 nextval[3]=nextval[l]=0 ; 如图 5-7-7 所示。

T I a I b I a I ι此据1. 因此奎雹T[l]
neJtl1o 1 1 1 1 f.~| 与柏量的 3 是捆

…|o 1
1 1 0 -kJ二时T[1]~T[3J

因 5-7-7

的当 j=4 时，第四位的字符 "b" next 值为 2，所以与第二位的 "b" 相比较得到

结果是相等，因此 n四tval[4] =nex:tval [2]=1 ;如图 5-7-8 所示。
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叫 o 11 11 1 2俨 | 辑位置阳阴阳相等

时叫 |o 11 10 I1L 1 _ 
--因为T[2]=T[4]，所以

图 5-7-8

第 5 :1监事

5 ) 当 j=5 时， next 值为 3，第五个字符 γ 与第三个字符 γ 相等，因此

nextvaJ[5]=nextva1[3]=O ; 

6) 当 j=6 时， next 值为 4 ， 第六个字符 "an 与第四个字符 "b" 不相等，因此

nextval[6] =4 ; 

7) 当 j=7 时 ， next 值为 2 ，第七个字符 Ita" 与第二个字符 "b" 不相等，因此

nextva1[7] =2 ; 

8) 当 j=8 时， next 值为 2，第八个字符 飞'与第二个字符 飞"相等，因此

nextva1[8]=nextva1[2]=1 ; 

的 当 j=9 时， next 值为 3 ， 第丸个字符 "a" 与第三个字符 飞'相等，因此

nextval[9]=ne刘val[3}=lo

2. T=飞aaaaaaab" (如衰 5平的

• 5-7-6 

123456789 
aaaaaaaab 
012345678 
0α沁O饥>08

先算出 next 数组的值分别为 012345678，然后再分别判断。

1) 当 j=1 时， nextval[l]=O; 

2) 当 j=2 时， next 值为 1 ，第二个字符与第一个字符相等，所以 nextval[2]= 

nextva1[l]=O ; 

3) 同样的道理，其后都为 0……;

的 当 j=9 时 ， next 值为 8，第九个字符 飞"与第八个字符 "a" 不相等，所以

nextva1[9}=8 。
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总结改进过的 KMP 算法，它是在计算出 next 值的同时，如果 a 位字符与它 next

值指向的 b 位字符相等，则该 a 位的 nextvaJ 就指向 b 位的 nextval 值，如果不等，则

该 a 位的 nextval 值就是色自己 a 位的 next 的值。 5

5 .8 总结回顾

这一章节我们主重点讲了"串n 这样的数据结构，串 (string) 是由零个或多个字符

组成的有限序列，又名叫字特串 。 本质上，它是一种线性袤的扩展，但相对于线性表

关注一个个元素来说 ， 我们对串这种结掏更多的是关注宫子串的应用问题，如查找、

替换等操作。现在的高级语言都有针对串的函数可以调用 。 我们在使用这些函数的时

候，同时也应该要理解它当中的原理，以便于在碰到复杂的问题时，可以更加灵活的

使用，比如 KMP 模式匹配算法的学习，就是更有效地去理解 in似 函数当中的实现细

节。多用心一点，说不定有一天，可以有以你的名字命名的算法流传于后世。

5.9 结尾语

在我们这一章的开头，我已经提到了回文诗，其实那一首只能算是写得还不错而

已。 回文诗在我们中国古代有不少，不过当中有一组，严格来说是有一幅图，却是被

公认为是最强的回文诗一一那就是 《璇矶，图》。

相传 《璇矶图》 是前秦才女苏若兰因其丈夫遭人迫害，发配别处服苦役，过了七

八年依然什么硝息都没有，苏若兰很想念老公，但有什么办法呢，便将无限的情思写

成一首首诗文，并按一定的规律排列起来，然后用五彩丝线绣在锦帕之上。

《璇矶图>>，总计八百四十一字，除正中央之"心" 字为后人所加外，原诗共八百

四十字，纵横各二十九字，纵、横、斜、 交直、正、反读，或退一字、迭一字读均可成

诗，诗有三、四、五、 六、七言不等，目前统计可组成七千丸百五十八首诗。看清楚

哦，是 7958 首。

例如从最右侧直行开始，随文势折返，可发现右上角区块外围顺时针读'为 "仁智

怀德圣虞磨，贞志笃终誓穹苍，钦所感想妄淫荒，心'比增慕怀惨伤'，而原诗若以逆时

针方向读则变为"伤惨怀慕增忧心，荒淫妄想感所钦，苍穹誓终笃志具 ， 唐虞圣德怀

注5:关于 KMP 算法4民学证明和是详细的说明，请参阅《算法.ll'-伦》 第 2版第 32 意字符串匹配。
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笔f仁'。在 《璇巩固》 中类似诗句不胜枚举，可以称得上是回文诗中的千古力作了 !
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图 5-9- 1

有兴趣的同学可以搜索相关的文献，了解这张 《璇矶囡》 的神奇之处，不过似乎

这更像是对文科学生的要求。我想强调的是，所谓回文，就是一个字串的逆转显示，

我们只要在串的抽象数据类型中增加一种逆转 reverse 的操作 ， 就可以实现这样的功

能。 如果你可以利用你已有的数据结构和算法知识，特别是攘的知识，实现对璇矶圈

古诗的破解(将各种规则下对应的诗输出出来)，那我相信，你的编程能力，至少在字

符串处理的编程能力已经到了一个非常高的高度了 。

好了，今天的课就到这，下课。
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第 6 章 树

树:

树 (Tree ) 是 n ( n~O ) 个结点的有限集 。 n=O 时称为空树. 在任意一棵非空
树中: ( 1 ) 有旦仅有一个特定的称为根 (Root ) 的结点: ( 2 ) 当 n> 1 时，其

余结点可分为 m (m>O) 个互不相交的有限集 Th T2、 …… 、 飞， 其中每一个
集合本身又是一棵树，并且称为根的子树 (SubTree ) 。



6.1 开场自

2010 年一部电影创造了奇迹，它是全球第一部票房到达 27 亿美元、居、票房历史

排名第一的影片，那就是詹姆斯·卡梅隆执导的电影 《阿凡达)) (Avatar) 。

图6- 1- 1

电影里提到了一棵高达 900 英尺(约 274 米)的参天巨树 ， 是那个潘多拉星球

的纳威人的家园，让人即象非常深刻。可惜那只是导演的梦想，地球上不存在这样

的物种。

无论多高多大的树，那也是从小到大、由根到叶、一点点成长起来的.俗话说十

年树木、 百年树人，可一棵大树又何止是十年这样容易一一哈哈，说到哪里去了，我

们现在不是在上生物谍，而是要讲一种新的数据结构-一树。

6.2 树的定义

之前我们一直在谈的是一对一的线性结构，可现实中，还有很多一对多的情况需

要处理，所以我们需要研究这种一对多的数据结构一 u树气考虑宫的各种特性，来
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解决我们在编程中碰到的相关问题.

树( Tree' )是 n(n~O) 个结点的有限集。 n=O 时称为空树。 在任

意-棵非空树中: ( 1 )有且仅有-个特定的称为根 ( Root )的结

点: (2) 当 n>1 时，其余结点可分为 m (m>O) 个互不相变的

有限集 T1 、 T2、……、 Tm • 奠中每一个集合本身又是一槐树，并

且称为棍的子树( SubTree ).如圈 6-2-1 所示。

图 6-2-1

第 6 司E 树

树的定义其实就是我们在讲解棋时提到的递归的方法。也就是在树的定义之中还

用到了树的概念，这是一种比较新的定义方法。图 6-2-2 的子树川和子树 T2 就是根

结点 A 的子树。当然， D 、 G 、 H、 l 组成的树又是 B 为结点的子树) E、 j 组成的树是

C 为结点的子树。

子树T，
8 

图 6-2-2

对于树的定义还需要强调两点:

1. 0.>0 时根结点是唯一的，不可能存在多个根结点，别和现实中的大树混在一

起，现实中的树有很多根须，那是真实的树，数据结向中的树是只能有一个根

结点。

2 . m>O 时，子树的个数没有限制，但它们一定是互不相交的。像图 6-2-3 中的两

个结构就不符合树的定义，因为芭们都有相交的子树。
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图6-2-3

G 

6.2. 1 结点分类

树的结点包含一个数据元素及若干指向其子树的分支。 结点拥有的子树数称为结

点的度 (Degree)。度为 0 的结点称为叶结点(Leaf) 或终端结点;度不为 0 的结点

称为非终端结点或分支结点。 除根结点之外，分支结点也称为内部结点。树的度是树

内各结点的度的最大值。如图 6-2-4 所示， 因为这棵树结点的度的最大值是结点D 的

度，为 3，所以树的度也为 3。

.根结点 。内部结点
、一--y-一__)

分支结点或非终端结点

此结点度为 l…

.'--'~-( 0 

此结点度为3-"

图 6-2-4

。叶剧或终端结点

f此结点度为2

j 
c 飞~-_.

A
V 为度点结

t 
FJ

fJJ 

6.2.2 结点间关系

结点的子树的根称为该结点的孩子(Child) ，相应地，该结点称为孩子的双亲

(Parent) 0 ~恩，为什么不是父或母，叫双亲呢?呵呵，对于结点来说其父母同体，唯

一的一个，所以只能把它称为双亲了。 同一个双亲的孩子之间直称兄弟 (Sibling) 。

结点的祖先是从根到该结点所经分支上的所有结点。所以对于 H 来说， 0、 8、 A 都是

宫的祖先。 反之p 以某结点为根的子树中的任一结点都称为该结点的子孙。 8 的子孙
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有 D、 G、 H 、 1，如图 6-2-5 所示。

f 

，我是你孩子( A ~ 
\.."')，-…C. 我们是先杀

" r u 
D. 我是你双亲. -

图 6-2-5

6.2.3 树的其他相关概念

结点的层次 (LeveI) 从根开始定义起，根为第一层， 根的孩子为第二层。若某结

点在第 l 层，则其子树的根就在第 1+1 层。其双亲在同一层的结点直为堂兄弟。显然

图 6-2-6 中的 D、 E、 F 是堂兄弟，而 G、 日、 l 、 j 也是。 树中结点的最大层次称为树

的深度 (Dep也)或高度，当前树的深度为 4。

第一层

第二层

第三层

第四层

'-y---l 深度为4
堂兄弟

图6-2-6

如果将树中结点的各子树看成从左至右是有次序的，不能互换的，则称该树为有

序树，否则称为无序树。

森林 (Forest) 是 m (m ;;'O) 棵互不相交的树的集合。对树中每个结点而言，其

子树的集合即为森林。对于图 6-2-1 中的树而言，图 6-2-2 中的两棵子树其实就可以

理解为森林。

对比线性表与树的结构，它们有很大的不同，如图 6-2-7 所示。
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·第-个数据元素:无前驱 ·根结点:无双亲，唯一

·最后-个数据元素: 无后继 ·时结点: 无孩子，可以多个

·中间元素; 一个前驱-个后继 ·中间结点: 一个双亲多个孩子

图 6-2-7

6.3 树的抽象数据类型

相对于线性结构，树的操作就完全不同了，这里我们给出一些基本和常用操作。

~DT 树 (tree)

Data 

树是由一个根结点和若干袜子树构成。 树中给点具有相同数据类型反层次关忌。

Operation 

lni tTree ( *T) :构造空树h

DestroyTree ( 叮 ) :销毁树 T.

Crea teTree (叮， definition) :按 definition 中给出树的定义来构造树。

ClearTree (叮) :若树 T 存在，则将树 T $肯为空树。

TreeEmpt y (T) :若 T 为空树，返回 true. 否则返回主a1se'Q

TreeDepth (T) :返回 T 的深度。

Root (T) :返回 T 的根结点。

Value ( T , c ur e) : cur e 是树 T 中一个馆，哉，返回此结点价值。

~ssign (T , cur_e, value) :给树 T 的结点 cur e 赋他为飞I:a1ue。

Parent (T., cur二e) :若 CUI_e 是树 T 的非根结点. 别返回它的双亲，否则总回空。

LeftChild (T ，∞r e) :若 cur e是树T 的非叶线条，则返回它的最左穗子，否则返回空。

RightS主bling (T , cur _ e) :若 cUI_e 有方兄弟. JI.J返回它的右凡弟，否则返回空。

InsertChi.ld ( 叮，甲， i , c) :其中 p 指向树 T 的某个结点， i 为所输给哉?的度加上 1 ，

非空树 c 与 T 不相交 ， 操作结采为插入 c 为树 T 中 p 指直在点的第 i 梳子树。

Delet eChild (叮 ， "'p, i) :其中 p 指向树 T 的菜叶、结点 t i-为所指给点 p 的度， 操作

结果为删除T 中 p Jí斤指给点的第 i 裸子树。

endADT 
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6.4 树的存储结构

说到存储结构，就会想到我们前面章节讲过的顺序存储和链式存储两种结构。

先来看看顺序存储结构，用一段地址连续的存储单元依次存储线性表的数据元

素。这对于统性表来说是很自然的，对于树这样一多对的结构呢?

树中某个结点的孩子可以有多个，这就意味着 ， 无论按何种顺序将树中所有结点

存储到数组中，结点的存储位置都无法直接反映逻辑关系，你想想看，数据元素挨个

的存储，谁是谁的双亲，谁是谁的孩子呢?简单的顺序存储结构是不能满足树的实现

要求的。

不过充分利用顺序存储和链式存储结构的特点，完全可以实现对树的存储结构的

表示。我们这里要介绍三种不同的表示法:双亲表示法、孩子表示法、孩子兄弟表

示法。

6.4 . 1 双亲表示法

我们人可能因为种种原因，没有孩子，但无论是谁都不可能是从石头里蹦出来

的，孙悟空显然不能算是人，所以是人一定会有父母。树这种结构也不例外，除了根

结点外，其余每个结点，它不一定有孩子，但是一定有且仅有一个现亲。

我们假设以一组连续空间存储树的结点，同时在每个结点中，附设一个指示器指

示其双亲结点到链表中的位置。也就是说，每个结点除了知道自己是谁以外，还知道

它的双亲在哪里。它的结点结构为表 6-4-1 旷谅。

褒 6-4-1

|data I parent 

其中 也ta 是数据域，存储结点的数据信息。而 parent 是指针域，存储该结点的双

亲在数组中的下标。

以下是我们的双亲表示法的结点结构定义代码。

/*树的双亲表示法给点结构定义 企/

idefine MAX_TREE_SIZE 100 

typedef int TEl倒四ype ; 户 树给点的数据类型 ， 目前暂定为整型*/

typedef struct PTNode /*给点结构*/
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TE1emType øata; 

ìnt parenti 

) PTNõdèi 

typedef struct 

/企稽，，tjt据 *1

1* 双亲位置会/

/*' 树结构 V

PTNode noðes [MAX_TRE飞SIZE) ;μ 结点.ft组忖

int r ,l') i 1* 粮的位置和结点.. */ 

} PTree; 

有了这样的结构定义，我们就可以来实现双亲表示法了。由于根结点是没有双亲

的，所以我们约定根结点的位置域设置为- 1，这也就意味着，我们所有的结点都存

有包双亲的位置。如图 6-4-1 中的树结构和表 6-4-2 中的树双亲表示所示。

下标

。

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

因 6-4-1

.6-4-2 

data parent 
A -1 
B 。

C 。

。 1 
E 2 
F 2 

G 3 
H 3 

3 

4 

这样的存储结构，我们可以根据结点的 parent 指针很容易找到色的双亲结点，所

用的时间复杂度为 0(1) ，直到 p町ent 为一1 时，表示找到了树结点的根。可如果我们

要知道结点的孩子是什么，对不起，请遍历整个结构才行。
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这真是麻烦，能不能改进一下呢?

当然可以。我们增加一个结点最左边孩子的域，不妨叫包长子域，这样就可以很

容易得到结点的孩子。 如果没有孩子的结点，这个长子域就设置为-1，如衰 6-4-3

所示。

'显 64-3

下标 data parent firstchild 
。 A -1 -1 
1 B 。 3 
2 C 。 4 
3 。 1 6 

4 E 2 9 
5 F 2 -1 
6 G 3 -1 
7 " 3 -1 

8 3 -1 
9 4 -1 

对于有 0 个或 1 个孩子结点来说， 这样的结构是解决了要找结点孩子的问题了。

甚至是有 2 个孩子， 知道了长子是谁，另一个当然就是次子了。

另外一个问题场景，我们很关注各兄弟之间的关系，双亲表示法无法体现这样的

关系，那我们怎么办?嗯，可以增加一个右兄弟域来体现兄弟关系，也就是说，每一

个结点如果它存在右兄弟，则记录下右兄弟的下标。同样的，如果右兄弟不存在，则

赋值为一 1，如表 6牛4 所示。

褒 6-4-4

下标 data parent rightsib 

。 A -1 -1 

1 B 。 2 
2 C 。 -1 

3 。 1 -1 
4 E 2 5 
5 F 2 -1 
6 G 3 7 

7 H 3 8 

8 3 -1 

9 J 4 -1 

但如果结点的孩子很多，超过了 2 个。 我们又关注结点的双亲、 又关注结点的孩

子、还关注结点的兄弟，而且对时间遍历要求还比较高，那么我们还可以把此结构扩

展为有双亲域、长子域、 再有右兄弟域。 存储结构的设计是一个非常灵活的过程。一

个存储结构设计得是否合理，取决于基于该存储结构的运算是否适合、是否方便，时

间复杂度好不好等。注意也不是越多越好，有需要时再设计相应的结构。 就像再好昕
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的音乐，不停反复听上千遍也会腻味，再好肴的电影，一段时间反复看上百遍，也会

无趣，你们说是吧?

6.4 .2 孩子表示法

换一种完全不同的考虑方法. 由于树中每个结点可能有多棵子树，可以考虑用多

重链衰，即每个结点有多个指针域，其中每个指针指向一棵子树的根结点，我们把这

种方法叫做多重链表表示法。不过，树的每个结点的度，也就是它的孩子个数是不同

的。 所以可以设计两种方案来解决。

方案一

一种是指针域的个敏就等于树的度，复习一下，树的度是树各个结点度的最大

值。其结构如表 6-4-5 所示。

袋6-4-5

| data I chlldl I chi ld2 I chlld3 I …… I childd 

其中 由13 是数据域。 childl 到 chik:姐 是指针域，用来指向该结点的孩子结点。

对于图 6斗1 的树来说，树的度是 3 ， 所以我们的指针域的个数是 3，这种方法实

现如图 6牛2 所示。

图 6-4-2

这种方法对于树中各结点的度相差很大时，显然是很浪费空间的，因为有很多的

结点，它的指针域都是空的。不过如果树的各结点度相差很小时，那就意味着开辟的

空间被充分利用了，这时存储结构的缺点反而变成了优点。

既然很多指针域都可能为空，为什么不按需分配空间呢。 于是我们有了第二种
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方案.

方案二

第二种方案每个结点指针域的个数等于该结点的度，我们专门取一个位置来存储

结点指针域的个数，其结构如表 6-4-6 所示。

表 6-4-6

|data I deg陀e I chìldl I chlld2 I …… I childd 

其中 也恼 为数据域， deg陀e 为度域，也就是存储该结点的孩子结点的个数，

chìkil 到 cbi国 为指针域，指向该结点的各个孩子的结点。

对于图 6-4-2 的树来说，这种方法实现如图 6牛3 所示。

因 6-4-3

这种方法克服了搜费空间的缺点，对空|司利用率是很高了，但是由于各个结点

的链表是不相同的结构，加上要维护结点的度的数值，在运算上就会带来时间上的

损耗。

能否有更好的方法，既可以峨少空指针的浪费又能使结点结构相同。

仔细观察，我们为了要遍历整棵树，把每个结点放到一个顺序存储结构的数组中

是合理的，但每个结点的孩子有多少是不确定的，所以我们再对每个结点的孩子建立

一个单链表体现它们的关系。

这就是我们要讲的孩子表示法。 具体办法是，把每个结点的孩子结点排列起来，

以单链表作存储结构，则 n 个结点有 n 个孩子链表，如果是叶子结点则此单链表为
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空。然后 n 个头指针又组成一个线性衰，采用顺序存储结构，存放进一个一维数组

中，如图 6-4-4 所示。

下4孟 data r.ruchìld 由Ud ntx'l 

00 6-4-4 

为此，设计两种结点结构， 一个是孩子链表的孩子结点，如表 6中7 所示。

褒 6-4-7

l child I next 

其中 chiìl 是数据域，用来存储某个结点在表头数组中的下标。 ne.xt 是指针域，用

来存储指向某结点的下一个孩子结点的指针。

另一个是表头数组的表头结点，如表 6牛8 所示。

我6-4-8

| da饲 I firstchlld I 

其中 也1a 是数据域，存储某结点的数据信息。 firstch描 是头指针域， 存储该结点

的孩子链表的头指针。

以下是我们的孩子表示法的结构定义代码。

/*树的孩子表示法结构定义忖

tdefine M主X TREE SIZE .100 

typedef st~uct CTNode/ * 孩子结点 V

i n t child; 

struct 、CTNode *next: 
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} *ChildFtr; 

typedef struct 川 在头结构 */

TElemType data; 

Chil'dPtr Ïirstctìild: 

J CTBox ; 

typedef struct /*树结构 '"'/

CTBox nOdeS[MAX_TREE_S工 ZE]; /*结点数组 * /

int r , n; / * 禄的位置和结点.ft. */ 

} CTree; 

第 61脏树

这样的结构对于我们要查找某个结点的某个孩子，或者找某个结点的兄弟，只需

要查找这个结点的孩子单链表即可。对于遍历整棵树也是很方便的，对头结点的数组

循环即可。

但是，这也存在着问题，我如何知道某个结点的双亲是谁呢?比较麻烦，需要整

棵树遍历才行，难道就不可以把双亲表示法和孩子表示法综合一下吗?当然是可以。

如图 6.4.5 所示。

下标 dlIta parmt !icstthUd 由IId n回巴

-一-+ 0

图 6-4-5

我们把这种方法称为双亲孩子表示法，应该算是孩子表示法的改进。至于这个表

示法的具体结构定义，这里就略过，留给同学们自己去设计了。
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6 .4 . 3 孩子兄弟表示法

刚才我们分别从双亲的角度和从孩子的角度研究树的存储结构，如果我们从树结

点的兄弟的角度又会如何呢? 当然，对于树这样的层级结构来说，只研究结点的兄弟

是不行的，我们观察后发现， 任意一棵树， 宫的结点的第一个孩子如果存在就是唯一

的，它的右兄弟如果存在也是唯一的。 因此，我们设置两个指针， 分别指向该结点的

第一个孩子和此结点的右兄弟。

结点结构如表 6-4-9 所示。

'1: 6-4-9 

|data I firstchild I rightsib 

其中 也U 是数据域， 自rstchikl 为指针域，存储该结点的第一个孩子结点的存储地

址， rightsib 是指针域，存储该结点的右兄弟结点的存储地址。
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结构定义代码如下。

/*树的孩子元，弟农示法结构定义 * /

typedef struct CSNode 

TE~emType data; 

struct CSNode *firstchil d , *rightsib; 

} CSNode，'伽CSTree;

对于图 6斗1 的树来说，这种方法实现的示意图如图 6-4-6 所示。

阁 6-4-6
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这种表示法，给查找某个结点的某个孩子带来了方便，只需要通过 fistchii:l 找到

此结点的长子，然后再通过长子结点的 rightsib 找到它的二弟，接着一直下去，直到

找到具体的孩子。当然，如果想找某个结点的双亲，这个表示法也是有做陷的，那怎

么办呢?

呵呵，对，如果真的有必要，完全可以再增加一个 p盯ent 指针域来解决快速查找

双亲的问题， 这里就不再细谈了 。

其实这个表示法的最大好处是官把一棵复杂的树变成了一棵二叉树。我们把图

6-4-6 变变形就成了图 6牛7 这个样子。

阁 6-4-7

这样就可以充分利用二叉树的特性和算法来处理这棵树了 。 嗯?有人间， 二叉树

是什么?哈哈， 别急，这正是我接下来要重点讲的内容。

6.5 二叉树的定义

现在我们来做个游戏，我在纸上已经写好了一个 100 以内的正整数数字，请大家

想办法猜出我写的是哪一个?注意你们猪的数字不能超过 7 个 ， 我的回答只会告诉你

是"大了"或"小了气
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这个游戏在一些电视节目中，猜测一些商品的定价时常会使用 e 我看到过有些人

是一点一点的数字累加的，比如 5、 10、 15 、 20 这样猜，这样的猜数策略大低级了 ，

显然是没有学过数据结构和算法的人才做得出的事。

其实这是一个很经典的折半查找算法。如果我们用图 6-5-1 (下三层省略)的办

法，就一定能在 7 次以内，猜出结果来。

图 6-5- 1

由于是 100 以内的正整数，所以我们先猜 50 (100 的一半)，被告之"大了气于

是再猜 25 (50 的一半)，被告之"小了气再猜 37 ( 25 与 50 的中间数) ，小了，于

是猜 43 ， 大了， 40，大了， 38，小了， 39，完全正确。过程如表 6-5~1 所示。

袋 6-5-1

我们发现，如果用这种方式进行查找，效率高得不是一点点。对于折半查找的详

细讲解，我们后面章节再说。不过对于这种在某个阶段都是两种结果的情形，比如开

和关、 0 和 1、真和假、上和下、对与错，正面与反面等， 都适合用树状结构来建

模，而这种树是一种很特殊的树状结构，叫做二叉树。

二叉树( Bina叩 Tree) 是 n(n ""O) 个结点的有限靠舍，壤黛合

或者为空集(称为空二叉树)，戴着自-个根结点和两楝互不相聋

的、分别称为根结点的左子树和右子树的二叉树组成。

因 6-5-2 就是一棵二叉树。 而图 6-2..1 的树，因为 D 结点有三个子树，所以色不

是二叉树。
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图 6-5-2

6.5. 1 二叉树特点

二叉树的特点有:

• 每个结点最多有两棵子树，所以二叉树中不存在度大于 2 的结点.注意不是

只有两棵子树，而是最多有.没有子树或者有一棵子树都是可以的.

• 左子树和右子树是有顺序的，次序不能任意颠倒。就像人是双手、双脚，但

显然左手、左脚和右手、右脚是不一样的，右手戴左手套、右脚穿左鞋都会

极其别扭和难受。

• 即使树中某结点只有一棵子树，也要区分它是左子树还是右子树. 图 6-5-3

中，树 1 和树 2 是同一棵树，但它们却是不同的二叉树。 就好像你一不小

心，摔伤了手，伤的是左手还是右手，对你的生活影响度是完全不同的。

♂ 飞
树1 树2

图 6-S-3

二叉树具有五种基本形态:

1. 空二叉树。

2. 只有一个根结点。
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3 . 根结点只有左子树。

4 . 根结点只有右子树。

5 . 根结点既有左子树又有右子树。

应该说这五种形态还是比较好理解的 ， 那我现在问大家，如果是有三个结点的

树，有几种形态?如果是有三个结点的二叉树，考虑一下，又有几种形态?

若只从形态上考虑，三个结点的树只有两种情况，那就是图 6-5-4 中有两层的树 1

和有三层的后四种的任意一种，但对于二叉树采说， 由于要区分左右，所以就演变成

五种形态，树 2 、 树 3 、 树 4 和树 5 分别代表不同的二叉树。

树l 树2 树3 树4 树5

留 6-5-4

6.5.2 特殊二叉树

我们再来介绍一些特殊的二叉树。这些树可能暂时你不能理解官有什么用处，但

先了解一下，以后会提到官们的实际用途。

1. 斜树

顾名思义，斜树一定要是斜的，但是往哪斜还是有讲究。 所有的结点都只有左子

树的二叉树叫左斜树。所有结点都是只有右子树的二叉树叫右斜树。这两者统称为斜

树。因 6-5-4 中的树 Z 就是左斜树，树 5 就是右斜树。 斜树有很明显的特点，就是每

一层都只有一个结点，结点的个数与二叉树的深度相同。

有人会想，这也能叫树呀， 与我们的统性表结构不是一样吗。对的，其实线性表

结构就可以理解为是树的一种极其特殊的表现形式。

2. 满二叉树

苏东坡曾有词云 u人有悲欢亮合，月有阴精圆缺，此事古难全'。意思就是完美

是理想，不完美才是人生。 我们通常举的例子也都是左高右低、参差不齐的二叉树。

那是否存在完美的二叉树呢?
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嗯， 有同学已经在空中手指比划起来。对的，完美的二叉树是存在的.

在一棵二叉树中，如果所有分支结点都存在左子树和右子树，并且所有叶子都在

同一层上，这样的二叉树称为满二叉树。

图 6-5-5 就是一棵精二叉树，从样子上看就感觉色很完美。

回 6-5-5

单是每个结点都存在左右子树，不能算是满二叉树，还必须要所有的叶子都在同

一层上，这就做到了整棵树的平衡。因此，满二叉树的特点有 :

( 1) 叶子只能出现在最下一层。出现在其他层就不可能达成平衡。

(2 ) 非叶子结点的度一定是 2。否则就是"缺胳膊少腿" 了。

(3) 在同样深度的二叉树中，满二叉树的结点个数最多，叶子数最多。

3 . 完全二叉树

对一棵具有 n 个结点的二叉树按层序编号，如果编号为 i (l<:i<n) 的结点与同

样深度的满二叉树中编号为 i 的结点在二叉树中位置完全相同，则这棵二叉树称为完

全二叉树，如图 6-5-6 所示。

图 6-5-6

这是一种有些理解难度的特殊二叉树。

首先从字面上要区分， ee完全n 和 "满"的差异，满二叉树一定是一棵完全二叉

树，但完全二叉树不一定是满的。
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其次 ， 完全二叉树的所有结点与同样深度的满二叉树，它们按层序编号相同的结

点 ， 是一一对应的。这里有个关键词是按层序编号.像图 6-5-7 中的树 1 ，因为 5 结点

没有左子树，却有右子树，那就使得按层~编号的第 10 个编号空档了。同样道理，图

6-5-7 中的树 2，由于 3 结点没有子树，所以使得 6、 7 编号的位置空挡了。图 6-5-7

中的树 3 又是因为 5 编号下没有子树造成第 10 和第 11 位置空档。只有图 6-5-6 中的

树，尽管它不是满二叉树，但是编号是连续的，所以它是完全二叉树。

① 

树! 树2

树3

图6-5-7

从这里我也可以得出一些完全二叉树的特点:

(1 ) 叶子结点只能出现在最下两层。

(2 ) 最下层的叶子一定集中在左部连续位置。

( 3) 倒数二层，若有叶子结点，一定都在右部连续位置。

(4) 如果结点度为 1，则该结点只有左孩子，即不存在只有右子树的情况。

(5) 同样结点数的二叉树，完全二叉树的深度最小。

从上面的例子，也给了我们一个判断某二叉树是否是完全二叉树的办法，那就是

看着树的示意图，心中默默给每个结点按照满二叉树的结构逐层顺序编号，如果编号

出现空挡，就说明不是完全二叉树，否则就是。
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6.6 二叉树的性质

二叉树有一些需要理解并记住的特性，以便于我们更好地使用它。

6.6.1 二叉树性质 1

性质 1 :在二叉树的第 i层上至多有 21-1个结点 (i> 1 ) 。

这个性质很好记忆，观察一下图 6-5-5。

第一层是根结点，只有一个，所以 211- t=20=1 。

第二层有两个. 22- 1=21=2。

第三层有四个 . 23- 1=22斗。

第四层有八个 • 24-1=23=8 。

第 6章树

通过数据归纳法的论证，可以很容易得出在二叉树的第 i 层上至多有 2i-1 个结点

( i ;;;. l ) 的结论。

6.6.2 二叉树性质 2

性质 2: 深度为 k 的二叉树至多有 2飞1 个结点 (k :> l) 。

注意这里一定要看清楚，是 2k 后再减去 1，而不是 2k寸。以前很多同学不能完全

理解，这样去记忆，就容易把性质 2 与性质 1 给弄混淆了。

深度为 k 意思就是有 k层的二叉树，我们先来看看简单的。

如果有一层，至多 1=20- 1 个结点。

如果有二层，至多 1+2=3=22-1 个结点。

如果有三层，至多 1+2+4=7=23-1 个结点。

如果有四层 ， 至多 1+2叫咱=15=24- 1 个结点。

通过数据归纳法的论证，可以得出，如果有 k 层，此二叉树至多有 2k-l 个结

点。

6.6.3 二叉树性质 3

性质 3: 对任何一棵二叉树 T，如果其终端结点数为岛，度为 2 的结点数为龟，
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则 no=na+ 1 。

终端结点数其实就是叶子结点数，而一棵二叉树， 除了叶子结点外，剩下的就是

度为 1 或 2 的结点数了，我们设 01 为度是 1 的结点数。 则树 T 结点总数
n=00+01+n2。

比如图 6-6-1 的例子，结点总数为 10 ，宫是由 A、 B 、 c、 D 等度为 2 结点， F、

G、 日、 l 、 } 等度为 0 的叶子结点和 E 这个度为 1 的结点组成。 总和为 4+1+5=10 。

00 6-6-1 

我们换个角度，再数一数宫的连接线澈，由于根结点只有分支出去，没有分支进

入，所以分支线总数为结点总数减去 1. 图 6-6-1 就是 9 个分支。对于 A、 8、 C、 D

结点来说，官们都有两个分支线出去，而 E 结点只有一个分支线出去。 所以总分支线

为 4x 2+1 X 1=9 。

用代数表达就是分支线总数=0 - 1=n1 + 202 . 因为刚才我们有等式 n=00+ n1 + 

阳，所以可推导出 00+ 01 + n2- 1= 01+2n2. 结论就是 no=n2+ 1 。

6 .6.4二叉树性质 4

性质 4: 具有 n 个结点的完全二叉树的深度为1I092n J + 1 ( LxJ表示不大于直的

最大整数)。

由满二叉阔的定义我们可以知道 ， 深度为 k 的满二叉树的结点敬 n 一定是 2问。

因为这是最多的结点个数 。 那么对于 0=2k -1 倒推得到满二叉树的度数为

k=k>g2(n +巧，比如结点数为 15 的满二叉树，度为 4.

完全二叉树我们前面已经提到，宫是一棵具有 n 个结点的二叉树，若按层序编号

后其编号与同样深度的满二叉树中编号结点在二叉树中位置完全相同，那它就是完全

二叉树。 也就是说，它的叶子结点只会出现在最下面的两层。
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宫的结点数一定少?等于同样度数的满二叉树的结点数 2k- t ，但一定多于 2的

- 1 0 即满足 2k- 1-1<n:::三2k-1 . 由于结点数 n 是整数， n:::三2k-1 意味着 n<2k ， n > 

2k-1- 1，意味着 n222k-1，所以 2k-t ::::;; n<纱，不等式两边取对数，得到公1运k>g2n<

k，而 k作为度数也是整数，因此 k=Lbg2nJ+1 .

6.6.5 二叉树性质 5

性质 5: 如果对一棵有 n 个结点的完全二叉树(其深度为lbg20J+1 ) 的结点按层

序编号(从第 1 层到第 1I0g20J叫 层，每层从左到右) ，对任一结点 i ( 1 ... ζ i<n) 

有:

1. 如果 i=1 ，则结点 i 是二叉树的棍，无双亲;如果i>1，则其双亲是结点

Li/2J 。

2 . 如果 2i河，则结点 i 无左孩子(结点 i 为叶子结点);否则其左孩子是结点

2i。

3 . 如果 2i+1>o，则结点 i 无右孩子;否则其右孩子是结点2i吐。

我们以图 6-6-2 为例，来理解这个性质。这是一个完全二叉树，度为 4，结点总数

是 10.

7 

自ËI 6-6-2 

对于第一条来说是很显然的， i=l 时就是根结点。 i>1 时，比如结点 7，色的双亲

就是L7/2J=3 ， 结点 9，它的双亲就是L9/2J斗。

第二条， 比如结点 6，因为 2X6=12 超过了结点总数 10 ，所以结点 6 元左孩子 ，

它是叶子结点。 同样，而结点 5 ， 因为 2XS=10 正好是结点，总数 10，所以它的左孩子

是结点 10。

第三条，比如结点 5，因为 2X5+1=l1，大于结点总数 10，所以它无右孩子。 而

结点 3 ，因为 2X 3吐=7 小于 10，所以宫的右孩子是结点 7。
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二叉树的存储结构6.7 

6 . 7.1 二叉树顺序存储结构

前面我们已经谈到了树的存储结构，并且谈到顺序存储对树这种一对多的关系结

构实现起来是比较困难的。但是二叉树是一种特殊的树，由于它的特殊性，使得用顺

序存储结构也可以实现。

二叉树的顺序存储结构就是用一维数组存储二叉树中的结点，井且结点的存储位

置，也就是数组的下标要能体现结点之间的逻辑关系，比如~亲与孩子的关系，左右

兄弟的关系等。

先来看看完全二叉树的顺序存储，一棵完全二叉树如图 6平1 所示。

因 6-7- 1

将这棵二叉树存入到数组中，相应的下标对应其同样的位置， 如图 6平2 所示。

AU 

VJ 

噜•••

• I 9 8 

H 

下标: 1 2 3 4 5 6 7 

AI Bl c l n l EI FIG I 

这下看出完全二叉树的优越性来了吧。由于它定义的严格， 所以用顺序结构也可

以表现出二叉树的结构来。

图 6-7-2

当然对于一般的二叉树，尽管层序编号不能反映逻辑关系，但是可以将其按完全

二叉树编号，只不过，把不存在的结点设置为"^"而已。如图 6平3，注意浅色结

点表示不存在。
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AU
-
rf 
-
YJ 

l
E 

n
y

-
A

八

8
-A 

7
-
G 

3 4 5 6 

c l 八 1 E 1 八
下栋 1 2 

AT豆

图 6-7-3

考虑一种极端的情况，一棵深度为 k 的右斜树，它只有 k 个结点，却需要分配 2k-l

个存储单元空间，这显然是对存储空间的浪费 ， 例如图 6平4 所示。所以，顺序存储

结构一般只用于完全二叉树。

下标 . 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1l 12 13 14 15 

A I 八 1 B 1 ^ 1 ^ I 八 I c I 八 | 八|八 | 八 | 八|八|八 I D

因 6-7-4

6.7.2 二叉链表

既然顺序存储适用性不强，我们就要考虑链式存储结构。 二叉树每个结点最多有

两个孩子，所以为官设计一个数据域和两个指针域是比较自然的想法， 我们称这样的

链表叫做二叉链衰。结点结构图如表 6-7-所示。

.6-7-1 

l Ich i1d I data I rchUd I 

其中 也臼 是数据域 ) Jchiki 和 民hill 都是指针域，分别存放指向左孩子和右孩子的
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指针。

以下是我们的二叉链袤的结点结构定义代码。

户二叉树的二支键-*-结点结构定义"/

typedef struct BiTNode /*给点结构 村

TElemTnre data; /*给点ft<t睡*/

struct Bi_TNode <i'lchild, *rchild; 户左右孩子抬价忖

} BiTNode, *BLTreej 

结构示意图如圈 6平5 所示e

图 6-7-5

就如同树的存储结构中讨论的一样，如果有需要，还可以再增加一个指向其双亲

的指针域，那样就称之为三叉链表。由于与树的存储结构类似，这里就不详述了。

6.8 遍历二叉树

6.8.1 二叉树遍历原理

假设，我手头有 20 张 100 元的和 2000 张 1 元的奖券，同时洒向了空中，大家

比赛看谁最终捡的最多。如果是你，你会怎么做?

相信所有同学都会说， 一定先捡 100 元的。道理非常简单，因为捡一张 100 元等

于 1 元的捡 100 张，效率好得不是一点点。所以可以得到这样的结论，同样是捡奖

券，在有限时间内，要达到最高效率，次序非常重要。对于二叉树的遍历来讲，次序
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同样显得很重要。

二叉树的遍历( trave陪ing bina叩 tree ) 是指从根结点出发，按照

某种次序依次访问二叉树中所有结点.使得每个结点被访问-次

旦仅被访问一次。

这里有两个关键词:访问和次序。

第 6意树

访问其实是要根据实际的需要来确定具体做什么，比如对每个结点进行相关计

算 ， 输出打印等，包算作是一个抽象操作。在这里我们可以简单地假定就是输出结点

的数据信息。

二叉树的遍历次序不同于线性结构，最多也就是从头至尾、循环、双向等简单的

遍历方式。树的结点之间不存在唯一的前驱和后继关系，在访问一个结点后，下一个

被访问的结点面临着不同的选择。 就像你人生的道路上，高考填志愿要面临哪个城

市、哪所大学、具体专业等选择，由于选择方式的不同，遍历的次序就完全不同了。

> l L E TS 
REF昭JEJE

图 6-8-1

6.8.2 二叉树遍历方法

二叉树的遍历方式可以很多，如果我们限制了从左到右的习惯方式，那么主要就

分为四种 :

1.前序遍历

规则是若二叉树为空，则空操作返回，否则先访问根结点，然后前序遍历左子

树， 再前序遍历右子树。如图 6-8-2 所示，遍历的顺序为: ABDGHCEI F。
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2. 中序遍历

规则是若树为空，则空操作返回，否则从根结点开始(注意并不是先访问根结

点) ，中序遍历根结点的左子树，然后是访问根结点，最后中序遍历右子树。 如图 6-8-3

所示， 遍历的顺序为 : GDHBAEICF。

图 6-8-3

3. 后序遍历

规则是若树为空，则空操作返回，否则从左到右先叶子后结点的方式遍历访问左

右子树，最后是访问根结点。 如图 6品4 所示i 遍历的顺序为.: GHDBIEFCA o 
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图6-8-4

4 . 层序遍历

规则是若树为空， 则空操作返回，否则从树的第一层，也就是根结点开始访问，

从上而下逐层遍历，在同一层中 ， 按从左到右的颇用才结点逐个访问。如图 6-8-5 所

示，遍历的顺序为: ABCDEFGHL. 

因 6-8-5

有同学会说，研究这么多遍历的方法干什么呢?

我们用图形的方式来表现树的结构，应该说是非常直观和容易理解，但是对于计

算机来说，它只有循环、判断等方式来处理，也就是说，它只会处理线性序列，而我

们刚才提到的四种遍历方法，其实都是在把树中的结点变成某种意义的线性序列，这

就给程序的实现带来了好处。

另外不同的遍历提供了对结点依次处理的不同方式，可以在遍历过程中对结点进

行各种处理。
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6.8.3 前序遍历算法

二叉树的定义是用递归的方式，所以，实现遍历算法也可以采用递归，而且极其

简洁明了 。 先来看看二叉树的前序遍历算法。代码如下:

户二又树的前)f遮历递归算法 *1

void PreOrqerTraverse < B_iTree T) 

if (T=NOLL) 

return; 
p r-intt ( "毡C" I T- >data) ;户显示给点数据.可以更lt_为其他，对结点操作 V

PreOrde.rTraverse (T- ;>lchild ) ; 1 * 再先序造历左子树 V

Pre时derTraverse (T->rchild) ; 户最后先序造历右子树*/

假设我们现在有如图 6-8-6 这样一棵二叉树 T。这树已经用二叉链表结构存储在内

存当中。
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图 6-8-6

那么当调用 PreOrærTraverse (T) 函数时，我们来看看程序是如何运行的。

1.调用 PreOr，企rTraverse (T ) , T 根结点不为 nu1l ，所以执行 printf，打印字母

A，如图 6-8-7 所示。

图 6-8-7
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2. 调用 PreOri也rTraverse (下地hili) :访问了 A 结点的左孩子，不为 null，执行

printf 显示字母 B，如图 6-8-8 所示。

图 6-8-8

3. 此时再次递归调用 PreOr由rTraverse (下>k:hikl) ;访问了 B 结点的左孩子，执

行 printf显示字母 0，如图 6-8-9 所示。

D

吨
图 6-8-9

4 . 再次递归调用 PreOr也rTraverse (下>k:híkl) ;访问了 D 结点的左孩子，执行

printf显示字母 H，如图 6-8-10 所示。

囱 6-8- 10

5 . 再次递归调用 PreOrderTraverse (下>k:hikl) ;访问了 H 结点的左孩子，此时因

为 日结点元左孩子 J 所以 T==null ，返回此函数，此时递归调用
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PreOrærTraverse (T.>rchik1) ;访问了 H 结点的右孩子， príntf 显示字母 K ，

如图 6-8-11 所示。

图 6-8-11

6. 再次递归调用 PreOr也rTraverse (下地hik1 ) ;访问了 K 结点的左孩子 ， K 结点

无左孩子，返回，调用 PreOrderTraverse (下>rchik1) ;访问了 K 结点的右孩

子，也是 null，返回。于是此函数执行完毕，返回到上一级递归的函数(即

打印 日 结点时的函数)，也执行完毕，返回到打印结点 D 时的函数，调用

PreOrderTraverse (T->rchild) ;访问了 D 结点的右孩子，不存在，返回到 B

结点，调用 PreOrderTraverse (T->rchild) ;找到了结点 E，打印字母 E，如图

6-8-12 所示。

图 6-8- 12

7. 由于结点 E 投有左右孩子，返回打印结点 B 时的递归函数，递归执行完毕，

返回到最初的 PreOrderTraverse ，调用 PreOrderTraverse 口~>rchild) ;访问结

点 A 的右孩子，打印字母 C，如困 6品13 所示。
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阁 6-8-1 3

8. 之后类似前面的递归调用，依次继续打印 F、 I、 G、1， 步骤略。

综上，前序遍历这棵二叉树的节点顺序是 : ABDHKECFIG) . 

6.8.4中序遍历算法

那么二叉树的中序遍历算法是如何呢?哈哈，别以为很复杂，它和前序遍历算法

仅仅只是代码的顺序上的差异。

/*二又树的中Jf-造历递归算法 * 1

void InOrderTraverse (BiTree T) 

if (T~=NllLL) 

retur.n; 

InOrderTraverse (T->lchild) ;川中序造历左子树 V

printf ( "屯c" ， T→data)' ; /食显示给点.据.可以支改为其他，对结，占、操作 V

lnOrderTraverse (T• rchild) ; 户 最后中序造历z苗子树*/

换句话说，它等于是把调用左孩子的递归函数提前了，就这么简单。 我们来看看

当调用 InOr也rTraverse (T) 函数时，程序是如何运行的。

1. 调用 InOrærTraverse (T) , T 的根结点不为 null，于是调用 lnOrærTraverse

(T->lchi剖) ;访问结点 B。 当前指针不为 null，继续调用 inOrderTraverse (下〉

Ichikl) ;访问结点 D。不为 null ，继续调用 InOrderTraverse (T->lchikl) ;访问

结点 H. 继续调用 InOrærTraverse (下>lchili) ;访问结点 H 的左孩子，发现

当前指针为 null ， 于是返回。 打印当前结点日，如图 6-8-14 所示。
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图 6-8-14

2. 然后调用 LnOrderTraverse (下>rchild) ;访问结点 H 的右孩子 K，因结点 K 无

左孩子，所以打印 K，如图 6-8-15 所示。

图 6-8-15

3. 因为结点 K 没有右孩子，所以返回。打印结点 H 函数执行完毕，返回。打印

字母 D，如图 6-8-16 所示。

K 

图 6-8- 16

4 . 结点 D 无右孩子， 此函数执行完毕，返回。 打印字母 8 ， 如图 6品17 所示。
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因 6-8- 17

5 . 调用 InOrderTraverse (1二月chìki) ;访问结点 B 的右孩子 E，因结点 E 无左孩

子，所以打印 E，如图 6-8-18 所示。

H 

K 

阁 6-8- 1 8

6 . 结点 E 无右孩子，返回。 结点 8 的递归函数执行完毕，返回到了最初我们调

用 InOrderTraverse 的地方，打印字母 A，如图 6-8-19 所示。

H 

K 

图 6-8-19

7. 再调用 InOrderTraverse (下>rcb:剧) ;访问结点 A 的右孩子 C，再递归访问结

点 C 的左孩子 F，结点 F 的左孩子 l。因为 l 无左孩子，打印 1，之后分别打印

F、 C、 G 、 I。步骤省略。

综上，中序遍历这棵二叉树的节点顺序是: HKDBEAIFCGj。
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6.8.5 后序遍历算法

那么同样的，后序遍历也就很容易想到应该如何写代码了。

户 二又树的后序造历递归算法*/

void PostO'rder 'J'raverse (B土Tree T) 

if (T~NOLL) 

return; 

Pos.tOrderTraverse (T->lchild) ;户先后序造历左子树 W

PostOrderTraverse (T->rchild) ;川再后....造历3由于树*/

printf ( " %,ç", T->data) ; / * ~示给点敛糖，可以吴放为其他对优惠操作 */

如图 6品20 所示，后序遍历是先递归左子树，由根结点 A→B→D→H，结点 H 无

左孩子，再查看结点 H 的右孩子 K，因为结点 K 无左右孩子，所以打印 K，返回。

图 6-8-20

最终，后序遍历的结点的顺序就是: KHDEBIFJGCA。同学们可以自己按照刚才的

办法得出这个结果。

6 .8 .6 推导遍历结果

有一种题目为了考查你对二叉树遍历的掌握程度，是这样出题的。已知一棵二叉

树的前序遍历序列为 ABCDEF ， 中序遍历序列为 CBAEDF，请问这棵二叉树的后序遍

历结果是多少?

对于这样的题目，如果真的完全理解了前中后序的原理，是不难的。

三种遍历都是从根结点开始，前序遍历是先打印再递归左和右。所以前序遍历序

列为 ABCDEF ， 第一个字母是 A 被打印出来，就说明 A 是根结点的数据。再由中序遍
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历序列是 CBAEDF，可以知道 C 和 B 是 A 的左子树的结点， E、 D、 F 是A 的右子树的

结点，如图 6-8-21 所示。

图 6-8-21

然后我们看前序中的 C 和 B ， 它的顺序是ABιD町，是先打印 B 后打印 C，所以 8

应该是 A 的左孩子，而 C 就只能是 B 的孩子，此时是左还是右孩子还不确定。再看中

序序列是 .cBAEDF ， C 是在 B 的前面打印，也就说明 C 是 B 的左孩子，否则就是右孩

子了，如图 6-8-22 所示。

图6-8-22

再看前序中的 E、 D 、 F，它的)1民序是 ABCD.匠，那就意味着 D 是 A 结点的右孩

子 ， E 和 F 是 D 的子孙，注意，它们中有一个不一定是孩子，还有可能是孙子的。 再

来看中序序列是 CBA.ED.f，由于 E 在 D 的左侧，而 F 在右侧，所以可以确定 E 是 D

的左孩子 ， F 是 D 的右孩子。因此最终得到的二叉树是图 6-8-23 所示。

因 6-8-23

为了避免推导中的失误，你最好在心中递归遍历，检查一下这棵树的前序和中序

遍历序列是否与题目中的相同。

已经复原了二叉树，要获得它的后序遍历结果就是易如反掌，结果是 CBEFDA .

但其实，如果同学们足够熟练，不同画这棵二叉树，也可以得到后序的结果，因

185 



l束:画 .

为刚才判断了 A 结点是根结点，那么它在后序序列中 ， 一定是最后一个。刚才推导出

C 是 B 的左孩子，而 B 是 A 的左孩子，那就意味着后序序列的前两位一定是 CB。 同

样的办法也可以得到 EFD 这样的后序顺序，最终就自然的得到 CBEFDA 这样的序列，

不用在草稿上面树状图了。

反过来，如果我们的题目是这样 : 二叉树的中序序列是 ABCDEFG，后序序列是

BDCAFGE ，求前序序列。

这次简单点，由后序的 BDCAPGE，得到 E 是根结点，因此前序首字母是 E。

于是根据中序序列分为两棵树 ABCD 和 町，由后序序列的 WH:AFGE ， 知道 A 是

E 的左孩子，前序序列目前分析为 EAo

再由中序序列的 AIlι.IlEFG ，知道 BCD 是 A 结点的右子孙，再由后序序列的

JmCAFGE 知道 C 结点是A结点的右孩子，前序序列目前分析得到 EAC。

中序序列 AIlC.Ð.EFG ，得到 8 是 C 的左孩子， D 是 C 的右孩子，所以前序序列目

前分析结果为 EACBD .

由后序序列 BDCAfGE ， 得到 G 是 E 的右孩子，于是 F 就是 G 的孩子。如果你是

在考试时做这道题目，时间就是分数、名次、学历，那么你根本不需关心 F 是 G 的左

还是右孩子，前序遍历序列的最终结果就是 EACBDGF。

不过细细分析，根据中序序列 ABCDE，E豆，是可以得出 F 是 G 的左孩子。

从这里我们也得到两个二叉树遍历的性质。

• 己知前序遍历序列和中序遍历序列，可以唯一确定一棵二叉树。

• 已知后序遍历序列和中序遍历序列，可以唯一确定一棵二叉树。

但要注意了，已知前序和后序遍历，是不能确定一棵二叉树的， 原因也很简单，

比如前序序列是 ABC，后序序列是 CBA。 我们可以确定 A 一定是根结点，但接下来，

我们无法知道，哪个结点是左子树，哪个是右子树。这棵树可能有如图 6-8-24 所示的

四种可能。

回 6-8-24
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6.9 二叉树的建立

说了半天，我们如何在内存中生成一棵二叉链衰的二叉树呢?树都投有，哪来遍

历。所以我们还得来谈谈关于二叉树建立的问题。

如果我们要在内存中建立一个如图 6牛1 左图这样的树，为了能让每个结点确认

是否有左右孩子，我们对它进行了扩展，变成图 6牛1 右图的样子，也就是将二叉树

中每个结点的空指针引出一个虚结点，其值为一特定值，比如 U#"。我们称这种处理

后的二叉树为原二叉树的扩展二叉树。扩展二叉树就可以做到一个遍历序列确定一棵

二叉树了。比如图 6-9-1 的前序遍历序列就为 AB#D州C制。

普通二叉树

图 6-9- 1

扩展二叉树

M 
H 

有了这样的准备，我们就可以来看看如何生成一棵二叉树了。假设二叉树的结点

均为一个字符，我们把刚才前序遍历序列 AB#D##C##用键盘挨个输入。实现的算法

如下:

川按箭序输入二叉树中翁，，，、的位 t一个字符 ) * / 
户 #农示空树， 构造二又链求表示二叉树T。 禽 /

void CreateBi Tree (BiTree *T) 

TEJ.e rnType ch; 

scanf (吨c" ， &oh) ; 

if (ch-里'* ' ) 
""T-NULL; 

else 

*T且 (BiTree) malloc (si :zeo'f (BiTNode ) ) ; 

if ( !*T) 

exi主 (0四RFLOW ) ; 
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(叮) ->data...ch; 户生成根结点

CreateB丰Tre'e (在 ("*T) - >lchild) ; 户 构造左子树 v

CreateBiTree (& (叮) ->roh ild) ;户构造右子树*/

其实建立二叉树，也是利用了递归的原理。只不过在原来应该是打印结点的地

方，改成了生成结点、给结点赋值的操作而已。所以大家理解了前面的遍历的话，对

于这段代码就不难理解了。

当然，你完全也可以用中序或后序遍历的方式实现二叉树的建立，只不过代码里

生成结点和构造左右子树的代码顺序交换一下。另外，输入的字符也要做相应的更

改。比如图 6-9-1 的扩展二叉树的中序遍历字符串就应该为#B#D#A#C#，而后序字符

串应该为###DB##CA.

6.10 线索二叉树

6.10. 1 线索二叉树原理

我们现在提倡节约型杜会， 一切都应该节约为本。对待我们的程序当然也不例

外，能不浪费的时间或空间，都应该考虑节省。我们再采观察团 6-10-1 ，会发现指针

域并不是都充分的利用了，有许许多多的<<^"，也就是空指针域的存在，这实在不是

好现象，应该要想办法利用起来。

图6-10-1

首先我们要来看着这空指针有多少个呢?对于一个有 n 个结点的二叉链衰，每个

结点有指向左右孩子的两个指针域，所以一共是 2n 个指针域。而 n 个结点的二叉树
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一共有 n- 1 条分支线数，也就是说，其实是存在 2n一 (n- 1) 吨+1 个空指针域。

比如图 6-10-1 有 10 个结点，而带有"八'空指针域为 11 .. 这些空间不存储任何事

物，白白的浪费着内存的资源。

另一方面，我们在做遍历时，比如对图 6-10-1 做中序遍历时，得到了

HDl8JEAFCG 这样的字符序列，遍历过后，我们可以知道，结点 l 的前驱是 D，后继

是 8 ， 结点 F 的前驱是 人 后继是 C。也就是说 ， 我们可以很清楚的知道任意一个结

点，它的前驱和后继是哪一个。

可是这是建立在已经遍历过的基础之上的。在二叉链表上，我们只能知道每个结

点指向其左右孩子结点的地址，而不知道某个结点的前驱是谁，后继是谁。要想知

道，必须遍历一次。以后每次需要知道时，都必须先遍历一次。为什么不考虑在创建

时就记住这些前驱和后继呢，那将是多大的时间上的节省。

综合刚才两个角度的分析后，我们可以考虑利用那些空地址，存放指向结点在某

种遍历次序下的前驱和后继结点的地址。就好像 GPS 导航仪一样，我们开车的时候，

哪怕我们对具体目的地的位置一无所知，但它每次都可以告诉我从当前位置的下一步

应该走向哪里。这就是我们现在要研究的问题。我们把这种指向前驱和后继的指针称

为线索，加上线索的二叉链表称为线索链衰，相应的二叉树就.称为线索二叉树

(τhreaded Bina.ry l'ree) 。

请看图 6-10-2 ，我们把这棵二叉树进行中序遍历后，将所有的空指针域中的

rchi恼，改为指向宫的后继结点。于是我们就可以通过指针知道 H 的后继是 D (阁中

(), ( 的后继是 8 (图中②)， J 的后继是 E (图中③)， E 的后继是 A (图中④)， F 的

后继是 C (图中⑤)， G 的后继因为不存在而指向 NULL (图中⑥)。此时共有 6 个空指

针域被利用。

\、

阁 6-10-2
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再看图 6-10-3，我们将这棵二叉树的所有空指针域中的 Ichild ， 改为指向当前结点

的前驱。因此 日 的前驱是 NULL (图中①)， 1 的前驱是 D (图中②)， J 的前驱是 B

(图中③)， F 的前驱是 A (图中④)， G 的前驱是 c (图中⑤)。 一共 5 个空指针域被利

用，正好和上面的后继加起来是 11 个。

\ , 

回 6-10-3

通过图 6-10-4 (空心箭头实线为前驱， 虚线黑箭头为后继) ，就更容易看出，其实

线索二叉树，等于是把一棵二叉树转属变成了一个双向链表，这样对我们的插入删除结

点、查找某个结点都带来了方便。所以我们对二叉树以某种次序遍历使其变为线索二

叉树的过程称做是线索化。

因 6- 10-4

不过好事总是多磨的，问题并没有彻底解决。我们如何知道某一结点的 协iki 是指

向宫的左孩子还是指向前驱? rchiki 是指向右孩子还是指向后继?比如 E 结点的 Ichild

是指向它的左孩子 J， 而 rchiki 却是指向色的后继 A. 显然我们在决定 Ichiki 是指向

左孩子还是前驱， rchíld 是指向右孩子还是后继上是需要一个区分标志的。因此，我

们在每个结点再增设两个标志域 ltag 和 rtag，注意 ltag 和 rtag 只是存放 0 或 1 数字

的布尔型变里，其占用的内存空间要小于像 Jchiki 和 rchi阔 的指针变量。结点结构如
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表 6-10-1 所示.

褒 6-10-1

lchild ltag data rta阜 民hild

其中 :

• ]tag 为 0 时指向该结点的左孩子，为 1 时指向该结点的前驱。

• rtag为 0 时指向该结点的右孩子，为 1 时指向该结点的后继.

• 因此对于图 6-10-1 的二叉链袤圈可以修改为图 6-10-5 的样子。

因 6- 10-5

6 . 10.2 线索二叉树结构实现

由此二叉树的线索存储结构定义代码如下 :

户二又树的二叉童提余存储结构定义*/

typedef enullt {Link, Thread} PointerTag; 户 Link~O 表示指向左右孩子指针*/

/食 Thread==l 表示指向前驱AI..后继的线余*/

typedef st'ruct BiThrNode /*二叉线索存储量幸点结构*/

TElernType data; /禽给点数据*/

struct B.iThrNode *lchild, 句。!hild; /*左右孩子非旨针忖

PointerTag LTag; 

PöinterTag RTag; /*左右标志*/

} BiThrNode , *BiT，hrTre~; 

线索化的实质就是将二叉链表中的空指针改为指向前驱或后继的线索。 由于前驱

和后继的信息只有在遍历该二叉树时才能得到，所以线索化的过程就是在遍历的过程
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中修改窒指针的过程。

中序遍历线索化的递归函数代码如下:

BiThrTree plõe<;川全局变囊， 始终指向刚刚访问过的'tk.奇、.. /

/" 中序边历进行中Jf.线索化../

void InThreading (BiThrTree p) 

if (p) 

InThre'ading ( p->lchild) ; /'1 递归左子树线余化 v

if ( !p->l c:hi1d ) 户没有左孩子 V

p->LTaCJ-Threacl; 

p- >lchildl-pre ; 

if ( 悟r.->rchild )

pre->~agwThr.ad; 

pre->rchilcS-p ; 

preap; 

户前"J且愈*/

'*左孩子指针指向黄瞿禽/

'*由『皿没有~孩子 V

，.后锺线索*/

户前.~孩子指针指禽后M ( 当前'由点 p ) */ 

'*保扮pre 指向 p 钩.. */ 

InThreading (p->r:child) ;户递归右子'曾线索4也会/

你会发现，这代码除加粗代码以外，和二叉树中序遍历的递归代码几乎完全一

样。只不过将本是打印结点的功能改成了线索化的功能。

中间加粗部分代码是做了这样的一些事。

if ( !p->k:hikl) 表示如果某结点的左指针域为空，因为其前驱结点刚刚访问过，贼

值给了 pre，所以可以将 pre 赋值给 p-地hikl，并修改 p->LTag;=四read (也就是定义

为 1 ) 以完成前驱结点的线索化。

后继就要稍稍麻烦一些。因为此时 p 结点的后继还没有访问到，因此只能对它的

前驱结点 pre 的右指针 rchik:l 做判断， if ( lpre->rchikl) 表示如果为空，则 p 就是 pre

的后继，于是 pre->rchikl=p，并且设置 pre->RTag=Thread，完成后继结点的线索化。

完成前驱和后继的判断后，别忘记将当前的结点 p 赋值给 pre，以便于下一次
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第 6章树

使用 。

有了线索二叉树后，我们对官进行遍历时发现，其实就等于是操作一个双向链表

结构。

和双向链表结构一样，在二叉树线索链表上添加一个头结点，如图 6-10-6 所示，

并令其 k:hikl 域的指针指向二叉树的根结点(图中的①)，其 rchik:l 域的指针指向中序

遍历时访问的最后一个结点(图中的②)。反之，令二叉树的中序序列中的第一个结点

中， k:hik:l 域指针和最后一个结点的 rchik:l 域指针均指向头结点(圈中的③和④)。这

样定义的好处就是我们既可以从第一个结点起顺后继进行遍历，也可以从最后一个结

点起j眼前驱进行遍历。

图 6-10-6

遍历的代码如下:

l* T 指向头给点.头量在点左'‘ lchild指向根结点，头结杰、右链 rchild 指向中序遥厉的V

户.后一个结点。 中h-造历二又线舍钝怠-*-示伪二又树 T */ 

1 status InOrderTraverae Thr ( Bi ThrTree T) 

2 

3 

4 

5 

6 

B土ThrTree p; 

p - T->lchιld; 

wh~le (p !- T ) 

/ 禽 p 指向根结点钱/

户 室树*-选历结束时， p--T 禽扩

7 while 句->LTag==Link) /*当 vrag--O 时循环到中JfJf.别第一个结点*/

8 p = p->lchild; 
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9 printf ( ..妇"， p- >cia.ta.) ; /*豆示籍，点数据，可以更改为其他对结点事制宇 V

10 while ( p->RTag--Thread && p->rchild!叮 1

工1

句，
‘

93
a

uτ

区
-
d
p
o

-
-
-
y

在

唱
忐

咱
4
1

·
·

p 量 p->rchi1d;

printf (吨c" ， p->data) ; 

p z . p->r child; / * p 进至其茄子树根"/

1 7 retur n OK; 

18 } 

1. 代码中，第 4 行， p=下>khikl;意思就是因 6-10-6 中的①，让 p 指向根结点开

始遍历。

2 . 第 5~16 行， wbile (pl=T) 其实意思就是循环直到图中的④的出现，此时意

味着 p 指向了头结点，于是与 T 相等 (T 是指向头结点的指针) ，结束循环，

否则一直循环下去进行遍历操作。

3 . 第 7~8 行. wbikl (p->LTag==Link) 这个循环，就是由 A→B→D→H，此时 H

结点的 LTag 不是 Link (就是不等于 时 ，所以结束此循环。

4 . 第 9 行，打印 H。

5 . 第 10~14 行， wbile ( p->RTag==Tbread && p->rchik!I=T) ，由于结点 日 的

RTag==Tbread (就是等于 1) ，且不是指向头结点。因此打印 H 的后继 D，之

后因为 D 的 RTag 是 Link，因此退出循环。

6. 第 15 行， p=p->rcbikl;意味着 p 指向了结点 D 的右孩子 I。

7. ……，就这样不断循环遍历，路径参照图 6-10-4，直到打印出 HDIB}EAFCG ，

结束遍历操作。

从这段代码也可以看出 ， 官等于是一个链表的扫描，所以时间复杂度为 O(叶。

由于它充分利用了空指针域的空间(这等于节省了空间) ，又保证了创建时的一次

遍历就可以终生受用前驱后继的信息(这意味着节省了时间)。 所以在实际问题中， 如

果所用的二叉树需经常遍历或查找结点时需要某种遍历序列中的前驱和后继，那么采

用线索二叉链袤的存储结构就是非常不锚的选择。
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第6意树

6.刊树、森林与二叉树的转换

我之前在网上看到这样一个故事，不知道是真还是假，反正是有点意思。

故事是说联合利华引进了一条香皂包装生产线，结果发现这条生产线有个缺陷:

常常会有盒子里没装入香皂。 总不能把空盒子卖给顾客啊，他们只好请了一个学自动

化的博士设计一个方案来分拣空的香皂盒。博士组织成立了一个十几人的科研攻关小

组，综合采用了机械、微电子、自动化、 X 射线探测等技术，花了几十万，成功解决

了问题。每当生产线上有空香皂盒通过，两旁的探测器会检测到，并且驱动一只机械

孚把空皂盒推走。

中国南方有个乡镇企业也买了同样的生产线，老板发现这个问题后大为先火，找

了个小工来说: 你把这个问题搞定，不然老子炒你就鱼。小工很快想出了办法:他在

生产线旁边放了台风扇猛吹，空皂盒自然会被吹走。

这个故事在网上引起了很大的争议，我相信大家听完后也会有不少的想法。不过

我在这只是想说，有很多复杂的问题都是可以有简单办法去处理的，在于你肯不肯动

脑筋，在于你有没有创新。

我们前面已经讲过了树的定义和存储结构，对于树来说，在满足树的条件下可以

是任意形状，一个结点可以有任意多个孩子，显然对树的处理要复杂得多，去研究关

于树的性质和算法，真的不容易。有没有简单的办法解决对树处理的难题呢?

我们前面也讲了二叉树，尽管它也是树，但由于每个结点最多只能有左孩子和右

孩子，面对的变化就少很多了。因此很多性质和算法都被研究了出来。如果所有的树

都像二叉树一样方便就好了 。 你还别说，真是可以这样做。

四 6-11 -1
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在讲树的存储结构时，我们提到了树的孩子兄弟法可以将一棵树用二叉链表进行

存储，所以借助二叉链衰，树和二叉树可以相互进行转换。从物理结构来看，它们的

二叉链表也是相同的，只是解释不大一样而已。因此，只要我们设定一定的规则，用

二叉树来表示树，甚至表示森林都是可以的， 森林与二叉树也可以互相进行转换。

我们分别来看看官们之间的转换如何进行。

6. 11 . 1 树转换为二叉树

将树转换为二叉树的步骤如下

1. 加线。在所有兄弟结点之间加一条连线。

2. 去钱。对树中每个结点，只保留它与第一个孩子结点的连线，删除色与其他孩

子结点之间的连线。

3. 层次调整。以树的根结点为轴心，将整棵树顺时针旋转一定的角度，使之结构

层次分明。注意第一个孩子是二叉树结点的左孩子，兄弟转换过来的孩子是结

点的右孩子。

例如图 6-11-2 . 一棵树经过三个步骤转换为一棵二叉树。初学者容易犯的错误就

是在层次调整时，弄错了左右孩子的关系e 比如图中 f， G 本都是树结点 B 的孩子，

是结点 E 的兄弟，因此转换后. F 就是二叉树结点 E 的右孩子. G 是二叉树结点 F 的

右孩子。

树 步骤 1 : 给兄弟加线

步骤2: 给除4是平外的孩子去线 步骤3: 层次渴望重

图6- 11-2
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6.11.2 森林转换为二叉树

'自 61脏树

森林是由若干棵树组成的，所以完全可以理解为，森林中的每一棵树都是冗弟，

可以按照兄弟的处理办法来操作。步骤如下:

1. 把每个树转换为二叉树。

2. 第一棵二叉树不动，从第二棵二叉树开始，依次把后一棵二叉树的根结点作为

前一棵二叉树的根结点的右孩子，用线连接起来。当所有的二叉树连接起来后

就得到了由森林转换来的二叉树。

例如图 6-11-3，将森林的三棵树转化为一棵二叉树。

①
|
人UD 

拥有三棵树的森林

J G 

步骤 1:森林中每棵树转换为二叉树

回 6-11-3

步骤2 : 将所有二叉树转换为一棵二叉树

6.11.3 二叉树转换为树

二叉树转换为树是树转换为二叉树的逆过程，也就是反过来做而已。如图 6-11-4

所示。步骤如下:

1. 加线。若某结点的左孩子结点存在，则将这个左孩子的右孩子结点、右孩子的

右孩子结点、右孩子的右孩子的右孩子结点……哈，反正就是左孩子的 n 个
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右孩子结点都作为此结点的孩子。将该结点与这些右孩子结点用线连接起来。

2 . 去钱。删除原二叉树中所有结点与其右孩子结点的连线。

3. 层次调整。使之结构层次分明。

二叉树 步骤 1: 加线

步骤2: 去线 步骤3: 层次调整

回 6- 11 -4

6. 11 .4二叉树转换为森林

判断一棵二叉树能够转换成一棵树还是森林，标准很简单 ， 那就是只要看这棵二

叉树的根结点有没有右孩子，有就是森林，没有就是一棵树.那么如果是转换成森

林，步骤如下:

198 

1. 从根结点开始 ， 若右孩子存在，则把与右孩子结点的连线删除，再查看分离后

的二叉树，若右孩子存在，则连续删除……，直到所有右孩子连线都删除为

止，得到分离的二叉树。

2 . 再将每棵分离后的二叉树转换为树即可.



二叉树

'自 61恒树

cJD(o_ 
D 

步骤1 :寻找右孩子去线

而
丫
人U

步骤2: 将分离的二、叉树转换成树

图6-11-5

6 . 11 .5 树与森林的遍历

最后我们再谈一谈关于树和森林的遍历问题。

树的遍历分为两种方式。

1. 一种是先根遍历树，即先访问树的根结点，然后依次先根遍历棍的每棵子树.

2 . 另一种是后根遍历，即先依次后根遍历每棵子树，然后再访问根结点. 比如图

6-11-4 中最右侧的树，它的先根遍历序列为 ABEFCDG . 后根遍历序列为

EFBCGDA. 

森林的L遍历也分为两种方式:

1.前序遍历: 先访问森林中第一棵树的根结点，然后再依次先根遍历根的每棵子

树，再依放用同样方式遍历除去第一棵树的剩余树构成的森林。比如圈 6-11-5

右侧三棵树的森林，前序遍历序列的结果就是 ABCDEFGHJl.

2 . 后序遍历: 是先访问森林中第一棵树，后根遍历的方式遍历每棵子树，然后再

访问根结点，再依次同样方式遍历除去第一棵树的剩余树构成的森林。 比如阁
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6-11-5 右侧三棵树的森林，后序遍历序列的结果就是 BCDAFE}HIG。

可如果我们对图 6-11-4 的左侧二叉树进行分析就会发现，森林的前序遍历和二叉

树的前序遍历结果相同，森林的后序遍历和二叉树的中序遍历结果相同。

这也就告诉我们， 当以二叉链表作树的存储结构时，树的先根遍历和后根遍历完

全可以借用二叉树的前序遍历和中序遍历的算法来实现。这其实也就证实，我们找到

了对树和森林这种复杂问题的简单解决办法。

6 . 12 赫夫曼树及其应用

6. 1 2. 1 赫夫曼树

"喂，兄弟，最近无聊透顶了，有没有什么书可看? " 

"我这有 《三国溃义》 的电子书，你要不要? n 

'"既生瑜，何生亮。 ， <<三国演义》 好呀，你邮件发给我! n 

"OK! 文件 1M 多大小，好像大了点。我打个包，稍等……哈哈，少了一半，压缩

效果不错呀。"

"太棒了，快点传给我吧。'

口 三卧在义.brt 文本文挡

11 三居渲义.zip WínRAR np 醺文件

图 6-12- 1

1.208 KB 

682 KB 

这是我们生活中常见的对白。现在我们都是讲究敖率的社会，什么都要求速度，

在不能出错的情况下，做任何事情都讲究越快越好。在计算机和互联网技术中，文本

压缩就是一个非常重要的技术。 玩电脑的人几乎都会应用压缩和解压缩软件来处理文

挡。 因为它除了可以减少文档在磁盘上的空间外，还有重要的一点，就是我们可以在

网络上以压缩的形式传输大量数据，使得保存和传递都更加高效。

那么压缩而不出错是如何做到的呢?简单说，就是把我们要压缩的文本进行重新

编码，以战少不必要的空间。尽管现在最新技术在编码上已经很好很强大，但这一切

都来自于曾经的技术积累，我们今天就来介绍一下最基本的压缩编码方法一一赫夫曼

编码。
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'事 6 章制

在介绍赫夫曼编码前，我们必须得介绍赫夫曼树，而介绍赫夫曼树，我们习之得/F

提这样一个人，美国数学家赫夫曼 (David Hu船nan) ，也有的嗣译为哈夫量。他在

1952 年发明了赫夫曼编码，为了纪念他的成就，于是就把他在编码中用到的特殊的二

叉树称之为赫夫曼树，他的编码方法称为赫夫曼编码。也就是说，我们现在介绍的知

识全都来自于近 60 年前这位伟大科学家的研究成果，而我们平时所用的压缩和解压

缩技术也都是基于赫夫曼的研究之上发展而来，我们应该要记住他。

什么叫做赫夫曼树呢?我们先来看一个例子。

过去我们小学、中学一般考试都是用百分制来表示学科成绩的。这带来了一个弊

端，就是很容易让学生、 家长，甚至老师自己都以分取人，让分数代表了一切。有时

想想也对， 90 分和 95 分也许就只是一道题目对错的差距，但却让两个孩子可能受到

完全不同的待遇，这并不公平。于是在如今提倡素质教育的背景下，我们很多的学

科，特别是小学的学科成绩都改作了优秀、良好、中等、及格和不及格这样模糊的词

语，不再通报具体的分数。

不过对于老师来讲，他在对试卷评分的时候，显然不能凭感觉给优良或及格不及

格等成绩，因此一般都还是按照百分制算出每个学生的成绩后，再根据统一的标准换

算得出五级分制的成绩。比如下面的代码就实现了这样的转换。

if (a<60) 

b盟"不及格" ; 

else if (a<70 ) 

b= "及格" ; 

else if (a<80) 

b a: "中等 .. ; 

else if ( a<90 ) 

b- " 良好 " ; 

else 

b- " 优秀It : 

图 6-12-2 粗略看没什么问题，可是通常都认为，一张好的考卷应该是让学生成绩

大部分处于中等或良好的范围，优秀和不及格都应该较少才对。而上面这样的程序，

就使得所有的成绩都需要先判断是否及格，再逐级而上得到结果。输入量很大的时

候，其实算法是有效率问题的。
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图 6- 1 2-2

如果在实际的学习生活中，学生的成绩在 5 个等级上的分布规律如表 6-12-1 所

一一小
褒6-12-1

例

抽
血一比

分
一占所

90-100 

10% 

那么 70 分以上大约占总敏 80%的成绩都需要经过 3 次以上的判断才可以得到结

果，这显然不合理。

有没有好一些的办法，仔细观察发现，中等成绩 (70-79 分之间)比例最高，其

次是良好成绩，不及格的所占比例最少。我们把图 6-12-2 这棵二叉树重新进行分配。

改成如图 6-12-3 的做法试试看。

阁6-12-3

从图中感觉，应该效率要高一些了，到底高多少呢。这样的二叉树又是如何设计

出来的呢?我们来看看赫夫曼大叔是如何说的吧。
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第 6. 树

6.12.2 赫夫曼树定义与原理

我们先把这两棵二叉树简化成叶子结点带权的二叉树，如图 6-12-4 所示。其中 A

表示不及格、 B 表示及格、 C 表示中等、 D 表示良好、 E 表示优秀。每个叶子的分支

线上的数字就是刚才我们提到的五级分制的成绩所占比例数。

/
从ω

6 
qd 

6 斤ω

二叉树a 二叉树b

组 6-12-4

赫夫曼大叔说， 从树中一个结点到另一个结点之间的分支构成两个结点之间的路

径，路径上的分支数目称做路径长度。图 6-12-4 的二叉树 a 中， 根结点到结点 D 的

路径长度就为 4，二叉树 b 中根结点到结点 D 的路径长度为 2。 树的路径长度就是从

树根到每一结点的路径长度之和 。 二 叉树 a 的树路径长度就为

1+1+2+2+3+3+4叫=20。二叉树 b 的树路才告氏度就为 1+2+3+3+2+1+2+2=16 。

如果考虑到带权的结点，结点的带权的路径长度为从该结点到树根之间的路径长

度与结点上权的乘积。树的带权路径长度为树中所有叶子结点的带权路径长度之和。

假设有 n 个权值{WLW2.…，Wn}，构造一棵有 n 个叶子结点的二叉树，每个叶子结点带

权 Wk，每个叶子的路径长度为 lk，我何通常记作，则其中带权路径长度 WPL 最小的

二叉树称做赫夫曼树。 也有不少书中也称为最优二叉树，我个人觉得为了纪念做出巨

大贡献的科学家，既然用他们的名字命名，就应该要坚持用他们的名字称呼，哪怕

"最优"更能体现这棵树的品质也应该只作为别名.

有了赫夫曼对带权路径长度的定义，我们来计算一下图 6-12-4 这两棵树的 WPL

值。

二叉树 a 的 WPL=SX 1+1S X 2+40X 3+30 X 4+10X4=31S 
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注意: 这里 5 是 A 结点的权， 1 是A 结点的路径长度，其他同理。

二叉树 b 的 WiPL=5 X 3+ 15 X 3+40 X 2+30 X 2+ 10 X 2=220 

这样的结果意味着什么呢?如果我们现在有 10000 个学生的百分制成绩需要计算

王级分制成绩，用二叉树 a 的判断方法，需要做 31500 次比较，而二叉树 b 的判断方

法，只需要 22000 次比较， 差不多少了三分之一量，在性能上提高不是一点点。

那么现在的问题就是， 图 6-12-4 的二叉树 b 这样的树是如何构造出来的 ， 这样的

二叉树是不是就是最优的赫夫曼树呢?别急，赫夫曼大叔给了我们解决的办法@

204 

1. 先把有权值的叶子结点按照从小到大的顺序排列成一个有序序列，即:屿 ，

E10 , B15 , 030 , C40。

2 . 取头两个最小权值的结点作为一个新节点 矶的两个子结点 ， 注意相对较小的

是左孩子，这里就是 A 为 矶 的左孩子 ， E 为 Nl 的右孩子，如图 6-12-5 所

示。新结点的权值为两个叶子权值的和 5+10=15 。

3. 将 Nl 替换 A 与 E，插入有序序列中， 保持从小到大排列。 即 : N115 , B15 , 

030 , C40" 

4 . 重复步骤 2. 将 N1 与 B 作为一个新节点 峙的两个子结点。 如图 6-12-6 所

示。 灿的权值=15+15=30 。

应
0~ '~飞①

图 6- 12-5 因 6- 12-6

5 . 将 Nz 替换 Nl 与 B ，插入有序序列中 ， 保持从小到大排列。 即 : Nz30 , 030 , 

C40. 

6 . 重复步骤 2. 将 N2 与 D 作为一个新节点 陀 的两个子结点。 如图 6-12-7 所

示。 灿 的权值=30+30=60 。

7 . 将 N3替换 N2与 0，插入有序序列中，保持从小到大排列@即 : C40 , N360 。

8 . 重复步骤 2。将 C 与 N3 作为一个新节点 T 的两个子结点，如图 6-12-8 所示。

由于 T 即是根结点，完成赫夫曼树的构造。



第 6章树

o 
因 6-12-7

N2 b 
o 

、
因 6-12-8

此时的图 6-12-8 二叉树的带权路径长度 WPL=40 X 1+30 X 2+15 X 3+10 X 4+5 X 

4=205 . 与图 6-12-4 的二叉树 b 的 WPL 值 220 相比，还少了 15 . 显然此时构造出来

的二叉树才是最优的赫夫曼树。

不过现实总是比理想要复杂得多，图 6-12-8 虽然是赫夫曼树，但由于每次判断都

要两次比较(如根结点就是 a<80 && a>=70，两次比较才能得到 y 或 n 的结果) ，所

以总体性能上，反而不如图 6-12-3 的二叉树性能高。当然这并不是我们要讨论的重点

了 。

通过刚才的步骤，我们可以得出构造赫夫曼树的赫夫曼算法描述。

1. 根据给定的 n 个权值{ Wl，响，…，Wn }构成 n棵二叉树的集合 F={ Tl，T2，…几}，

其中每棵二叉树 Ti 中只有一个带权为 Wi根结点，其左右子树均为空。

2 . 在 F 中选取两棵根结点的权值最小的树作为左右子树构造一棵新的二叉树，且

置新的二叉树的根结点的权值为其左右子树上根结点的权值之和。

3 . 在 F 中删除这两棵树，同时将新得到的二叉树加入 F 中。

4. 重复 2 和 3 步骤，直到 F 只含一棵树为止。这棵树便是赫夫曼树。

6.12.3 赫夫曼编码

当然，赫夫曼研究这种最优树的目的不是为了我们可以转化一下成绩。 他的更大

目的是为了解决当年远距离通信(主要是电报)的数据传输的最优化问题。

比如我们有一段文字内容为 "8ADCADFEED " 要网络传输给别人，显然用二进制

的数字 (0 和 1 ) 来表示是很自然的想法。我们现在这段文字只有六个字母 A8CD凹，
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那么我们可以用相应的二进制数据表示，如表 6-12-2 所示。

褒 6-12-2

| 字母 I A I B I c I D I E I F I 

| 二进制字符 I 000 I 0创 ~ I 011 I iòo I lQ世 | 

这样真正传输的数据就是编码后的 ~0010000110100000~1101100100011 n ， 对

方接收时可以按照 3 位一分来译码。如果一篇文章很长，这样的二进制串也将非常的

可怕。 而且事实上，不管是英文、中文或是其他语言，字母或汉字的出现频率是不相

同的，比如英语中的几个元音字母 "aeiou"，中文中的"的了有在"等汉字都是频

率极高。

假设六个字母的频率为 A 27 , B 8 , C 15 , D 15 , E 30 , F 5 ，合起来正好是

100%。 那就意味着，我们完全可以重新按照赫夫曼树来规划它们。

图 6-12-9 左图为构造赫夫曼树的过程的权值显示。 右图为将权值左分支改为 0 ，

右分支改为 1 后的赫天曼树。

D 滔
滔

治
因 6-12-9

此时，我们对这六个字母用其从树根到叶子所经过路径的 0 或 1 来编码，可以得

到如表 6-12-3 所示这样的定义。

,1 6-12-3 

| 字母 I A I B I C I D 
l 二进制字符 I 0型 I 1001 I 101 I 00 

E
Fn 

F 

1000 

我们将文字内容为 "BADCADFEED" 再次编码，对比可以看到结果串变小了。

• 原编码二进制串 : OOlOOOOll01000001110ll00l000日 (共 30 个字符)

• 新编码二进制率 : l0010100l0l01001000llll00 (共 25 个字符)

也就是说，我们的数据被压缩了，节约了大约 17%的存储或传输成本。 随着字符
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的增加和多字符权重的不同，这种压缩会更加显出其优势。

当我们接收到 100101001010100100011110。 这样压缩过的新编码时，我们应该

如何把官解码出来呢?

编码中非 0 即 1，长短不等的话其实是很容易混淆的，所以若要设计长短不等的

编码，则必须是任一字符的编码都不是另一个字符的编码的前缀，这种编码称做前缀

编码。

你仔细观察就会发现，表 6-12-3 中的编码就不存在容易与 1001、 1000 混滑的

"10" 和 "100" 编码。

可仅仅是这样不足以让我们去方便地解码的，因此在解码时，还是要用到赫夫曼

橱，即发送方和接收方必须要约定好同样的赫夫曼编码规则。

当我们接收到 1001010Q10101001000111100 时，囱约定好的赫夫曼树可知，

1001 得到第一个字母是 B，接下来 的 意味着第二个字符是 A，如图 6-12-10 所示，

其余的也相应的可以得到，从而成功解码。

。

图 6- 1 2-10

F 

远
远

远

一般地，设需要编码的字符集为{血，也，…，dn }，各个字符在电文中出现的次数或

频率集合为{ WüW2，…，Wn} ，以 düd2，"'，dn作为叶子结点，以 Wl，W2，…，Wn 作为相应叶

子结点的权值来构造一棵赫夫曼树。规定赫夫曼树的左分支代表 0，右分支代表 1 ，

则从根结点到叶子结点所经过的路侄分支组成的 0 和 1 的序列便为该结点对应字符的

编码，这就是赫夫曼编码。 6

注6: 关于赫未受鹅码详细传息.请参考 《算法.:t-伦》 第 16 章的 16.3 节赫未受编码a
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6.13 总结回顾

终于到了总结的时间，这一章与前面章节相比，显得过于庞大了些，原因也就在

于树的复杂性和变化丰富度是前面的线性表所不可比拟的。即使在本章之后，我们还

要讲解关于树这一数据结构的相关知识，可见宫的重要性。

开头我们提到了树的定义，讲到了递归在树定义中的应用.提到了如子树、结

点、度、叶子、分支结点、双亲、孩子、层次、深度、森林等诸多概念，这些都是需

要在理解的基础上去记忆的。

我们谈到了树的存储结构时，讲了双亲表示法、孩子表示法、孩子兄弟表示法等

不同的存储结构。

并由孩子兄弟表示法引出了我们这章中最重要一种树，二叉树.

二叉树每个结点最多两棵子树，有左右之分。提到了斜树，满二叉树、完全二叉

树等特殊二叉树的概念。

我们接着谈到色的各种性质，这些性质给我们研究二叉树带来了方便。

二叉树的存储结构由于其特殊性使得既可以用顺序存储结构又可以用链式存储结

构表示。

遍历是二叉树最重要的一门学间，前序、中序、 后序以及层序遍历都是需要熟练

掌握的知识。 要让自己要学会用计算机的运行思维去模拟递归的实现，可以加深我们

对递归的理解。不过，并非二叉树遍历就一定要用到递归，只不过递归的实现比较优

雅而已。这点需要明确。

二叉树的建立自然也是可以通过递归来实现。

研究中也发现， 二叉链表有很多浪费的空指针可以利用，查找某个结点的前驱和

后继为什么非要每次遍历才可以得到，这就引出了如何构造一棵线索二叉树的问题。

线索二叉树给二叉树的结点查找和遍历带来了高效率。

树、森林看似复杂，其实官们都可以转化为简单的二叉树来处理，我们提供了

树、森林与二叉树的互相转换的办法，这样就使得面对树和森林的数据结构时，编码

实现成为了可能。

最后，我们提到了关于二叉树的一个应用，赫夫曼树和赫夫曼编码，对于带权路

径的二叉树做了详尽地讲述，让你初步理解数据压缩的原理，并明白其是如何做到无
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损编码和无错解码的。

6.14 结尾语

在我们这章开头，我们提到了 《阿凡达》这部电影，电影中有一个情节就是人类

用先进的航空武器和导弹硬是将那棵纳威人赖以生存的苍天大树给放倒了，让人很是

唏嘘感慨，如图 6-14-1 所示。这尽管讲的只是一个虚构的故事，但在现实社会中，人

类为了某种很短期的利益，乱砍滥伐，毁灭森林，破坏植被几乎天天都在我们居住的

地球上演。

?何

因6-14-1

这样造成的结果就是冬天深寒、夏天酷热、超强台风、百年洪水、滚滚泥流、无

尽干旱。我们地球上人类的生存环境炭炭可危。

是的 ，这只是一堂计算机课，讲的是先生命的数据结构一一树。但在这一章的最

后，我还是想呼吁一下大家。

人受伤时还会流下泪水，树受伤时，老天都不会哭泣。希望我们的未来不要仅仅

有钢筋水泥建造的高楼和大厦，也要有郁郁苞葱的森林和草地，我们人类才可能与自

然和谐共处。爱护树木、保护森林，让我们为生存的家园能够更加自然与美好，尽一

份自己的力量。

好了，今天课就到这，下课。
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第 7章图

图:

固 < Gnph ) 是由顶点的有穷非空集合和顶点之间边的集合组成 ， 通常表示

为: G <V . 日， 其中 . G 表示一个图 . V 是图 G 中顶点的集舍. E 是围 G 中边的
集合。

d ET3 4- f f 

k 矿
、敞'



7.1 开场白

旅游几乎是每个年轻人的爱好，但没有钱或没时间也是困惑年轻人不能因梦的直

接原因。如果可以用最少的资金和最少的时间周游中国甚至是世界一定是非常棒的。

假设你已经有了一笔不算很丰裕的闲钱，也有了约半年的时间。此时打算全国性的旅

游，你将会如何安排这次行程呢?

我们假设旅游就是逐个省市进行，省市内的风景区不去细分，例如北京玩 7 天，

天津玩 3 天，四川就 20 天这样子。你现在需要做的就是制订一个规划方案，如何才

能用最少的成本将图 7-1-1 中的所有省市都玩遍，这里所谓最少的成本是指交通戚本

与时|田成本。

如果你不善于规划，很有可能就会出现如玩好新疆后到海南，然后再冲向黑龙江

这样的荒唐决策。但是即使是紧挨着省市游玩的方案也会存在很复杂的选择问题，比

如游完湖北，周边有安徽、江西、 湖南、重庆、陕西、河南等省市，你下一步怎么走

最划算呢?

因 7-1-1
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你一时解答不了这些问题是很正常的，计算的工作本来就非人脑而应该是电脑去

做的事情。我们今天要开始学习最有意思的一种数据结构一一图。在图的应用中，就

有相应的算法来解决这样的问题。学完这一章，即便不能马上获得最终的答案，你也

大概知道应该如何去做了。

7.2 图的定义

在线性表中，数据元素之间是被串起来的，仅有钱性关系，每个数据元素只有一

个直接前驱和一个直接后继。在树形结构中，数据元素之间有着明显的层次关系，并

且每一层上的数据元素可能和下一层中多个元素相关，但只能和上一层中一个元素相

关。这和一对父母可以有多个孩子，但每个孩子却只能有一对父母是一个道理。可现

实中，人与人之间关系就非常复杂，比如我认识的朋友，可能他们之间也互相认识，

这就不是简单的一对一、一对多，研究人际关系很自然会考虑多对多的情况。那就是

我们今天要研究的主题一一圈。图是一种较线性表和树更加复杂的数据结构。在图形

结构中，结点之间的关系可以是任意的，图中任意两个数据元素之间都可能相关。

前面同学可能觉得树的术语好多，可来到了图，你就知道， 什么才叫做真正的术

语多。不过术语再多也是有规律可遁的，让我们开始"图"世界的旅程。如图 7-2-1

所示，先来看定义。

阁下2- 1

圈( Graph )是由顶点的有穷非空集合和顶点之间边的集合组成，通

常襄示为: G (V，E )，其中， G 褒示一个固， V 是固 G 中顶点的集

舍， E 是图 G 中边的集会。
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对于图的定义，我们需要明确几个注意的地方。

• 线性表中我们把数据元素叫元素，树中将数据元素叫结点，在图中数据元

素，我们则称之为顶点 (Vertex) 0 7 

• 线性表中可以没有数据元素，称为空表。树中可以没有结点，叫做空树。

那么对于图呢?我记得有一个笑话说一个小朋友拿着一张空白纸给别人却

说这是他画的一幅 u牛吃萃"的画，"那革呢? n "草被牛吃光了。~ "那牛

呢? " u牛吃完萃就走了呀。n 之所以好笑是因为我何根本不认为一张空白

纸算作画的。同样，在图结构中，不允许没有顶点。在定义中，若 V 是顶

点的集合，则强调了顶点集合V有穷非空。 8

• 线性表中，相邻的数据元素之间具有钱性关系，树结构中，相邻两层的结

点具有层次关系，而圈中，任意两个顶点之间都可能有关系，顶点之间的

逻辑关系用边来表示， 边集可以是空的。

7. 2.1 各种固定义

无向边:若顶点 VI 到 V，之间的边没有方向，则称这条边为无向边 (Edge) ，用无

序偶对 (VI，Vj) 来表示。如果图中任意两个顶点之间的边都是无向边，则称该图为无

向图 (Undirected graphs)。图 7-2-2 就是一个无向图，由于是无方向的，连接顶点 A

与 D 的边，可以表示威无序对仙，时，也可以写成 (0，的 。

对于阁 7-2-2 中的无向图 Gl 来说， Gl= (VL{Et})，其中顶点集合 Vt={A，B，C，O} ; 

边集合 El={ ( A,B) ，饵，C) , (C，时， ( D,A) , ( A,C) } 

回 7-2-2 因 7-2-3

有向边:若从顶点 VI 到町的边有方向，则称这条边为有向边，也称为弧( Arc ).。

ìi?，有些书中也称圆的顶点为 Nodc. 在这里统-J1J Verte><. 

f主8，此处定义有争议。 m 内部分教材中强调点集非盒，但在 http://en 响kipedia.org/wikifNulLg.raph提出点集可jJ室。
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用有序偶〈叭. VJ>来表示 . Vt 称为弧尾 (Tail) ， VJ 称为弧头 (Head) 。 如果图中任意两个

顶点之间的边都是有向边，则称该因为有向图 (Directed gr叩hs) . 国 7-2-3 就是一个

有向图。 连接顶点 A 到 D 的有向边就是弧， A 是弧尾， D 是弧头， <A , D>表示弧，

注意不能写成<D ， A>. 

对于图 7-2-3 中的有向图 G2 来说， G2= (V2.{E2}) ，其中顶点集合 V2={A.B.C，D} ; 

弧集合 E2={<A，胁，<B，A>.<C.A>，<B，C>}。

看清楚了， 无向边用小括号 "0'" 表示，而有向边则是用尖括号"<>"表示。

在图中，若不存在顶点到其自身的边，且同一条边不重复出现，则称这样的图为

简单圈。 我们课程里要讨论的都是简单圈。显然圈 7-2-4 中的两个图就不属于我们要

讨论的范围。

因 7-2-4

在无向图中，如果任意两个顶点之闻都存在边，则称该因为无向完全圈。含有 n

个顶点的无向完全图有坐立且 条边。比如图 7-2-5 就是无向完全图，因为每个顶点
2 

都要与除它以外的顶点连线，顶点 A 与 BCD 三个顶点连线，共有四个顶点，自然是 4

X 3，但由于顶点 A 与顶点 B 连续后，计算 8 与 A 连续就是重复，因此要整体除以

2，共有 6 条边。

图 7-2-5
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在有向国中，如果任意两个顶点之阅都存在方向互为相反的两条弧，则称该图为

有向完全图。含有 n 个顶点的有向完全图有 nX (n-1 ) 条边，如图 7-2-6 所示。

因 7-2-6

从这里也可以得到结论，对于具有 n 个顶点和 e条边数的圈，无向图 0ζeζ n ( n 

- 1) /2 ，有向图 。ζeζ n ( n-1 ) 。

有很少条边或弧的图称为稀疏圈， 反之称为稠密圈。这里稀疏和稠密是模糊的概

念，都是相对而言的。比如我去上海世博会那天，参观的人数差不多 50 万人，我个

人感觉人数实在是太多，可以用稠密来形容。可后来听说，世搏园里人数最多的一天

达到了 103 万人，啊， 50 万人是多么的稀疏呀.

有些图的边或弧具有与它相关的数字，这种与图的边或弧相关的数叫做权

(Weight)。这些权可以表示从一个顶点到另一个顶点的距离或耗费。这种带权的图通

常称为网 (Network)。图 7-2-7 就是一张带权的圈，即标识中国四大城市的直线距离

的网，此图中的权就是两地的距离。

留 7-2-7

假设有两个图 G= (飞扭})和 G'= (V'，伍'}) ，如果 V主V 且 E'!;E，则称 σ为 G 的
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子图 (Subgraph) ..例如图 7.2.8 带底纹的图均为左侧无向国与有向图的子图。

①飞

① 飞D D 

因 7-2-8

7.2.2 图的顶点与边间关系

对于无向圈 G= (吼(E} ) ， 如果边问v' ) ξ E ， 则称顶点 v 和 v互为邻接点

(Adjacent) ，即 v 和 v'相邻接.边(叨')依附 (incident) 于顶点 v 和 v'，或者说

队的 与顶点 v和 v'相关联。 顶点 v 的度 (Degree) 是和 v 相关联的边的数目，记为

TO (的。例如图 7-2-8 左侧上方的无向图，顶点 A 与 B 互为邻接点，边 (A，B) 依附

于顶点 A 与 8 上，顶点 A 的度为 3。而此图的边数是 5 ，各个顶点度的和

=3+2+3+2=10，推敲后发现，边数其实就是各顶点度数和的一半，多出的一半是因为

重复两次册。筒眩， ezjZ Lm(吵。

对于有向圄 G= (以归}) ，如果弧〈飞鸟v'> ε E，则称顶点 v 邻接到顶点 v'，顶点 v'邻

接自顶点 vo 弧〈吭v'>和顶点 V， v'相关联.以顶点 v 为头的弧的数自称为 v 的入度

( InOegree) ，记为 ro (v); 以 v 为尾的弧的数目称为 v 的出度 (OutDegree) ，记为

00 (v); 顶点 v 的度为 TO ( v) =10 ( v) +00 (v) . 例如图 7-2-8 左侧下方的有向

图，顶点 A 的入度是 2 (从 B 到 A 的弧，从 C 到 A 的弧) ，出度是 1 (从 A 到 D 的

弧) ，所以顶点 A 的度为 2+1=3 . 此有向图的弧有 4 条，而各顶点的出度和

=1+2+1+0=4，各顶点的入度和=2+0+1+1=4. 所以得到 e=L，~叫马)=汇乙p叫ν，)。

无向图 G= ( 叼(E} ) 中从顶点 v 到顶点 v'的路径( Pa由)是一个顶点序列

217 



l精回国

( V=VI,O,Vi,1,"',VI,m= v') ，其中 (VI，"l川，，) E E, 1< j ‘二 m . 例如图 7.2.9 中就列举了顶
点 B 到顶点 D 四种不同的路径。

图 7-2-9

如果 G 是有向圈，则路径也是有向的，顶点序列应满足<V1.f-l川.j> ε E ， 1ζjζm. 

例如图 7-2-10，顶点 8 到 D 有两种路径。而顶点 A 到 8，就不存在路径.

图 7-2-10

树中根结点到任意结点的路径是唯一的， 但是图中顶点与顶点之间的路径却是不

唯一的。

路径的长度是路径上的边或弧的数目 。图 7-2-9 中的左侧两条路径长度为 2，右侧

两条路径长度为 3. 圈 7-2-10 左侧路径长为 2，右侧路径长度为 3.

第一个顶点到最后一个顶点相同的路径称为回路或环 (Cyc剧 。 序列中顶点不重

复出现的路径称为简单路径. 除了第一个顶点和最后一个顶点之外，其余顶点不重复

出现的回路，称为简单回路或简单环。图 7-2-11 中两个固的粗钱都构成环，左侧的环
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因第-个顶点和最后一个顶点都是 8，旦 C、 D 、 A 没有重复出现，因此是一个简单

环。 而右侧的环，由于顶点 C 的重复，它就不是简单环了。

图 7-2-11

7 .2 . 3 连通图相关术语

在无向图 G 中，如果从顶点 v 到顶点 v'有路径，则称 v 和 v'是连通的 。 如果对于

图中任意两个顶点圳、 Vj 仨 E ， v，和 VJ 都是连通的，则称 G 是连通图 (Connected

Graph) 。 图 7-2- 12 的图 1 ，它的顶点A 到顶点 8、 C、 D 都是连通的，但显然顶点 A

与顶点 E 或 F 就无路径，因此不能算是连通图。而图 7-2-12 的图 2，顶点 A、 8 、 C、

D 相互都是连通的，所以它本身是连通圈。

图 l 图2
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①① 
C 

图3 图4

因 7-2-12

无向圈中的极大连通子图称为连通分量。注意连通分莹的概念，官强调 :

• 要是子图;

• 子图要是连通的;

• 连通子图含有极大顶点数i

• 具有极大顶点数的连通子图包含依附于这些顶点的所有边。

图 7-2-12 的图 1 是一个无向非连通图。 但是包有两个连通分量， 即图 2 和图 3。

而图 4，尽管是图 l 的子图，但是包却不满足连迪子图的极大顶点数 (囱 2 满足) 。 因

此它不是图 1 的无向图的连通分:匾。

在有向图 G 中，如果对于每一对 圳、 VJε v、 V(*吨，从 VI 到 VJ 和从 VJ 到 VI 都存

在路径，则称 G 是强连通图。 有向圈中的极大强连通子图称做有向图的强连通分量。

例如图 7-2-13，图 1 并不是强连通圈，因为顶点 A 到顶点 D 存在路径，而 D 到 A 就

在存在。 图 Z 就是强连通图，而且显然图 2 是图 1 的极大强连迪子图，即是它的强连

通分握。

D 

因1 困2

阁 7-2- 1 3
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现在我们再来看连通图的生成树定义。

所谓的一个连通图的生成树是一个极小的连通子圈 ， 它含有图中全部的 n 个顶

点， 但只有足以构成一棵树的 0- 1 条边。比如图 7-2-14 的图 1 是一普通图，但显然

宫不是生成树，当去掉两条构成环的边后，比如图 2 或图 3 ，就满足 n 个顶点 n- 1

条边且连通的定义了。 它们都是一棵生成树。从这里也可知道，如果一个固有 n 个顶

点和小子 n-1 条边，则是非连通圈，如果官多于 n- 1 边条，必定构成一个环， 因为

这条边使得它依附的那两个顶点之间有了第二条路径。比如图 2 和图 3 ，随便加哪两

顶点的边都将构成环。 不过有 n- 1 条边并不一定是生成树，比如图 40

因 l 图2

图3 阁4

图 7-2-14

如果一个有向图恰有一个顶点的入度为 0，其余顶点的入度均为 1，则是一棵有向

树。对有向树的理解比较容易，所谓入度为 0 其实就相当于树中的根结点， 其余顶点入

度为 1 就是说树的非根结点的双亲只有一个。一个有向圈的生成森林由若干棵有向树组

成， 含有圈中全部顶点，但只有足以构成若干棵不相交的有向树的弧。 如图 7-2-15 的

图 1 是一棵有向图。去掉一些弧后，它可以分解为两棵有向树，如图 2 和图 3 ，这两

棵就是图 1 有向图的生成森林。
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图1 图2 图3

留 7-2-15

7 .2 .4 图的定义与术语总结

术语终于介绍得差不多了，可能有不少同学有些头晕，我们再来整理一下。

图按照有无方向分为无向图和有向图。无向图自顶点和边构成，有向图由顶点和

弧何成。弧有弧尾和弧头之分。

图按照边或弧的多少分稀疏图和稠密图。如果任意两个顶点之间都存在边叫完全

圈 ， 有向的叫有向完全圈。若无重复的边或顶点到自身的边则叫简单图。

图中顶点之间有邻接点、依附的概念。无向图顶点的边数叫做度，有向图顶点分

为入度和出度。

图上的边或弧上带权则称为网 。

图中顶点间存在路径，两顶点存在路径则说明是连通的，如果路径最终回到起始

点则称为环， 当中不重复叫简单路径。若任意两顶点都是连通的，则图就是连通图，

有向则称强连通图。 图中有子图 ， 若子图极大连通则就是连通分量， 有向的则称强连

通分量。

无向图中连通旦 n 个顶点 n-l 条边叫生成树。有向图中一顶点入度为。其余顶

点入度为 1 的叫有向树。 一个有向固自若干棵有向树构成生成森林。

7.3 图的抽象数据类型

图作为一种数据结构，它的抽象数据类型带有自己特点 ， 正因为色的复杂， 运用

广泛，使得不同的应用需要不同的运算集合，构成不同的抽象数据操作。我们这里就

来看看图的基本操作。
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ADT 萄 (Graph)

Data 

顶点的有穷非空集合和边的集合。

Oper事tion

Creat:~Graph (吨， V， VR ) :按照顶，我集 v和边孤集 VR 的定义构造因 Go
DestroyGraph ( *G ) :因 G 存在别销毁。

LocateVex (G , u) :若离 G 中存在顶)1， U，则返回闺中的位置。

GetVex (G, v) :返回 gjG 中顶点 v 的值。

PutVez (G, v" va~ue) :将离 Gt顶点v 赋位 valueo

FirstAdjVex (G，忖) :返回顶点 v 的一个邻接顶点，去争顶点在 G 中无邻接顶点返回~Q

NextAdjllex (G , v，句) :返回顶点 v 相对于顶点 w 的丁一个邻接顶，占"主~w是v 的最后

一个邻接点.'!返回"空" 。

工nSertVex (吨， v ) :在图 G 中增添新顶点 v。

。eleteVex ( 吨， v) :删除闺 G 中顶点 v 及其相关的孤。

InsertArc (吨， V ， w) : 在周 G 中增添弧啊，份，芳 G 是无向圈，还需妥培添对称孤

<w， v>。

neleteArc (吨， V，叫:在阁 G 中删除孤<v，的，是辛 G 是无向圈，则还侧目告对称孤

<w， v>。

DFSTraverse (G) :对困 G 中进衍深度优先造历，在造历过程对每个顶点调用。

HFSTraverse (G) :对国 G 中进衍广度优先造历.在造历过程对每个顶点调用。

endADT 

7.4 图的存储结构

图的存储结构相较线性表与树来说就更加复杂了。 首先，我们口头上说的"顶点

的位置"或"~~接点的位置"只是一个相对的概念。 其实从图的逻辑结构定义来看，

图上任何一个顶点都可被看'成是第一个顶点，任一顶点的专I~接点之间也不存在次序关

系。 比如图 7-4斗 中的四张图，仔细观察发现，它们其实是饲一个圈，只不过顶点的

位置不同，就造成了表象上不太一样的感觉。
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因 l 图2

F 

G " 
图3 留4

图 7-4-1

也正由于图的结构比较复杂，任意两个顶点之间都可能存在联系，因此无法以数

据元素在内存中的物理位置来表示元素之问的关系，也就是说，图不可能用简单的顺

序存储结构来表示。而多重链表的方式，即以一个数据域和多个指针域组成的结点表

示圈中的一个顶点，尽管可以实现图结构，但其实在树中，我们也已经讨论过，这是

有问题的。如果各个顶点的度数相差很大，按度数最大的顶点设计结点结构会造成很

多存储单元的浪费，而若按每个顶点自己的度数设计不同的顶点结构，又带来操作的

不便。因此，对于图来说，如何对它实现物理存储是个难题，不过我们的前辈们已经

解决了，现在我们来看前辈们提供的五种不同的存储结构。

7.4. 1 邻接矩阵

考虑到图是由顶点和边或弧两部分组成。合在一起比较困难，那就很自然地考虑

到分两个结构来分别存储。顶点不分大小、主次，所以用一个一维数组来存储是很不

错的选择。而边或弧由于是顶点与顶点之间的关系， 一维搞不定，那就考虑用一个二

维数组来存储。于是我们的邻接矩阵的方案就诞生了。
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图的邻接矩阵 (Adjacency Matrix) 存储方式是用两个数组来表示圈。一个一维

数组存储圈中顶点信息，一个二维数组〈称为邻接矩阵)存储图中的边或弧的信息。

设图 G 有 n 个顶点，则邻接矩阵是一个 nX n 的方阵，定义为 :

jl，若 (ν内 )εE或 < vpv j >E E 
arc[i]D1 = 飞

lO，臣之

我伯来看一个实例，图 7-4-2 的左图就是一个无向图。

顶点数组: I Vo I Vl I V2 I V3 I 

V2 V) 

边数组:

图 7-4-2

町的度为2

交对角线

我们可以设置两个数组，顶点数组为 vertex[4]={ vo，町， 吨， V址， 边数组 arc[4][4]为

囱 7-4-2 右图这样的一个矩阵。简单解释一下，对于矩阵的主对角钱的值，即

arc[O][町 、 arc[l][l] 、 arc[2][2] 、 arc[3][3] ，全为 0 是因为不存在顶点到自身的边，比

如 Vo 到 Vo. arc[O][l]=l 是因为 Vo到 Vl 的边存在，而 arc[1][3]=0 是因为 Vl 到町的边

不存在。 并且由于是无向图， Vl 到町的边不存在，意味着 V3 到町的边也不存在。所

以无向固的边数组是一个对称矩阵。

嗯?对称矩阵是什么?忘记了不要紧，复习一下。所谓对称矩阵就是 n 阶矩阵的

元满足副产ajl ， (O ~ i，恒的。即从矩1霉的左上角到右下角的主对角线为轴，右上角的元

与左下角相对应的元全都是相等的。

有了这个矩阵，我们就可以很容易地知道图中的信息。

1.我们要判定任意两顶点是否有边无边就非常容易了 。

2. 我们要知道某个顶点的度，其实就是这个顶点 Vl在邻接矩阵中第 i 行(或第 i

列)的元素之相。比如顶点 Vl 的度就是 1+0+1+0=2 .

3. 求顶点 Vi 的所有邻接点就是将矩阵中第 1 行元素扫描一遍， arc[i] Ul为 1 就是

邻接点。
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我们再来看一个有向图样例，如图 7-4-3 所示的左图。

顶点数组: | ~l v, I Vz I V3 I 

边数组: V I 的出度为2

V，的入度为 l

图 7-ι3

顶点数组为 vertex[4]={ Vo, Vl，吨， V3}， 弧敏组 arc[4][句为图 7牛3 右图这样的一个

矩阵。主对角线上数值依然为 0。但因为是有向图 ， 所以此矩阵并不对称，比如囱 Vl

到 Vo有弧，得到 arc[l][O] =1 ，而 Vo到 Vl没有弧，因此 arc[O][l] =0。

有向图讲究人度与出度，顶点町的人度为 1，正好是第 Vl 列各数之和。顶点 Vl

的出度为 2，即第 Vl 行的各数之和。

与无向图同样的办法，判断顶点 Vj 到 Vj 是否存在弧，只需要查找矩阵中 arc[i](j]

是否为 1 即可。要求 川 的所有邻接点就是将矩阵第 i 行元素扫描一遍，查找 arc[i] (jJ 

为 1 的顶点。

在图的术语中，我们提到了网的概念，也就是每条边上带有权的图叫做网。那么

这些权值就需要存下来，如何处理这个矩阵来适应这个需求呢?我们有办法。

设图 G 是网图，有 n 个顶点，则邻接矩阵是一个 n X n 的方阵，定义为:

I Wij ， 若(吭， V j ) εE或 < v"v j > ε E 

arc[i][jJ= 忡， 若 i = j 

| ∞ 反之

这里 Wi[ 表示 (VI川)或<VI.Vj>上的权值。∞表示一个计算机允许的、大于所有边

上权值的值，也就是一个不可能的极限值。有同学会间，为什么不是 0 呢?原因在于

权值 WjJ 大多数情况下是正值，但个别时候可能就是 0，甚至有可能是负值。因此必须

要用一个不可能的值来代表不存在。如图 7-4-4 左圈就是一个有向网图，右图就是宫

的邻接矩阵。
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第 7章图

顶点数组: i~oJ Vl I vzl ~川 |
可电 V, 、V2 V) V4 

Vo I 0 α3 α3 α3 6 

v, 9 。 3 α3 α3 

边数组:
Vz 2 α3 。 5 ∞ 
V3 α3 ∞ ∞ 。 l 

V~ L∞ α3 α3 α3 。

图 74-4

那么邻接矩阵是如何实现图的创建的呢?我们先来看看图的邻接矩阵存储的结

构，代码如下。

t:ypedef chacr Vertex Type ; 

typedef int EdgeType; 

tdefine MλXVEX 100 

'define INF工NITY 65535 

typedef struct 

1 * 顶点类型应由用户定义 "1

1* 边上的权位类型应由用户定义 "'1

户 最大顶点欲， 应由用户定义 *1

1 * 用 65535 来代表面 *1

VertexType vex s[MAXVEX]; 1 * 顶点革L *1 

EdgeType arc[MAXVEX] [MAXVEX); 1* 邻接矩碎，可看作边表 *1

int numVertexes , numEdges ; 1 * 阁中当前的顶点4t和边数 * 1

}MGraph; 

有了这个结构定义，我们构造一个图，其实就是给顶点表和边表输入数据的过

程。我们来看看无向网图的创建代码。

1* 建立无向网围的邻接短阵表示 v

void CreateMGraph t MGraph 吨)

i nt i , j , k , w ; 

printf ( "输入顶点数和边~: \n " ) ; 

s臼ca制nf (俨"吨.毡挝d，%草%d" ，岳凶G->均numV阳er口te刨xe臼5，&凶G-'→>n山n咀1田Ed句ge臼5) ;υ/尸* 输Jλ』顶点a敛生和和，边，数 *叮/ 

for (μi = O;i <吗G->川nUll山um目m咀nV阳er此te臼xes町;iμ++仆) 1μ* 读入顶

scanf ( 晶G->vexs [i] ) ; 

for (i ~ 0; i <G->numVertexes; i++ ) 

for (j - 0; j <G- >numVertexéS; j忡)
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G->arc li) [ j ] - JNFINITV; 户邻接短伴初始化食/

for (k = O; k ~G→nUll由dqes; k++) 户读入 nurr由dq~s 条边，建立邻接缓阵叮

printf (..输入边( vi，叶)上的下标 i. 下'，* j 和权 w : \n" ) ; 

scanJ:( "%d , %d, %d" , &i ，的 ， ω ) ; /*输入边 (vi ，vj) 上的权 w */ 

G斗缸c[i) [H~w; 

G->arc[j)li]~ G->arc[iJ [j) ; / .因为是元，向画.短阵对称*/

从代码中也可以得到 I n 个顶点和 e 条边的元向网固的创建，时间复杂度为

O(n+n2+e) ， 其中对邻接矩阵 G.arc 的初始化耗费了 。(n2)的时间。

7.4.2 邻接表

邻接矩阵是不锚的一种图存储结构，但是我们也发现，对于边数相对顶点较少的

图，这种结构是存在对存储空间的极大浪费的。比如说，如果我们要处理图 7牛5 这

样的稀疏有向图，邻接矩阵中除了 arc[l][O]有权值外，没有其他弧，其实这些存储空

间都浪费掉了。

顶点数组:

Vo VI V2 V] V4 

@ 
vol 0 α3 α3 α3 00 

VI 9 。 α3 α3 α2 

边数组:
V2 α3 α3 。 α3 α3 

① ① VJ α3 α3 α3 。 α3 

V4 00 α3 α3 α3 。

因 7-4-5

因此我们考虑另外一种存储结构方式。回忆我们在线性表时谈到，顺序存储结构

就存在预先分配内存可能造成存储空间浪费的问题，于是引出了链式存储的结构。同

样的，我们也可以考虑对边或弧使用链式存储的方式来避免空间浪费的问题。

再回忆我们在树中谈存储结构时，讲到了一种孩子表示法，将结点存入数组，并

对结点的孩子进行链式存储，不管有多少孩子，也不会存在空间浪费问题。这个思路
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同样适用于图的存储。我们把这种数组与链表相结合的存储方法称为邻接表
(Adjacency List) 。

邻接袤的处理办法是这样。

1.图中顶点用一个一维数组存储，当然，顶点也可以用单链表来存储，不过数组

可以较容易地读取顶点信息，更加方便。另外，对于顶点数组中，每个数据元

素还需要存储指向第一个邻接点的指针，以便于查找该顶点的边信息。

2 . 图中每个顶点 Vj 的所有邻接点构成一个线性衰，由于邻接点的个数不定，所以

用单链裴存储，无向图称为顶点 Vj 的边衰，有向图则称为顶点 Vj 作为弧尾的

出边衰。

例如图 7-4-6 所示的就是一个无向图的邻接表结构。

下标 data firstedge adjvex next 

图 7-4-6

从图中我们知道，顶点表的各个结点由 也ta 和 firste电e 两个域表示， 甸回 是数据

域，存储顶点的信息， firste电e 是指针域，指向边表的第一个结点，即此顶点的第一

个邻接点。边表结点由 a句vex 和 next 两个域组成。 adjvex 是邻接点域，存储某顶点

的邻接点在顶点表中的下标， n巳xt 则存储指向边表中下一个结点的指针。比如 Vl 顶点

与町、 Vz互为邻接点，则在 Vl 的边表中， adjvex 分别为 Vo 的 0 和凹的 2.

这样的结构，对于我们要获得图的相关信息也是很方便的。比如我们要想知道某

个顶点的度，就去查找这个顶点的边表中结点的个数。若要判断顶点听到 VJ 是否存在

边，只需要测试顶点 叭的边表中 adjvex 是否存在结点 Vj 的下标 j :就行了。若求顶点的

所有邻接点，其实就是对此顶点的边表进行遍历，得到的 adjvex 域对应的顶点就是部

接点。

若是有向图，邻接表结构是类似的，比如图 7-4-7 中第一幅图的邻接表就是第二

幅图。但要注意的是有向图由于有方向，我们是以顶点为弧尾来存储边表的，这样很

容易就可以得到每个顶点的出度。但也有时为了便于确定顶点的人度或以顶点为弧头
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的弧，我们可以建立一个有向图的逆邻接衰，即对每个顶点 V(都建立一个链接为 V( 为
弧头的表。 如图 7-4-7 的第三幅图所示。

下标 data firstedge a刽vex next 

V3 

下标 data firstedge adjvex next 

邻接表

。

-Aqhqu 

逆邻接表

因 7-4-7

此时我们很容易就可以算出某个顶点的入度或出度是多少，判断两顶点是否存在

弧也很容易实现。

对于带权值的网图，可以在边表结点定义中再增加一个 weight 的数据域，存储权

值信息即可，如图 7-4-8 所示。
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有了这些结构的图，下面关于结点定义的代码就很好理解了。

typedef char VertexType; /*顶点类型应由用户定义叮

typedef int EdgeType; 户边上的旅值类型应由用户之义*/

typedef struct EdgeNode 户边求量在点*/

i n.t adjvex; /*邻接点绒，存储该顶点对应的下标*/

EdgeType weight; 户用于存储权位，对于非同圈可以不需要 v

struct E'dgeNode *next; 尸链然，指向下一个邻接点 */ 

}ßdgeNodei 

typedef stru.ct Vertex.Node /*顶点衣给点 V

VertexType d,ata; /*观点辙，存储顶点信息忖

EdgeNo.de 吨irstedge; /*边表头指针*/

}Vertex~9de ， AdjList[MAXVEX); 

typedef struct 

AdjLi st adjList; 

int numVertexes , numEdges; /* 圈中当前顶点数和边数叮

}GraphAdjList ; 

对于邻接表的创建，也就是顺理成章之事。无向图的邻接表创建代码如下。

1* 建立圆的邻接表结构*/

void Crea teALGraph (GraphAdj List 吨)

int 1., j , k; 

EdgeNode *ei 

printf (..输入顶，占.数和边数: \n") ; 

scanf ( "划，挝"， &G->numVertexes , &G- >numEdges) I!* 输入顶点数和边敛*/

for (i = 0; i < G- >numVertexes :i++) 

scanf ( &G->adjList( i] .也ta ) ; 

G->adjList[i].firstedge~NULL; 

/*读入顶点信息.建立观点表*/

1* 输入顶点倍.t *1 

/*将边求立为空求爱/
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tor (k = O;k < G->numEdges;k++) 1* 建立边农 *1

ptin巳f ( "输入这 (vi， vj) 主的顶点序号: \n" ) ; 

scanf ( "%d, %d" , &1，的); 1* 输入边(吨，可)土的顶点、序号 *1

伊 ( &dqellTode * ) _11∞ ( .ia.of' ( 1:句eN。但 ) ) ; /咱内存申请空闸 • *1 

/*生成边二求量t.*-、 *1

.->adj晴嚣=j; / * ~接序号为 j *1 

.-~.zÞ喝→ad主Liat[i] .fi.%.te.句e ;/*将·指针指向当前顶点指向的'由点 禽/

G->adjLiat[i].fir.te句…J 户将当前1页点的指针指向. */ 

_ (1:句副ode * ) _1100 ( .b.of' ( B句eNode ) ) ; /*向内4争中靖空何. */ 

/*生成边......也*/

.->adjvez-i ; / * -4i'~事序号为 i *1 

.->nezb咱也>adjLi.t[j] . fir，tedqe ;/命将·指针指向当前顶点指向的结点V

G->adijLi.t[j] . firatedtJe-e; 户将当前顶点的指针指南. */ 

这里加粗代码，是应用了我们在单链表创建中讲解到的头插法9，由于对于无向

图，一条边对应都是两个顶点，所以在循环中，一次就针对 i 和 j 分别进行了插入。

本算法的时间复杂度，对于 n 个顶点 e 条边来说，很容易得出是 O(n+e) 。

7.4.3 十字链表

记得看过一个创意，我非常喜欢。说的是在美国， 晚上需要保安通过视频监控对

如商场超市、码头仓库、办公写字楼等场所进行安保工作，如图 7斗-9 所示。值夜班

代价总是比较大的，所以人员成本很高。我们国家的一位老兄在国内经常和美国的朋

友视频聊天，但总为白天黑夜的时差苦恼，突然灵感一来，想到一个绝妙的点子。他

创建一家公司，承接美国客户的视频监控任务，因为美国的黑夜就是中国的白天，利

用互联网，他的员工白天上班就可以监控到美国仓库夜间的实际情况，如果发生了像

火灾、偷盗这样的突发事件，及时电话到美国当地相关人员处理。 由于利用了时差和

人员成本的优势，这位老兄发了大财。这个创意让我们知道，充分利用现有的资源，

正向思维、逆向思维、整合思维可以创造更大价值。

3豆9:详细讲解参见本书 3.9节内容。
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图 7-4-9

那么对于有向图来说，邻接装是有缺陆的。关心了出度问题，想了解入度就必须

要遍历整个图才吉眩目道，反之，逆邻接表解决了入度却不了解出度的情况。有没有可

能把邻接表与逆邻接表结合起来呢? 答案是肯定的，就是把它们整合在一起。这就是

我们现在要讲的有向图的一种存储方法: 十字链表 (Orthogonal List) 。

我们重新定义顶点表结点结构如表 7-4-1 所示。

褒 7-4-1

I data I firstin I firstout 

其中 firstin 表示人边表头指针，指向该顶点的人边表中第一个结点， ftrstout 表示

出边表头指针，指向该顶点的出边表中的第一个结点。

重新定义的边表结点结构如表 7-4-2 所示。

亵 7-4-2

|tallvex I headvex I headlink I taillink 

其中 tailvex 是指弧起点在顶点袤的下标， headvex 是指弧终点在顶点表中的下

标， head1ink 是指入边表指针域，指向终点相同的下一条边， 饭ilJink 是指边表指针

域，指向起点相同的下一条边。如果是网，还可以再增加一个 weight 域来存储权值。

比如图 7-4-10，顶点依然是存入一个一维数组{町，Vl，吨，V3} ， 实线箭头指针的图示

完全与图 7-4-7 的邻接表相同。就以顶点 Vo 来说， firstout 指向的是出边表中的第一

个结点 问。所以 Vo 边表结点的 headvex=3 ，而 tallvex 其实就是当前顶点 vo 的下标

0，由于 Vo只有一个出边顶点，所以 headlink 和 国Uink 都是空。
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和当前顶点下标相同.

t有两个出边，所以

在町的fill'Sto咽t指向Vo

?τ一-二7沂iι， Æi后鼠阳.剧ω副毗毗1川川H叫i
一…---一-0①………..………..……….…叮 / ! 

1: I L•-l I 12 I ̂  I 八 I I 

I I I I -V，。有啊个入边，所以在吨的firstin1旨向v ， i 
3 IV) I ; I 八| 后.町的headlink指向Vl t Vl后再无Vo的入 ⑤

i 边顶点，所以1t创laink为空

阁 7-4-10

我们重点需要来解释虚线箭头的含义，它其实就是此图的逆邻接袤的表示。对于

Vo 来说，官有两个顶点 Vl 和凹的人边。因此 Vo 的 自rs伽 指向顶点 Vl 的边表结点中

headvex 为 0 的结点，如图 7斗10 右图中的①。接着白人边结点的 beadlink 指向下

一个人边顶点 吨，如圈中的②。对于顶点 Vl，官有一个入边顶点吨，所以宫的 曲stin

指向顶点 V2 的边表结点中 headvex 为 1 的结点，如圈中的③。顶点 V2和 V3也是向样

有一个人边顶点，如图中④和⑤。

十字链衰的好处就是因为把邻接表和逆邻接表整合在了一起，这样既容易找到以

V，为尾的弧，也容易找到以 Vj 为头的弧，因而容易求得顶点的出度和入度。而且官除

了结构复杂一点外 ， 其实创建图算法的时间复杂度是和邻接表相同的，因此，在有向

固的应用中，十字链表是非常好的数据结构模型。

7.4.4邻接多重表

讲了有向图的优化存储结构，对于无向图的邻接表，有没有问题呢?如果我们在

无向图的应用中，关注的重点是顶点，那么邻接表是不错的选择， 但如果我们更关注

边的操作，比如对己访问过的边做标记，删除某一条边等操作，那就意味着，需要找

到这条边的两个边表结点进行操作，这其实还是比较麻烦的。比如图 7牛11，若要删

除左图的 (VO，V2)这条边，需要对邻接表结构中右边表的阴影两个结点进行删除操

作，显然这是比较烦琐的。
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下标 dau ftrste司，dge a句vex llext 

。

2 

3 

因 7-4-11

因此，我们也仿照十字链表的方式，对边表结点的结构进行一些改造，也许就可

以避免刚才提到的问题。

重新定义的边表结点结构如表 7-4-3 所示。

'量 7-4-3

| 阳 I ilínk I j阳 I jlink I 

其中 ivex 和 jvex 是与某条边依附的两个顶点在顶点表中下标。 出nk 指向依附顶

点 ivex 的下一条边， jlink 指向依附顶点 jvex 的下一条边。这就是邻接多重表结构。

我们来看结掏示意图的绘制过程，理解了宫是如何连线的，也就理解邻接多重表

构造原理了。如图 7-4-12 所示，左图告诉我们它有 4 个顶点和 5 条边，显然，我们

就应该先将 4 个顶点和 5 条边的边表结点画出来。由于是无向图，所以 ivex 是 0、

jvex 是 1 还是反过来都是无所谓的，不过为了绘图方便，都将 ivex 值设置得与一旁的

顶点下标相同。
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因 7-4-12

我们开始连线，如图 7牛13。首先连线的①②③④就是将顶点的 firste电e 指向一

条边，顶点下标要与 ivex 的值相同，这很好理解。接着，由于顶点 Vo 的 (Vo川)边的
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邻边有(时，时)和(町，V2) 。因此⑤⑤的连线就是满足指向下-条依附于顶点 Vô 的边

的目标，注意 ilink 指向的结点的 jvex 一定要和官本身的 ivex 的值相同。 同样的道

理，连线⑦就是指 (Vl，VO) 这条边，宫是相当于顶点 Vl 指向 (Vl，V2) 边后的下一条。

Vz 有三条边侬附，所以在③之后就有了③@。 连线⑩的就是顶点 V3在连线④之后的下

一条边。 左图一共有 5 条边，所以右图有 10 条连线，完全符合预期。

图 7-4- 13

到这里，大家应该可以明白，邻接多重表与邻接表的差别，仅仅是在于同一条边

在邻接表中用两个结点表示，而在邻接多重表中只有一个结点。这样对边的操作就方

便多了，若要删除左图的(VO，V2) 这条边，只需要将右图的⑥⑨的链接指向改为〈即

可。 由于各种基本操作的实现也和邻接表是相似的，这里我们就不讲解代码了。

7.4.5 边集数组

边集数组是由两个一维数组构成。 一个是存储顶点的信息;另一个是存储边的信

息，这个边数组每个数据元素由一条边的起点下标 (begin)、终点下标 (end) 和权

(weigbt) 组成，如图 7-4-14 所示。显然边集数组关注的是边的集合，在边集数组中

要查找一个顶点的度需要扫描整个边数组，效率并不高。 因此包更适合对边依次进行

处理的操作，而不适合对顶点相关的操作。 关于边集数组的应用我们将在本章 7.6.2

节的克鲁斯卡尔 (Kruskal) 算法中有介绍，这里就不再详述了。
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回 7-4-14

定义的边数组结构如表 7斗4 所示。

亵 7-4-4

|begin I end I weight 

其中 begin 是存储起点下标， end 是存储终点下标. weight 是存储权值。

7.5 图的遍历

我有夫早晨准备出门，发现钥匙末见70 昨晚还看到宫，所以确定钥匙在家里。

一定是我那三岁末到的儿子拿着玩，不知道丢到哪个精角膏晃去了，问他也说不清

楚。我现在必须得找到色，你们说，我应该如何找?介绍我们家的结构，如图 7-5-1

所示，是最典型的两室两厅一厨一卫一阳台。

GC- 3- A 
GC- 4- A 
，岖'‘阿仔 1". 07'，旷

图 7-5- 1
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有人说，往小孩子经常玩的地方找找看。 OK，我照做了，可惜没找到。然后怎么

办?有人说一间一间找，可怎么个找法?是把一间房间翻个底朝天再找下一间好呢，

还是先每个房间的最常去的位置找一找，然后再一步一步细化到每个房间的角落?

这是一个大家都可能会面临的问题，不找的东西时常见，需要的东西寻不着。找

东西的策略也因人而异。有些人因为找东西没有规划， 当一样东西找不到时，往往会

反复地找，甚至某些抽屉找个四五遍，另一些地方却一次也没找过。找东西是没有什

么标准方法的，不过今天我们学过了图的遍历以后，你至少应该在找东西时，更加科

学地规划寻找方案，而不至于手忙脚乱。

图的遍历是和树的遍历类似，我们希望从圈中某一顶点出发访遍圈中其余顶点，

且使每一个顶点仅被访问一次，这一过程就叫做固的遍历 (Traversing Grapb) 。

树的遍历我们谈到了四种方案，应该说都还好，毕竟根结点只有一个，遍历都是

从宫发起，其余所有结点都只有一个双亲。可图就复杂多了，因为宫的任一顶点都可

能和其余的所有顶点相邻接，极有可能存在沿着某条路径搜索后，又回到原顶点，而

有些顶点却还没有遍历到的情况。因此我们需要在遍历过程中把访问过的顶点打上标

记，以避免访问多次而不自知。具体办法是设置一个访问数组 vìsìted间 ， D 是图中顶

点的个数，初值为 0 ， 访问过后设置为 10 这其实在小说中常常见到，一行人在迷宫

中迷了路，为了避免找寻出路时屡次重复，所以会在路口用小刀刻上标记。

对于图的遍历来说，如何避免因回路陷入死循环，就需要科学地设计遍历方案，

通常有两种遍历次序方案:它们是深度优先遍历和广度优先遍历。

7.5. 1 深度优先遍历

深度优先遍历(Depth_Firs飞Searcb) >也有称为深度优先搜索，简称为 DFS . 宫

的具体思想就如同我刚才提到的找钥匙方案，无论从哪一阎房间开始都可以，比如主

卧室，然后从房间的一个角开始，将房间内的墙角、床头柜、床上、床下、衣柜里、

衣柜上、前面的电视柜等挨个寻找， 做到不放过任何一个死角，所有的抽屉、储藏柜

中全部都找遍，形象比喻就是翻个底朝天，然后再寻找下一间，直到找到为止。

为了更好的理解深度优先遍历，我们来做一个游戏。

假设你需要完成一个任务，要求你在如图 7-5-2 左图这样的一个迷宫中，从顶点

A 开始要走遍所有的图顶点并作上标记，注意不是简单地看着这样的平面图走哦，而

是如同现实般地在只有高墙和通道的迷宫中去完成任务。
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很显然我们是需要策略的，否则在这四通八达的通道中乱窜，要想完成任务那就

只能是碰运气。如果你学过深度优先遍历，这个任务就不难完成了。

首先我们从顶点 A 开始， 做上表示走过的记号后，面前有两条路，通向 8 和 F ，

我们给自己定一个原则，在没有碰到重复顶点的情况下，始终是向右手边走，于是走

到了 B 顶点。整个行路过程，可参看圈 7-5-2 的右图。 此时发现有三条分支，分别通

向顶点 C、 I 、 G ，右手通行原则，使得我们走到了 C 顶点。就这样，我们一直跟着右

手通道走， 一直走到 F 顶点。当我们依然选择右手通道走过去后，发现走回到顶点 A

了，因为在这里做了记号表示已经走过。此时我们退回到顶点 F，走向从右数的第二

条通道，到了 G 顶点，它有三条通道，发现 B 和 D 都已经是走过的，于是走到 H，当

我们面对通向 日 的两条通道 D 和 E 时，会发现都已经走过了。

此时我们是否巳经遍历了所有顶点呢?没有。可能还有很多分支的顶点我们没有

走到，所以我们按原路返回。在顶点 H 处，再无通道没走过，返回到 G，也无米走过

通道，返回到 F，没有通道，返回到 E，有一条通道通往 H 的通道，验证后也是走过

的，再返回到顶点 0，此时还有三条道未走过，一条条来， H 走过了， G 走过了 ， 1, 

哦，这是一个新顶点，没有标记， 赶快记下来。继续返回，直到返回顶点 A，确认你
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已经完成遍历任务，找到了所有的 9 个顶点。

反应快的同学一定会感觉到，深度优先遍历其实就是一个递归的过程，如果再敏

感一些，会发现其实转换成如图 7-5-2 的右图后，就像是一棵树的前序遍历，没错，

包就是。 它从图中某个顶点 v 出发，访问此顶点，然后从 v 的未被访问的邻接点出发

深度优先遍历圈，直至图中所有和 v 有路径相通的顶点都被访问到。事实上，我们

这里讲到的是连通图，对于非连通圈，只需要对它的连通分量分别进行深度优先遍

历，即在先前一个顶点进行一次深度优先遍历后，若圈中尚有顶点未被访问，则另

选图中一个未曾被访问的顶点作起始点，重复上述过程，直至图中所有顶点都被访问

到为止。

240 

如果我们用的是邻接矩阵的方式，则代码如下 :

typedef in t: Boolean; /*, Boblean 是布尔类型，其位是TRUE 或 FALSE */ 

Boolean visit~d[MAXJ; 川访问标志的数民银*/

/*邻线在E碎的深反优先i单归算法*/

void D古S (MGraph G, int i') 

int j; 

v"isited(i] ~ TR归;

pd.ntf ( "%;仓"， 'G. 'I1êXS [i] ) : /食打印顶点.也可以其他操作*/

for (jA=01 1 < G.rEumvertexesJj++)

江(C; .arc(剖 [j J ~ 1 &~ J;v土 s.ited [j] ) 

DFS (G , j); 户对为就闷的郁接顶

/'*邻接矩阵的深度造历操作 *1

void DFSTra 'l1ers,e ('MGraph G) 

int i; 

for (i - 0; i <; G.numVertexe!:i; i++! 

vis.itedli] = FALSE'; /必初始，所有顶点状态都是未访问过状态 合/

r Ci r (i = 0; i 运 G:. numVertexes; i ++ .) 

过 (!vislt.ed[il) 户对来访问过的顶点调用 DES. 芳是遥远圃，只会执行-次 γ

DFS ~ G，土) ; 

代码的执行过程，其实就是我们刚才迷宫找寻所有顶点的过程。

如果图结构是邻接表结构，其 DFSTraverse 函数的代码是几乎相同的，只是在递
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归函数中因为将数组换成了链装而有不同，代码如下。

户邻接求的深度优先递归算法*/

void OFS (GraphAdjList GL，主nt i) 

EdgeNode ‘ p; 

v isitedl i] = TROE; 

printf (吨c ",GL• adjList[i] .data ); /*打印顶点 ， 也可以其他操作叮

p = GL白>adjLis.t [i] . firstedge; 

while (p) 

if (h7isited [p->adjv.ex] ) 

DFS. (GL , P• adjvex); /贪'命为访问的邻接顶点返归调用*/

p = p-->next; 

/*够接求的深度造历操作*/

void DFSTraverse (GraphAdjList GL) 

int i; 

for .(i = 0; i < GL->numVertexes; i扑)

visi ted[i) = FALSE; 户初始所有顶，~，~状态都是未访问过状态叮

for (i - 0; i < GL->numVertexes; i朴)

if ( !visited[i)) f* 对永访问过的顶点调用 DFS. 筹是遥远圈，只会执行一次*/

DFS (GL, i) ; 

对比两个不同存储结构的深度优先遍历算法，对于 n 个顶点 e 条边的图来说，邻

接矩阵由于是二维数组，要查找每个顶点的邻接点需要访问矩阵中的所有元素，因此

都需要 O(n2)的时间。 而邻接表做存储结构时，找邻接点所需的时间取决于顶点和边

的数量，所以是 Q(n+e)。显然对于点多边少的稀疏图来说，邻接表结构使得算法在时

间效率上大大提高 。

对于有向图而言，由于它只是对通道存在可行或不可行，算法上没有变化，是完

全可以通用的。这里就不再详述了。
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7 .5.2广度优先遍历

广度优先遍历 (Brωdth..Y1tSLSearch) ，又称为广度优先搜索，简称 BFS。还是以

找钥匙的例子为.例。小孩子不太可能把钥匙丢到大衣柜顶上或厨房的抽烟机里去，深

度优先遍历意味着要彻底查找完一个房间才查找下一个房间，这未必是最佳方案。 所

以不妨先把家里的所有房间简单看一遍，看看钥匙是不是就放在很显眼的位置， 如果

全走一遍没有，再把小孩在每个房间玩得最多的地方或各个家俱的下面找一找， 如果

还是没有，那看一下每个房间的抽屉，这样一步步扩大查找的范围，直到找到为止。

事实上，我在全屋查找的第二遍时就在抽水马桶后面的地板上找到了 。

如果说图的深度优先遍历类似树的前序遍历， 那么图的广度优先遍历就类似于树

的层序遍历了。我们将图 7-5-3 的第一幅图稍微变形， 变形原则是顶点 A 放置在最上

第一层，让与包有边的顶点 B、 F 为第二层，再让与 B 和 F 有边的顶点 C、 l、 G、 E

为第三层，再将这四个顶点有边的 D、 H 放在第四层，如图 7-5-3 的第二幅图所示。

此时在视觉上感觉围的形状发生了变化， 其实顶点和边的关系还是完全相同的.

出队;9'IJ 入队列

( • [TI ‘--

@ ← LÐC口 4•-

@ ← ITJITJ「丁lrol ‘• -

@ ← E巳仁口[QJlIJ -
@ ←口::JITJ[ÐITJ -
@ ←一「τlíτ1ITJ -
⑦ -CTIC曰 HJ -
@ ←一 I O _jL!:!_j ‘0--

@• - D!J -
阁 7-5-3
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有了这个讲解，我们来看代码就非常容易了。以下是邻接矩阵结构的广度优先遍

历算法。

/*邻在矗短碎的广度造历算法*/

void BFSTra;verse (MGraph. G) 

int i , j; 

Queue Q; 

for (i ~ 0 ; i < G. numVertexes; i++) 

visited(i) - FALSE; 

In!tQueue ( 晶。 ) ; /*初始化-捕~用的队列*/

for (i 罩 0 ; i < G. numVertexes; i++) 户对每一个顶点做循环 V

if (!visited[i)) /*芳是未仿问过草地处理*/

visited(i J-TRUE; /*设置当'可顶点访问过*/

printf (吨c ", G. vexs (i) ) ;户打印顶点.也可以其他，操作.，/

EnQueue ( &Q , i) ; 户将此1重点入队，，) */ 

while ( ! QueueEmpty (Q) ) 户务聋'可队列不为空忖

DeQueue (&Q, &i) ; /* *队中元余出队列，赋位给 i * / 

for ( j -0 ; j <G:. numVertexes; j ++ ) 

/ * /1)断其他顶点是量与当前顶点存在边且永该问过*/

if (G. arc (i 1 (j) ~ 1 晶晶 !visited(j ) ) 

visited[j)=TRUE; /舍将裁剑的此顶点标记，为已访问*/

printf (吨c ", G. vexs ( j J ) ; 川.tr~p顶点*/

EnQueue ( 吨， j) ; 户将找到的此顶点入队列*/

对于邻接表的广度优先埠历，代码与邻接矩阵差异不大，代码如下。
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1* 邻接4民的;广fI..造历~法*/

void BFSTravèrse (GraphAdjList GL) 

i.nt i; 

Edge Notle *P; 

Queue Q; 

for (i 草 0: i < GL->numVerte'xes,; i忡)

visited[i) - FALSE; 

InitQu电，ue (晶0) ; -

f.or (i - 0; i < GL->numVertexes; i ++ ) 

if (! v isi.ted[i]) 

visit~d [i) -TRUE; 

pl!,intf ( "如 "， GL->adjList[i) . data) ;户打印顶点，也可以其他操作 V

EnQueue飞 &Q， i) ; 

while ( ! QueueEmpty (Q) ) 

Deωèue (吨， &i) ; 

P - GL->adjList(i). fÍrstedge;/ *找到当1Ir顶点追求键求头指针v

whil~ (p) 

if ( !visited(po;->adjv,e x] ) 户是警此观点来就访何时

visited(p->adjvex )-TRUE; 

printf ( " \c "，饵->adjL，ist (p->adjve .x] .由ta) ; 

EnQueue ( 吨，p->ërdjvex) ; 户将此顶点入队1') */ 

P .. p-;>nexti /话 指针指向下-个邻籍，& . 1 

对比图的深度优先遍历与广度优先遍历算法，你会发现，它们在时间复杂度上是

一样的，不同之处仅仅在于对顶点访问的顺序不同。可见两者在全图遍历上是没有优
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劣之分的，只是视不同的情况选择不同的算法。

不过如果图顶点和边非常多，不能在短时间内遍历完成，遍历的目的是为了寻找

合适的顶点，那么选择哪种遍历就要仔细斟酌了。深度优先更适合目标比较明确，以

找到目标为主要目的的情况，而广度优先更适合在不断扩大遍历范围时找到相对最优

解的情况。

这里还要再多说儿旬，对于深度和广度而言，已经不是简单的算法实现问题，完

全可以上升到方法论的角度。你求学是博览群书、不求甚解，还是深钻细研、鞭辟入

里;你旅摒是走马观花、蜻蜓点水，还是下马看花、深度体验;你交友是四海之内皆

兄弟，还是人生得一知巴足矣……其实都先对错之分，只视末同人的理解而有了不同

的诠释。我个人觉得深度和广度是既矛盾叉统一的两个方面，偏颇都不可取，还望大

家自己慢慢体会。

7.6 最小生成树

假设你是电信的实施工程师，需要为一个镇的丸个村庄架设通信网络做设计，村

庄位置大致如图 7-6-1，其中 VO~V8 是村庄，之间连续的数字表示村与村间的可通达

的直线距离，比如 Vo至 Vl就是 10 公里(个别如 Vo 与 同， V6与 V日， Vs与 V7 未测算距

离是因为有高山或湖泊，不予考虑)。 你们领导要求你必须用最小的成本完成这次任

务。 你说怎么办?

回 7-6-1

显然这是一个带权值的图，即网结构。所谓的最小成本，就是 n 个顶点，用 n-1

条边把一个连通图连接起来，并且使得权值的和最小。在这个例子里，每多一公里就

多一份成本，所以只要让线路连线的公里数最少，就是最少成本了。
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如果你加班加点，没日没夜i如「出的l结果是如图 弘6-2 的方案一(粗线为要架设

线路) ，我想你离被炒就鱼应该是不远了(同学微笑)。因为这个方案比后两个方案多

出 60%的戚本会让老板气晕过去的 。

方案一 方案二
公恳数=11+26+20+22+18+21+24+19=161 公11!数=8+12+10+11+17+19+-16+7=100

方案三

公里数=8+12+ 1 0中 11+16+ 19+16+7=99

图 7-6-2

方案王设计得非常巧妙，但也只以极其微弱的优势对方案二胜出，应该说很是侥

幸。我们有没有办法可以精确计算出这种网图的最佳方案呢?答案当然是 Yes o

我们在讲图的定义和术语时，曾经提到过， 一个连通图的生成树是一个极小的连

通子图，包含有圈中全部的顶点，但只有足以构成一棵树的 n- l 条边。显然图 7-6-2

的三个方案都是图 7-6-1 的网图的生成树。那么我们把构造连通网的最小代价生成树

称为最小生成树 (Minimwn Cost Spanning Tr叫 。

找连通网的最小生成树，经典的有两种算法，普里姆算法和克鲁斯卡尔算法。我

们就分别来介绍一下。
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7.6.1 普里姆 ( Prim )算法

为了能讲明白这个算法，我们先构造圈 7-6-1 的邻接矩阵，如图 7-6-3 的右图所
刁可。

Vo VI Y2 V) V4 YS 、4‘ 、~7 Vs 

YO I 0 10 ∞ 由3 回3 11 ∞∞∞ 
VI 10 0 18 ∞ α3 ∞ 16 ∞ 12 
Y2 四) 0() 。 22 ∞ 由3 由J 0() 8 
Y) ∞∞ 22 。 20 ∞ ∞ 16 21 
V. 。3 由3 ∞ 20 。 26 ∞ 7 0() 

YS 1 1 ∞∞ ∞ 26 。 17 ∞∞ 
、，‘ ∞ 16 ∞ α3 0() 17 。 19 ∞ 
V7 ∞∞∞ 16 7 ∞ 1 9 0 四3

YS ∞ 12 8 21 ∞ 西3 由J 0() 。

图 7-6-3

也就是说，现在我们已经有了一个存储结构为 MGragh 的 G (见本书 7.4 节邻接矩

阵). G 有 9 个顶点，色的 arc 二维数组如图 7-6-3 的右图所示。数组中的我们用

65535 来代表∞。

于是普里姆 (Prim) 算法代码如下，左侧数字为行号。其中 INFINITY 为权值极大

值，不妨是 65535 ， MAXVEX 为顶点个数最大值，此处大于等于 9 即可。现在假设我

们自己就是计算机，在调用 MiniSpanTree_Prim 函数，输入上述的邻接矩阵后，看看

它是如何运行并打印出最小生成树的。

/ * Prim 算法生成最小生成树 " 1

1 void MiniSpanTree _ Prim ( MGraph G) 

2 

3 int ~in， i , j , k; 
4 打lt adjvex[M且XVEX 1; 1* 保存相关顶点下标禽/

5 int 1owcost[MAXVEXJ; 户保存相关顶点问边的权位 V

6 10阴。st(O] = 0; /"初始化第一个权值为 0 ， '" Vo加入生成树叮

/ * lowcost 的值为 0，在这里就是此丁标价顶点已经加入生成树 V

7 adjvex[O] = 0; /"初始化第一个顶点下标为 0 舍/

8 for (i = 1; i < G.numVertexes ; i++) 川循环除r标为 0 外的全部顶点* 1

9 

10 1owcost.{i] = G. arc[O] [i] ;I"将 Vo顶点与之有边的权位存入敛忽如/

11 adjvex[iJ = 0; /*初始化都为 吨的下标*/
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12 

13 for (i = 1; i < G .numVerte~es; .itt) 

14 

15 m.in =工NFINITY; 户初始化最小权值为∞，叮

/ * i毫常设茸为不可能的大数字如 32767 、 65535 等 V

16 j= 1;k-O; 

17 

1.8 

H 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

whHe (j < G. numVerte.xes ) /*循环全部顶点*/

ìf (lowcost[jl !=O && lowcost(j) < min) 

(/* 如来权位不为 0 且权位，J、于 min */ 

min = 1owcost(j ) ; /*别让当前权位成为最小位"/

k = j ; /命将当前最.，J、值的二F标存入 k */. 

j++; 

26 print主( " ( %<i,%d) ", adjvex[k) , k ); 户打印当前顶点边中权位朵小边*/

27 1owcost(k ] = 0 ; / * 将当前T重点的权位设立为 O . 表示此顶点已经完成倍务 V

2.8 for(j = 1 ; j < G.numVerte.xes ; j+t) 户循环所有顶点*/

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 } 

i:f (lowcost[jJ 1=0 && G. arcLk) [j) 々 lowèost (j] ) 

(/ ..若下标为 k 顶点.3，.边权值小于此前这些顶点未被加入生Ä树权位*/

1owcost[j] = G.arc[kJ [j) ; 户将较小权依存入 1owcost* /

adjvex[j] = k; 户将下标为 k 的T重点将入 adjvex */ 

1. 程序开始运行，我们由第 4-5 行，创建了两个一维数组 bwcost 和 adjvex .

长度都为顶点个数 9。官们的作用我们慢慢细说。

2. 第 6-7 行我们分别给这两个数组的第一个下标位赋值为 0 ， 叫vex[O]=O 其实

意思就是我们现在从顶点 vo 开始(事实上，最小生成树从哪个顶点开始计算

都无所谓，我们假定从 Vo开始) > bwcost[O]=O 就表示 vo 已经被纳入到最小生

成树中，之后凡是 bwcost 数组中的值被设置为 0 就是表示此下标的顶点被纳

入最小生成树。

3. 第 8-12 行表示我们读取圈 7-6-3 的右图邻接矩阵的第一行数据。将数值赋值



第 7j在回

给 bwcost 数组，所以此时 bwcost 数组值为

{0,10,65535,65535,65535,11,65535, 65535, 65535} ，而 arjvex 则全部为 0。

此时，我们已经完成了整个初始化的工作，准备开始生成。

4. 第 13~36 行，整个循环过程就是构造最小生成树的过程。

5 . 第 15~16 行，将 min 设置为了一个极大值 65535 ，色的目的是为了之后找到

一定范围内的最小权值。 j 是用来做顶点下标循环的变量， k 是用来存储最小

权值的顶点下标。

6 . 第 17-25 行，循环中不断修改 min 为当前 bwcost 数组中最小值，并用 k 保

留比最小值的顶点下标。经过循环后， min=10 , k=l。注意 19 行 if 判断的

bwcost[j] 1=0 表示已经是生成树的顶点不参与最小权值的查找。

7. 第 26 行，因 k=l ， adjvex[l]=O，所以打印结果为 (0 ， 1 ) ，表示 Vo 至 Vl 边为

最小生成树的第一条边。 如图 7-6-4 所示。

因 1-6-4

8. 第 27 行，此时因 k=l 我们将 bwcost[k]=0 就是说顶点 Vl 纳入到最小生成树

中。此时 :bwcost 数组值为{0，0，65535，65535，65535，11,65535,65535,6553 5} 。

9 . 第 28~35 行， j 循环由 1 至 8，因 k=1 ，查找邻接矩阵的第 Vl 行的各个权

值，与 bwcost 的对应值比较，若更小则修改 bwcost 值，并将 k 值存入

adjvex 数组中。 因第 Vl 行有 18 、 16、 12 均比 65535 小，所以最终 bwcost

数组的值为 : {0,0,18,65535,65535,l1,16,65535,12} 0 adjv础 数组的值为 :

{O，O，l，O，O，O，l，O，l}。 这里第 30 行 if 判断的 bwcost[j] !=O 也说明 Vo和 Vl 巴经是

生成树的顶点不参与最小权值的比对了。

10. 再次循环，囱第 15 行到第 26 行，此时 min=l1 , k=S , adjvex[5]=O 。 因此打
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印结构为 (0 ， 5)。表示 Vo 至 Vs 边为最小生成树的第二条边，如图 7-6-5 所

一
一
小

因 7-6-5

11. 接下来执行到 36 行， Iowcost 数组的值为: {O,O,18,65535,26,O,16,6553S, 

12勾} o adj讪ve创x 数组的值为: {O,O,1,O.5, 

12 . 之后，相信大家也都会自己去模拟了。通过不断的转换，构造的过程如图

7-6-6 中圈 1-图 6 所示。

图 l 图2 留3

图4 留5 因6

图 7-6-6
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有了这样的讲解，再来介绍普里姆(Prim ) 算法的实现定义可能就容易理解一
在岳。

假设 N= ( P，{E}) 是连通网， TE 是 N 上最小生成树中边的集合。算法从 U={uo}

(uoε Y) ， TE=D开始。重复执行下述操作:在所有 u ξ U，V ε Y-U 的边 (u，v)ξ E 中

找一条代价最小的边(uo，Vo) 并入集合凹，同时 Vo并入 U，直至 U=v 为止。 此时 TE

中必有 n- 1 条边，则 T= (飞σE}) 为 N 的最小生成树。

由算法代码中的循环嵌套可得知此算法的时间复杂度为 O(n亏 。 10

7.6 .2 克鲁斯卡尔( Kruskal )算法

现在我们来换一种思考方式，普里姆 (Prim ) 算法是以某顶点为起点，逐步找各

顶点上最小权值的边来构建最小生成树的。这就像是我们如果去参观某个展会，例如

世博会，你从一个入口进去，然后找你所在位置周边的场馆中你最感兴趣的场馆观

光，看完后再用饲样的办法看下一个。可我们为什么不事先计划好，进园后直接到你

最想去的场馆观看呢?事实上，去世博园的观众，绝大多数都是这样做的。

同样的思路 ， 我们也可以直接就以边为目标去构建，因为权值是在边上，直接去

找最小权值的边来构建生成树也是很自然的想法 ， 只不过构建时要考虑是否会形成环

路而已。此时我们就用到了图的存储结构中的边集数组结构。以下是 e电e 边集数组结

构的定义代码:

/*对边集.纽剖ge 结构的定义*/

t ypede:i; struct 

int begin ; 

int e nd ; 

int weight; 

1 Edge ; 

我们将图 7-6-3 的邻接矩阵通过程序转化为图 7-6-7 的右图的边集数组，并且对

它们按权值从小到大排序。

统10 目前这~法只是基本实现最小生成树的构建， 算法还可以优化. 请参考 《算法导论) ~武部分困算法的 23.2节有

详细讲解。
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bcgio eod 响ighl

edges[叼 4 7 7 
edg出[1 J 2 s 8 
edges[2J 。 10 
edges[3] 。

ι 
5 11 

edgi田[4] 8 12 
edg目[5] 3 7 16 
edges[6] 6 16 
edg臼[7] 5 6 17 
edg臼[8J 2 18 
edges[9] 6 7 19 
cdges[10] 3 4 20 
edges[l l) 3 8 21 
edges[12) 2 

+ 
3 22 

e句eS[13] 3 6 24 .. 
edges[14] 4 26 

因 7-6-7

于是克鲁斯卡尔 (Kruskal) 算法代码如下，左侧数字为行号。其中 MAXEDGE 为

边数量的极大值，此处大于等于 15 即可， MAXVEX 为顶点个数最大值，此处大于等

于 9 即可。现在假设我们自己就是计算机， 在调用 MiniSpanTree_Kruskal 函数，输入

图 7-6-3 右图的邻接矩阵后，看看它是如何运行并打印出最小生成树的。
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/'" Kruskal 算法生成J:.小生成树*/

1 void MiniSpanTree_Krus.kal (111<;;主aph G) /'"生成最小生ÑX.树*/

2 

3 int i , n, m; 

4 Edge edges [MAXEDGE_] ;户定义边集.纽*/

5 int parent(MAXVEX]; /*定义-数组用来判断边与边是否形成环.. */ 

/*此处省略将邻接费巨阵 G 转化为边集41:组edges 并接权由小到大排序的代码忖

6 主。r (i ~ 0; i < G.numVertexes; i++) 

7 parent[iJ ~ 0; 尸初始化.. 纽值为 o */ 

8 før (i = 0; i < G.numEdges; i++) 1 * 循环每一条边*/

9 

10 n = 'Find (parent , e.dges_[i] .l:)egin) ; 

11 m 量 Find (parent, edges[i].end); 

12 if ( n ! = m) 户假如 n 与 m 不等，说明此边没有与现有生成树形成环怠*/

13 

14 parent[n] = m; 川 将此边的结尾，顶点放;入下标为起点的 parent"中 * /

1* 表示此顶点已经在生成树集合中 *1
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15 pr.il'\tf ( .. (毡d，奄r;i)辛Q ", edge$(i] .begin, 

eages(i] .end, edqes(i] .wéight) ; 

16 

17 

18 } 

1 9啕 in，t FiOd 'int *pa'目前， int f) 户安执迷统观点的尾部下标*/

20 { 

21 while (parent (Í] >0 ) 

23 f = parent [f) ; 

24, return f; 

25 } 

1. 程序开始运行，第 5 行之后，我们省略掉颇占篇幅但却很容易实现的将邻接矩

阵转换为边集数组，并按权值从小到大排序的代码11 ， 也就是说，在第 5 行开

始，我们已经有了结构为 ed，ge ，数据内容是图 7心7 的右图的一维数组

e电es。

2. 第 S~7 行，我们声明一个数组 parent，并将宫的值都初始化为 0，它的作用

我们后面慢慢说。

3. 第 8~17 行，我们开始对边集数组做循环遍历，开始时， i=O 。

4 . 第 10 行，我们调用了第 19~2S 行的函数 Find，传人的参数是数组 parent 和

当前权值最小边 (V4，V7)的 begin: 4。因为 parent 中全都是 0 所以传出值使

得 n=4。

S. 第 11 行，同样作法，传入 (V4，V7) 的 end : 7 . 传出值使得 m=7 .

6. 第 12~16 行，很显然 n 与 m 不相等，因此 parent[4]=7 . 此时 parent数组值

为{O ， 0 , 0 , 0 , 7 , 0 , 0 , O. O}，并且打印得到 "(4 ， 7) 7" 。 此时我们已

经将边 (V4，V7)纳入到最小生成树中，如图 7-6-8 所示.

i主11: 详细代码，本书提供下载。
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图 7-6-8

7. 循环返回，执行 10-16 行，此时 i=l ， @电e[l]得到边 (V2，VS) ， n=2 , m=8 , 

parent[2]:=8 . 打印结果为 "( 2 ， 的 8" ， 此时 parent 数组值为{O ， 0 , 8 , 0 , 

7 , 0 , 0 , 0 , O} ， 这也就表示边 (V4，V7)和边(吨，va) 已经纳入到最小生成

树，如图 7-6-9 所示。

因 7-6-9

8. 再次执行 10 ~ 16 行，此时 j:=2 ， edge[2]得到边(町，Vl) , n=O , m:=l , 

parent[O]:=l ，打印结果为 "(0 ， 1) 10" ，此时 parent 数组值为{1 ， 0 , 8 , 

0 , 7 , 0 , 0 , 0 , O}，此时边 (V4.V7) 、(V2，Va) 和 (vo，Vt) 已经纳入到最小生

成树，如图 7-6-10 所示。

图 7夺10
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9 . 当 j=3 、 4、 5 、 6 时，分别将边 (VO，vs) ， (Vl.vS) , (吨，V?) 、 (Vt.问)纳入到最

小生成树中，如图 7-6-11 所示。此时 parent 数组值为{1 ， 5 , 8 , 7 , 7 , 8 . 

0 , 0 ， 时，怎么去解读这个数组现在这些敏字的意义呢?

i=3 i=4 

i=5 i=6 

00 7-6-11 

从图 7-6-11 的最右图 i=6 的粗线连线可以得到，我们其实是有两个连通的边集合

A 与 B 中纳入到最小生成树中的，如图 7-6-12 所示。当 parent[O]=l ， 表示 Vo 和 V]

已经在生成树的边集合 A 中。 此时将 parent[O]=l 的 1 改为下标，由 parent[l] =5，表

示 Vl和 Vs 在边集合 A 中， parent[5)=8 表示 Vs与 Va在边集合 A 中， parent(8)=6 表

示 Va与 同在边集合 A 中， parent[6)=0 表示集合 A 暂时到头，此时边集合 A 有 町、

Vl、町、 Ve、 V6。 我们查看 parent 中没有查看的值， parent[2]=8 表示 V2 与 Va在一个

集合中，因此 Vz也在边集合A 中。再由 parent[3]=7、 parent[4]=7 和 parent[7)=O 可

知 V3、 V"、 V7在另一个边集合 B 中。

2:55 
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此连线造

i=6 

因 7-6-1 2

10 . 当 i=7 时， 第 10 行， 调用 Find 函数，会传人参数 e电es[7].begin=5。此时第

21 行， parent[5] =8>0 ， 所以 仨8，再循环得 parent[8]=6。因 parent[6]=0 所

以 Find 返回后第 10 行得到 n吨。而此时第 11 行， 传人参数 e电es[7].end=6

得到 m=6o 此时 n=m，不再打印，继续下一循环。这就告诉我们，因为边

(吨，V6) 使得边集合 A 形成了环路。因此不能将它纳入到最小生成树中，如图

7-6-12 所示。

11 . 当 i=8 时，与上面相同，由于边(町，V2) 使得边集合 A 形成了环路。因此不

能将包纳入到最小生成树中，如图 7-6-12 所示。

12 . 当 i=9 时，边(町，V7) ，第 10 行得到~ n=6 ，第 11 行得到 m=7 ，因此

parent[6]=7 ，打印 #(6 ， 7) 19气此时 parent 数组值为{1 ， 5 , 8 , 7 , 7 , 

8 , 7 , 0 , 6}， 如图 7-6-13 所示。

13 . 此后边的循环均造成环路，最终最小生成树即为图 7-6-13 所示。

图 7-6-13
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好了，我们来把克鲁斯卡尔(Krusk刻)算法的实现定义归纳-下结束这一节的讲
解。

假设 N= (V，{!E})是连通网，则令最小生成树的初始状态为只有 n 个顶点而无边的

非连通图 T={V，ûJ，图中每个顶点自成一个连通分量。在 E 中选择代价最小的边，若

该边依附的顶点落在 T 中不同的连通分量上，则将此边加入到 T 中，否则舍去此边而

选择下一条代价最小的边。依次类推，直至 T 中所有顶点都在罔一连通分量上为止。

此算法的 Find 函数由边数 e 决定，时间复杂度为 O(hge) )而外面有一个 fOT 循环

e 次。 所以克鲁斯卡尔算法的时间复杂度为 O(ebge) .

对比两个算法，克鲁斯卡尔算法主要是针对边来展开，边数少时效率会非常高，

所以对于稀疏图有很大的优势i 而普里姆算法对于稠密图，即边数非常多的情况会更

好一些。 12

7.7 最短路径

我们时常会面临着对路径选择的决策问题。 例如在北京、 上海、广州等城市，因其

城市面积较大，乘地铁或公交都要考虑从 A 点到 B 点，如何换乘到达?比如图 7-7-1

这样的地铁网图，如果不是专门去做研究，对于刚接触的人来说，都会犯迷糊。

现实中，每个人需求不同，选择方案就不尽相同。有人为了省钱，'Ë:需要的是路

程最短(定价以路程长短为标准) )但可能由于线路班次少，换乘站阔距离长等原因并

不省时间;而另一些人，为了要赶飞机火车或者早晨上班不迟到，他最大的需求是总

时间要短i 还有一类人，如老人行动不便，或者上班族下班，忙碌一天累得要死，他

们都不想多走路，哪怕车子绕远路耗时长也无所谓，关键是换乘要少，这样可以在车

上好好休息一下(有些线路方案换乘两次比换乘三四次耗时还长)。这些都是老百姓的

需求，简单的图形可以靠人的经验和感觉，但复杂的道路或地铁网就需要计算机通过

算法计算来提供最佳的方案。 我们今天就要来研究关于图的最短路径的问题。

雄气 关于该算法详阳讲麟，请参考《算法导论》 第六部分困算法的 23.2节.
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-啕-
图 7-7-1

在网图和非网图中，最短路径的含义是不同的.囱于非网图官没有边上的权值，

所谓的最短路径，其实就是指两顶点之间经过的边数最少的路径;而对于网图来说，

最短路径，是指两顶点之间经过的边上权值之和最少的路径，并且我们称路径上的第

一个顶点是源点，最后一个顶点是终点。显然，我们研究网图更有实际意义，就地图

来说，距离就是两顶点阔的权值之和。而非网图完全可以理解为所有的边的权值都为

1 的网.

我们要讲解两种求最短路径的算法。先来讲第一种，从某个摞点到其余各顶点的

最短路径问题。

你能很快计算出图 7-7-2 中囱源点 VO 到终点 Va 的最短路径吗?如果不能，投关

系，我们一同来研究看如何让计算机计算出来.如果能，哼哼，那仅代表你智商还不

错，你还是要来好好学习，毕竟真实世界的图可没这么简单，人脑是用来创造而不是

做枯燥复杂的计算的。好了，我们开始吧。

258 



第n院图

终点

因 7-7-2

7.7.1 迪杰斯特拉( Dijkstra ) 算法 ，

这是一个按路径长度递增的次序产生最短路径的算法。它的思路大体是这样的。

比如说要求图 7-7-3 中顶点 Vo 到顶点 Vl 的最短距离，没有比这更简单的了，答案

就是 1，路径就是直接 Vo连线到 Vlo

阁 7-7-3

由于顶点 Vl还与 町、町、 V4连续，所以此时我们同时求得了 Vo→Vl→Vz=1+3=4 ，

Vo• Vl• v3=1+7=8 , Vo→Vl→v4=1+S=6。

现在，我问 Vo 到凹的最短距离，如果你不假思索地说是 5 ，那就犯错了。因为边

上都有权值，刚才已经有 Vo→Vl→吨的结果是 4，比 5 还要小 1 个单位，宫才是最短

距离，如图 7平4 所示。

图 7-7-4

由于顶点 Vz还与 V4、 Vs连线，所以此时我们同时求得了 Vo→Vz→h其实就是 Vo→
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Vl• v.z• v4=4+ 1=5 , Va→Vz→vs=4t7=11。这里 Vo→Vz 我们用的是刚才计算出来的较

小的 40 此时我仍也发现 Vo→Vl→V2→v~=5 要比 Vo→Vl→v.=6 还要小。 所以 Vo 到 h

目前的最小距离是 5，如图 7平5 所示。

图 7-7-5

当我们要求 Vo 到町的最短距离时，通向内的三条边，除了 V6 没有研究过外， Vo 

→Vl→町的结果是 8，而 Vo→h→v3=5+2=7 0 因此，而到町的最短距离是 7，如图 7-

7-6 所示。

因 7-7-6

好了，我想你大致明白，这个迪杰斯特拉 (Dijkstra) 算法是如何干活的了。它并

不是一下子就求出了 Vo 到吨的最短路径，而是一步步求出它们之间顶点的最短路

径，过程中都是基于已经求出的最短路径的基础上，求得更远顶点的最短路径，最终

得到你要的结果。

如果还是不大明 白， 不要紧，现在我们来看代码，从代码的模拟运行中，再次去

理解它的思想。

#define MAXVEX 9 

fdefine INF工到工TY 65535 

typedef int Pathmatirx [皿XVEX] ; μ 用于存储最短熔径τ栋的jt纽忖

typedef irtt ShortPathTable[陆XVEX) ;户 用于存储到谷，菁、最短路径的权位和合/

/ '" Dijkst:ra 算法. 求有向网 G 的 Vo顶点到Jt.命顶点 V'_锺路径面 [v)及带栋长度 o [v)" 叫
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/ * p [v] 的值为前驱顶点下称. D[v)在示\70 到 v 的最短路径长度和。 1f/

1 void Shortes缸Path_Dijlcstra ( MGraph G, int -Vo, Pathmat主rx 吁，

ShortPathTable 叩)

2 

3 int v , w, lc , min; 

4 int final[M阻VEX] ;户 final[w]-1 表示求得顶点 Vo 至凡的最短路径叮

for (V~O;， v<G.numVertexes'; v++) /*初始.ft:.~.;j黯*/5 

6 

7 fina1(v] = 0; 川全部观点初始化为未知最短络径~~ *1 

8 ( *0 ) [v) ~ G .matirx忡。][v]; /"将与 v。点有连线的顶，欲加上权位*/

9 (呼) [vJ '" 0; /*初始化第径敛纽 P 为 o *ï 

10 

11 ( *0 ) [vo] æ 0; 户 vo 至 vo4径为 o */ 

12 final [vo) =< 1; γ输 Vo 至 v。不需要求总径*/

户开始主循环，每次求得 Vo 剑某个v 顶点的最短移径*/

13 for (v"'l; v<G. nUlllVertexes; v++) 

14 

15 mîn=INFINITY; 户当常所知. Vo顶点的最近Æ离*/

16 fo,r (w=O; w<G.numVertexes; w忡) /*寻找离 v。最近俯顶点食/

17 
n
o
h
y

《
u
'
-
a
q
4
9
J
A
U
τ

1122222 if ( ! final [w) && (备。) [叫<J'nin)

lc=w; 

min '" (叩) [w); /* w 况也离 Vo 顶杰、是近*/

fina,l <k] '" 1; /*斗夺目前找冽的最近的顶点直为 1 忖

2S fór (w-O; w<G.numVertexes; w++ ) 户修正当前最短路径及距离食/

26 

叮
，
。

O
S
J
n
v

、
自
晶
。
，
"
、

J

句
，‘

内
，‘

呵
，
‘
句
31

'
3

、
3
'
J

/*如采经过 v 顶点的地径比现在这条路径的长度'量的话忖

主f ( ! final [时晶矗 (min+G.matirx[lcl [~]< (*þ) [叫) ) 

{户 说明找到了支烛的4-径，修改 D [w] 和 P[w) 忖

们D) [w) -lIIin + G.matirx(lc] [叫:户修改当前移径长度""/

("*'1') [w]-k; 
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34 

调用此函数前，其实我们需要为图 7-7-7 的左图准备邻接炬阵 MGraph 的 G，如图

7-7-7 的右图，并且定义参数 Vo为 0。
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图 7-7-7

1.程序开始运行，第 4 行缸lal 数组是为了 Vo 到某顶点是否已经求得最短路径的

标记，如果 Vo 到 Vw 已经有结果，则 final[w]=l 。

2. 第 5~10 行，是在对数据进行初始化的工作。此时 fjnal 数组值均为 0 ， 表示

所有的点都未求得最短路径。 D 数组为 {65535，1，5，65535，65535，65535，

65535，65535，65535}。因为 Vo 与 Vl 和 V2 的边权值为 1 和 5. P 数组全为 0 ，

表示目前没有路径。

3. 第 11 行，表示 Vo到 Vo 自身，权值和结果为 O. 0 数组为{0，1，5，65535，6553S，

65535，65S35，65535，65535}。第 12 行，表示 Vo点算是已经求得最短路径，因

此 final[O]=l。此时 final 数组为{l，O，O，O，O，O，O，O，O}。此时整个初始化工作完

成。

4. 第 13~33 行，为主循环，每次循环求得 Vo与一个顶点的最短路径。因此 v 从

1 而不是 0 开始。

5 . 第 15~23 行，先令 min 为 65535 的极大值，通过w 循环，与 O[w)比较找到

最小值 min=l ， k=l 。

6 . 第 24 行，由 k=l，表示与 Vo 最近的顶点是 Vl，并且由 0(1}=1，知道此时 Vo

到町的最短距离是 1。因此将向对应的 fìnal[l)设置为 1。此时 fjnal 数组为

{l，l，O.O，O，O，O，O，O}。

7 . 第 2S~3 2: 行是一循环，此循环甚为关键。它的目的是在刚才已经找到 Vo 与 "1
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的最短路径的基础半，对 Vl 与其他顶点的边进行计算，得到 Vo 与包们的当前

最短距离， 如图 7小8 所示。 因为 min=l ，所以本来 0[2]=5，现在 Vo→Vl→

v2=0[2]=min+3=4 , Vo• Vl• Y3=0[3]=min+ 7=8 , Vo→Vl→v4=D[4]=min+5吨 ，

因此， 0 数组当前值为{O，1，4，8，6，65535，65535，65535，65535} 。而 P[2]=1 .

P[3]=1 , P[4]=1 , t;表示的意思是 Vo 到 町、町、 h点的最短路径它们的前驱均

是 Vlo 此时 P 数组值为: {O，O，1，l，1几O，O，O} 。

m 7-7-8 

8 . 重新开始循环，此时 i=2。第 15~23 行，对 w 循环，注意因为 final[0]=1 和

final[l ]=1 ，由第 18 行的!final[w]可知， Vo与 Vl 并不参与最小值的获取。通过

循环比较，找到最小值 min=4 ， k=2。

9 . 第 24 行，由 k=2，表示已经求出 Vo 到 凹 的最短路径，并且由 0[2]=4，知道

最短距离是 4。 因此将 V2 对应的 finaJ[2]设置为 1 ，此时 final 数组为 :

{l .l，l，O.O. O.O.O，O} 。

10 . 第 25-32 行。在刚才已经找到 Vo 与凹的最短路径的基础上，对 V2 与其他

顶点的边，进行计算，得到 Vo 与它们的当前最短距离，如图 7-7-9 所示。因

为 min斗，所以本来 0[4]=6 ，现在 Vo→Vz→v4=0[4]=min+l=5 ， Vo• Vz• 
vs=0[5]=min+7=11 ，因此， 0 数组当 前值为: {0.1 .4，8丘11，65535，65535，

65535}。 而原本 P[4)=1，此时 P[4)=2 ， P[5]=2 , t;表示 Vo 到 Y4、 Vs 点的最短

路径芭们的前驱均是吨。 此时 P 数组值为 : {O，O.1，1.2，Z，O.O.叼.

因 7-7-9
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11 . 重新开始循环， 此时 i=3 o 第 15-23 行，通过对 w 循环比较找到最小值

min=S , k=4。

12. 第 24 行，由 k=4，表示已经求出 Vo 到 h的最短路径，并且由 0[4]=5 ， 知道

最短距离是 5。因此将 V4 对应的 final [4]设置为 1。此时 final 数组为 :

{1，1.1.0.1.0.0.0.0}。

13 . 第 25-32 行。对 V4 与其他顶点的边进行计算， 得到 Vo与官们的当前最短距

离，如图 7平10 所示。因为 min=5 ，所以本来 0[3]=8 ，现在 Vo→h→

v3=D[3]=min+2=7，本来 0[5]=11 ，现在 Vo→h→vs=O[5]=min+3=8，另外 Vo

• V4• v6=O'[6];;;min+6;;;11 , VO→V4→v1=D[7]=min崎..14 ，因此， D 数组当前

值为: {0，1.4.7.5.8，11.14，6S535} 。而原本 P[3]=1 ， 此时 P[3]=4 ，原本

P[S)=2，此时 P(5)斗，另外 P[6]抖 ， P[7]=4 ， 在表示 Vo 到 町、町、 町、 V7 点

的最短路径它们的前驱均是 问。 此时 P 数组值为 : {0.O.1.4.2.4，4.4.0} 。

图 7-7-10

14. 之后的循环就完全类似了。得到最终的结果，如图 7平11 所示。此时 final

数组为 : {1，1，1，1，1，1.1，1，巧 ，它表示所有的顶点均完成了最短路径的查找工

作。此时 D 数组为: {0.1人7点8，10.12.16} ，它表示 Vo 到各个顶点的最短路径

数，比如 D[8)=1+3+1+2+3+2+4=16。 此时的 P 数组为: {O,O,1.4.2.4.3.6.7} , 

这扉数字可能略为难理解一些。比如 P[8]=7，它的意思是 Vo 到吨的最短路

径，顶点 Vs 的前驱顶点是 町，再由 P[7]=6 表示 V.，的前驱是 町， P(6)=3，表

示 旧 的前驱是 V30 这样就可以得到， Vo 到 吨 的最短路径为 Va←町←V6←V3←

V4←V2←Vl←Vo，即 Vo→Vl→V2→V4→V3→V6→V7→吨。
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囱轧机11

其实最终返回的数组 D 和数组 P ， 是可以得到 Vo 到任意一个顶点的最短路径和路

径长度的。例如 Vi()到 Ve 的最短路径并没有经过时，但我们已经知道 Vo到 Vs 的最短路

径了。由 D[5]=8 可知它的路径长度为 8 ，由 P[可=4 可知町的前驱顶点是 V4，所以 Vo

到 Vs 的最短路径是 VO→Vl→V2→h→吨。

也就是说，我们通过迪杰斯特拉 (Oíjkstra) 算法解决了从某个源点到其余各顶点

的最短路径问题。从循环嵌套可以很容易得到此算法的时间复杂度为 O(n弓 ，尽管有

同学觉得，可不可以只找到从源点到某一个特定终点的最短路径，其实这个问题和求

摞点到其他所有顶点的最短路径一样复杂，时间复杂度依然是 O(n2) 。

这就好比，你吃了七个包子终于算是吃饱了，就感觉很不划算，前六个包子白吃

了，应该直接吃第七个包子，于是你就去寻找可以吃一个就能饱肚子的包子，能够满

足你的要求最终结果只能有一个，那就是用七个包子的面粉和馅做的一个大包子。这

种只关注结果而忽略过程的思想是非常不可取的。

可如果我们还需要知道如 η 到町、 Vl 到 V7 这样的任一顶点到其余所有顶点的最

短路径怎么办呢?此时简单的办法就是对每个顶点当作源点运行一次迪杰斯特拉

(Dijkstra) 算法，等于在原有算法的基础上，再来一次循环，此时整个算法的时间复

杂度就成了 。(n3) .，

对此，我们现在再来介绍另一个求最短路径的算法一一弗洛伊德 (Fhyd) ， 'Ë:求

所有顶点到所有顶点的时间复杂度也是 O(n3) I 但其算法非常简洁优雅 F 能让人感觉

到智慧的无限魅力。 好了，让我们就一同来欣赏和学习它吧。 13

7.7.2 弗洛伊德( Floyd )算法

为了能讲明白弗、洛伊德 (Fbyd) 算法的精妙所在， 我们先来看最简单的案例。图

7平12 的左图是一个最简单的 3 个顶点连通网圈。

3主IJ 关于该算法详阳讲解，请参考 《算法导论)~古部分困算法的 242 节。
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Dvo -t v0ov2tV1 2 ;;日岳飞j

vI12 0 5 I VI 
Vl ll 501 v, 

所以D斗[1)[2)=D飞1)[0)+D.1

~ ~ ~ ~ ~ ~ 
~I O 1 2 1 ~ 。

VI I 0 1 2 I VI I 0 
v, 1 0 1 2 1 Vl I 0 

所以P- I [IJ [2]=P-1 [1] (0) 

因 7-7-12

我们先定义两个二维数组 0(3)[3]和 P[3][坷， 0 代表顶点到顶点的最短路径权值和

的矩阵。 P 代表对应顶点的最小路径的前驱矩阵。在未分析任何顶点之前，我们将 D

命名为 0-1，其实色就是初始的图的邻接矩阵。将 P 命名为 p-l，初始化为圈中所示的

矩阵。

首先我们来分析，所有的顶点经过 Vo 后到这另一顶点的最短路径。因为只有三个

顶点，因此需要查看 Vl→Vo→吨，得到 0-1 [1][0]+0 -1 [0][2]=2+1=3 . 0 -1 [1][2]表示的

是 Vl→町的权值为 5，我们发现 0-1 [1][2]> 0-1 [1][0]+0-1 [0][2]，通俗的话讲就是 Vl

→Vo→Vz 比直接 Vl→ V2 距离还要近。所以我们就让 庐山阴= 0 .1 [1][0]+0.] 

[0][2]=3 ，同样的 D-l [2][1]=3 ，于是就有了凹的矩阵。因为有变化，所以 P 矩阵对

应的 P-t [l][2]和 P刊2](1]也修改为当前中转的顶点 Vo 的下标 0，于是就有了 归。也就

是说

OO[v][w]= min{ 0 -1 [v][w] , 0 -1 [V][O]+0-1 [O)lW}} 

接下来，其实也就是在 DO 和 凹 的基础上继续处理所有顶点经过 问和 V2 后到达另

一顶点的最短路径，得到 0' 和 pt、 02和 p2 完成所有顶点到所有顶点的最短路径计算

工作。

如果我就用这么简单的图形来讲解代码，大家一定会觉得不能说明什么问题。所

以我们还是以前面的复杂网图为例，来讲解弗洛伊德 (Fk:lyd) 算法。

首先我们针对困 7小13 的左网图准备两个矩阵 0-1 和 扣 • 0-1 就是网图的邻接矩

阵 ， p-l 初设为 P(i]OJ=j 这样的矩阵，官主要用来存储路径。
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图 7-7-13

代码如下，注意因为是求所有顶点到所有顶点的最短路径，因此 Pa由ma由χ

ShortPathTable 都是二维数组。

t ypedef int Pathmatirx[MAXYEX] [MAXVEX); 

typede,f int ShortPathTaole [MAXVEX) [MAXVEX) ; 

户Eloyd 算法，求同图 G 中各顶点 v"l其余现#、帽.短J3.径 P [v) l[叫及爷权长度 D[v) (-w) "' / 

void Sho此estPath_Floyd ( MGraph G, Patllmatirx 合P， ShortPathTable *D) 

int v , w, k; 

fOI (v-O; v<G. numVert~xes; ++v) 

1 

2 

3 

*/ /舍初始化 D 与 p4 

5 

/* D[vl [wH直即为对应点闸的革~:(直哺/

/*初始化 p */ 

for (回=0; w<G.numVertexes; ++w) 

仆的 (v) [w) -G .matiIx[v] [w]; 

(*1') [v) (w) 叩;

6 

7 

8 

9 

3 10 

11 

for ( k=O; k:<G. numVertexes; +吨)12 

13 
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for ( '1'=0; v<G. numVe-rtexes: 忡v)1 4 

15 



for (w=O; w<G.numVertexes; +刊)

( (*0) (v] [w)> (*0) [vJ [kJ+ (*0) [k] [wJ) 

(/"如果经过下标为 k 顶点...径比原雨点闭..~呈交短 时

if 

16 

17 
18 

/*斗争当前两点问权位设为是小的一个*/

(*0) [v][wJ=(*O) [v] [_k] + (*0) [kJ[wJ; 

们的 [v][叫叫呼) [v] [kJ ; 户路径设..:经过下标为 k 的顶点*/

19 

20 

21 

22 

23 

24 

2S 

26 

1.程序开始运行，第 4-11 行就是初始化了 D 和 P，使得官们成为图 7平13 的

两个矩阵。 从矩阵也得到， Vo→V1 路径权值是 1 ， Vo→V2 路径权值是 5 ， Vo• 
V3 无边连线 ， 所以路径权值为极大值 65535。

2. 第 12~25 行，是算法的主循环， 一共三层嵌套， k 代表的就是中转顶点的下

标。 v 代表起始顶点， W 代表结束顶点。

3. 当 K=O 时，也就是所有的顶点都经过 Vo 中转，计算是否有最短路径的变化。

可惜结果是，没有任何变化，如圈 7平14 所示。
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因 7-7-14

4 . 当 K=l 时，也就是所有的顶点都经过 Vl 中转 。 此时，当v=0 时，原本

0[0][2]=5 ， 现在由于 0[0][1]+0[1][2]=4. 因此由代码的第 20 行， 二者取其

最小值，得到 D[0][2]斗，同理可得 0[01[3]=8 、 0[0][4]吨，当 v=2 、 3 、 4

时，也修改了一些数据，请参考如图 7平15 左图中虚线框数据。由于这些最
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第7J撞回

小权值的修正，所以在路径矩阵 P 上，也要作处理，将它们都改为当前的

P[叶[k]值，见代码第 21 行。

0' V. 
õ国

、" 、~2 V) 、'. v，、16 VJ V, 
vol O I I ~J [}j臼∞∞甸甸1

一p. Vo 
:33 . volO l 巴 巴 5 6 7 8 

l • 3 7 5 ∞啤 曲 曲 | 1 Vl 。 • 2 3 4- 5 6 7 8 

叫[1] 13 。跟 1 7 ∞∞∞ v, I[[J 11 2 U.j 4- 5 6 7 8 

可道: 71 !凶。 2 ∞ 3 ∞∞ v31LD l 出 3 4 5 6 7 8 

h i6J5 2 o 3 6 9 ∞ v, I[Ull 2 3 4 5 6 7 8 
v， α， 面 7 ∞ 3 0 ∞ 5 cx) v'l 0 11 2 3 4 5 6 7 8 
vol oo 崎 ∞ 3 6 ∞ 027 吨。 2 3 4 5 6 7 s 
v，回 回回国 9 5 2 0 4 V，。 Z 3 4 5 6 7 8 
v， α3 曲 回回国回 7 4 0 吨。} 2 3 4 5 6 7 s 

l-. 

因 7-7- 15

S . 接下来就是 k=2 一直到 8 结束，表示针对每个顶点做中转得到的计算结果，

当然，我们也要清楚， 00 是以 D-1 为基础， D1是以 DO 为基础，……， 08 是以

0' 为基础，就像我们曾经说过的七个包子的故事，官们是有联系的，路径矩
阵 P 也是如此。最终当 k=B 时，两矩阵数据如图 7平16 所示。

o' Vo v，飞飞飞、 v.. v, .-
v. 电鼻飞飞飞飞飞飞飞 h

.--
‘' ‘ 

v. 1 0 4 7 5 8 10 12 lQ 吨。 l 

vil 1 。 36 4 79 11 15 ." 0 2 2 2 2 2 2 12 

v>l 4 3 o 3 1 4 6 8 12 v, 1 1 2 4 4 4 4 4- 14 

V11 7 6 ) 025 3 5 9 v11 4- 4 4 3 4 4 6 6 16 

'.1 5 4 1 2 0 3 5 7 11 v, 2 2 23 4 5 3 3 13 

v, 1 8 7 4 S 3 0 7 5 9 " 14 4 4 4 4 5 7 7 7 

v'110 9 63570 2 6 v' l 3 3 3 3 3 7 6 7 17 

问 12 11 8 5 7 5 2 。 4 v, 16 6 6 6 6' 5 6 7 s 
16 IS 12 9 11 9 6 4 。 7 7 7 7 7 777 • 

因 7-7- 1 6

至此，我们的最短路径就算是完成了 ， 你可以看到矩阵第 Vo 行的数值与迪杰斯特

拉 (Oijkstra) 算法求得的 D 数组的数值是完全相同，都是{O，1，4，7，S，B，10，12，16}。而

且这里是所有顶点到所有顶点的最短路径权值和都可以计算出。

那么如何由 P 这个路径数组得出具体的最短路径呢?以 Vo到 V8为例，从图 7平16

的右图第 V8 列， .P[O][B]=l ，得到要经过顶点 Vl ，然后将 1 取代 O 得到 P(1][B]=2 ，说

明要经过町，然后将 2 取代 1 得到 P(2](B]=4，说明要经过问，然后将 4 取代 2 得到

P[4][B]=3，说明要经过 町，……，这样很容易就推导出最终的最短路径值为 Vu→Vl→
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V2-V4~V3-i协V6-+V7-VSo

求最短路径的显示代码可以这样写。

for ("",,0; v<G .numVeztexes; 忡v)

for ( W""V+ 1; w<G. numVertecxes; w++ ) 

print.f ( "叶d-v%d weignt: 相"， v， w， D[v) [w)) ; 

kpP[vJ [w]; 

printf (" patn: 屯d" ， v) ; 

while ( k! -w ) 

printf (.. ->宅d" ， k ) ; 

k"'P[kJ [wJ; 

printf ( " ->毡d\n飞回) ; 

printf (叫n " ) ; 

/*获得第一个第径顶点下标 V

/*打印it点*/

/*如来移径顶点下非在不是终点*/

户打印路径顶点*/

/*获得下-个4径顶点下串f. */ 

/*打印终点*/

再次回过头来看看弗洛伊德 (Fbyd) 算法，宫的代码简洁到就是一个二重循环初

始化加一个三重循环权值修正，就完成了所有顶点到所有顶点的最短路径计算。 几乎

就如同是我们在学习 C 语言循环嵌套的样例代码而已。 如此简单的实现，真是巧妙之

极，在我看来，这是非常漂亮的算法，不知道你们是否喜欢?很可惜由于宫的三重循

环，因此也是 O(n3)时间复杂度。如果你面临需要求所有顶点至所有顶点的最短路径

问题时，弗洛伊德 (Floyd) 算法应该是不错的选择。

另外，我们虽然对求最短路径的两个算法举例都是无向图，但它们对有向图依然

有效，因为二者的差异仅仅是邻接矩阵是否对称而已。"

7.8 拓扑排序

说了两个有环的图应用，现在我们来谈谈无环的图应用。无环，即是图中没有回

路的意思。

t主 104 : 关于放弃法详细讲....清事考《算法吨轩的第六部分剧界法的 25.2 节 。
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第 71怪圈

7.8.1 拓扑排序介绍

我们会把施工过程、 生产流程、软件开发、教学安排等都当成一个项目工程来对

待，所有的工程都可分为若干个"活动"的子工程。例如图 7-8-1 是我这非专业人士

绘制的一张电影制作流程图，现实中可能并不完全相同，但基本表达了二个工程和若

干个活动的概念。在这些活动之间，通常会受到一定的条件约束，如其中某些活动必

须在另一些活动完成之后才能开始。就像电影制作不可能在人员到位进驻场地时，导

读还投有找到，也不可能在拍摄过程中，场地都没有。 这都会导致荒谬的结果。因此

这样的工程图，一定是无环的有向图 。

在一个表示工程的有向团中，用顶点褒示活动，用弧表示活动之间的优先关系，

这样的有向图为顶点袋示活动的网，我们称为 AOV 网( Activity On Vertex 

Network ) 0 AOV 网中的弧表示活动之间存在的某种制约关系。 比如渍职人员确定

了，场地也联系好了，才可以开始进场拍摄。另外就是 AOV 网中不能存在回路。刚才

已经举了例子，让某个活动的开始要以自己完成作为先决条件，显然是不可以的。

-兴·

Vs 

V" 

囱 7-8- 1

设 G=(v，E)是一个具有 n 个顶点的有向圈 ， V 中的顶点序列 Vl，町，…… ， Vn , 

满足若从顶点 VI 到 V，有一条路径， 则在顶点序列中顶点 V，必在顶点 Vj 之前。 则我们

称这样的顶点序列为一个拓扑序到。

图 7-8-1 这样的 AOV 网的拓扑序列不止一条。序列 VO V1 V2 V3 V4 Vs V6 V7 Va V9 V10 

V11 V u V 13 V14 V1S V16 是一条拓扑序列，而 VO Vl V4 V3 V2 V7 V6 VS 'Va V10 V9 V12 V11 V 14 V13 ViS 

V16也是一条拓扑序列。
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所谓拓扑排序，其实就是对-个奇向圈构造拓扑序列的过程。构造时会有两个结

果，如果此网的全部顶点都被输出，则说明它是不存在环(回路)的 AOV 网 i 如果输

出顶点数少了，哪怕是少了一个，也说明这个网存在环(回路) .不是 AOV 网。

一个不存在回路的 AOV 网，我们可以将官应用在各种各样的工程或项目的流程闺

中，满足各种应用场景的需要，所以实现拓扑排序的算法就很有价值了。

7.8.2 拓扑排序算法

对 AOV 网进行拓扑排序的基本思路是: 从 AOV 网中选择一个人度为 0 的顶点输

出，然后删去此顶点，井删除以此顶点为尾的弧，继续重复此步骤，直到输出全部顶

点或者 AOV 网中不存在入度为 0 的顶点为止。

首先我们需要确定一下这个图需要使用的数据结构。前面求最小生成树和最短路

径时，我们用的都是邻接矩阵，但由于拓扑排序的过程中，需要删除顶点，显然用邻

接表会更加方便。因此我们需要为 AOV 网建立一个邻接表。考虑到算法过程中始终要

查找入度为 0 的顶点，我们在原来顶点表结点结构中，增加一个人度域 in，结构如表

7-8-1 所示，其中 in 就是入度的数字。

褒 7-8-1

| in I data I 们 rstedge

因此对于圈 7-8-2 的第一幅图 AOV 网，我们可以得到如第二幅图的邻接表数据结

构。
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8 

9 

组 7-8-2

在拓扑排序算法中，涉及的结构代码如下。

typedef struct EdqeNode 户边....，.点合/

int adjvex; 户 保公........存储量在顶底~庄的下串串 V

'事7J院团

int wei ght: /食用于将铺板佳，对于将同圈可以不需要*/

struct E:dgeNode *next; μ 键.....指向下-个部秘点 */ 

) EdgeNode; 

type.def struct VertexNode /*顶点....编成叮

int in; 户 顶点入底*/

int data; 户顶点貌，将储顶点仿... 忖

EdgeNode 禽 firatedqe; 户边....头梢ft */ 

}VertexNode, AdjList[MAXVEX) ; 

typedef s truct 

Adj ;List adjList; 

int numVertexes , numEdges ; 户 阁中ø前顶点欲和边11: */ 

IqraphAd jList, *GraphAdjList; 

在算法中，我还需要辅助的数据结构一枝，用来存储处理过程中入度为 0 的顶
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点，目的是为了避免每个查找时都要去遍历顶点表找有没有人度为 0 的顶点。

274 

现在我们来看代码，并且模拟运行在e

/.拓扑排序.若 GL 元回-，别揄出~扑排序序列并返回 OK，若有回4:返回 ERROR *1 

1 status llo-pologicalSort (GraphλdjLl.st GL) 

2 

3 EdgéNode *e: 

4 int i , k , gettop; 

5 int- top- O; /"用于找指针下标*/

6 int count""O; 1 * 用于统计输出顶点的个数*/

7 int *stack; 户占皇粮存储入皮为 0 的顶点./

8 stack= (int *) malloc ( GL->numVertexes • s ;izeof ( int) ) ; 

9 for (i "" 0; i<GL- >numVertexes; i++) 

10 if (GL->adj List[i) .in = 0) 

11 stack[++top]=i; 户将入皮为 0 的顶点入我 *1

12 while ( top! 罩。)

13 

14 gettop""stack[top-- ]; 户出我 V

15 printf (吨d →"，GL->adjLi.st (gettop) .data) ; 户打印此顶点*/

16 count+村户统计输出顶点a生命/

17 for (e-GL->adjList [gettop) . firstedge; e; e"'e->next) 

18 {/* 对此顶点孤农造历忖

19 k.-e->adjvex; 

20 if ( ! (…GL->adjList[k].in) )户将 k 号顶点邻梳鼠的入皮城口/

21 stack(++top)-k; 户芳为 0 则入拽，以便于下次循~输出*/

2.2 

23 

24 i主 (count < GL->numVertexes) 户如果count 小于顶点敛，说明存在环叮

25 return ERRQRi 

26 e1sé 

27 return OK; 

28 } 

1. 程序开始运行，第 3-7 行都是变量的定义，其中 stack是一个枝，用来存储整

型的数字。

2. 第 8-10 行，作了一个循环判断，把入度为 0 的顶点下标都入梳，从图 7品3

的右图邻接表可知，此时 stack 应该为: {O , 1 ， 巧，即町、 Vl、町的顶点入



'自7i脏阁

度为 0，如图 7-8-3 所示。

stack 

回 7-8.3

3. 第 12~23 行， while 循环，当棋中有数据元素时，始终循环。

4 . 第 14~16 行， V3 出梳得到 gettop=3。并打印此顶点，然后 count 加 1 。

5. 第 17~22 行，循环其实是对 V3顶点对应的弧链表进行遍历，即因 7-8-4 中的

灰色部分，找到 V3 连接的两个顶点 Vi 和 V13，并将色们的人度减少一位，此

时 V2和 V13 的 in 值都为 1。它的目的是为了将V3顶点上的弧删除。

f一此入度改为l

\一·此入度改为1

因 7-8-4

.-飞

1. V]) 
、_，'

2 

-旦R... l

stack 

6. 再次循环，第 12~23 行。此时处理的是顶点 Vl。经过出楠、打印、 count=2

后，我们对 Vl 到 V2、 V4、 Vs 的弧进行了遍历。并同样减少了它们的人度歉，

此时 V2入度为 0，于是由第 20 -21 行知， V2人钱，如图 7-8-5 所示。试想，

如果没有在顶点表中加入 in 这个入度数据域， 20 行的判断就必须要是循环，
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这显然是要消耗时间的，我们利用空间换取了时间.

/一一此入度改为O. 因此入战

』一」皿圃t-L.2..J_6
.... _.--..←…此入度改为 1

因 7-8-5

staclc 

7. 接下来，就是同样的处理方式了。图 7-8-6 展示了 V2 V6 Vo V" Vs Va 的打印删除

过程，后面还剩几个顶点都类似，就不图示了。
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阁5 图6

因 7-8-6

8 . 最终拓扑排序打印结果为 3->1->2->6->0->4->5->8-> 7-> 12->9-> 10-> 13-> 11 Q 

当然这结果并不是唯一的一种拓扑排序方案。

分析整个算法，对一个具有 n 个顶点 e 条弧的 AOV 网来说，第 8~10 行扫描顶

点表，将入度为 0 的顶点入榜的时间复杂为 O(叶， 而之后的 while 循环中，每个顶点

进一次钱，出一次钱，入度械 1 的操作共执行了 e 次，所以整个算法的时间复杂度为

O(n+e) 。

7.9 关键路径

拓扑排序主要是为解决一个工程能否顺序进行的问题，但有时我们还需要解决工

程完成需要的最短时间问题。比如说，造一辆汽车，我们需要先造各种各样的零件、

部件，最终再组装成车，如图 7牛1 所示。这些零部件基本都是在流水线上闰时生产

的，假如造一个轮子需要 0.5 天时间，造一个发动机需要 3 天时间，造一个车底盘需

要 2 天时间，造一个外壳需要 2 天时间，其他零部件时间需要 2 天， 全部零部件集中

到一处需要 0.5 天，组装成车需要 2 天时间，请间，在汽车厂造一辆车，最短需要多

少时阔呢?

阁 7-9-1
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有人说时间就是全部加起来，这当然是不对的。我已经说了前提 ， 这些零部件都

是分别在流水线上同时生产的，也就是说，在生产发动机的 3 天里，可能已经生产了

6 个轮子， 1.5 个外壳和 1.5 个底盘，而组装车是在这些零部件都生产好后才可以进

行。因此最短的时间其实是零部件中生产时间最长的发动机 3 天+集中零部件 0.5 天+

组装车的 2 天 ， 一共 5.5 天完成一辆汽车的生产。

因此，我们如果要对一个流程图获得最短时间，就必须要分析它们的拓扑关系，

并且找到当中最关键的流程，这个流程的时间就是最短时间。

因此在前面讲了 AOV 网的基础上，我们来介绍一个新的概念。 在一个表示工程的

带权有向图申，用顶点表示事件，用有向边表示活动，用边上的权值表示活动的持续

时间，这种有向图的边表示活动的网 ， 我们称之为 AOE 网 (Ac的'Ìty On 剧F

Network) 。 我们把 AOE 网中没有人边的顶点称为始点或源点，没有出边的顶点称为

终点或汇点。由于一个工程，总有一个开始，一个结束，所以正常情况下， AOE 网只

有一个源点一个汇点。例如图 7牛2 就是一个 AOE 网。其中 Vo 即是源点，表示一个

工程的开始， V9 是汇点，表示整个工程的结束， 顶点 吨 ， Yl ,……, V9 分别表示事

件，弧<VO，Yl> ， <咐，V2> ,……, <V8，V9>都表示一个活动，用 ao ， a 1 ,…… , a12 表

示，它们的值代表着活动持续的时间，比如弧<Vo川〉就是从源点开始的第一个活动

句，宫的时间是 3 个单位。

源点

图 7-9-2

既然 AOE 网是表示工程流程的， 所以它就具有明显的工程的特性。 如有在某顶点

所代表的事件发生后，从该顶点出发的各活动才能开始。只有在进入某顶点的各活动

都已经结束，该顶点所代表的事件才能发生。

尽管 AOE 网与 AOV 网都是用来对工程建模的 ， 但官们还是有很大的不同，主要

体现在 AOV 网是顶点表示活动的网， ，它只描述活动之间的制约关系，而 AOE 网是用

边表示活动的网，边上的权值表示活动持续的时间，如图 7-9-3 所示两图的对比@ 因
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第 7意图

此， AOE 网是要建立在活动之间制约关系没有矛盾的蕃础之半，再来分析完成整个工

程至少需要多少时间，或者为缩短完成工程所需时间，应当加快哪些活动等问题。

AOE网

部件集中到位、 2 

图 7-9-3

我们把路径上各个活动所持续的时间之和称为路径长度，从源点到汇点具有最大

长度的路径叫关键路径， 在关键路径上的活动叫关键活动。显然就图 7牛3 的 AOE 网

而言，开始→发动机完成→部件集中到位→组装完成就是关键路径 ， 路径长度为

5.5 。

如果我们需要缩短整个工期，去改进轮子的生产效率，哪怕改动成 0.1 也是无益

于整个工期的变化，只有缩短关键路径上的关最营活动时间才可以减少整个工期长度。

例如如果发动机制造缩短为 2.5 ， 整车组装缩短为 1.5，那么关键路径长度就为 4.5 ，

整整缩短了一天的时间。

那么现在的问题就是如何找出关键路径。对人来说，图 7-9-3 第二幅这样的 AOE

闷，应该比较容易得出关键路径的，而对于图 7θ-2 的 AOE 网，就相对麻烦一些， 如

果继续复杂下去，可能就非人脑该去做的事了。

7 .9.1 关键路径算法原理

为了讲清楚求关键路径的算法 ， 我还是来举个例子。 假设一个学生放学回家 ， 除
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l*. 
掉吃饭、洗漱外，到睡觉前有四小时窒闲，而家庭作业需要两小时完成e 不同的学生

会有不同的做法 ， 抓紧的学生，会在头两小时就完成作业，然后看看电视、 读读课外

书什么的 i 但也有超过一半的学生会在最后两小时才去做作业，要不是因为没时间，

可能还要再拖延下去。下面的同学不要笑，像是在说你的是吧，你们是不是有过暑假

两个月，要到最后几天才去赶作业的坏毛病呀?这也没什么好奇怪的，拖延就是人性

几大弱点之一。

这里做家庭作业这一活动的最早开始时间是四小时的开始，可以理解为 0，而最

晚开始时间是两小时之后马上开始， 不可以再晚，否则就是延迟了， 此时可以理解为

2。显然，当最早和最晚开始时间不相等时就意味着有空闲。

接着，你老妈发现了你拖延的小秘密，于是买了很多的课外习题，要求你四个小

时，不许有一丝空闲，省得你拖延或偷懒。此时整个四小时全部被占满，最早开始时

间和最晚开始时间都是 0，因此它就是关键活动了。

也就是说，我们只需要找到所有活动的最早开始时间和最晚开始时间，并且比较

它们 ， 如果相等就意味着此活动是关键活动，活动间的路径为关键路径。 如果不等，

则就不是。

为此，我们需要定义如下几个参数。

1. 事件的最早发生时间 etv (earHest time of vertex) : 即顶点 Vk 的最早发生时

间。

2. 事件的最晚发生时间 Itv (Jatest 由ne of vertex) : 即顶点 Vk 的最晚发生时间，

也就是每个顶点对应的事件最晚需要开始的时间，超出此时间将会延误整个工

期。

3. 活动的最早开工时间 ete (earliest time of edge) :即弧 ak 的最早发生时间。

4. 活动的最晚开工时间 Ite (Jatest 岱me of e电e) : 即弧 ak的最晚发生时间 ， 也就

是不推迟工期的最晚开工时间。

我们是由 1 和 2 可以求得 3 和 4，然后再根据 ete[k]是否与 lω[k]相等来判断 ak是

否是关键活动。

7.9.2 关键路径算法

我们将图 7牛2 的 AOE 网转化为邻接表结构如图 7牛4 所示，注意与拓扑排序时

邻接表结构不同的地方在子，这里弧链表增加了 weight 域，用来存储弧的权值。
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源J点

下标

VO 

1 I 1 I V , 

21 1 1 V2 

3 1 2 1 VJ 

41 2 1 V4 

51 1 1 V3 

61 1 1 V6 

71 2 1 V7 

8 I 1 I VR 

9 1 2 1 v9 1 ̂  

'自 7 1脏画

汇点

留 7-9-4

求事件的最早发生时间 etv 的过程，就是我们从头至尾找拓扑序列的过程，因

此，在求关键路径之前，需要先调用一次拓扑序列算法的代码来计算 etv 和拓扑序列

列表。为此，我们首先在程序开始处声明几个全局变量。

tnt *etv，口tv; /命事件最早采生J时间和最边发生时间It氧 量/

intõ 禽 stack2; /'舍用于存储拓扑序列的钱*/

int top2; 户 用于 stack2 的指针 V

其中 stack2 用来存储拓扑序列，以便后面求关键路径时使用。

下面是改进过的求拓扑序列算法.

/ * -ùl~r排序，用于关键路径1计算*/

1 Status Topoløgica lSort (GraphAdjList GL) 

2 

3 EdgeNo.de *e ; 

4 int i , k, gettop; 

5 

6 

in't top-O; 

int ,count-O; 

/食 用于#是指针下串串 */

/*刑于统计'指出顶点的个数*/

281 



7 int *stack; 1* 1:金钱将入1支为 0 的.顶点λ找*-;

8 stack; (int * ) malloc (GL->numVertexes 禽 sizeof ( in't ), ); 

9 for (i ~ 0; i<GL->nIll!lVe此exes; i忡)

10 if (0 =; GL->adjList [iJ . in) 

11 stack[++top]-i ; 

12 top2=0; 户初始化为 o */ 

13 etv-(int 叫_ll.oc(饵->numVertex..*.iz.of(int));μ事件最早发生时何V

14 for ( 1=0 ; i<饵->numV.rtexe. ; i++ ) 

lS .tv[i)-O ; 户初始化为 o */ 

16 .tack2- (int *)_lloc (GL->nuaVert:eae.*.iaeof(int) ) ; '*初始4也禽/

17 while. {top!=O) 

1S 

19 gettop=stack [ top--); 

20 count++; 

21 .tack2 [忡top2)=gettop; 户将妹出的顶点序号压入拓扑序列的裁*/

22 for (e ~ GL- >adjList(gettop] .firstedge; e; e = e->next) 

23 

24 

25 

k~e->司djvex;

if ( ! (一GL->adjList[k] .1n ) ) 

stack[++top] 盟Ik;

if( (.tv[gettop)+.• ...ight) >etv [k) )μ求:.$.1圈，缸事件最早￡生对伺伽J

.tv[k) = .tv[gettop) + .->weight;,; 

26 

27 

28 

29 

30 

31 if (coun.t < GL->numVerte:xes) 
m m e 

34 return OK; 

35 } 

代码中，除加粗部分外，与前面讲的拓扑排序算法没有什么不同。

第 11-15 行为初始化全局变蛊 etv 数组、 top2 和 stack2 的过程。第 21 行就是

将本是要输出的拓扑序列压入全局枝 stack2 中。第 27-28 行很关键，它是求 etv 数

组的每一个元素的值。比如说，假如我们已经求得顶点 Vo 对应的 etv[O]=0 ，顶点 Vl对

应的 etv[l]=3，顶点 V2对应的 etv[2]叫，现在我们需要求顶点 V3 对应的 etv[3] ，其实

就是求 etv[l]也白〈吨，V3> 与 etv[2]+len <V2, V3> 的较大值。显然 3+5<4+8 ，得到
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第 7 :1缸翅

etv[3J=12，如图 7牛5 所示。在代码中 e->weight 就是当前弧的长度。

etv[l]=3一-"-- ... 
/一‘<VIoV3>长度为5

3)=6 

:v:rJ----------etv[3 ]=max(3峰，4+8)= 1 2

、~…〈吨， V3>长度为8

阁 7-9-5

由此我们也可以得出计算顶点 Vk 即求 etv[kJ的最早发生时间的公式是:

[牛~0， 当 k = O时
1 max {etv[i }+Ien < vμ飞斗，当 k * OJl. < v"v. > E P[Ic]时

其中 P[均表示所有到达顶点 Vk 的弧的集合。比如图 7-9-5 的 P[3]就是<Yl，V3>和

〈町，町〉两条弧。 坠n<V[，Vk>是弧<V[，Vk>上的权值。

下面我们来看求关键路径的算法代码。

/1r 求关键路径. GL 为有向网，输出 GL 的各项关槌活动"/

1 void Critica1Path (GraphAdjList GL) 

2 

3 EdgeNode *ei 

4 int i , gettop , k , j; 

int e.te , 1 te; j* 声明活动最早发生时间和最远发生时间交量 *j5 

6 Topo1og土calSort (GL) ; /*求拓扑Jt-1'J . 计算敬组 et:v 和 5tack2的优"/

7 ltv阜(int *) malloc (GL->numVertexe.s*5izeoL (in t:) ) i /.事件.‘发生对fiI* / 

8 for (1=0 ; l<GL->numVer t:exes; i++) 

9 ltv[iJ~etv[GL->numVertexes-ll; μ 初始化 ltv 时

10 while (top2! =0 ) /*计算 1tv */ 

11 

12 gettop=stack2(top2一 J i 户将拓扑序列出拽，后进先，出 *1

13 Íor (e = GL->adj Li5 t (gettop) . firstedge; e i e = e->next) 

14 I 户求各项点事件的最迟发生时向 l t:v 位*/

15 k=e->adjvexi 

16 if (ltv[k] -e->we.ight<1tv[gettop]) / ..1/..各顶点事件最畹发生崎何 l..tv'"' l

2.83 
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p 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

2 4 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

ltv[gettopJ - l t v[k] - e->w~igh~ ; 

.for ( j-O; j<GL- >numVer t exes; j ++) 1* 求 ete ， lte 和关键活动 * 1

for (e = GL->adjList [jJ . f :irs t edge; e; e '~ e- .>next) 

} 

k=e- >adjvex; 
ete - etv[j); 1 * 活动最早发生时间 会/

lte = ltv[k) - e->weignt;l * 活动最远发生时闲 *1

if (ete -= 1 te ) 户 两者和等即在关键.~径土 * 1

printf ( "-<v%d, v电d> length: %d , ", 

GL->adjList lj) .data,GL->adjList[ k) . data,e->weight) ; 

1. 程序开始执行。第 5 行，声明了 ete 和 lte 两个活动最早最晚发生时间变量。

2 . 第 6 行，调用求拓扑序列的函数。执行完毕后，全局变量数组 etv 和核 stack

的值如图 7-9-6 所示， top2=10o 也就是说 ， 对于每个事件的最早发生时闹，

我们已经计算出来了。

下标

etv 

stack2 

| 01 3 1 4 1 叫 15 111 1 24 1 叫 24 1 27 1
|均 1 VI 1 吨 1 V) 1 V4 1 V6 1 Vs 1 V7 1 Vg 1 V9 1 

因 7-9-6

3. 第 7.....9 行为初始化全局变量 ltv 数组，因为 etv[9]=27，所以数组 ltv 当前的

值为 : {27 , 27 , 27 , 27 , 27 , 27 , 27 , 27 , 27 , 27} 

4 . 第 10-19 行为计算 ltv 的循环。 第 12 行，先将 stack2 的梳头出梭，自后进

先出得到 gettop=9。根据邻接表中， V9没有弧表，所以第 13-18 行循环将来

执行。

5 . 再次来到第 12 _行， gettop=8，在第 13-18 行的循环中， Vs 的弧表只有一条

<VS,V9> ，第 15 行得到 k=9 ，因为 ltv[9] 一 3<ltv[町 ，所以 Itv[8]= ltv[9J -



第 7. 图

3=24，如图 7-9-7 所示。

邻接表 -
adIvex weí2.bt next 

811 1 Vsl -t• !9|3) < |

912 1 v9 1 八|

Jtv[8]司nin(27 ，27-3)=24…--'

翻 7-9-7

6 . 再次循环，当 gettop=7、 5、 6 时，同理可算出 Itv 相对应的值为 19、 25、

13，此时 Itv 值为: {27 , 27 , 27 , 27 , 27 , 13 , 25 , 19 , 24 , 27} 

7 . 当 gettop=4 时，由邻接表可得到 h 有两条弧<V4，V6>、〈问，V7>，通过第 13~

18 行的循环，可以得到 Itv[4]=mín(ltv[7] - 4,ltv[6] - 9)=min(19 - 4,25 -

9)=15，如图 7-9-8 所示。

邻接表
., adjvex weight next 

4 I2 I v4 1 斗斗 7 I 4 I →刊τ191 八

Itv[ 4]=min( 19-4,25-9)= 15-… J 

图 7-9-8

此时你应该发现，我们在计算 ltv 时，其实是把拓扑序列倒过来进行的。因此我们

可以得出计算顶点 Vk 即求 Itv[坷的最晚发生时闻的公式是 :

r etv[kl 当k=n-l时
ltv[k]=~ lmin{ltv[;]+len <v",vj >}，当k<n-l且 < v",v j > ε S[k)才

其中 呵呵表示所有从顶点 Vk 出发的弧的集舍。比如图 7-9-8 的 S[4]就是叫"ρ和

<V4，V7>两条弧， en<vk，vj>是弧<Vk，Vj>上的权值。

就这样，当程序执行到第 20 行时，相关变量的值如图 7-9-9 所示，比如 etv[1]=3
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怵筒 .

而 ltv[l]吁，表示的意思就是如果时间单位是天的话，哪怕 Vl 这个事件在第 7 天才开

始，也可以保证整个工程的按期完成，你可以提前 Vl 事件开始时间，但你最早也只能

在第 3 天开始。跟我们前面举的例子，是先完成作业再玩还是先玩最后完成作业一个

道理。

| 12115 1 11 124 1 19 1 冲71

| 12 11 5113 1251 忡41 27 1

0

日
日

栋

的
阳

图 7-9-9

8. 第 20-31 行是来求另两个变量活动最早开始时间 ete 和活动最晚开始时间

l钮，并对相同下标的官们做比较。两重循环嵌套是对邻接表的顶点和每个顶点

的弧表遍历。

时，从 Vo 点开始，有 <VO，V2>和 <VO，Vl> 两条弧。 当 k=2 时，

ete=etv[j]=etv[O]=O 0 lte=ltv[k]-e->weight=ltv[2]-len<町，v2>=4 - 4=0 ，此时

ete=)te 1 表 示 弧 <VO，Vz> 是关键活动 ， 因此打印。 当 k=1 肘，

ete=etv[j]=etv[O]=0 0 lte=)tv[k]-e->weight=ltv[1)也n<时，v1>=7 -3=4，此时 ete

判te，因此<VO，Vl>并不是关键活动，如图 7牛10 所示。

当 j=O9 . 

[Ð 
adive提 wei~ht next h 2 I 斗|什 l

邻接表

O~囚

源点

d 
...._..-~反V

ete=elv[O}=C卜þ_....

Ite=ltv[2]-4=4-4==O 

图 7-9-]0

这里需要解释一下 ， ete 本来是表示活动<Vk，V户的最早开工时间 ， 是针对弧来说

的。但只有此弧的弧尾顶点 Vk的事件发生了，它才可以开始，因此 ete=etv闷。

而 lte 表示的是活动<Vk，V户的最晚开工时间，但此活动再晚也不能等 VJ事件发生才

开始，而必须要在 Vj 事件之前发生，所以 lte=ltvO]也n<vk，V户。就像你晚上 23 点睡

觉，你不能说到 23 点才开始做作业，而必须要提前 2 小时，在 21 点拜始 ， 才有可能

按时完成作业。
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第7J脏困

所以最终 ， 其实就是判断 ete 与 lte 是否相等，相等意味着活动没有任何空闲，是

关键活动， 否则就不是。

10 . j=1 一直到 j=9 为止，做法是完全相同的，关键路径打印结果为 "<VO，V2> 4, 

<V2月> 8, <V3，Vρ 3， <V4,V7> 4, <V7,Va> 5, <Va,V9> 3," ，最终关键路径如图 7牛11

所示。

自B 7-9-11 

分析整个求关键路径的算法，第 6 行是拓扑排序，时间复杂度为 O(附件，第 8-9

行时间复杂度为 O(叶，第 10~19 行时间复杂度为 O(n+叶 ，第 20~31 行时间复杂也

为 O(n+e) ，根据我们对时间复杂度的定义，所有的常数系数可以忽略，所以最终求关

键路径算法的时阔复杂度依然是 O(附件。

实践证明，通过这样的算法对于工程的前期工期估算和中期的计划调整都有很大

的帮助 。 不过注意，本例是唯一一条关键路径，这并不等于不存在多条关键路径的有

向无环图。 如果是多条关键路径，则单是提高一条关键路径上的关键活动的速度并环

能导致整个工程缩短工期，而必须提高同时在几条关键路径上的活动的速度。 这就像

仅仅是有事业的成功，而没有健康的身体以及快乐的生活，是根本谈不上幸福的人生

一样， 三者缺一不可。

7.10 总结回顾

图是计算机科学中非常常用的一类数据结构，有许许多多的计算问题都是用图来

定义的。由于圈也是最复杂的数据结构，对它讲解时，涉及到数组、链表、枝、 队

列 、 树等之前学的几乎所有数据结构。 因此从某种角度来说，学好了图，基本就等于

理解了数据结构这门课的精神。

我们在圈的定义这一节，介绍了一大堆定义和术语，一开始可能会有些迷茫，不
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过一回生二回熟，多读几温，基本都可以理解并记佳它们的特征，在图的定义这一节

的末尾，我们已经有所总结，这里就不再赘述了。

图的存储结构我们一共讲了五种，如圈 7-10-1 所示，其中比较重要的是邻接矩阵

和邻接表，它们分别代表着边集是用数组还是链表的方式存储。十字链表是邻接矩阵

的一种升级，而邻接多重表则是邻接表的升级。边集数组更多考虑的是对边的关注。

用什么存储结构需要具体问题具体分析，通常稠密图，或读存数据较多，结构修改较

少的图，用邻接矩阵要更合适，反之则应该考虑邻接表。

图的存储结构

邻接矩阵 邻接表 边集数组

十字链表 邻接多重表

回 7-1 0-1

图的遍历分为深度和广度两种，各有优缺点，就像人在追求卓越时，是着重深度

还是看重广度，总是很难说得清楚。

图的应用是我们这一章浓墨重彩的一部分， 一共谈了三种应用 ; 最小生成树、最

短路径和有向无环图的应用.

最小生成树，我们讲了两种算法:普里姆 (Prim) 算法和克鲁斯卡尔(险uska1)

算法。普里姆算法像是走一步看一步的思维方式，逐步生成最小生成树。而克鲁斯卡

尔算法则更有全局意识，直接从圈中最短权值的边入手，找寻最后的答案。

最短路径的现实应用非常多，我们也介绍了两种算法。迪杰斯特拉 (Dijkstra) 算

法更强调单源顶点查找路径的方式，比较符合我们正常的思路，容易理解原理，但算

法代码相对复杂。而弗洛伊德 (Fbyd) 算法则完全抛开了单点的局限思维方式，巧妙

地应用矩阵的变换，用最清爽的代码实现了多顶点间最短路程求解的方案， 原理理解

有难度，但算法编写很简洁。

有向无环圈时常应用于工程规划中，对于整个工程或系统来说，我们一方面关心

的是工程能否顺利进行的问题，通过拓扑排序的方式，我们可以有效地分析出一个有

向图是否存在环，如果不存在，那色的拓扑序列是什么?另一方面关心的是整个工程

完成所必须的最短时间问题，利用求关键路径的算法，可以得到最短完成工程的工期

以及关键的活动有哪些。
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'自 7. 回

事实上，图的应用算法还有不少， 本章节只是抛砖引玉，有兴趣的同学可以去查

阅相关的书籍获得更多的知识.

7.11 结尾语

还记得我们章节开头谈的问题吗?如果现在对应该如何去做还答不上来，那就非

常不应该了。全国所有省市的最佳旅游路线，只要你可以得到每个相邻城市间的交通

距离，其实就是最小生成树算法要解决的问题.当然现实中，可能会比较复杂，考虑

的因素较多，但再复杂的问题也是从基本的算法开始入手的，你都已经拥有了金字

指，还担心不能点石成金吗?

最后，我用网络上非常有名的 "世界上最遥远的距离……'造旬，赠送给大家，

来结束我们这一章的课程.

世界上最遥远的距离，

不是从南极到北极，

而是我在讲解算法为何如此，精妙，

你却能够安详在课堂上休息。

世界上最遥远的距离，

不是珠峰与马旦亚纳海沟的距离，

而是我欲把古人的智慧全盘给你，

你却不屑一顾毫不怜惜。

世界上最遥远的距离，

不是牛 A 与牛 C 之间狭小空隙，

而是你们当中 ，

有人在通往牛适的总土一路狂奔1S ，

而有人步入大学校园就学会放弃。

i;t.u, "通往今边的J3.主-1$征外 -句 41 Ð现代诗人沈浩泼的诗作怠句 .
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第 8章查找

查找:

查找 (Searching ) 就是根据给定的某个值，在查找表中确定一个其关键字等
于给定值的数据元素 〈或记录〉。



8.1 开场白

相信在座的所有同学都用过搜索引擎。那么，你知道色的大概工作原理吗?

当你精心制作了一个网页、或写了一篇博客、或者土传一组照片到互联网上，来

自世界各地的无数"蜘蛛'便会蜂拥而至。所谓蜘蛛就是搜索引擎公司服务器上的软

件，它如同蜘蛛一样把互联网当成了蜘蛛网，没日没夜的访问互联网上的各种信息。

它抓取并复制你的网页，且通过你网页上的链接爬上更多的页面，将所有信息纳

入到搜索引擎网站的索引数据库。服务器拆解你网页上的文字内容、标记关键词的位

置、字体、颜色，以及相关图片、音频、视频的位置等信息，并生成庞大的索引记

录，如图 8-1-1 所示。

唱 • 
索弓l数据库

图 8-1-1
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当你在搜索引擎上输入一个单词，点击"搜索n 按钮时，它会在不到 1 秒的时

间，带着单词奔向索引数据库的每个"神经末梢"，检索到所有包含搜索词的网页，依

据宫们的浏览次数与关联性等一系列算法确定网页级别，排列出顺序，最终按你期望

的格式呈现在阿页上。

这就是一个"关键词"的云端之旅。在过去的 10 多年里，成就了本世纪最早期的

创新明星 Google，还有 Yandex、 Navar 和百度等来自全球各地的搜索引擎，搜索引擎

已经成为人们最依赖的互联网工具。

作为学习编程的人，面对查找或者叫做搜索 (Search) 这种最为频繁的操作，理

解包的原理并学习应用宫是非常必要的事情，让我们开始对 "Search " 的探索之旅

吧。

8.2 查找概论

只要你打开电脑，就会涉及到查找技术。如炒股软件中查股票信息、硬盘文件中

找照片、在光盘中搜 DVD，甚至玩游戏时在内存中查找攻击力、魅力值等数据修改用

来作弊等，都要涉及到查找。当'然，在互联网上查找信息就更加是家常便饭。所有这

些需要被查的数据所在的集合，我们给包一个统称叫查找衰。

查找表 (Search Tab坠)是由同一类型的数据元素〈或记录)构成的集合。例如

图 8-2-1 就是一个查找衰。

关键字 (Key) 是数据元素中某个数据项的值，又称为键值，用它可以标识一个数

据元素。也可以标识一个记录的某个数据项(字段)，我们称为关键码，如圈 8-2-1 中

①和②所示。

若此关键字可以唯一地标识一个记录，则称此关键字为主关键字 (Primary l{，酬 。

注意这也就意味着，对不同的记录，其主关键宇均不相同。主关键字所在的数据项称

为主关键码，如图 8-2-1 中③和④所示。

那么对于那些可以识别多个数据元素(或记录)的关键字，我们称为次关键字

(Secon也ryKey) ，如图 8-2-1 中⑤所示。次关键字也可以理解为是不以唯一标识一个

数据元素(或记录。)的关键字，它对应的数据项就是次关键码。
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图 8-2-1

查找( Searchìng )就是根据给定的篝个值 ， 在查找亵中确定-个

其关键字等于给定值的数据元素(或记褒)。

若表中存在这样的一个记录，则称查找是成功的，此时查找的结果给出整个记录

的信息，或指示该记录在查找表中的位置。比如图 8-2-1 所示，如果我们查找主关键

码"代码"的主关键字为 "sh601398" 的记录时，就可以得到第 2 条唯一记录。如果

我们查找次关键码"涨跌额"为 "-0 .11" 的记录时，就可以得到两条记录。

若表中不存在关键字等于给定值的记录，则称查找不成功，此时查找的结果可给

出一个"空"记录或 u空"指针。

查找表按照操作方式来分有两大种:静态查找袭和动态查找表。

静态查找表(如tic Sear ch' Table) :只作查找操作的查找表。宫的主要操作有:

( 1) 查询某个"特定的"数据'元素是否在查找表中。

(2 ) 检索某个"特定的8 数据元索和各种属性。

按照我们大多数人的理解，查找，当然是在已经有的数据中找到我们需要的。静

态查找就是在干这样的事情，不过，现实中还有存在这样的应用:查找的目的不仅仅

只是查找。

比如网络时代的新名词，如反应年轻人生活的"蜗居n、"蚁族" 、 "孩奴"、"啃

老n 等，以及 "x 客"系列如博客、播客、闪客、黑客、威客等，如果需要将它们收

294 



第8章褒钱

录到汉语词典中，显然收录时就需要查找官们是否存在，以及找到如果不存在时应该

收录的位置。再比如，如果你需要对某网站上亿的注册用户进行清理工作，注销一些

非法用户，你就需查找到官们后进行删除，删除后其实整个查找表也会发生变化。对

于这样的应用，我们就引入了动态查找表。

动态查找表 (Dynamic Search Table): 在查找过程中同时插入查找表中不存在的

数据元素 ， 或者从查找表中删除已经存在的某个数据元素。显然动态查找表的操作就

是两个:

( 1) 查找时插入数据元素。

(2 ) 查找时删除数据元素。

为了提高查找的效率，我们需要专门为查找操作设置数据结构，这种面向查找操

作的数据结构称为查找结构。

从逻辑上来说，查找所基于的数据结构是集合，集合中的记录之间没有本质关

系。可是要想获得较高的查找性能，我们就不能不改变数据元素之问的关系，在存储

时可以将查找集合组织成表、树等结掏。

例如，对于静态、查找表来说，我们不妨应用钱性表结构来组织数据，这样可以使

用顺序查找算法，如果再对主关键字排序，则可以应用折半查找等技术进行高效的查

找。

如果是需要动态查找，则会复杂一些，可以考虑二叉排序树的查找技术。

另外，还可以用散列表结构来解决一些查找问题，这些技术都将在后面的讲解中

说明 。

8 .3 顺序表查找

试想一下，要在散落的一大堆书中找到你需要的那本有多么麻烦。碰到这种情况

的人大都会考虑做一件事，那就是把这些书排列整齐，比如竖起来放置在书架上，这

样根据书名，就很容易查找到需要的图书，如图 8.3.1 所示。
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图 8-3- 1

散落的图书可以理解为一个集合，而将它们排列整齐 ， 就如同是将此集合构造成

一个线性袭。 我们要针对这一线性表进行查找操作，因此它就是静态查找表。

此时图书尽管已经排列整齐，但还没有分类，因此我们要找书只能从头到尾或从

尾到头一本一本查看 ， 直到找到或全部查找完为止。这就是我们现在要讲的顺序查

找。

顺序查找 (Sequential Search) 又叫线性查找，是最基本的查找技术， 它的查找

过程是:从表中第一个(或最后一个)记录开始， 逐个进行记亲的关键字和给定值比

较，若某个记录的关键字和给定值相等，则查找成功 ， 找到所查的记录;如果直到最

后一个(或第一个)记录，其关键字和给定值比较都不等时，则表中没有所查的记

录，查找不成功。

8.3. 1 顺序表查找算法

顺序查找的算法实现如下。
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1 *顺序查找， a 为数;怨， n 为美查我的数量且个数. key 为要查找的关键字 * 1

int Seguential._Sear ch (i nt " a ,int n, i nt key) 

int i ; 

for (i=l; i<=n ; i ++ ) 

if ( a [i J ==key ) 

return i ; 

return 0; 



'事 8 意董钱

这段代码非常简单，就是在数组 a (注意元素值从下标 1 开始)中查看有没有关

键字 (key) ，当你需要查找复杂表结构的记录时，只需要把数组 a 与关键字 key 定义

成你需要的表结构和数据类型即可。

8.3.2 顺序表查找优化

到这里并非足够完美，因为每次循环时都需要对 i 是否越界，即是否小于等于 n

作判断。 事实上，还可以有更好一点的办法，设置一个哨兵，可以解决不需要每次让 i

与 n 作比较。看下面的改进后的顺序查找算法代码。

川有哨兵顺序聋非是*/

~nt SeqQential_Se臼ch2 (int 句， int n, int key) 

int i; 

a 忡忡key; 户设主 a[Ol 为关键字仪，我们称之为".直兵" * / 

i=n; /*循环从数组尾，部开始 * /

while (a, [il !=ke,y) 

i~ ; 

return i; /*返回 0 则说明查找失败 V

此时代码是从尾部开始查找，由于 a[O]=k町，也就是说，如果在 a[i]中有 key 则

返回 i 值，查找成功。否则一定在最终的 a[O]处等于 key，此时返回的是 0，即说明

a[l] -a[n]中没有关键字 key，查找失败。

这种在查找方向的尽头放置"哨兵"免去了在查找过程中每一次比较后都要判断

查找位置是否越界的小技巧，看似与原先差别不大，但在总数据较多时，效率提高很

大，是非常好的编码技巧。当然， e哨兵'也月之一定就一定要在数组开始，也可以在未

端。

对于这种顺序查找算法来说，查找成功最好的情况就是在第一个位置就找到了，

算法时间复杂度为 O(刀， 最坏的情况是在最后一位置才找到，需要 n 次比较，时间复

杂度为 O(n)， 当查找不成功时，需要附1 次比较，时间复杂度为 O(n)。我们之前推

导过，关键字在任何一位置的概率是相同的，所以平均查找次数为(自+1)/2 ，所以最终

时间复杂度还是 0例。
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很显然，顺序查找技术是有很大缺点的 j n 很大时，查找效率极为低下，不过优

点也是有的 ， 这个算法非常简单，对静态查找袤的记录没有任何要求，在一些小型数

据的查找时，是可以适用的。

另外，也正由于查找概率的不同，我们完全可以将容易查找到的记录般在前面，

而不常用的记录放置在后面，效率就可以有大幅提高。

8.4 有序表查找

我们如果仅仅是把书整理在书架上，要找到一本书还是比较困难的，也就是刚才

讲的需要逐个顺序查找。但如果我们在整理书架时，将图书按照书名的拼音排序放

置，那么要找到某一本书就相对容易了。说自了，就是对图书做了有序排列， 一个线

性表有序时，对于查找总是很有帮助的。

8.4 . 1 折半查找

我们在讲树结构的二叉树定义(本书第 6.S 节)时，曾经提到过一个小游戏，我

在纸上已经写好了一个 100 以内的正整数数字请你猜，问几次可以猜出来，当时已经

介绍了如何最快猜出这个数字。我们把这种每次取中间记录查找的方法叫做折半查

找，如图 8-4-1 所示。

图 8-4- 1

折半查找 (Binary Search) 技术，又称为二分查找。宫的前提是线性表中的记录

必须是关键码有序(通常从小到大有序)，线性表必须采用顺序存储。折半查找的基

本思想是:在有序表中，取中间记录作为比较对象，若给定值与中间记录的关键字相

等，则查找成功;若给定值小于中间记录的关键字，则在中阔记录的左半区继续查

找 i 若给定值大于中间记录的关键字，则在中间记录的右半区继续查找。不断重复上
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述过程，直到查找成功，或所有查找区域元记录，查找失败为止。

假设我们现在有这样一个有序裴数组{O，l，16，24，35，47,59,62. 73，邸，99} 16 ，除 0 下

标外共 10 个数字。对宫进行查找是否存在 62 这个数。 我们来看折半查找的算法是如

何工作的。

1 * 折半查找 *1

1 int Binaxy_Search ( int 吨， int n, int key ) 

2 

3 int low, high, mid; 

n
u
-
-
品
句
，
&

A
U
3

S
J
P
O

句F

O
O
A
Y

喃
自
‘
，

&

、
4

low-1 ; 1* 定义.低下林为记录首位禽/

户定义最高下林为记录米住 *1high:"n: 

while ( low<=high ) 

mid~ (lowthi'gh) 12; 

if ( key<a (midl ) 

high~d-l; 

e1se H (key>a [midl ) 

1* 折半 * 1

1* 辈辈聋非是值比中佳，J、 *1 

1* 最高下标调搓Ji)中位下标小一位 *1

户是P查找俄比中位大*/

户.低Ir标调整JI] 中位下标大一位 * 1low"'l'!lÌd+1; 

13 else 

14 

1 5 

return mid: /*芳相等)1]锐咧 mid:即约查找到的位置* /

16 return 0 ; 

1.程序开始运行，参数 a={0，1，16，24，35，47厅9，62，73，88，99} ， n=10 , key=62 ， 第

3~5 行，此时 bw=l ， high=10，如图 8牛2 所示。

下标 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

|o 1 1 116124135147159162173188199 1 

叫叫
阁 S牛2

2. 第 6~15 行循环，进行查找。

i主16 对于如何将在中记录排J于我们将在后续章节介绍.
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3. 第 8 行) mid 计算得 5 )由于 a[S]=47<k町，所以执行了第 12 行，

bw=S+1吨，如图 8牛3 所示。

i 16124 135 1471 591621731881 99 

叫叫

Q 
1

叫
」

下标

图 8-4-3

4 . 再次循环， mid=(6+10)/2=8 ，此时 a[8]=73地町， 所以执行第 10 行 ，

high=8- 1=7 ，如图 8-4-4 所示。

| 16 124 135 1471 59 1 62 1 73 I 88 1 99 

low↑叫

。下标

,-
4丁，

图 8-4-4

5 . 再次循环， mid=(仙7)/2功 ，此时 a[6]=59<key ，所以执行 12

bw=6吐=7，如图 8-4-5 所示。

| j 61 24 135 147 159 162 173188 199 

叫hi民

0

日
标下

图 8-4-5

6. 再次循环， mid=(7 + 7)/2=7，此时 a[7]=62=key，查找成功，返回 7。

该算法还是比较容易理解的，同时我们也能感觉到它的效率非常高。但到底高多

少?关键在于此算法的时阅复杂度分析。

首先，我们将这个数组的查找过程绘制成一棵二叉树，如图 8-4-6 所示，从图上

就可以理解， 如果查找的关键字不是中间记录 47 的话 ， 折半查找等于是把静态有序

查找表分成了两棵子树，即查找结果只需要找其中的一半数据记录即可，等于工作量

少了一半，然后继续折半查找，效率.当然是非常高了。
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图 8-4-6

我们之前 6.6 节讲的二叉树的性质 4，有过对 a具有 n 个结点的完全二叉树的深

度为LlogznJ吐。 17" 性质的推导过程。 在这里尽管折半查找判定二叉树并不是完全二

叉树，但同样相同的推导可以得出，最坏情况是查找到关键字或查找失败的次数为

llogznJ+l 。

有人还在间最好的情况?那还用说吗，当然是 1 次了。

因此最终我们折半算法的时间复杂度为 0(10伊) ，它显然远远好于顺序查找的 0(")

时间复杂度了。

不过由于折主任查拢的前提条件是需要有序表顺序存储，对于静态查找表，一次排

序后不再变化，这样的算法已经比较好了。但对于需要频繁执行插入或删除操作的数

据集来说，维护有序的排序会带来不小的工作量，那就不建议使用。

8.4.2 插值查找

现在我们的新问题是，为什么一

定要折半，而不是折四分之一或者

折更多呢?

打个比方，在英文词典里查

"apple" ，你下意识里翻开词典是翻

前面的书页还是后面的书页呢?如

果再让你查 "zoo" ，你又怎么查?

很显然，这里你绝对不会是从中间

开始查起，而是有一定目的的往前

注17 : lxJ'_示不太于x 的最大串串段.

图 8-4-7
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或往后翻。

同样的，比如要在取值范围 0-10000 之间 100 个元素从小到大均匀分布的数组

中查找 5，我们自然会考虑从数组下标较小的开始查找。

看来，我们的折半查找，还是有改进空阔的。

折半查找代码的第 8 旬，我们略微等式变换后得到:

{o…I- hiJ!h _ 1 
mid =一丁rlJ5T1 = /OW气(h刷一/OW)

也就是 mid 等于最低下标 k>w 加上最高下标 high 与 klw 的差的一半。算法科学家

们考虑的就是将这个 1/2 进行改进，改进为下面的计算方案:

位y - a [low ] 
mid = low + r:~Y ，-' U L'~~ J 1 (high -/ow ) 

。[high ] - a [low 

将 1/2 改成了 key- a[lo叶有什么道理呢?假设 a[l1]={O, 1,16,24,35,47,59,62,73, 
a[h也h]- a[lo叶

邸，99}， klw=l , high=10，则 a[k>w]=l ， a [high] =99 ， 如果我们要找的是 key=16 时，

按原来折半的做法，我们需要四次(如图 8-4-6) 才可以得到结果，但如果用新办法，

均，-a[ω叶= ( 16- 1) / (99 - 1) =0.153，即 回d但1+0.153 X (10 - 1) =2.377 
[high]-a[lo叶

取整得到 mid=2，我们只需要二次就查找到结果了，显然大大提高了查找的效率。

换句话说，我们只需要在折半查找算法的代码中更改一下第8 行代码如下 :

8 mid=low+ (high-low ) * (key-a [10叫) / (a[high]-a[10w] ) ; /*拍他*/

就得到了另一种有序衰查找算法，插值查找法。 插值查找(In田polation Search)是

根据要查找的关键字 key与查找表中最大最小记录的关键字比较后的查找方法，其核心

就在于插值的计算公式 key-a[lo~j 。应该说，从时间复杂度来看，它也是
a协助]-a[/o叶

o (Iogn)，但对于襄长较女，而关键字分布又比较均匀的查找表来说，插值查找算法的
平均性能比折半查找要好得多。反之， 数组中如果分布类似币，1，2，2000，2001， . 

999998, 999999}这种极端不均匀的数据，用插值查找未必是很合适的选择。

8.4 .3 斐波那契查找

还有没有其他办法?我们折半查找是从中间分，也就是说，每一次查找总是一分

为二，无论数据偏大还是偏小，很多时候这都未必就是最合理的做法。除了插值查
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找，我们再介绍一种有序查找，斐波那契查找 (Fibonacci Sea.rc时，它是利用了黄金分

割原理来实现的。

斐波那契数列我们在前面 4.8 节讲递归时，也详细地介绍了它。如何利用这个数

列来作为分割呢?

为了能够介绍清楚这个查找算法，我们先需要有一个斐波那契数列的数组，如困

8-4-8 所示。

斐波那契数列

下标 。

F 口 川
市

川
市

n
u
-

叫


; ··E··--; 
-
A
叶


ny--H

-
句
3
-

··
·a
-

8

币

1
-

-
吨
，
"
-

-
句
3

一

『
，
甲

H
l
h


-

'EA-

r
o
-
0
0

一

因 8-4-8

下面我们根据代码来看程序是如何运行的。

/*变泼~契查找*/

1 int Fibonacci Search (int *a , int n, i .nt key) 

2 

3 int low， high， mid，立， k; 

4 

5 

low-.l; /*定义最低下串在为记录首位*/

/*定义最高一F标为记采末位*/high..n; 

6 k=O; 

7 whi1e (n>F{k]-l ) /*计算n 位于爱l)tJII巢"1')的位置忖

8 kt+; 

9 for (i盟n;i<F(~J-l;i++) /*将不满的数值补全*/

10 ali)-a (n]; 

1.1 whHe (low<-high) 

12 

13 

14 

mid-low+F(k-l]-1; 

if (key<画 [midJ ) 

/*计算当前分扁的τ标*/

/*若查找记录小于当前分隔记录 */

•• ‘ ε
3
r

。
吨
，

咱
且'
'
A

吨
牛

电
A

d --qhu huqk 'LZ KUUA /* .;t;下标调整Jt)分隔下标 mid-l 处忖

/*爱l)t瘁~..列下串串成一位优/

18 1 
1.9 else if (key>a [midl )户若查找记录大于当前分隔记杀1</

303 



《
U

噜
·
&
内
，
也
吨
3

句
，
‘
句
，
&
句
，
岛
街
，
‘

k~k-2i 

户.'低下标调整到分隔r标mid吐处Ir/

/*集泼~~It列下标减两位台/

low"'ln土d+li

24 • else 

25 
E
。
『
，
。
。
《
罗
《

U

噜
A

Z22233 
if (mid<:甲n)

z:eturn midi /食荤相等则说明 mid 即为查找到的位置*/

else 
return ni /禽 蛊~mid>n 说明是补会.佳，返回 n 叮

32 return 0; 

33 } 

1.程序开始运行，参数 a={0，1，16，24，3S，47，S9，62，73，88，99}) n=10，要查找的关

键字 key=59 。 注意此时我们已经有了事先计算好的全局变量数组 F 的具体数

据，它是斐被那契数列， F={0，1，1.2，3凡8，13，21，……}。

下标 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

|o 1 1 1 16 1 叫 35 147 159 1 62 1 73 1 88 199 1 

叫叫
因 8-牛9

2. 第 6~8 行是计算当前的 n 处于斐波那契数列的位置。 现在 n=10 ，

F[6]<n<F[7J ，所以计算得出 k=7 。

3. 第 9~10 行，由于 k=7，计算时是以 F[7]=13 为基础，而 a 中最大的仅是

a[10] ，后面的 a[l1] ) a[12]均未赋值，这不能构成有序数列，因此将它们都

赋值为最大的数组值，所以此时 a[l1]=a[12]=a[10]=99 (此段代码作用后面还

有解释) 。

4. 第 11~31 行查找正式开始。

S. 第 13 行， míd=1+F[7- 1] - 1=8，也就是说，我们第一个要对比的数值是从

下标为 8 开始的。

6. 由于此时 key=S9 而 a[8]=73)因此执行第 16~17 行，得到 higb=7 ， k=6。
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阿民9。 |1 116 1 24 1 35 1 47 1 591 62 1 73 

下标

因 8-4-10

7 . 再次循环， mid=1 + F[6 -1)-1=5 0 此时 a[5]=47<key，因此执行第 21 - 22

行，得到 Iow=6 ， k=6- 2斗。注意此时 k下调 2 个单位。

| 16 124 1 35 147 159162 173 1 88 199 

叫叫

。
「巳

下'标

回 8-4-11

8. 再次循环， mid=6 + F(4- 1] - 1=7。此时 a[7]=62>key，因此执行第 16- 17

行，得到 high=6 ， k=4-1=3 。

| [ 6 1 μ 1 35 1 47 159 1 62 1 73 I 88 I 99 

呻胁

下标

曰

因 8-4- 1 2

9. 再次循环， mid=6 + F[3 -1] - 1=60 此时 a(6)=59=k町，因此执行第 26-27

行，得到返回值为 60 程序运行结束。

如果 key=99 .， 此时查找循环第一次时， mid=8 与上例是相同的，第二次循环时 ，

mid=l1 ， 如果 a[l1)没有值就会使得与 key 的比较失败，为了避免这样的情况出现，

第 9-10 行的代码就起到这样的作用 。

斐波那契查找算法的核心在于 :

1 ) 当 key=a[mid]时，查找就成功i

2 ) 当 key<a[mid)时，新范围是第 Iow 个到第 mid-l 个，此时范围个数为 F[k- 1]

- 1 个;
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3 ) 当 key>a[mid]时，新范围是第 m+l 个到第 high 个，此时范围个数为 P[k-2]

-1 个。

F[k]-I 

囚
F[k-I]- I 

|叫 I high I 
」一一γ一____)

F[k-2]-1 

国 8-4-13

也就是说，如果要查找的记录在右侧，则左侧的数据都不用再判断了，不断反复

进行下去，对处于当中的大部分数据，其工作效率要高一些。所以尽管斐波那契查找

的时间复杂也为 o(k>gn)， 但就平均性能来说，斐波那契查找要优于折半查找。可惜如

果是最坏情况，比如这里 key=l ， 那么始终都处于左侧长半区在查找，则查找效率要

低于折半查找。

还有比较关键的一点，折半查找是进行加法与除法运算 (mid=(hw+ high)/2 ) , 

插值查找进行'复杂的四则运算 ( mid=k>w + (higb - hw)*(key - a[bw])/(a[high] -

a[hw]) ) )而斐波那契查找只是最简单加据法运算 (mid=klw十 F[k- l] - 1) I 在海量

数据的查找过程中，这种细微的差别可能会影响最终的查找效率。

应该说， 三种有序表的查找本质上是分隔点的选择不同，各有优劣，实际开发时

可根据数据的特点综合考虑再做出选择。

8.5 线性索引查找

我们前面讲的几种比较高效的查找方法都是基于有序的基础之上的，但事实上，

很多数据集可能增长非常快，例如，某些微博网站或大型论坛的帖子和回复总数每天

都是成百万上千万条，如图 8-5-1 所示，或者一些服务器的日志信息记录也可能是海

量数据，要保证记景全部是按照当中的某个关键字有序，其时间代价是非常高昂的，

所以这种数据通常都是按先后顺序存储。
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Twitter每日徽酶戴这9干万话题多与电视帽关

钱渔入也豆埋没布于 2010-U-ll 11: 14 迦牟凶青219.人满读原文tìf穗 (1战穰]

北京时间11月11日消息J Twftter:离营罗窝断锋 ( Robin S!阔的 今日在旧金山翻于的

NewTeeVe创会议φ返窍J Twl饮创每日徽1尊重:1.已达9000]J条，其申绝大部分傲慢话组与电视相

关.

回 8-5-1

那么对于这样的查找衰，我们如何能够快速查找到需要的数据呢?办法就是一一

索引。

数据结构的最终目的是提高数据的处理速度，索引是为了加快查找速度而设计的

一种数据结构。 索引就是把一个关键字与宫对应的记录相关联的过程， 一个索引由若

干个索引项构成，每个索引项至少应包含关键字和其对应的记录在存储器中的位置等

信息。索引技术是组织大型数据库以及磁盘文件的一种重要技术。

索引按照结向可以分为线性索引、树形索引和多级索引。我们这里就只介绍线性

索引技术。 所谓线性索引就是将索引项集合组织为线性结构，也称为索引表。我们重

点介绍三种线性索引;稠啻索引 、 分块索引和倒排索引。

8.5. 1 稠密索引

我母亲年纪大了，记忆力不好，经常在家里找不到东西， 于是她想到了一个办

法。她用一小本子记录了家里所有小东西放置的位置，比如户口本放在右手床头柜下

面抽屉中，针线放在电视柜中间的抽屉中，钞票放在衣柜……咳，这个就不提了(同

学们坏笑)。总之3 她老人家把这些小物品的放置位置都记录在了小本子上，并且每隔

一段时间还按照本子整理一遍家中的物品，用完都放回原处，这样她就几乎再没有找

不到东西。

记得有一次我申请职称时，单位一定要我的大学毕业证 ， 我在家里找了很长时间

朱果，急得要死。和老妈一说，她的神奇小本子马上发挥作用， 一下子就找到了，原

来被她整理后放到了衣橱里的抽屉里。

从这件事就可以看出，家中的物品尽管是无序的，但是如果有一个小本子记录，

寻找起来也是非常容易，而这小本子就是索引。

稠密索引是指在线性索引中，将数据集中的每个记录对应一个索引项， 如图 8-5-2
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所示。

关键码其他数据项

图 8-5-2

刚才的小例子和稠密索引还是略有不同，家里的东西毕竟少，小本子再多也就几

十页，全部翻看完就儿分钟时间，而稠密索引要应对的可能是成千上万的数据，因此

对于稠密索引这个索引表来说，索引项一定是按照关键码有序的排列。

索引项有序也就意味着，我们要查找关键字时，可以用到折半、插值、斐被那契

等有序查找算法，大大提高了效率， 比如图 8-5-2 中，我要查找关键字是 18 的记录，

如果直接从右侧的数据表中查找，那只能顺序查找，需要查找 6 次才可以查到结果.

而如果是从左侧的索引表中查找，只需两次折半查找就可以得到 18 对应的指针，最

终查找到结果。

这显然是稠密索引优点，但是如果数据集非常大，比如上亿，那也就意味着索引

也得同样的数据集长度规模，对于内存有限的计算机来说，可能就需要反复去访问磁

盘，查找性能反而大大下降了。

8.5 .2 分块索引

回想一下图书馆是如何藏书的。显然它不会是顺序摆放后，给我们一个稠密索引

表去查，然后再找到书给你。图书馆的图书分类摆放是一门非常完整的科学体系，而

它最重要的一个特点就是分块。
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回 8-5-3

稠密索引因为索引项与数据集的记录个数相同，所以空间代价很大。为了减少索

引项的个数，我们可以对数据集进行分块，使其分块有序，然后再对每一块建立一个

索引项，从而减少索引项的个数。

分块有序，是把数据集的记录分成了若干块，并且这些块需要满足两个条件:

• 块内无序，即每一块内的记录宋要求有序。当然，你如果能够让块内有序

对查找来说更理想，不过这就要付出大量时间和空间的代价，因此通常我

们不要求块内有序。

• 块间有序，例如，要求第二块所有记录的关键字均要大于第一块中所有记

景的关键字，第三块的所有记录的关键字均要大于第二块的所有记录关键

字……因为只有块间有序，才有可能在查找时带来放率。

对于分块有序的数据集，将每块对应一个索引项，这种索引方法叫做分块索引。

如图 8-5-4 所示，我们定义的分块索引的索引项结构分三个数据项 :

• 最大关键码，它存储每一块中的最大关键字，这样的好处就是可以使得在

它之后的下一块中的最小关键字也能比这一块最大的关键字要大i

• 存储了块中的记录个数，以便于循环时使用;

• 用于指向块首数据元素的指针，便于开始对这一块中记景进行遍历。
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图 8-5-4

在分块索引表中查找，就是分两步进行:

1 . 在分块索引表中查找要查关键字所在的块。由于分块索引表是块间有序的，

因此很容易利用折半、插值等算法得到结果。例如，在图 8-5-4 的数据集中

查找 62 ，我们可以很快可以从左上角的索引表中由 57<62<96 得到 62 在第

三个块中。

2 . 根据块首指针找到相应的块，并在块中顺序查找关键码。因为块中可以是无序

的，因此只能顺序查找。

应该说，分块索引的思想是很容易理解的，我们通常在整理书架时，都会考虑不

同的层极放置不同类别的图书。例如，我家里就是最上层放不大常翻阅的小说书，中

间层放经常用到的如菜谱、字典等生活和工具用书，最下层放大开本比较重的计算机

书。 这就是分块的概念，并且让官们块间有序了。至于上层中 《红楼梦》是应该放在

《三国演义》的左边还是右边，并不是很重要。毕竟要找小说《三国演义)>，只需要对

这一层的图书用眼睛扫过一遍就能很容易查找到。

我们再来分析一下分块索引的平均查找长度。设 n 个记录的数据集被平均分成 m
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块，每个块中有 t 条记录，显然 n=mX t，或者说 m=njt。再假设 Lb 为查找索引表的

平均查找长度，因最好与最莹的等概率原则，所以川平均长的旦去 。 」为块中
1+ 1 

查找记录的平均查找长度，同理可知它的平均查找长的7 。

这样分块索引查找的平均查找长度为 :

A缸片b叶旦fl干=护+I}+1 =~(←)+1 
注意上面这个式子的推导是为了让整个分块索引查找长度依赖 n 和 t 两个变量.

从这里了我们也就得到，平均长度不仅仅取决于数据集的总记录数 n，还和每一个块

的记录个数 t 相关。 最佳的情况就是分的块数m与块中的记录数 t 相同，此时意味着

…毗 ~p A凡北十1 =1+ 1 = .Jn +1

可见，分块索引的效率比之J顺序查找的 O(n)是高了不少，不过显然包与折半查找

的 o(hgn)相比还有不小的差距。因此在确定所在块的过程中，由于块阅有序，所以可

以应用折半、插值等手段来提高效率。

总的来说，分块索引在兼顾了对细分块不需要有序的情况下，大大增加了整体查

找的速度，所以普遍被用于数据库表查找等技术的应用当中。

8.5.3 倒排索引

我不知道大家有没有对搜索引擎好奇过， 无论你查找什么样的信息，它都可以在极

短的时间内给你一些结果，如图 8-5-5 所示。是什么算法技术达到这样的高效查找呢?

数据结构

量曼德曲'息就回.饵"口 量蝠.. c句时。因秽，

111 8-5-5 

我们在这里介绍最简单的，也算是最基础的搜索技术一一倒排索引。

我们来看样例，现在有两篇极短的英文"文章"一一其实只能算是句子，我们暂

认为宫是文章，编号分别是 1 和 2 。

1 . Books and 的ends should be few but good (读书如交友，应求少而精。)

2 . A good book is a good 仕iend (好书如挚友。)

假设我们忽略掉如 "books"、"什iends" 中的复数 "s" 以及如 "A" 这样的大小写
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差异。我们可以整理出这样一张单词表，如表 8-$-1 所示，并将单词做了排序 ， 也就

是表格显示了每个不同的单词分别出现在哪篇文章中，比如 "good" È在两篇文章中

都有出现，而"旷只是在文章 2 中才有，

表 8-5-1

英文单词 文章编号

a 2 
and 1 
be 1 
book 1,2 
but 1 
few 1 
frlend 1,2 
good 1,2 
is 2 
should 1 

有了这样一张单词衰，我们要搜索文章，就非常方便了。 如果你在搜索框中填写

"book" 关键字。 系统就先在这张单词表中有序查找 "book" ，找到后将它对应的文章

编号 1 和 Z 的文章地址(通常在搜索引擎中就是网页的标题和链接)返回，并告诉

你，查找到两条记录，用时 0.0001 秒。由于单词表是有序的，查找效率很高，返回的

又只是文章的编号，所以整体速度都非常快。

如果没有这张单词表，为了能证实所有的文章中有还是没有关键字 ttbook" ，则需

要对每一篇文章每一个单词顺序查找。在文章数是海量的情况下，这样的做法只存在

理论上可行性，现实中是没有人愿意使用的。

在这里这张单词表就是索引衰， 索引项的通用结构是:

• 次关键码.例如上面的"英文单词" ;

• 记录号衰，例如上面的"文章编号"。

其中记录号表存储具有相同次关键字的所有记录的记录号 (可以是指向记录的指

针或者是该记录的主关键字)。 这样的索引方法就是倒排索引 (invened index) 。倒排

索引源于实际应用中需要根据属性(或字段、次关键码)的值来查找记录。这种索引

表中的每一项都包括一个属性值和具有该属性值的各记录的地址。由于不是由记录来

确定属性值，而是由属性值来确定记录的位置，因而称为倒排索引。

倒排索引的优点显然就是查找记录非常快，基本等于生成索引表后，查找时都不

用去读取记录，就可以得到结果。但它的缺点是这个记录号不定长，比如上倒有 7 个

单词的文章编号只有一个，而 "book"、"什iend" 、 "good" 有两个文章编号，若是对
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多篇文章所有单词建立倒排索引，那每个单词都将对应相当多的文章编号，维护比较

困难，插入和删除操作都需要作相应的处理。

当然，现实中的搜索技术非常复杂，比如我们不仅要知道某篇文章有要搜索的关

键字，还想知道这个关键字在文章中的哪些地方出现，这就需要我们对记录号表做一

些改良。再比如，文章编号上亿，如果都用长数字也没必要，可以进行压缩，比如三

篇文章的编号是 "112，115，119" ，我们可以记录成 "112 ， 心 ， +4" ，即只记录差值，

这样每个关键字就只占用一两个字节。 甚至关键字也可以压缩，比如前一条记录的关

键字是 "and" 而后一条是 "android" ，那么后面这个可以改成 "<3，roid♂，这样也可

以起到压缩数据的作用。再比如搜索时，尽管告诉你有几千几万条查找到的记录，但

其实真正显示给你看的，就只是当中的前 10 或者 20 条左右数据，只有在点击下一页

时才会获得后面的部分索引记录，这也可以大大提高了整体搜索的效率。

呵呵，有同学说得没错，如果文章是中文就更加复杂。比如文章中出现"中国

人"，它本身是关键字，那么 a中国飞'国人"也都可能是要查找的关键字一一啊，太

复杂了，你还是自己去找相关资料吧。如果想彻底明白，努力进入 goo阱 或者百度公

司做搜索引擎的软件工程师，我想他们会满足你对技术知识的渴求。

我们课堂上就是起到抛砖引玉的作用，希望可以让你对搜索技术产生兴趣，我会

非常欣慰的，休息一下。

8.6 二叉排序树

大家可能都听过这个故事，说有两个年轻人正在深山中行走。忽然发现远处有一

只老虎要冲过来，怎么办?其中一个赶忙弯腰系鞋带，另一个奇怪地问"你系鞋带干

什么?你不可能跑得比老虎还快。"系鞋带者说..我有什么必要跑赢老虎呢?我只要

跑得比你快就行了 。"

这真是交友不慎呀!别急，如果你的朋友是系鞋带者，你怎么办?

后来老虎来了，系鞋带者拼命地跑，另一人则急中生智，爬到了树上。老虎在选

择爬树还是迫人之间，当然是会选择后者，于是结果……爬树者改变了跑的思想，这

一改变何等重要，捡回了自己的一条命。
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好了，这个故事也告诉我们，所谓优势只不过是比别人多深入思考一点而已。

假设查找的数据集是普通的顺序存储，那么插入操作就是将记录放在表的末端，

给表记录数加一即可，删除操作可以是删除后，后面的记录向前移，也可以是要删除

的元素与最后一个元素互换，表记录数戚一，反正整个数据集也没有什么顺序，这样

的效率也不错。 应该说，插入和删除对于顺序存储结构来说，效率是可以接受的，但

这样的表由于无序造成查找的效率很低，前面我们有讲解，这就不在眼嗦。

如果查找的数据集是有序线性衰，并且是顺序存储的，查找可以用折半、插值、

斐波那契等查找算法来实现，可惜，因为有序，在插入和删除操作上，就需要耗费大

量的时间。

有没有一种即可以使得插入和删除效率不错，又可以比较高效率地实现查找的算

法呢?还真有。

我们在 8.2 节把这种需要在查找时插入或删除的查找表称为动态查找衰。我们现

在就来看着什么样的结构可以实现动态查找衰的高效率。

如果在复杂的问题面前，我们束手无策的话，不妨先从最最简单的情况入手。现

在我们的目标是插入和查找同样高效。 假设我们的数据集开始只有一个数{62}， 然后

现在需要将 88 插入数据集，于是数据集成了{62，88}，还保持着从小到大有序。再查

找有没有 58，没有则插入，可此时要想在线性表的顺序存储中有序，就得移动 62 和

88 的位置，如图 8-6-2 左图，可不可以不移动呢?嗯， 当然是可以，那就是二叉树结

构。 当我们用二叉树的方式时，首先我们将第一个数 62 定为根结点， 88 因为比 62

大，因此让官做 62 的右子树， 58 困比 62 小，所以成为它的左子树。此时 58 的插入
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并投有影响到 62 与 88 的关系，如图 8-6-2 右图所示。

1
62

1
88

1 

囚/~~

线性袤的顺序存储结构

00 8-6-2 

d飞
二叉树结构

也就是说， 若我们现在需要对集合{62.邸.58.47，35.73.51，99，37，93}做查找，在我们

打算创建此集合时就考虑用二叉树结构，而且是排好序的二叉树来创建。如图 8-6-3

所示， 62 、 88、 58 创建好后，下一个数 47 因比 58 小，是色的左子树(见③)， 3S 

是 47 的左子树(见④)， 73 比 62 大，但却比 88 小，是 88 的左子树(见⑤)， 51 比

62 小、比 58 小、比 47 大，是 47 的右子树(见⑥)， 99 比 62 、 88 都大，是阔的

右子树(见⑦)， 37 比 62 、 58、 47 都小，但却比 35 大，是 3S 的右子树(见③) , 

93 则因比 62 、 88 大是 99 的左子树(见⑨)。

图 8-6-)

这样我们就得到了一棵二叉树，并且当我们对官进行中序迪历时，就可以得到一

个有序的序列{35.37，47.51，58，62，73，邸，93.99} ， 所以我们通常称包为二叉排序树。

二叉排序树 (Binary So民币四)，又称为二叉查找树。它或者是一棵空树，或者

是具有下列性质的二叉树。

• 若它的左子树不空，则左子树上所有结点的值均小于它的根结构的值 ;

• 若它的右子树不空，则右子树上所有结点的值均大于宫的根结点的值;

315 



l精圄回国

• 宫的左、右子树也分别为二叉排序树。

从二叉排序树的定义也可以知道，宫前提是二叉树，然后它采用了递归的定义方

法，再者，宫的结点间满足一定的次序关系，左子树结点一定比其双亲结点小，右子

树结点一定比其双亲结点大。

构造一棵二叉排序树的目的，其实并不是为了排序，而是为了提高查找和插入删

除关键字的速度。不管怎么说，在一个有序数据集上的查找，速度总是要快于无序的

数据集的，而二叉排序树这种非线性的结构，也有利于插入和删除的实现。

8.6 . 1 二叉排序树查找操你
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首先我们提供一个二叉树的结构。

户二又材的二义链率结，击、结构定义时

typède王 s t.ruct 8iTN.odø 1* 给点结构*/

in~ d?ta; 1* 结点撞在择余/

struct BiTNode *lchild，气chilà; /*左右孩子指针"*/

) '8i -:rNode , *B.iTree; 

然后我们来看看二叉排序树的查找是如何实现的。

/'Ir i是归查找j二叉排序树T 中是否存在 key， */ 

/*指针 f 指向 T 的双亲，其初始调用值为 NULL 叼

/*是E查找成功 ， 则指针 p 指向该数据元，余撞在点.并返回 Tf1.UE * / 
1* 杏-.'J指针 p 指向查找.径上访问的最后一个约占.并返回 F却，SE * / 

). Status SearchB'SIT' (:因Tree T, int key, BiTree f , Bi-Tree 叩)

2 

3 if (!T) /*查找不成功*/

4 

5 "'p = f; 

6 i:etuIn FALSE; 

7 

8 else t f (key==T->出ta) /"受!我成功时

9 

10 *p = T; 

1'1 return TROE; 
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13 e1se if ( key<T->(jat a ) 

14 r eturn- SeðrchBST (T• 1cbild, key, T, }:1.) ;川在在子树锺续查找 W

~5 e-1se 

16 re t-urn 'SearchBST (T->r chi1c1, key, 'I', p) ; 户在2缸子树继续查找*/

17 } 

1. SearchBST 函 数 是一个可递归运行的函数，函数调用时的语句为

SearchBST(T，93，NUlι时，参数 T 是一个二叉链衰，其中数据如圈 8-6-3 所

示 ， key 代表要查找的关键字，目前我们打算查找 93 ，二叉树 f 指向 T 的双

亲，当 T 指向根结点时， f 的初值就为 NULL，它在递归时有用，最后的参数

p 是为了查找成功后可以得到查找到的结点位置。

2. 第 3~7 行，是用来判断当前二叉树是否到叶子结点，显然图 8-6-3 告诉我们

当前 T 指向根结点 62 的位置， T 不为空，第 5~6 行不执行。

3 . 第 8~12 行是查找到相匹配的关键字时执行语旬，显然 93*62，第 10~'11

行不执行。

4 . 第 13~14 行是当要查找关键字小于当前结点值时执行语句，由于 93>62，第

14 行不执行。

5. 第 15 ....... 16 行是当要查找关键字大于当前结点值时执行语旬，由于 93>62，所

以递归调用 SearchBST(T->rchilð， key, T, p)。此时 T 指向了 62 的右孩子 88 ，

如图 8-6-4 所示。

因 8-6-4

6 . 此时第二层 SearchBST，因 93 比 88 大，所以执行第 16 行，再次递归调用

SearchBST(T->rchi凰 key， 1:的。此时 T 指向了 阔的右孩子 99，如图 8-6-5

所示。
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因 8-6-5

7. 第二层的 SearchBST ，因 93 比 99 小， 所以执行第 14 行 ，递归调用

SearchBST(下>lchild， ke弘 T， p) 。 此时 T 指向了 99 的左孩子 93 ， 如图 8-6-6

所示。

阁 8-6-6

8. 第四层 SearchBST，因 key 等于 下〉也饵，所以执行第 10-11 行，此时指针 p

指向 93 所在的结点， 并返回 True 到第三层 、 第二层、 第一层，最终函数返

回 True。

8.6.2 二叉排序树插入操作

有了二叉排序树的查找函数，那么所谓的二叉排序树的插入 ， 其实也就是将关键

字放到树中的合适位置而已，来看代码。
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Status InsertBST (BiTree 叮， int kiey) 

BiTree p , s; 

if (! SearchBST (叮 ， key, NULL，句)) /* 查找不成功忖

s = (BiTree) malloe (sizeof (BiTNÓde) ); 

s->data = key; 

s->lchild = s->rchild 百 NULL;

if (!p) 

明衡'T = s; / * 46入 s 为新的根结起 V

else if (key,*p->dat,.a) 

p• lchild = S; /* ~入 s 为左孩子叮

else 

p->rchild = s; /* ~入 s 为右孩子*/

return TROE; 

else 

第 8 :1震聋~

return FALSE; /*树中已有关键字相同的结点，不再插入命/

这段代码非常简单。如果你调用函数是 u InsertBST (丁:93) ;"，那么结果就是

FAL钮，如果是 " InsertBST (明白户，那么一定就是在 93 的结点增加一个右孩子

95 ， 并且返回 Trueo 如图 8-6-7 所示。

因 8-6-7

有了二叉排序树的插入代码，我们要实现二叉排序树的构建就非常容易了。下面

的代码就可以创建一棵图 8-6-3 这样的树。
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int i; 

int a [10]-{62 , 88, 58 , 47 , 35, 73, 51 , 99 , 37 , 93}; 

BiTree T"NULL; 

for (i...0 ; i<10;i++) 

InsertBST <凹， a [1] ) ; 

在你的大脑里，是否已经有一幅随着循环语旬的运行逐步生成这棵二叉排序树的

动画图案呢?如果不能，那只能说明你还没真理解它的原理哦.

8.6.3 二叉排序树删除操作

俗话说"请神容易送神难"，我们已经介绍了二叉排序树的查找与插入算法，但是

对于二叉排序树的删除，就不是那么容易，我们不能因为删除了结点，而让这棵树变

得不满足二叉排序树的特性，所以删除需要考虑多种情况.

如果需要查找并删除如 37 、 5 1 、 73 、 93 这些在二叉排序树中是叶子的结点，

那是很容易的，毕竟删除官们对整棵树来说，其他结点的结构并未受到影响，如图

8-6-8 所示。

气3
@ 

@y 
( J 

图 8-6-8

对于要删除的结点只有左子树或只有右子树的情况，相对也比较好解决。那就是

结点删除后，将它的左子树或右子树整个移动到删除结点的位置即可，可以理解为独

子继承父业。 比如图 8-6-9，就是先删除 35 和 99 结点，再删除 58 结点的变化图，

最终，整个结构还是一个二叉排序树.
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删除35、 99两结点

62 

73 

阁 8-6-9

'再 81院查统

~ 

51 

删除58:结点

但是对于要删除的结点既有左子树又有右子树的情况怎么办呢?比如图 8-6-10 中

的 47 结点若要删除了，宫的两儿子以及子孙们怎么办呢? 18 

73 

图 8-6-10

起初的想法，我们当 47. 结点只有一个左子树，那么做法和一个左子树的操作一

样，让 35 及宫之下的结点成为 58 的左子树，然后再对 47 的右子树所有结点进行插

i主附:为了~好说明问题 . ，j民们增加了'在点 47τ的子孙抢占，.ø.量。
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人操作，如图 8.6. 11 所示。 这是比较简单的想法，可是 47 的右子树有子孙共 5 个结

点，这么做效率不高且不说， 还会导致整个二叉排序树结构发生很大的变化，有可能

会增加树的高度。增加高度可不是个好事，这我们待会再说，总之这个想法不太好。

麟除47 ， 连接'""-\
58与35结点 i

、‘·
，、

//J@@@飞\
飞

~(@⑨⑥@ ; 

36) (@) .. ( r///.r//./r/<,//

99 

93 

、.....~ -_ - 飞…重新挨个插〈

因 8-6-11

我们仔细观察一下， 47 的两个子树中能否找出一个结点可以代替 47 呢?果然

有， 37 或者 48 都可以代替 47，此时在删除 47 后， 整个二叉排序树并没有发生什么

本质的改变。

为什么是 37 和 48? 对的，~们正好是二叉排序树中比包小或比宫大的最接近 47

的两个数。也就是说，如果我们对这棵二叉排序树进行中序遍历，得到的序列

{29，3S，36，37，47，48，49，SO，日， S6，S8，62，73，88，93.99}，官们正好是 47 的前驱和后继。

因此，比较好的办法就是，找到需要删除的结点 p 的直接前驱(或直接后继) 5 , 

用 s 来替换结点 P. 然后再删除此结点 5. 如图 8.6.12 所示。

删除47纺}àï.
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l) 47被ï:[援前驱37替换;

2) 删除37约点z

3) ~36移至B~37的位宽



'自 8)位董线

1) 47被亘钱后继48替决;
2) 删除48结点:

图 8-6- 12

根据我们对删除结点三种情况的分析:

• 叶子结点;

• 仅有左或右子树的结点:

• 左右子树都有的结点，我们来看代码，下面这个算法是递归方式对二叉排序树 T

查找 key. 查找到时删除。

户是§二又排序树 T 中存在关键字等于 key 的..... 元，余时.则.，.;该...元，才配给，钱 ， */ 

/*并返回 TRIJE; 否则返回 FALSE 舍/

1 Status De leteBST ( Bi Tree *'11, int key) 

2 

3 if ( ! 叮) 户不存在关键字等于 key 的.. 据元-t */ 

4 return FALSE; 

5 e1se 

6 

7 if ( key- ( *T ) ->data) 川 找到关键字等于 key 的.....元余*/

8 return Delete (T') ; 

9 else if (key< (叮}→臼ta)

10 return DeleteBST ,( , ( *').1) ->lchild, key .) ; 

II else 

12 retuX'n DeleteBST' ( , (舍T) ->rchild, key) ; 

13 

14 

15 ) 

323 



这段代码和前面的二叉排序树查找几乎完全相同，唯-的区别就在于第 8 行，此

时执行的是 Delete 方法，对当前结点进行删除操作。我们来看 Delete 的代码。

/*从二又排Jt.树中倒自告给.lp， 并童在矗它的左成2苗子树。舍/

1 Status De1ete (BiTl:ee 叩)

3 BiTree q , s; 

4 if ( (.p) ->x~hild'白阳LL' /* 右子事晴空则只禽董事矗它的左子树*/

5 

6 q - *p; '*p. (叩\)→lchild; free ( q) ; 

7 

8 e1se if ( (，节p ) ->1child-N田，L) 户 只需重接它的2富于树*/

9 { 

10 q=*p; 平- ( *p) ->rchild; free ( q ) ; 

1.1 

12 e1se 户左右子树均不空 V

13 

14 q胃*p; s- (*p) ->lchild; 

15 while (s-.>rchi1d) 户 串串左，然后向右剑尽头{找徘侧'曲点的前.) *1 

16 

吨，

命
。

-
n
3

1

‘
电

A
·
.

‘

q-s; s=s- >rcbîld; 

(叩) ->data-s->data; / * 5 指向被侧'在点的立核前. */ 
20 if (q!=*p ) 

21 q->rchil4-s->lchild; 户室格q 的且由于树*/

22 el.se 

23 驴>lchild吨->1child; 户室公q的左子树 V

24 free (s) ; 

25 

26 re~urn T~UE; 

27 } 

1. 程序开始执行，代码第 4~7 行目的是为了删除没有右子树只有左子树的结

点。此时只需将此结点的左孩子替换包自己，然后释放此结点内存，就等于删

除了。

2 . 代码第 8~ 11 行是同样的道理处理只有右子树没有左子树的结点删除问题。

3 . 第 12-25 行处理复杂的左右子树均存在的问题。
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4 . 第 14 行，将要删除的结点 p 赋值给临时的变量 q，再将 p 的左孩子 p->k:hJk:I

陆值给临时的变量 s。此时 q 指向 47 结点， s 指向 35 结点，如图 8-6-13 所

刁亏。

93 

回 8-6-13

5. 第 15~18 行，循环找到左子树的右结点，直到右侧尽头。就当前例子来说

就是让 q 指向 35 ，而 s 指向了 37 这个再没有右子树的结点，如图 6-6-14

所示。

因 8-6- 14

6. 第 19 行，此时让要删除的结点 p 的位置的数据被赋值为 s->data ，即让

p->data=37 ， 如图 8-6-15 所示。
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因 8-6-1 5

7 . 第 20-23 行， 如果 p 和 q 指向不同，则将 s->lchikl 赋值给 q->rchikl，否则就

是将 s->lchikf 赋值给 q->lchikl。显然这个例子 p 不等于 q，将 s->lchikl 指向的

36 贼值给 q->rchi凶，也就是让 q->rchikl 指向 36 结点 ， 如图 8-6-16 所示。

93 

自由 8-6- 16

8 . 第 24 行. free(坊，就非常好理解了，将 37 结点删除，如图 8-6-17 所示。



第8章查找

图 8-6- 17

从这段代码也可以看出，我们其实是在找删除结点的前驱结点替换的方法，对于

用后继结点来替换，方法上是一样的。

8.6.4 二叉排序树总结

总之， 二叉排序树是以链接的方式存储，保持了链接存储结构在执行插入或删除

操作时不用移动元素的优点，只要找到合造的插入和删除位置后，仅需修改链接指针

即可。 插入删除的时间性能比较好。 而对于二叉排序树的查找，走的就是从根结点到

要查找的结点的路径，其比较次数等于给定值的结点在二叉排序树的层数。 极端情

况，最少为 1 次，即根结点就是要找的结点，最多也不会超过树的深度。 也就是说，

二叉排序树的查找性能取决于二叉排序树的形状。可问题就在于，二叉排序树的形状

是不确定的。

例如何2.邸.58.47.35.73.51.99.37.93}这样的数组，我们可以构建如图 8-6- 18 左圈

的二叉排序树。但如果数组元素的次序是从小到大有序，如{35.37.47.51.S8.日.73.88.

93.99} ，则工叉排序树就成了极端的右斜树，注意它依然是一棵二叉排序树，如圈

8-6-18 的右圈。此时，同样是查找结点 99，左图只需要两次比较，而右圈就需要 10

次比较才可以得到结果，二者差异很大。
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阳回国

阁 8-6-18

也就是说，我们希望二叉排序树是比较平衡的，即其深度与完全二叉树相同，均

为Lhg2nJ吐，那么查找的时间复杂也就为 O(hgn)，近似于折半查找，事实上，图 8-6-18

的左图也不够平衡，明显的左重右轻。

不平衡的最坏情况就是像图 8-6-18 右图的斜树，查找时间复杂度为 O(叶，这等同

于顺序查找。

因此，如果我们希望对一个集合按二叉排序树查找，最好是把它构建成一棵平衡

的二叉排序树。这样我们就引申出另一个问题，如何让二叉排序树平衡的问题。

8.7 平衡二叉树( AVL 树)

我在网络上，看到过一部德国人制作的叫 《平衡)) (英文名: BaJance ) 的短片，

它在 1989 年夜得奥斯卡最佳短片奖。说的是在空中，悬浮着一个四方的平板，上面

站立着 5 个人，同样的相貌，同样的装束，同样的面无表情。平板的中心是个看不见

的支点，为了平衡， 5 个人必须寻找合适的位置。 原本，简单的站在中心就可以了，

可是，如同我们一样， 他们也好奇于这个世界，想知道下面是什么样子。而随着一个

箱子的来临，这种平衡被打破了，箱子带来了音乐，带来了兴奋，也带来了不平衡，

带来了分歧和斗争。

平板就是一个世界，当诱惑降临，当人心中的平衡被打破，世界就会混乱，最后

留下的只有孤独寂寞失败。这种单调的机械化社会，禁不住诱惑的侵蚀，很容易崩

溃。最容易被侵蚀的，恰恰是最空虚的心灵。
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图 8-7- 1 (平衡》

尽管这部小短片很精彩，但显然我们课堂上是没时间去观摩的，有兴趣的同学可

以自己搜索观看。这里我们主要是讲与平衡这个词相关的数据结构一一平衡二叉树。

平衡二叉树 (Self-B也且也gBina哼 Seareh Ttêè 或 Heìgnt-Bala.nced Binary Sean:h 

Tree) ，是一种二叉排序树，其中每一个节点的左子树和右子树的高度差至多等于 1。

有两位俄罗斯数学家 G.M.Adelson-Ve]skii 和 E.M.Lanrus 在 1962 年共同发明一种解

决平衡二叉树的算沽，所以有不少资料中也称这样的平衡二叉树为 AVL树.

从平衡二叉耐的英文名字，你也可以体会到，宫是一种高度平衡的二叉排序树。

那什么叫做高度平衡呢?意思是说，要么它是一棵空树，要么它的左子树和右子树都

是平衡二叉树， 旦左子树和右子树的深度之差的绝对值不超过 1。我们将二叉树上结

点的左子树深度减去右子树深度的值称为平衡因子 BF (B必anoe Factor) ，那么平衡二

叉树上所有结点的平衡因乎只可能是一1、 0 和 1. 只要二叉树上有一个结点的平衡园

子的绝对值大于 1 ，则该二叉树就是不平衡的。

看图 8平2，为什么图 1 是平衡二叉树，而图 2 去网之是呢?这里就是考查我们对

平衡二叉树的定义的理解，宫的前提首先是一棵二叉排序树，右上图的 59 比 58 大，

却是 58 的左子树，这是不符合二叉排序树的定义的。图 3 不是平衡二叉树的原因就

在于，结点 58 的左子树高度为 2，而右子树为空，二者差大于了绝对值 1，因此官也

不是平衡的。而经过适当的调整后的图 4，它就符合了定义，因此它是平衡二叉树。
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62 

58 

35 99 

因 1 平衡二叉树 1!l 2 不是平衡二叉树

图3不是平衡二叉树 图4 平衡二叉树

图 8-7-2

距离插入结点最近的，且平衡困子的绝对值大于 1 的结点为根的子树，我们称为

最小不平衡子树。 图 8平3，当新插入结点 37 时，距离它最近的平衡因子绝对值超过

1 的结点是 58 (即色的左子树高度 2 减去右子树高度的，所以从 58 开始以下的子树

为最小不平衡子树。

最小不平衡子树

新插入结点37一J

阁 8-7-3

8.7.1 平衡二叉树实现原理

平衡二叉树构建的基本思想就是在构建二叉排序树的过程中，每当插入一个结点

时，先检查是否因插入而破坏了树的平衡性，若是，则找出最小不平衡子树。 在保持

二叉排序树特性的前提下，调整最小不平衡子树中各结点之间的链接关系，进行相应

的旋转，使之成为新的平衡子树。
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为了能在讲解算法时轻松一些，我们先讲『个平衡二叉树构建过程的例子。 假设

我们现在有一个数组 a[10]={3.2，1人5，6，7，10且8}需要构建二叉排序树。 在没有学习平

衡二叉树之前，根据二叉排序树的特性，我们通常会将官构建成如图 8平4 的图 1 所

示的样子。 虽然它完全符合二叉排序树的定义，但是对这样高度达到 8 的二叉树来

说，查找是非常不利的。 我们更期望能构建成如图 8平4 的图 2 的样子 ， 高度为 4 的

二叉排序树才可以提供高效的查找效率。 那么现在我们就来研究如何将一个数组构建

出图 Z 的树结构。

图 l

因 8-7-4

10 

图2

对于数组 a[10]={3.2.1.4.5，6几10.9.町的前两位 3 和 2 ，我们很正常地构建，到了第

3 个数 "1" 时，发现此时根结点 U3" 的平衡因子变成了 2 . 此时整棵树都成了最小

不平衡子树，因此需要调整， 如图 8-7-5 的图 1 (结点左丰角数字为平衡因子 BF

值)。因为 BF 值为正，因此我们将整个树进行右旋(顺时针旋转)，此时结点 2 成了

根结点， 3 成了 2 的右孩子，这样三个结点的 肝 值均为 0，非常的平衡，如图 8-7-5

的图 2 所示。

l { A
U A

U 

2 
r 3 

-AU 

‘, 

图 l 图2 图3

331 



。 。

图4 图5

图 8-7-5

然后我们再增加结点 4，平衡因子投发生改变，如图 3. 增加结点 5 时，结点 3

的 BF 值为一2，说明要旋转了。由于 BF 是负值，所以我们对这棵最小平衡子树进行

左旋(逆时针旋转) ，如图 4，此时我们整个树又达到了平衡。

继续，增加结点 6 时，发现根结点 2 的 BF 值变成了一2，如图 8-7-6 的图 6。所

以我们对根结点进行了左旋，注意此时本来结点 3 是 4 的左孩子，由于旋转后需要满

足二叉排序树特性，因此它成了结点 Z 的右孩子， 如图 7 。 增加结点 7，同样的左旋

转，使得整棵树达到平衡，如图 8 和图 9 所示。

5 

。( 6 

图6 阁7

。

。

。，

7 

图8 图9

阁 8-7-6
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当增加结点 10 时，结构无变化，如图 8平7 的图 10 0 再增加结点 9，此时结点 7

的 BF 变成了- 2 ，理论上我们只需要旋转最小不平衡子树 7、 9、 10 即可，但是如果

左旋转后，结点 9 就成了 10 的右孩子，这是不符合二叉排序树的特性的，此时不能

简单的左旋，如图 11 所示。

图 10

图 12

图8-7-7

因 11

仔细观察图 11，发现根本原因在于结点 7 的 BF 是-2，而结点 10 的 BF 是 1 ，

也就是说，它们俩一正一负，符号并不统一，而前面的几次旋转，无论左还是右旋，

最小不平衡子树的根结点与色的子结点符号都是相同的。这就是不能直接旋转的关

键。那怎么办呢?

不统一，不统一就把它们先转到符号统一再说， 于是我们先对结点 9 和结点 10

进行右旋，使得结点 10 成了 9 的右子树，结点 9 的 BF 为 - 1 ，此时就与结点 7 的

BF 值符号统一了，如图 8平7 的图 12 所示。

这样我们再以结点 7 为最小不平衡子树进行左旋，得到图 8平8 的图 13 0 接着插

333 



入 8 ， 情况与刚才类似，结点 6 的 BF 是一2 ，而它的右孩子 9 的 BF 是 1，如图 14 ，

因此首先以 9 为根结点，进行右旋，得到图 15，此时结点 6 和结点 7 的符号都是

负，再以 6 为根结点左旋，最终得到最后的平衡二叉树，如图 8-7-8 的图 16 所示。

。( I 。

国 1 3 阁 14

阁 15 网 16

图 8-7-8

西方有一句民谣是这样说的"丢失一个钉子，坏了一只蹄铁;坏了一只蹄铁，析

了一匹战马;折了一匹战马，伤了一位骑士;伤了一位骑士，输了一场战斗 i 输了一

场战斗，亡了一个帝国J 相信大家应该有点明白，所谓的平衡二叉树，其实就是在二

叉排序树创建过程中保证官的平衡性， 一旦发现有不平衡的情况，马上处理，这样就

不会造成不可收拾的情况出现。通过刚才这个例子，你会发现，当最小不平衡子树根

结点的平衡因子 BF 是大于 1 时，就右旋，小于一1 时就左旋，如上例中结点 1、 5 、

6、 7 的插入等。插入结点后，最小不平衡子树的 BF 与它的子树的 BF 符号相反时，

就需要对结点先进行一次旋转以使得符号相同后，再反向旋转一次才能够完成平衡操

作，如上例中结点 9、 8 的插入时.

8.7.2 平衡二叉树实现算法

好了，有这么多的准备工作，我们可以来讲解代码了。首先是需要改进二叉排序
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树的结点结构，增加一个 bfl 用来存储平衡因子a

/*二又树的二又链求给点结构定义*/

typedef struct BiTNode /禽给点结构 11 /

int dat a; /舍线条敛.. */ 

int b f ; /*给点的乎衡园子*/

struct BiTNode *lchild, *cchild;户左右孩子指针*/

J BiTNode, *BiTree; 

然后，对于右旋操作，我们的代码如下。

/*对以 p 为粮的二叉排序树作右:it处理. */ 

/'"处理之后 p 指向新的树根结点， 'I':it粉处理之前的左子树的根结点忖

void R_Rotate (BiTree *F) 

BiTree L; 

L~ ( *þ ) ->lchild; 

( "'p) ->lchHd=L->rchild; 

L->rchild~ ( 呼 ) ; 

* P-L; 

户 L 指向 p 的左子材根结点*/

/* L 的右子树在章接为 P 的左子树*/

/ * p 指向新的根线条*/

此函数代码的意思是说， 当传入一个二叉排序树 P，将它的左孩子结点定义为 L ，

将 L 的右子树变成 P 的左子树，再将 P 改成 L 的右子树，最后将 L 替换 P 成为根结

点。这样就完成了一次右旋操作，如图 8平9 所示。图中三角形代表子树， N 代表新

增结点。

插入N前是平衡二叉树 插入N后是平衡性打破 调整后恢复平衡性

回 8-7-9

上面例子中的新增加结点 N (如图 8-7-5 的图 1 和图刀，就是右旋操作。
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左旋操作代码如下。

/*对以 P 为丰民的二又排外树作左看是处理里，由/

/* 处理之后p 指向新的树根结，哉.'P旋串串处理之前的右子树的根结;~， O */ 

void L Ro'tate (BiTree *p ) 

B.j..Tre'e R; 

R~ (吨) ->rchild; 

( *p) ->rehild~R->léhild; 

R->lch主ld= (咛) ; 

*P=Ri 

户 R 指向 P 的右子树根结点*/

/ * R 户的左子树挫接为 p 的右子树*/

/* p 指向新的根结点 *f

这段代码与右旋代码是对称的，在此不做解释了。上面例子中的新增结点 5、 6、

7 (如图 8-7-5 的图 4、 5 ， 图 8-7-6 的图 6、 7、队的，都是左旋操作。
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现在我们来看左平衡旋转处理的函数代码。

idefine LR +1, /1<左离 。"'/

fdef.i.ne 阻。 户等高*/

oJdefine RH -1. /*右禹*/

户对以指针TJ.汗相结点为#畏的二叉树作左平衡旋转处理1*/

户 本算法结束时， 指针 T 指向新的根结点*/

1 voi d LeftBalan'ce (Bi1'ree 叮)

2 

3 BiTr.ee L, Lri 

4 L= (町) -> lohild; / * L 指向 T 的左子树根结点*/

5 'switch (L斗b.f)

6 {户' 检查 T 的左子树的平衡皮，并作相应平衡处理禽/

7 ，c晶se LH: /舍'叶tk.1.输入在 T 的左孩子的左子树上，要作单方放处理 V

8 (叮) ->bf- L->bf .. E.H i 

9 R Rotate (T) ; 

10 break; 

11 case RH: 户'暗结点输入在 T 的左孩子的右子树上，莫作双旋处理会/

12 tr~L->J:)child; /* Lr 指l向 T 的左孩子的右子树根*/

13 -, switch (Lr-淄川/*修改TU左孩子的平衡阂'子时

14 

15 

1.6 

饵se LH: (叮) ->bf-RHi 

L->bf~EH; 
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brealc; 

case E:H: ("T) ->bf=!l->b-f串EH;

break; 

case RH: (叮)→bf-EH;

L->bb-LH ; 

break; 

Lr->bf"EH-; 

L_Rotate ( & (叮)→lCÌ让ld); 1* 对 T 的左子树作左貌平衡处理 *1

R_Rot-ate (T) ; 1* 对 T 作右看是平衡处理*/

首先，我们定义了三个常数变量，分别代表 1、 0、 一 1 。

1. 函数被调用，传入一个需调整平衡性的子树 T。由于 Le企Balance 函数被调用

时，其实是已经确认当前子树是不平衡状态，且左子树的高度大于右子树的高

度。换句话说，此时 T 的根结点应该是平衡因子 BF 的值大于 1 的数。

2. 第 4 行，我们将 T 的左孩子赋值给 Lo

3. 第 S~27 行是分支判断。

4 . 当 L 的平衡因子为 L日，即为 1 时，表明它与根结点的 肝值符号相同，因

此，第 8 行，将它们的 BF 值都改为 0，并且第，行，进行右旋操作。操作的

方式如图 8-7-9 所示。

5 . 当 L 的平衡因子为 RH，即为一 1 时，表明它与根结点的 BF 值符号相反，此

时需要做双旋处理。 第 13~22 行，针对 L 的右孩子 Lr 的 BF 作判断，修改根

结点 T 和 L 的 BF 值。第 24 行将当前 Lr 的 BF 改为 0。

6. 第 25 行，对根结点的左子树进行左旋，如图 8平10 第二图所示。

7. 第 26 行，对根结点进行右旋，如图 8平10 的第三图所示，完成平衡操作。
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插入N前是平衡二叉树

在Mf以保证恨纺点和1它的

)é.孩子BF?夺兮相同

插入N后是平衡性打破

调整后恢复平衡性

因 8-7-10

同样的，右平衡旋转处理的函数代码非常类似，直接轩代码，不做讲解了 。

我们前面例子中的新增结点 9 和 8 就是典型的右平衡旋转，并且双旋完成平衡的

例子 (如图 8-7-7 的图 11 、 12，图 8-7-8 的图 14、 15 、 16 所示) 。

338 

有了这些准备，我们的主函数才算是正式登场了.

户是全在乎衡的二叉排序树 T 中不存在和 e 有相同关键字的结点，则4t;入一个*/

μ 4t据元余为 e 的斯维 .*.并返回 1. 否则返回 0。 芳囚输入而使二又梯序树 *1

/食失去乎衡， .11.)作平衡旋转处理，布尔变量 taller 反映 T 长高与否' . *1 

1 Status InsertAVL (BiTree 禽T， int e , Status *taller) 

2 

3 if(! *T) 

4 {户插入'呀'在.*.，树..长高". 重 taller 为 TROE * / 

5 *T-(BíTree)malloc(size of(BiTNode)); 

6 (*T)->data-e; 

7 (*T)->lchild-( *T)->主child~NULL;



第 81震聋钱

(1 (*T) -;>bf-EHi 

9 喻 ta11er~TRUE;

10 

11 e1se 

12 

13 土主 (e~~( 禽T)->data)

14 { 1* 树中已存在和 e 有相同关键字的结点则不再插入叮

15 *ta11er~FALSE; 

16 return F'ALSg; 

17 

18 i :f (e<(*T)->datal 

19 { 1* 应继续在 T 的左子树中进行搜索 *1

20 if (!工nsertAVL(&(叮)→1Chi1d， e， taller)) 1* 永捕入 *1

21 return FALSE; 
。
6
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哩

句
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‘
句
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呵
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‘

if (taller) 川 巳插入到 T 的左子树中且左子树"长J鸟" *1 

switch ((叮卜>bf) 1* 检查 T 的平衡皮 *1
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case LH: 户 4本左子树比右子树高，司E爱你左平衡处理"'/

LettBalance (T) ; 

"ta11er-FALSE; 

b r.eak; 

case EB: 户原本左右子树等高，现国左子树精高而树增高 "1

(*T) - >bf=LB; 

*talle~TRUE; 

break; 

case RR ，:户原本右子树比左子树高，现左右子树等高 V

{食T) ->bf=EH; 

*taller=FALSEi 

o reak; 

41 e1se 

42 (户 应继续在 T 的方子4峙中进行搜索../

43 

44 

if(!InsertAVL(&(叮) - >r,chi1d, e , ta11er)) /* 未梯入 */

return FALSE; 
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45 i主 (*taller) 户 已捕入到 T 的右子树且右子树"长高" * 1 
r
o
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n
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罩
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，
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E
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。

s witch ((呵) ->bf) 户 检查 T 约平衡皮 V

case LH: 川 原本左子树比右子树高 . 现左、 右手树等高*/

(*T) -_>bf~EH; 

*taller~FALSE; 

break_; 

case ER: I食原本左右子树等高，现因右子树增高而树地高 V

(*T) ->bf~RH; 

*tal1er事TRUE;

break; 

case RH : /'*原本右子树比左子树高.常委作右平衡处理 *1

RightBalanoe(T); 

食ta~ler-FALSE;

break; 

65 return TRU.E; 

66 } 

1. 程序开始执行时，第 3-10 行是指当前 T 为空时，则申请内存新增一个结点。

2 . 第 13-17 行表示当存在相同结点，则不需要插入。

3. 第 18-40 行，当新结点 e 小于 T 的根结点值时，则在T 的左子树查找。

4 . 第 20-21 行，递归调用本函数，直到找到则返回 fa5e ，否则说明插入结点成

功，执行下面语句。

5 . 第 22-39 行，当 时趾 为 TRUE 时，说明插入了结点，此时需要判断 T 的平

衡因子，如果是 1，说明左子树高于右子树，需要调用 LeftBalance 函数进行

左平衡旋转处理。如果为 0 或一 1，则说明新插入结点没有让整棵二叉排序树

失去平衡性，只需要修改相关的 BF 值即可。

6 . 第 41-63 行，说明新结点 e 大于 T 的根结点的值，在 ? 的右子树查找。代码

上述类似，不再详述。
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对于这段代码来说，我们只需要在需要构建平衡二叉树的时候执行如下列代码即

可在内存中生成一棵与图 8平4 的图 2 相同的平衡的二叉树。

int i; 

i;nt a [10]事{3， 2 ， L， 4 ， S， 6~7 ， lP， 9 ， 8 1 ;

BiTree T-NULL; 

Status. tal ler; 

for (i~O; i<1'0; i++) 

InsertAVL ( &T, a [i] ， 矗taller) ; 

不容易，终于讲完了，本算法代码很长，是有些复杂，编程中容易在很多细节上

出错，要想真正掌握色，需要同学们自己多-练习 。 不过其思想还是不难理解的，总之

就是把不平衡消灭在最早时刻。

如果我们需要查找的集合本身没有顺序，在频繁查找的同时也需要经常的插入和

删除操作，显然我们需要构建一棵二叉排序树，但是不平衡的二叉排序树，查找效率

是非常低的，因此我们需要在构建时，就让这棵二叉排序树是平衡二叉树，此时我们

的查找时间复杂度就为 O(bgn) ， 而插入和删除也为 o(bgn) 。 这显然是比较理想的一

种动态查找表算法"。

8.8 多路查找树( B 树)

台湾出版入何飞鹏在 《自慢》 书中曾经有这样的文字"要观察一个公司是否产

谨，看他们如何开会就知道了.如果开会对每一个人都只是带一张嘴. f!p兴发言，这

肯定是一家不严谨的公司 ， 因为肯定每一个人都只是用直觉与反射神经在互相应对，

不可能有深度的思考与规划 . .. "')语言是沟通的工具，文字是记录存证的工具，而文

字化的过程，又可以让思考彻底沉淀， 善于使用文字的人，通常是深沉而严谨的"显

然，这是一个很好理解的观点，但许多人都难以做到t?;.

主显阳:本节未对乎街二又树的删除虫在点选行讲解.有兴趣的同学可查阅 《数据结构从.åJII到实现 (Ja回!li. }) -书的第
十章内容. 二又排外树涟有另外的千街算法.如红黑树 ( Red Black Tr四 ) 等，与平衡二叉树 ( AVL树 } 相比各有优
势，可以参考 《算法导论》第日拿的内容.
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图 8-8-1

要是我们把开会比作内存中的数据处理的话，那么写下来和时常阅读它就是内存

数据对外存磁盘上的存取操作了。

内存一般都是由硅制的存储芯片组成，这种技术的每一个存储单位代价都要比磁存

储技术昂贵两个数盘级，因此基于磁盘技术的外存，容量比内存的容量至少大两个数量

级。这也就是目前 PC通常内存几个 G 而已、而硬盘却可以成百上千 G 容量的原因。

我们前面讨论过的数据结构，处理数据都是在内存中，因此考虑的都是内存中的

运算时间复杂度。

但如若我们要操作的数据集非常大，大到内存已经没办法处理了怎么办呢?如数

据库中的上千万条记录的数据装、硬盘中的上万个文件等。 在这种情况下 ， 对数据的

处理需要不断从硬盘等存储设备中调入或调出内存页面。

一旦涉及到这样的外部存储设备，关于时间复杂度的计算就会发生变化，访问该

集合元素的时间已经不仅仅是寻找该元素所需比较次数的函数，我们必须考虑对硬盘

等外部存储设备的访问时间以及将会对该设备做出多少次单独访问。

试想一下，为了要在一个拥有几十万个文件的磁盘中查找一个文本文件，你设计

的算法需要读取磁盘上万次还是读取几十次，这是有本质差异的。 此时，为了降低对

外存设备的访问次数，我们就需要新的数据结构来处理这样的问题。

我们之前谈的树，都是一个结点可以有多个孩子，但是它自身只存储一个元素。

二叉树限制更多，结点最多只能有两个孩子。
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一个结点只能存储一个元素 p 在元素非常多的时候，就使得要么树的度非常大

(结点拥有子树的个数的最大值)，要么树的高度非常大，甚至两者都必须足够大才

行。这就使得内存存取外存次数非常多，这显然成了时闯效率上的瓶颈，这迫使我们

要打破每一个结点只存储一个元素的限制，为此号 |入了多路查找树的概念。

多路查找树 (muitl-way search tree) ，其每一个结点的孩子数可以多于两个 ， 且

每一个结点处可以存储多个元素。由于它是查找树，所有元素之问存在某种特定的排

序关系。

在这里，每一个结点可以存储多少个元素，以及宫的孩子数的多少是非常关键

的@为此，我们讲解宫的 4 种特殊形式 : 2-3 树、 2-3-4 树、 B 树和 B+树。

8.8.1 2-3 树

说到二三，我就会想起儿时的童谣，"一去二三里，烟村四五家。 亭 台 六七庭，人

九十支花。" 2 和 3 是最基本的阿拉伯数字，用它们来命名一种树结构，显然是说明这

种结构与数字 2 和 3 有密切关系。

2-3 树是这样的一棵多路查找树;其中的每一个结点都具有两个孩子 (我们称它

为 2 结点) 或三个孩子 (我们称它为 3 结点) 。

一个 2 结点包含一个元素和两个孩子(或没有孩子) ， 且与二叉排序树类似，左子

树包含的元素小子该元素，右子树包含的元素大于该元素。不过，与二叉排序树不同

的是，这个 2 结点要么没有孩子，要有就有两个，不能只有一个孩子。

一个 3 结点包含一小一大两个元素和三个孩子(或没有孩子) ， 一个 3 结点要么没

有孩子，要么具有 3 个孩子。如果某个 3 结点有孩子的话，左子树包含小于较小元素

的元素，右子树包含大于较大元素的元素，中间子树包含介于两元素之间的元素。

并且 2-3 树中所有的叶子都在同一层次上。如图 8-8-2 所示，就是一棵有效的

2-3 树。

事实上， 2-3 树复杂的地方就在于新结点的插入和已有结点的删除。毕竟，每个

结点可能是 2 结点也可能是 3 结点，要保证所有叶子都在同一层次，是需要进行一番

复杂操作的。
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l束画. • 

2结点，有一个元素B和两个子树，…\
左子树4小子8，右子树12、 14六于8 '" 

(" -3结点，有两个元素12、 14
j 和三个子树， 左子树9、 10
J 小于12，右子树15大于14，
i 中子树13介于12与14之间

\ ---一-一一 一._---一一……~_:.. .，._.~._~._......_~4.~_._~.__ 

2-3树所有叶子都在同一层次

E吕 8-8-2

1. 2-3 树的插入实现

对于 2-3 树的插入来说，与二叉排序树相同，插入操作一定是发生在叶子结点

上。可与二叉排序树不同的是， 2-3 树插入一个元素的过程有可能会对该树的其余结

构产生连锁反应。

2-3 ~英忖苗入可分为三种情况。

1) 对于空树，插入一个 2 结点即可，这很容易理解。

2) 插入结点到一个 2 结点的叶子上。应该说，由于其本身就只有一个元素，所以

只需要将其升级为 3 结点即可。如图 8品3 所示20。我们希望从左图的 2-3 树

中插入元素 3，根据遍历可知， 3 比 8 小、比 4 小， 于是就只能考虑插入到叶

子结点 1 所在的位置，因此很自然的想法就是将此结点变成一个 3 结点，即

右图这样完成插入操作。当然，要视插入的元素与当前叶子结点的元素比较大

小后 ， 决定谁在左谁在右。例如，若插入的是 0，则此结点就是 "0" 在左

"1" 在右了。

图 8-8-3

i主20 为了对树tk~句支清晰的~.将回 8-1ι2 的结点}IJ 8-8.3 的左国简化形式表示.
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3 ) 耍往 3 结点中插入一个新元素。 因为 3 结点本身已经是 2-3 树的结点最大容

量(已经有两个元素) ，因此就需要将其拆分，且将树中两元素或插入元素的

三者中选择其一向上移动一层。 复杂的情况也正在于此。

第一种情况，见图 8息4，需要向左图中插入元素 50 经过遍历可得到元素 5 比 8

小比 4 大，因此宫应该是需要插入在拥有 6、 7 元素的 3 结点位置。问题就在于， 6 

和 7 结点已经是 3 结点，不能再加。此时发现宫的双亲结点 4 是个 2 结点，因此考虑

让芭升级为 3 结点，这样包就得有三个孩子，于是就想到，将 6、 7 结点拆分，让 6

与 4 结成 3 结点，将 5 成为它的中间孩子，将 7 成为宫的右孩子，如图 8-8-4 的右图

所示.

阁 8-8-4

另一种情况，如图 8-8-5 所示，需要向左图中插入元素 11 0 经过遍历可得到元素

11 比 12、 14 /J、比 9 、 10 大，因此它应该是需要插入在拥有 9、 10 元素的 3 结点位

置。同样道理， 9 和 10 结点不能再增加结点。 此时发现它的双亲结点 12 、 14 也是一

个 3 结点，也不能再插入元素了。再往土看， 12 、 14 结点的双亲，结点 8 是个 2 结

点。于是就想到，将 9、 10 拆分， 12、 14 也拆分，让根结点 8 升级为 3 结点，最终

形成如图 8-8-5 的右图样子。

图 8-8-5

再来看个例子， 如图 8-8-6 所示，需要在左图中插入元素 20 经过遍历可得到元素

2 比 4 小、 6 比 1 大 ， 因此它应该是需要插入在拥有 1 、 3 元素的 3 结点位置。与土

例一样，你会发现， 1、 3 结点， 4、 6 结点都是 3 结点，都不能再插入元素了，再往

上肴， 8、 12 结点还是一个 3 结点，那就意味着，当前我们的树结构是三层已经不能

满足当前结点增加的需要了 。 于是将 1、 3 拆卦 ， 4、 6 拆分，连根结点 8、 12 也拆'

分，最终形成如图 8-8-6 的右图样子。

345 



回 8-8-6

通过这个例子，也让我们发现，如果 2-3 树插入的传播放应导致了根结点的拆

分，则树的高度就会增加。

2. 2-3 树的删除实现

对于 2-3 树的删除来说，如果对前面插入的理解足够到位的话，应该不是难事

了 。 2-3 树的删除也分为三种情况。与插入相反， 我们从 3 结点开始说起。

346 

1) 所删除元素位于一个 3 结点的叶子结点上，这非常简单，只需要在该结点处删

除该元素即可，不会影响到整棵树的其他结点结构。 如困 8品7 所示，删除元

素 9，只需要将此结点改成只有元素 10 的 2 结点即可。

15 

图 8-8-7

2) 所删除的元素位于一个 2 结点上，即要删除的是一个只有一个元素的结点。 如

果按照以前树的理解，删除即可 ， 可现在的 2-3 树的定义告诉我们这样做是不

可以的. 比如图 8-8-8 所示，如果我们删除了结点 1，那么结点 4 本来是一个

2 结点(它拥有两个孩子) ，此时它就不满足定义了。

剿馀1后，此结点不满足·飞

有两个孩子的~t吉奈、怠义 \ 

w 
阁 8-8-8

因此，对于删除叶子是 Z 结点的情况，我们需要分四种情形来处理。

情形一，此结点的双亲也是 2 结点， 且拥有一个 3 结点的右孩子。 如图 8品9 所
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示，删除结点 1，那么只需要左旋，即 6 成为双亲， 4 成为 6 的左孩子， 7 是 6 的右

孩子。

4 

图 8-8-9

情形二，此结点的双亲是 2 结点，色的右孩子也是 2 结点。如图 8-8-10 所示，此

时删除结点 1，如果直接左旋会造成没有右孩子，因此需要对整棵树变形 ， 办法就

是，我们目标是让结点 7 变成 3 结点，那就得让比 7 稍大的元素 8 下来，随即就得让

比元素 8 稍大的元素 9 补充结点 8 的位置， 于是就有了圈 8-8-10 的中间圈，于是再

用左旋的方式，变成右图结果。

因 8-8-10

情形三，此结点的双亲是一个 3 结点。如图 8也11 所示，此时删除结点 10 ， 意

味着双亲 12、 14 这个结点不能成为 3 结点了，于是将此结点拆分，并将 12 与 13 合

并成为左孩子。

E副 8.8-11

情形囚，如果当前树是一个满二叉树的情况，此时删除任何一个叶子都会使得整

棵树不能满足 2-3 树的定义。如图 8-8-12 所示，删除叶子结点 8 时(其实删除任何一

个结点都一样) ，就不得不考虑要将 2-3 的层数减少，办法是将 8 的双亲和其在子树 6

合并为- 3 个结点，再将 14 与 9 合并为 3 结点，最后成为右阁的样子。
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图 8-8- 1.2

3 ) 所删除的元素位于非叶子的分支结点。 此时我们通常是将树按中序遍历后得到

此元素的前驱或后继元素，考虑让它们来补位即可。

如果我们要删除的分支结点是 2 结点。如图 8息13 所示我们要删除 4 结点，分析

后得到它的前驱是 1 后继是 6，显然，由于 6、 7 是 3 结点，只需要用 6 来补位即

可，如圈 8-8-13 右图所示。

图 8-8- 1 3

如果我们要删除的分支结点是 3 结点的某一元素，如图 B-8-i4 所示我们要删除

12 、 14 结点的 12 ，此时，经过分析，显然应该是将是 3 结点的左孩子的 10 上升到

删除位置合适。

因 8-8-14

当然，如果对 2-3 树的插入和删除等所有的情况进行讲解，既占篇幅，又没必

要，总的来说它是有规律的，需要你们在上面的这些例子中多去体会后掌握。

8.8.2 2-3-4树

有了 2-3 树的讲解， 2-3-4树就很好理解了，它其实就是 2-3 树的概念扩展，包括

了 4 结点的使用。一个 4结点包含小中大三个元素和四个孩子 (或没有孩子) ， 一个 4
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第 8 :1院查拢

结点要么没有孩子，要么具有 4 个孩子。如果某个 4 结点有孩子的话，左子树包含小

于最小元素的元素 ; 第二子树包含大于最小元素， /J、于第二元素的元素;第三子树包

含大于第二元素，小于最大元素的元素 i 右子树包含大于最大元素的元素。

由于 2-3-4 树和 2-3 树是类似的，我们这里就简单介绍一下，如果我们构建一个

数组为{7，1，2，5，6且8，4，3}的 2-3-4 树的过程，如图 8-8-15 所示。图 1 是在分别插入

7、 1 、 2 时的结果图，因为 3 个元素满足 2-3-4 树的单个 4 结点定义，因此此时不需

要拆分，接着插入元素 5，因为已经超过了 4 结点的定义，因此拆分为图 2 的形状。

之后的图其实就是在元素不断插入时最后形成了图 7 的 2-3-4 树。

①\久J①
G三"I) C二D ①

回1 1!12 

(\ 

回5 回6

djd 
由3 因4

因7

因 8-8-15

图 8-8-16 是对一个 2-3-4 树的删除结点的演变过程，删除顺序是 1、 6、 3、 4、

5 、 2 、 9 .

~~ 
回l 图2 图3

2元 c6ø J飞 ( 7 8 ) 

图4 !!ls 因6 回7

图 8-8-16

8.8.3 B 树

我们本节名称叫 B 树，但到了现在才开始提到笆，似乎这主角出来的实在大晚

349 



了，可其实，我们前面一直都在讲 B 树。

B 树 (8-悦的是一种平衡的多路查找树 ， 2-3 树和 2-3-4 树都是 B 树的特例。结

点最大的孩子数目称为 B 树的阶 (order) ，因此， 2-3 树是 3 阶 B 树， 2-3-4 树是 4

阶 8 树。

一个 m 阶的 8 树具有如下属性:

• 如果根结点不是叶结点，则其至少有两棵子树.

• 每一个非根的分支结点都有 k-l 个元素和 k 个孩子，其中rm/21ζk<mo 2.1 

每一个叶子结点 n 都有 k-l 个元素，其中 rm/21 < k< rtlo 

• 所有叶子结点都位于同一层次。

• 所有分支结点包含下列信息数据( n，Ao，K，入，Kz，Az ， …，凡，A1J ，其中: K; 

( i=1 ，2，… .n) 为关键字，且K;<民+1 (i剖，2，…，川); A; (.i=0，2，…，0) 为指向

子树根结点的指针，且指针 A;斗所指子树中所有结点的关键字均小于 K，

(i=1 ，2，…，叶， An 所指子树中所有结点的关键字均大于 凡， 0'( r m/21-1 < rl 

ζm-l) 为关键字的个数(或 0+1 为子树的个数)。

例如，在讲 2-3-4 树时插入 9 个数后的图转成 B 树示意就如图 8-8-17 的右困所

示。左侧灰色方块表示当前结点的元素个数。

国 8-8- 17

在 B 树上查找的过程是-个j帧指针查找结点和在结点中查找关键字的交叉过程。

比方说，我们要查找数字 7，首先从外存(比如硬盘中)读取得到根结点 3、 5 、 8

三个元素，发现 7 不在当中，但在 5 和 8 之间，因此就通过A2 再读取外存的 6 、 7 结

点，查找到所耍的元素.

至于 B 树的插入和删除，方式是与 2-3 树和 2-3-4 树相类似的，只不过阶数可能

i主11: .. r mI21" J.示不小于 ml2的最小肇比
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会很大而已。

我们在本节的开头提到，如果内存与外存交换数据次数频繁，会造成了时间效率

上的瓶颈，那么 B 树结构怎么就可以做到减少次数呢?

我们的外存，比如硬盘，是将所有的信息分割成相等大小的页面，每次硬盘读写

的都是一个或多个完整的页面，对于一个硬盘来说， 一页的长度可能是 211 到 214 个

字节。

在一个典型的 B 树应用中，要处理的硬盘数据量很大，因此无法一次全部装入内

存。因此我们会对 8 树进行调整，使得 B 树的阶数(或结点的元素)与硬盘存储的页

面大小相匹配。比如说一棵 B 树的阶为 1001 (即 1 个结点包含 1000 个关键字) ，高

度为 2，它可以储存超过 10 亿个关键字，我们只要让根结点持久地保留在内存中，那

么在这棵树上，寻找某一个关键字至多需要两次硬盘的读取即可。这就好比我们普通

人数钱都是一张一张的数，而银行职员数钱则是五张、十张 ， 甚至几十张一数，速度

当然是比常人快了不少。

通过这种方式，在有限内存的情况下，每一次磁盘的访问我们都可以获得最大数

量的数据。由于 B 树每结点可以具有比二叉树多得多的元素，所以与二叉树的操作不

同，它们减少了必须访问结点和数据块的数盟，从而提高了性能。可以说， B 树的数

据结构就是为内外存的数据交互准备的ρ

那么对于 n 个关键字的 m 阶 B 树，最坏情况是要查找几吹呢?我们来作一分析。

第一层至少有 1 个结点，第二层至少有 2 个结点，由于除根结点外每个分支结点

至少有lm/2J棵子树，则第三层至少有 2 x Lm/2J个结点， ……，这样第 k+1 层至少

有 2 x < Lm/2J) k-l 个结点，而实际上， k+l 层的结点就是叶子结点。若 m 阶 8 树有

n 个关键字，那么当你找到了叶子结点，其实也就等于查找不成功的结点为 n+1，因

此 n+1注2x <Lm/2J ) k-l，即:

k ~ IOgr!Jl(子)+1
也就是说，在含有 n 个关键字的 B 树上查找肘，从根结点到关键字结点的路径土

韧的结点数不超过吨1(子}l o

8.8.4 B+树

尽管前面我们已经讲了 B 树的诸多好处，但其实它还是有缺陷的。对于树结构来
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说，我们都可以通过中序遍历来顺序查找树中的元素，这一切都是在内存中进行。

可是在 B 树结构中，我们往返于每个结点之间也就意味着，我们必须得在硬盘的

页面之间进行多次访问，如图 8-8-18 所示，我们希望遍历这棵 B 树，假设每个结点

都属于硬盘的不同页面，我们为了中序遍历所有的元素，页面 2→页面 1→页面 3→页

面 1→页面 4→页面 1→页面 5。而且我们每次经过结点遍历时， 都会对结点中的元素

进行一次遍历，这就非常糟糕。有没有可能让遍历时每个元素只访问一次呢?

页窗1

|2 Iιid|Ih 
页面2 页面3 ~ili4 页菌5

图 8-8-18

为了说明这个解决的办法，我举个例子。一个优秀的企业尽管可能有非常成熟的

树状组织结构，但是这并不意味着员工也很满意，恰恰相反，由于企业管理更多考虑

的是企业的利益，这就容易忽略员工的各种诉求，造成了管理者与员工之间的矛盾。

正因为此，工会就产生了，工会原意是指基于共同利益而自发组织的社会团体。这

个共同利益团体诸如为同一雇主工作的员工，在某一产业领域的个人。工会组织成

立的主要作用，可以与雇主谈判工资薪水、工作时限和工作条件等。这样，其实在

整个企业的运转过程中，除了正规的层级管理外，还有一个代表员工的团队在发挥另

外的作用 。

同样的，为了能够解决所有元素遍历等基本问题，我们在原有的 8 树结向基础

上，加上了新的元素组织方式，这就是 如树。

B+树是应文件系统所需而出的一种 B 树的变形树，注意严格意义上讲，它其实已

经不是第六章定义的树了。在 8 树中 ， 每一个元素在该树中只出现一次，有可能在叶

子结点上，也有可能在分支结点上。而在 B+树中，出现在分支结点中的元素会被当作

官们在该分支结点位置的中序后继者(叶子结点)中再次列出。另外，每一个叶子结

点都会保存一个指向后一叶子结点的指针。

例如图 8-8-19 所示，就是一棵 B+树的示意，灰色关键字即是根结点中的关键字

在叶子结点再次列出，并且所有叶子结点都链接在一起。
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圈 8-8-19

一棵 m 阶的 B+树和 m 阶的 8 树的差异在于:

• 有 n 棵子树的结点中包含有n个关键字;

• 所有的叶子结点包含全部关键字的信息，及指向含这些关键字记录的指

针，叶子结点本身依关键字的大小自小而大顺序链接;

• 所有分支结点可以看成是索引，结点中仅含有其子树中的最大(或最小〉

关键字。

这样的数据结构最大的好处就在子，如果是要随机查找，我们就从根结点出发，

与 B 树的查找方式相同，只不过即使在分支结点找到了待查找的关键字，官也只是用

来索引的，不能提供实际记录的访问，还是需要到达包含此关键字的终端结点。

如果我们是需要从最小关键字进行从小到大的顺序查找，我们就可以从最左侧的

叶子结点出发，不经过分支结点，而是延着指向下一叶子的指针就可遍历所有的关

键字。

B+树的结构特别适合带有范围的查找。比如查找我们学校 18-22 岁的学生人

数，我们可以通过从根结点出发找到第一个 18 岁的学生，然后再在叶子结点按顺序

查找到符合范围的所有记录。

B+树的插入、删除过程也都与 B 树类似，只不过插入和删除的元素都是在叶子结

点上进行而已。 22:

8.9 散列表查找(晗希表)概述

在本章'前面的顺序表查找肘，我们曾经说过，如果你要查找某个关键字的记录，

就是从表头开始，挨个的比较记录 a[i]与 key 的值是<<="还是"孚"，直到有相等才

算是查找成功，返回 i . 到了有序表查找时，我们可以利用 a[i]与 key 的气'或">"'

ii.曰:本节详细内旦旦讲"叮以参考 (X法-lf.伦 ) ~ 18 拿的内容。
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来折半查找，直到相等时查找成功返回 1 . 最终我们的目的都是为了找到那个 i，其实

也就是相对的下标，再通过顺序存储的存储位置计算方法， LOC (al) =LOC (al) .+ 
( i 一 1) Xc，也就是通过第一个元素内存存储位置加上 i-1 个单元位置，得到最后的

内存地址。

此时我们发现，为了查找到结果，之前的方法"比较刻都是不可避免的，但这是

否真的有必要?能否直接通过关键字 key 得到要查找的记录内存存储位置呢?

8.9. 1 散列表查找定义

试想这样的场景，你很想学太极拳，听说学校有个叫张三车的人打得特别好，于

是你到学校学生处找人，学生处的工作人员可能会拿出学生名单，一个一个的查找，

最终告诉你，学校没这个人，并说张三丰几百年前就已经在武当山作古了。可如果你

找对了人，比如在操场上找那些爱运动的同学，人家会告诉你，"哦，你找张三率呀，

有有有，我带你去。n 于是他把你带到了体育馆内，并告诉你，那个教大家打太极的小

伙子就是 u张三卒'，原来"张三车.是因为他太极拳打得好而得到的外号。

院 8-9.1

学生处的老师找张三车，那就是顺序表查找，依赖的是姓名关键字的比较。而通

过爱好运动的同学询问时，没有遍历，没有比较，就凭他们"欲找太极'张三卒'，必

在体育馆当中"的经验，直接告诉你位置。

也就是说，我们只需要通过某个函数 f，使得

存储位置=f (关罐字 }

那样我们可以通过查找关键字不需要比较就可获得需要的记录的存储位置。这就
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是一种新的存储技术一一散列技术。

散列技术是在记录的存储位置和它的关键字之间建立一个确定的对应关系 f，使得

每个关键字 key 对应一个存储位置 f (key)。查找时，根据这个确定的对应关系找到

给定值 key 的映射 f (key) ，若查找集合中存在这个记录，则必定在 f ( key) 的位

置土。

这里我们把这种对应关系 f 称为散列函数 ， 又称为哈希 (Hash) 函数。按这个思

想， 采用散列技术将记录存储在一块连续的存储空间中，这块连续存储空间称为散列

表或哈希表 (Hash 1ab剧 。 那么关键字对应的记录存储位置我们称为散列地址。

8.9.2 散列表查找步骤

整个散列过程其实就是两步。

( 1 ) 在存储肘，通过散列函数计算记录的散列地址，并按此散列地址存储该记

录。 就像张三丰我们就让他在体育锚，那如果是'爱因斯坦'我们让他在图书馆，如

果是 e居里夫人\那就让她在化学实验室，如果是 e 巴顿将军'，这个打仗的将军一

一我们可以让他到网吧。总之，不管什么记录，我们都需要用同一个散列函数计算出

地址再存储。

编号 姓名 地址
张二丰 体育馆

2 爱因斯坦 图书馆

3 居里夫人 化学实验室

4 巴顿 网口巴

…九 1 日王l I 爱因斯坦|

出( ~I 睡夫人|

图 8-9-2

(2 ) 当查找记录时，我们通过同样的散列函数计算记录的散列地址，按此散到地

址访问该记录。 说起来很简单，在哪存的， 上哪去找，由于存取用的是同一个散列函

数， 因此结果当然也是相同的。

所以说， 散列技术既是一种存储方法，也是一种查找方法。 然而官与线性表、

树、图等结构不同的是，前面几种结构，数据元素之间都存在某种逻辑关系，可以用

连线圈示表示出来，而散列技术的记录之间不存在什么逻辑关系，它只与关键字有关
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联。因此，散列主要是面向查找的存储结构。

散列技术最适合的求解问题是查找与给定值相等的记录。对于查找来说，简化了

比较过程，效率就会大大提高。但万事有利就有弊，散列技术不具备很多常规数据结

构的能力。

比如那种同样的关键字，它能对应很多记景的情况，却不适合用散列技术。 一个

班级几十个学生，他们的性别有男有女，你用关键字"男'去查找，对应的有许多学

生的记录，这显然是不合适的。只有如用班级学生的学号或者身份证号来散列存储，

此时一个号码唯一对应一个学生才比较合适。

同样散列表也刁之适合范围查找，比如查找一个班级 18~22 岁的同学，在散列表

中设法进行。想获得表中记录的排序也不可能，像最大值、最小值等结果也都无法从

散列表中计算出来。

我们说了这么多，散到函数应该如何设计?这个我们需要重点来讲解，总之设计

一个简单、均匀、存储利用率高的散列函数是散列技术中最关键的问题。

另一个问题是冲突。在理想的情况下，每一个关键字，通过散列函数计算出来的

地址都是不一样的，可现实中，这只是一个理想。我们时常会碰到两个关键字 key，*

lre民，但是却有 f (lteyt) =f (~句2) ，这种现象我们称为冲突 (oollision) ，并把 keyl 和

keY2 称为这个散列函数的同义词 (synonym) 0 出现了冲突当然非常糟糕，那将造成数

据查找错误。尽管我们可以通过精心设计的散列函数让冲突尽可能的少，但是不能

完全避免。于是如何处理冲突就成了一个很重要的课题，这在我们后面也需要详细

讲解。

8.10 散列函数的构造方法

不管做什么事要达到最优都不容易，既要付出尽可能的少，又要得到最大化的

多。 那么什么才算是好的散列函数呢?这里我们有两个原则可以参考。

1.计算简单

你说设计一个算法可以保证所有的关键字都不会产生冲突，但是这个算法需要很

复杂的计算，会耗费很多时间，这对于需要频繁地查找来说，就会大大降低查找的效

率了。因此散列函数的计算时间不应该超过其他查找技术与关键字比较的时间。
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2. 触到地址分布均匀

我们刚才也提到冲突带来的问题，最好的办法就是尽量让散列地址均匀地分布在

存储空间中，这样可以保证存储空间的有效利用，并减少为处理冲突而耗费的时间。

接下来我们就要介绍几种常用的散列函数构造方法。估计设计这些方法的前辈们

当年可能是从事阎谍工作，因为这些方法都是将原来数字按某种规律变成另一个数字

而已。

8 . 10. 1 直接定址法

如果我们现在要对 0 ...... 100 岁的人口数字统计表，如表 8-10-1 所示，那么我们对

年龄这个关键字就可以直接用年龄的数字作为地址。此时 f ( key) =key。

亵 8-10-1

地址 年龄 人数

∞ 。 5∞万
01 1 600 万

02 2 450 万
...... ...... ...... 
20 20 1500 万
…... ...... ...... 

如果我们现在要统计的是 80 后出生年份的人口数，如衰 8-10-2 所示，那么我们

对出生年份这个关键字可以用年份减去 1980 来作为地址。此时 f ( key) =key-1980 。

袋 8-10-2

地址 出生年份 入数

∞ 1980 1500 万

01 1981 1600 万

02 1982 1300 万
...... ...... ...... 
20∞ 20∞ 8∞ 万
...... ...... ...... 

也就是说，我们可以取关键字的某个线性函数值为散列地址，即

f ( key ) =a x key+b (a、 b 为常触}

这样的散列函数优点就是简单、 均匀，也不会产生冲突，但问题是这需要事先知

道关键字的分布情况，适合查找表较小且连续的情况。由于这样的限制，在现实应用

中，此方法虽然简单，但却并不常用 。
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8.10.2 数字分析法

如果我们的关键字是位数较多的数字，比如我们的 11 位手机号

"130x:xxx1234 n ， 其中前三位是接入号，一般对应不同运营商公司的子品牌，如 130

是联通如意通、 136 是移动神州行、 153 是电信等; 中间四位是 HLR 识别号，表示用

户号的归属地;后四位才是真正的用户号，如表 8-10-3 所示。

褒 8-10-3

伞 ._........._..一一.-…·寸一一----一一一

1 I 130xxx斗1234 I i 
1 I130x:x:xxþ345I I 
|138xx:x~829 I I 

! I 138口呻396 I I 
1 I138xlCX瑞354I i 
j 报复分布太引分布均匀，可 j
中某几个数字 用作放列地址:

若我们现在要存储某家公司员工登记表，如果用手机号作为关键字，那么极有可

能前 7 位都是相同的。那么我们选择后面的四位成为散列地址就是不错的选择。如果

这样的抽取工作还是容易出现冲突问题，还可以对抽取出来的数字再进行反转(如

1234 改成 4321)、右环位移(如 1234 改成 4123) 、 在环位移、甚至前两数与后两数

叠加(如 1234 改成 12+34=46) 等方法。总的目的就是为了提供一个散列函数，能够

合理地将关键字分配到散列袤的各位置。

这里我们提到了一个关键词一一抽取。抽取方法是使用关键字的一部分来计算散

列存储位置的方法，这在散列函数中是常常用到的手段。

数字分析法通常适合处理关键字位数比较大的情况，如果事先知道关键字的分布

且关键字的若干位分布较均匀，就可以考虑用这个方法。

8.10.3 平方取中法

这个方法计算很简单，假设关键字是 1234 ， 那么它的平方就是 1522756，再抽取

中间的 3 位就是 227 ，用做散列地址。 再比如关键字是 4321，那么包的平方就是

18671041，抽取中间的 3 位就可以是 671 ，也可以是 710，用做散列地址。平方取中

法比较适合子不知道关键字的分布，而位数又不是很大的情况。
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8. 10.4折叠法

折叠法是将关键字从左到右分割成位数相等的几部分(注意最后一部分位数不够

时可以短些)，然后将这几部分叠加求和，并按散列表表长，取后几位作为散列地址。

比如我们的关键字是 9876543210 ，散列表表长为三位，我们将它分为四组，

9871654132110 ， 然后将它们叠加求和 987+654+321+0=1962，再求后 3 位得到散列

地址为 962 。

有时可能这还不能够保证分布均匀 ， 不妨从一端向另一端来回折叠后对齐相加。

比如我们将 987 和 321 反转，再与 654 和 0 相加， 变成 789+654+123+0=1566，此

时散列地址为 566.

折叠法事先不需要知道关键字的分布，适合关键字位数较多的情况。

8. 10.5 除留余敢法

此方法为最常用的构造散列函数方法。 对于散列裴长为 m 的散列函数公式为:

f ( key) = key mod p (p运m)

mod 是取模(求余数)的意思。 事实上，这方法不仅可以对关键宇直接取模，也

可在折叠、 平方取中后再取模。

很显然，本方法的关键就在于选择合适的 P ， P 如果选得不好，就可能会容易产生

同义词。

例如表 8-10-4， 我们对于有 12 个记录的关键字构造散列表时 ， 就用了 f ( key) 

=key.mod 12 的方法。 比如 29 mod 12 = 5，所以艺存储在下标为 5 的位置。

下标

关键字

'提 8-10-4

不过这也是存在冲突的可能的，因为 12=2 X 6=3 x 4。 如果关键字中有像 18 ( 3x 

6) 、 30 (5X 6) 、 42 ( 7 X 6) 等数字， 官们的余数都为 6，这就和 78 所对应的下标位

置冲突了 。

甚至极端一些，对于表 8-10-5 的关键字，如果我们让 p 为 12 的话，就可能出现

下面的情况，所有的关键字都得到了 。 这个地址数，这未免也大糟糕了点。
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我们不选用 p=12 来做除留余数法，而选用 p=ll，如表 8-10-6 所示。

图 8-10-6

此就只有 12 和 144 有冲突，相对来说，就要好很多。

因此根据前辈们的经验，若散列表表长为 m ， 通常 p 为小子或等于表长(最好接

近 m) 的最小质数或不包含小子 20 质因子的合数。

8.1 0.6 随机数法

选择一个随机数，取关键字的随机函数值为它的散列地址。也就是 f (key) 

=random (key)。这里 random 是随机函数。当关键字的长度不等时，采用这个方法

构造散列函数是比较合适的。

有同学问，那如果关键字是字符串如何处理?其实无论是英文字符，还是中文字

符，也包括各种各样的符号，它们都可以转化为某种数字来对待，比如 ASCII 码或者

Unicoæ 码等，因此也就可以使用上面的这些方法。

总之，现实中，应该视不同的情况采用不同的散列函数。我们只能给出一些考虑

的因素来提供参考:

1. 计算散列地址所需的时间。

2. 关键字的长度。

3. 散列袤的大小。

4. 关键字的分布情况。

s . 记录查找的频率。 综合这些因素，才能决策选择哪种散到函数吏合适。

8.11 处理散列冲突的方法

我们每个人都希望身体健康，虽然疾病能够预防，但是不可避免，没有任何成年

人生下来到现在没有生过一次病。
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从刚才除留余数法的例子也可以看出，我们设计得再好的散到函数也不可能完全

避免冲突，这就像我们再健康也只能尽量预防疾病，但却无法保证永远不得病一样，

既然冲突不能避免，就要考虑如何处理它。

那么当我们在使用散列函数后发现两个关键字 keYl 习t: keyz，但是却有 f ( keYl) = f 

( keyz) ，即有冲突时，怎么办呢?我们可以从生活中找寻思路。

试想一下，当你观望很久很久，终于看上一套房打算要买了，正准备下订金，人

家告诉你，这房子已经被人买走了，你怎么办?

对呀，再找别的房子呗!这其实就是一种处理冲突的方法一一开放定址法。

8 . 11 . 1 开放定址法

所谓的开放定址法就是一旦发生了冲突， 就去寻找下一个空的散列地址，只要散

列表足够大，空的散列地址总能找到，并将记录存入。

宫的公式是 :

f, ( key ) = ( f ( key ) +dl ) MOD m (d，=1.2，乱.. . .....m-1 ) 

比如说，我仍的关键字集合为{1 2，67，56，16，25，37，22，29，15，47.4B，34} .表长为 12 。

我们用散列函数 f ( key) =key mod 12 。

当计算前 5 个数{1 2，67，56，16，25}时，都是没有冲突的散列地址，直接存入，如表

B-11-1 所示。

褒8-11-1

| 下标 I 0 I 1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 I 7 I 8 I 9 I 10 I 11 I 
| :关键字 I 12 I 25 I I I 1.6 I I I 67 I 56 I I I I 

计算 key=37 时，发现 f (37) =1，此时就与 25 所在的位置冲突。 于是我们应用

上丽的公式 f (37) = ( f (37) +1) mod 12=2 . 于是将 37 存入下标为 2 的位置。这

其实就是房子被人买了于是买下一间的作法，如裴 8-11-2 所示，

褒 8-11-2

褒 8-11-3
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到了 key;;;俑，我们计算得到 f (48) ;;;0 ，与 12 所在的 0 位置冲突了，不要紧，

我们 f (48) = (f (48) +1 ) mod 12=1 ， 此时又与 25 所在的位置冲突。 于是 f

(48) = (f (48) +2) mod 12=2，还是冲突…..一直到 f (48) = (f (48) +6) mod 

12=6 时，才有空位，机不可失，赶快存入，如表 8-11-4 所示。

集8-11 -4

我们把这种解决冲突的开放定址法称为线性探测法。

从这个例子我们也看到，我们在解决冲突的时候，还会碰到如 48 和 37 这种本来

都不是同义词却需要争夺一个地址的情况 ， 我们称这种现象为堆积。很显然，堆积的

出现，使得我们需要不断处理冲突，无论是存入还是查找效率都会大大降低。

考虑深一步，如果发生这样的情况，当最后一个 key=34 ， f(key)=10，与 22 所

在的位置冲突，可是 22 后面没有空位置了，反而宫的前面有一个空位置，尽管可以

不断地求余数后得到结果，但效率很差。因此我们可以改进 出=12， -12, 22, -22,' 

q2, _咐 ， ( q .sζ m/2 ) ，这样就等于是可以双向寻找到可能的空位置。对于 34 来说，我

们取 di=- l 即可找到空位置了。另外增加平方运算的目的是为了不让关键字都聚集在

某一块区域。 我们称这种方法为二次探测法。

fl ( key ) = ( f <key) +dl ) MOD m (dl=12, _1 2, 22, _22,…, q2, _q2 ， q:::三 m/2 ) 

还有一种方法是， 在冲突时，对于位移量 d，采用随机函数计算得到，我们称之为

随机探测法。

此时一定有人间，既然是随机，那么查找的时候不也随机生成 di 吗?如何可以获

得相同的地址呢?这是个问题。 这里的随机其实是伪随机数。伪随机数是说，如果我

们设置随机种子相同，则不断调用随机函数可以生成不会重复的数列，我们在查找

时，用同样的随机种子，它每次得到的数列是相同的，相同的 di 当然可以得到相同的

散列地址。

嗯?随机种子又不知道?罢了罢了，不懂的还是去查阅资料吧，我不能在课上没

完没了的介绍这些基础知识呀。

fl ( key ) = ( f ( key ) +dl ) MOD m ( dl是-个随机鼓列)

总之，开放定址法只要在散列表未填满时，总是能找到不发生冲突的地址，是我

们常用的解决冲突的办法。
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8.11 .2再散列函数法

我们继续用买房子来举例，如果你看房时的选择标准总是以市中心、交通便利、

价格适中为指标，这样的房子凤毛麟角，基本上当你看到时，都已经被人买去了。

我们不妨换一种思维，选择市郊的房子，交通尽管要差一些，但价格便宜很多，

也许房子还可以买得大一些、质盘好一些，并且由于更换了选房的想法，很快就找到

了你需要的房子了。

对于我们的散列表来说，我们事先准备多个散列函数。

f, ( key ) =RH, ( key) (1=1 ,2,…,k) 

这里 阳1 就是不同的散列函数，你可以把我们前面说的什么除留余数、 折叠、平

方取中全部用上。每当发生散到地址冲突肘，就换一个散列函数计算，相信总会有一

个可以把冲突解决掉。这种方法能够使得关键字不产生聚集，当然，相应地也增加了

计算的时间。

8. 11 .3 链地址法

思路还可以再换一换，为什么有冲突就要换地方呢，我们直接就在原地想办法不

可以吗?于是我们就有了链地址法。

将所有关键字为同义词的记录存储在一个单链表中，我们称这种表为同义词子

表，在散列表中只存储所有同义词子表的头指针。对于关键字集合{12，67，S6，16，25.37，

22,29,lS,47,48,34} ，我们用前面同样的 12 为除数，进行除留余数法，可得到如图

8-11-1 结构，此时， 已经不存在什么冲突换址的问题，无论有多少个冲突，都只是在

当前位置给单链裴增加结点的问题。
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图 8-11-1

链地址法对于可能会造成很多冲突的散列函数来说，提供了绝不会出现找不到地

址的保障。当然，这也就带来了查找时需要遍历单链装的性能损耗。

8. 11 .4 公共溢出区法

这个方法其实就更加好理解，你不是冲突吗?好吧，凡是冲突的都跟我走，我给

你们这些冲突找个地儿待着。这就如同孤儿院收留所有无家可归的孩子一样，我们为

所有冲突的关键字建立了一个公共的溢出区来存放.

就前面的例子而言，我们共有三个关键字{37，48，34}与之前的关键字位置有冲突，

那么就将芭们存储到溢出表中，如图 8-11-2 所示.
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基本表 溢出表

图 8-11 -2

在查找时，对给定值通过散列函数计算出散列地址后，先与基本表的相应位置进

行比对，如果相等，则查找成功 i 如果不相等，则到溢出表去进行j帧序查找。如果相

对于基本表而言，有冲突的数据很少的情况下，公共溢出区的结构对查找性能来说还

是非常高的。

8.12 散列表查找实现

说了这么多散列表查找的思想，我们就来看看查找的实现代码。

8.12.1 散列表查找算法实现

首先是需要定义一个散列表的结构以及一些相关的常数。其中 HashTab坠 就是散

列表结构。结构当中的 e1em 为一个动态数组。

t def ine SUCCESS 1 
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fdefine UNSOCCES$ 0 

'define HASHS工ZE 12 户定义曾l1，J求长为数组的长度*/

idefine NULLKEY -32768 

typedef struct 

int *elem; 

ínt count; 

} HashTable; 

int m=O; 

/* .. 据元素存储*址，动态分配.a纽 V

;*当前数据元素小费生却/

1'" 傲JI)哀求长，全局变量*/

有了结构的定义，我们可以对散列衰进行初始化。

/俞初始化散列革l * / 

Status InitHashTable (EfashTable *Ji) 

int i; 

m=ijÞ.SHSIZE; 

H->countcm; 

H- >elem= (int * ) malloc (m*sizeof (int) ) ; 

for (i=O ; i<m; i++) 

H->elem [H=NUI儿KEY;

return OK; 

为了插入时计算地址，我们需要定义散列函数，散列函数可以根据不同情况更改

算法。

/费量t.f'J函数*/

int Hash (int key) 

. return key 奄 m; /*除留余..法*/

初始化完成后，我们可以对散列表进行插入操作。假设我们插入的关键字集合就

是前面的{12.67，S6，16，2S，37，22，29.1S，47， 48，34} 。

户插入关键字进散列衣食/

void 1n民rtHash (HashTable ..日， int key) 

int addr = Hash ( key) ; / ‘ 4巳散扣l地Jj: * / 
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while (H->elem[addr] !~ NULL昭x) 户如来不为盆，则冲突叮

addr = (addr+ 1 ) 草 m; 户开放定址法的线性探测 *1

H->elem[addrl = key; 户豆刻有空位后4Ii入关键字 * 1

代码中插入关键字时，首先算出散列地址，如果当前地址不为空关键字，则说明

有冲突。 此时我们应用开敢定址法的线性探测进行重新寻址，此处也可更改为链地址

法等其他解决冲突的办法。

散列表存在后，我们在需要时就可以通过散列表查找要的记录。

1'" 嗷列表查找关键字 * 1

Status SearchBash (HashTable 日， int key, 1nt *addr) 

*addr = Hash (key) ; 1* 求散列地梳 *' 1

while (H. elem [*addr) !.. key) 户如果不为空，则冲突 V

* addr = ( * addr+l )屯 m; 户开放定祉法的线性综~J */ 

if (H . elem[ *addrl ~ NULLKEY 11 "'addr == Bash (key) ) 

{尸如果循环回到1景点 * /

return UNSUCCESS; 1 * 则说明关键字不存在 V

return SUCCESS; 

查找的代码与插入的代码非常类似，只需做一个不存在关键字的判断而已。

8.12.2 散列表查找性能分析

最后，我们对散列表查拢的性能作一个简单分析。 如果没有冲突，散列查找是我

们本章介绍的所有查找中效率最高的，因为色的时间复杂度为 O(巧。可惜， 我说的只

是"如果"，没有冲突的散列只是一种理想，在实际的应用中，冲突是不可避免的。那

么散列查找的平均查找长度取决于哪些因素呢?

1.散到函数是否均匀

散列函数的好坏直接影响着出现冲突的频繁程度，不过，由于不同的散列函数对

同一组随机的关键字，产生冲突的可能性是相同的，因此我们可以不考虑它对平均查

找长度的影响。
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2. 处理冲突的方法

相同的关键字、相同的散列函数，但处理冲突的方法不同，会使得平均查找长度

不同。比如线性探测处理冲突可能会产生堆积，显然就没有二次探测法好，而链地址

法处理冲突不会产生任何堆积，因而具有更佳的平均查找性能。

3 . 散到袤的装填因子

所谓的装填因子α=填入表中的记录个数/散列表长度。 α标志着散列袤的装满的程

度。当填入表中的记录越多， α就越大，产生冲突的可能性就越大。比如我们前面的例

子，如图 8-11-5 所示，如果你的散列表长度是 12 ，而填人表中的记录个数为 11，那

么此时的装填因子α=11/12=0.9167，再填人最后一个关键字产生冲突的可能性就非常

之大 。 也就是说，散列袤的平均查找长度取决于装模困子，而不是取决于查找集合中

的记录个数。

不管记录个数 n 有多大，我们总可以选择一个合适的装填因子以便将平均查找长

度限定在一个范围之内 ， 此时我们散列查找的时间复杂度就真的是 0(1)了。为了做到

这一点，通常我们都是将散列袤的空间设置得比查找集合大，此时虽然是浪费了一定

的空间，但换来的是查找效率的大大提升，总的来说，还是非常值得的。

8.13 总结回顾

我们这一章全都是围绕一个主题"查找'来作文章的。

首先我们耍弄清楚查找表、记录、关键字、主关键字、静态查找表、动态查找表

等这些概念。

然后，对于顺序表查找来说，尽管很土 (简单) ，但它却是后面很多查找的基础，

注意设置"哨兵"的技巧 ， 可以使得本已经很难提升的简单算法里还是提高了性能。

有序查找，我们着重讲了折半查找的思想，包在性能上比原来的顺序查找有了质

的飞跃，自 O(n)变成了 。(bgn)。之后我们又讲解了另外两种优秀的有序查找: 插值

查找和斐被那契查找，三者各有优缺点，望大家要仔细体会。

线性索引查找，我们讲解了橱密索引、分块索引和倒排索引。索引技术被广泛的

用于文件检索、数据库和搜索引擎等技术领域，是进一步学习这些技术的基础。

二叉排序树是动态、查找最重要的数据结构，色可以在兼顾查找性能的基础上，让
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插入和删除也变得效率较高。不过为了达到最优的状态，二叉排序树最好是构造成平

衡的二叉树才最佳。 因此我们就需要再学习关于平衡二叉树 (AVL 树)的数据结构，

了解 A叽树是如何处理平衡'性的问题。这部分是本章重点，需要认真学习掌握。

B 树这种数据结构是针对内存与外存之间的存取而专门设计的。由于内外存的查

找性能更多取决于读取的次数，因此在设计中要考虑 B 树的平衡和层次。我们讲解时

是先通过最最简单的 B 树 (2-3 树)来理解如何构建、插入、删除元素的操作，再通

过 2-3-4 树的深化，最终来理解 8 树的原理。之后，我们还介绍了 b树的设计思想。

散列表是一种非常高效的查找数据结构，在原理上也与前面的查找不尽相同，它

回避了关键字之间反复比较的烦琐，而是直接一步到位查找结果。 当然，这也就带来

了记录之间没有任何关联的弊端。 应该说， 散列表对于那种查找性能要求高，记录之

间关系无要求的数据有非常好的适用性。在学习中要注意的是散列函数的选择和处理

冲突的方法。

8.14 结尾语

我们的 "Search
n

技术探索之旅结束了，但也许，你们对它的探索才刚刚开始.

我们在开篇时谈到了搜索引擎改变了我们的生活， 让我们获得信息的速度提升了无数

倍。可是当前像 GoogJe 这样的搜索引擎，是否就完美无缺了呢?未来的搜索应该卫是

什么样的?在本章的最后，我根据了解到的信息给大家做一个抛砖引玉。

目前流行的搜索引擎，都是一个搜索框可以搜索一切信息。这本是好事情，可问

题在于常常在我们输入关键词后，搜索获得的前面几十条都不是我们需要的信息，这

的确很令人沮丧。

比如说，我非常喜欢高尔夫运动，平时也经常搜索关于高尔夫的比赛、活动的新

闻等信息.有一天，我想了解老虎伍兹最近有哪些比赛，于是在搜索桂中输入了 "老

虎气却得到了图 8-14-1 所示的结果。
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老度
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2奋'0_ 11月278 ._ ~， (也侣' 1. 细菌蛐匍·也矗量事憾撞上量锺虫的由掬均抱主-. 矗当幸

量制~挥的是芋1t辆自畏娼的曹南施"主_. :J.' 蝇lIIiilii曲辆‘快'怪的武晶、 m

甜lI!UJ IHfJ ~81!t柿 IJ.创障".
IlW飞". 川零轨 1 咛，.. 句!豆。 二 .. f
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~ ( 宇植 : P.Il1b.币 1蝠'1， ) ，暗辄Jf'- .~ . 主血 . 矗晴'"响'的霞的四"式型'面爬崎'⑥榕的矗

式的-}!r.是11掬俏!t1ll忡;11 . .产地主'是东北量相东南亚. dI是掉矗虞盟吃
....- þ(.., 

阁 8-14-1

仇。gle 娘来

显然这并不是我所希望得到的答案。你们可能会说，那是因为你的搜索关键词不

够好造成的，应该输入"老虎伍兹"更恰当。可问题的关键在于，就算我输入了"老

虎伍摇" ， 搜索引擎是否知道，我最感兴趣的是高尔夫运动员比赛信息，而非他和老婆

离婚等八卦新闻呢?如图 8-14-2 所示。

老虎侄主主

l"~i导各组 000 5le'‘'‘ 笔"' 0 1 7 t-

悬ß I而有a缉墓育事Jl.. 自由的商将令书 1" ;t哺阶阿商]

立自IE自爽，矗幢 . ibEi (EId啊比 寸iq矿W∞由.1S75靠 12月JOB- 1 . 奥理惠尔失Jt手.童"世
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lh ..阳阳odrR ()fi户，、'.'it精 简盖章 同事惨阳

塞坠血E...i强直延
芷虫'瑞壳'幅 臼a量'自由赢尔壳捕事. .li扮的每世界摊鲁幢幢·掉田公认)l)JI!上画属弱的离

京来!Ii手立-. 国沟在lIi立四"饱的撞嘻'r'll'"的E思是. Jjt' .所以在申~'"锺霄 ...
陈茜历程哼冠经pj if闹罐遭 llillllilr门

国协'.e b.1限Ii (am!捕时12.513nl"，网何骨C ~ t .t且幢

f商税妄妇iF世窗帘窟幡 阔旱，休胃

2009董事刊同21臼 ...监缸，帽白帽人草病毒t盹E周小三二~息~.芷幌脑外帽 出锐外洒 _. j t 
巅时再B月248. 在事确引姐·奄!l'lll!!丑闻8个乡月后. JtiEi茨坦E式罩布 .
酬，匾'日 εOrrJ" 伊(，afIOOO'>JOfA'wooc!s阳阳"，1 阿布但国哺销串

阁 8- 14-2

主主些主j
'l! w瞿窜

如果未来的搜索引擎在我授权的情况下，记录我平时的搜索喜好，调整搜索内容

的优先度，并把我可能想了解的信息放在前列，这样也许就不至于产生找伍兹给只大

老虎的困惑了。

呵呵!如果我是个喜欢汽车的人，时常搜汽车信息。那么当我在搜索框中输入

"甲壳虫8、"美洲虎"、"林肯'、"福特" 等关键词时，不要让动物和人物成为搜索的头
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条。哪怕是输入 "QQ" 时，搜索引擎也应该将奇瑞汽车而不是腾讯 1M 列在首位。进

一步，如果我喜欢汽车图片，搜索引擎就首先提供相关的汽车图片，我更关注新闻，

它就提供最新的汽车新闻，我关注价格，那就提供相关型号车子的市场报价。当然，

其他相关信息并不是不提供了，只不过在排序上应该相对靠后而已。这样整个搜索的

体验就会非常好了，也许我总能在前几条就能找到我想了解的内容。

好了，这个话题一展开就没完没了了。也许不久的将来， "你一动念头， 搜索结果

就会冒出来"成为真的现实，那真是大棒了。在座各位，好好努力吧。下课!
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第 9章 排序

排序:

假设含有 n 个记录的序列为 {r ， . r l. … …，叫 ， 其相应的关键字分别为
{k,. kl. …… ， 时，需确定1. 2, ……, n 的一种排列 p" P2, ... ... . p.，使其相应
的关键字满足 k.1 ::::; k.2ζ…… ::::; k.. (非递减或非递增〉 关系，即使得序列成为

-个接关键字有序的序列 {r时 ， r o21 •••••• r pn} J 这样的操作就称为排序。



9 . 1 开场白

大家好!你们有没有在网上买过东西啊?

嗯?居然还有人说没有。呵呵，在座的都是大学生，应该很多同学都有过网购的

经历。 哪怕真的没有，也看到或听到过一些，现在网上购物已经相对成熟，对用户果

说带来了很大的方便。

假如我想买一台 íPhone4 的孚机，于是上了某电子商务网站去搜索。可搜索后发

现(如图 9-1-1 所示) )有 6663 个相关的物品，如此之多，这叫我如何选择@我其实

是想买便宜一点的，但是又怕遇到骗子，想找f吉普好的商家，如何做?

宝贝 J6.0晴 范lJe ~导购I;i::l

J配捕主垃占 。祖湾事商~ 0锻二手 。握全弹确

所甲固始重E 手执

i回钱墨fl自始负町件-h美产品瑞 ω 面融 去~晴酬fl da手执j配件撑行羁

回 9- 1 -1

下面的有些购物达人给我出主意了，排序呀。对呀，排序就行了(如图 9.1-2 所

示) 。 我完全可以根据自己的需要对搜索到的商品进行排序，比如按倍用从高到低、再

按价格从低到高，将最符合我预期的商品列在前面，最终找到我愿意姻买的商家，非

常的方便。

..侧调 |叫出Lm 才11 .!./I!~ ~'!! 仁·口 圃:3 I I~. I 懈
!i:&精英黯嘟 "价翩翩.

约 草 5669.00

稿酬阳l... 周i陶撞~21'非 t l!!l盘盘皇重量2

f括: 离橱 /主自1尺寸: 3.5英寸/雳'Ct9色: l OOCf写

E 
1前四胃钊-t (32G) 约警 6690.00
多任务处IIR副旧鲤牙"$ 50~元fI\警需l... 周t离组刀体 1 l!'1到皇盔重量Jí

F括在实~: WCDMA(3G) 1外哦挥王t: 重饭 ，.主雳尺寸: J.5S昌才Il罩嚷颜色: 161坦布

图 9-1-2

曾无t制内

管j奄评价

网站是如何做到快速地将商品按某种规则有序的呢?这就是我们今天要讲解的重

要课题一一排序。
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9.2 排序的基本概念与分类

排序是我们生活中经常会面对的问题。同学们做操时会按照从矮到高排列;老师

查看上课出勤情况时，会按学生学号顺序点名;高考录取时，会按成绩总分降序侬吹

录取等。那排序的严格定义是什么呢?

假设含有 n 个记录的序列为{rl.r2. ... ... .rn} ， 其相应的关键字分别为{kbk2，"

kn}，需确定 1 ， Z , ……, n 的一种排列 PLP2.……，如，使其相应的关键字满足 kplζ

kp2ζ……ζ kpn (非递减或非递增) 关系，即使得序列成为一个按关键字有序的序列

{rpLrp2'" … '.rpn} ， 这样的操作就称为排序。

注意我仍在排序问题中，通常将数据元素称为记录。显然我们输入的是一个记录

集合，输出的也是一个记录集合，所以说，可以将排序看成是线性表的一种操作，

排序的依据是关键字之间的大小关系，那么 ， 对同一个记录集合，针对不同的关

键字进行排序，可以得到不同序列。

这里关键宇 kl 可以是记录 r 的主关键字，也可以是次关键字，甚至是若干数据硕

的组合。比如我仍某些大学为了选拔在主科上更优秀的学生，要求对所有学生的所有

科目总分降序排各，并且在同样单分的情况下将语数外总分做降序排名e 这就是对总

分和语数外总分两个次关键字的组合排序。如图 9-2-1 所示，对于组合排序的问题，

当然可以先排序总分，若总分相等的情况下，再排序语数扑总分，但这是比较土的办

法。我们还可以应用一个技巧来实现一次排序即完成组合排序问题，例如，把总分与

语数外都当成字符串首尾连接在一起(注意语数外总分如果位数不够三位，需要在前

面补零) ，很容易可以得到令狐冲的 "153229 " 要小于张无忌的 "753236" ，于是张

无忌就排在了令狐冲的前面。

编号 姓名 语 数 外 物 化 历 政 生 地 总分 语数外

令狐冲 85 60 84 86 89 94 87 83 85 753 229 

2 郭靖 66 64 56 45 76 56 56 78 76 573 186 

3 斗如草 85 78 64 68 84 78 73 88 64 682 227 

4 张无忌 84 85 67 90 87 83 94 79 84 753 236 

排序前
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编号 姓名 语 数 外 物 化 历 政 结二 地 总分 语教外

4 张无忌 84 85 67 90 87 83 94 79 84 753 236 

令w.冲 85 60 84 86 89 94 87 83 85 753 229 

3 扬过 85 78 64 68 84 78 73 88 64 682 227 

2 郭蜻 66 64 56 45 76 56 56 78 76 573 186 

总分排名蒋语数外排名

国 9-2- 1

从这个例子也可看出，多个关键字的排序最终都可以转化为单个关键字的排序，

因此，我们这里主要讨论的是单个关键字的排序。

9.2.1 排序的稳定性

也正是由于排序不仅是针对主关键字，那么对于次关键字，因为待排序的记录序

列中可能存在两个或两个以上的关键字相等的记录，排序结果可能会存在不唯一的情

况，我们给出了稳定与不稳定排序的定义。

假设 kJ=kj ( 1ζ i<n，l< jζ n，í叫 ) ，且在排序前的序列中 rl 领先于 rl (即 i<j) 。 如

果排序后 rj 仍领先于 町，则称所用的排序方法是稳定的;反之，若可能使得排序后的

序列中 η领先 ri，则称所用的排序方法是不稳定的。如图 9-2-2 所示， 经过对总分的

降序排序后， 总分离的排在前列。此时对于令狐冲和张无忌而言，来排序时是令狐冲在

前，那么它们总分排序后，分数相等的令狐冲依然应该在前，这样才算是稳定的排序，

如果他们二者颠倒了，则此排序是不稳定的了。只要有一组关键字实例发生类似情况，

就可认为此排序方法是不稳定的e 排序算法是否稳定的，要通过分析后才能得出a
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9.2 .2 内排序与外排序

根据在排序过程中待排序的记录是否全部被放置在内存中 ， 排序分为:内排序和

外排序。

内排序是在排序整个过程中，待排序的所有记录全部被就置在内存中。 外排序是

由于排序的记录个数太多 ， 不能同时放置在内存，整个排序过程需要在内外存之间多

次交换数据才能进行。我们这里主要就介绍内排序的多种方法。

对于内排序来说，排序算法的性能主要是受 3 个方面影响:

，.时间性能

排序是数据处理中经常执行的一种操作，往往属于系统的核心部分，因此排序算

法的时间开销是衡量其好坏的最重要的标志。在内排序中，主要进行两种操作:比较

和移动。 比较指关键字之间的比较，这是要做排序最起码的操作。 移动指记录从一个

位置移动到另一个位置，事实上，移动可以通过改变记录的存储方式来予以避免(这

个我们在讲解具体的算法时再谈)。总之，高效率的内排序算法应该是具有尽可能少的

关键字比较次数和尽可能少的记录移动次数。

2. 辅助空间

评价排序算法的另一个主要标准是执行算法所需要的辅助存储空间。辅助存储空

间是除了存放待排序所占用的存储空间之外，执行算法所需要的其他存储空间。

3. 算法的复杂性

注意这里指的是算法本身的复杂度，而不是指算法的时间复杂度。显然算法过于

复杂也会影响排序的性能。

根据排序过程中借助的主要操作，我们把内排序分为:插入排序、交换排序、选

择排序和周并排序。 可以说，这些都是比较成熟的排序技术，已经被广泛地应用于许

许多多的程序语言或数据库当中，甚至2们都已经封装了关于排序算法的实现代码。

因此，我们学习这些排序算法的目的更多并不是为了去在现实中编程排序算法，而是

通过学习来提高我们编写算法的能力，以便于去解决更多复杂和灵活的应用性问题。

本章一共要讲解七种排序的算法，按照算法的复杂度分为两大类，冒泡排序、 简

单选择排序和直接插入排序属于简单算法，而希尔排序、堆排序、归并排序、快速排

序属于改进算法。 后面我们将依次讲解。
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9.2， 3 排序用到的结构与函数

为了讲清楚排序算法的代码，我先提供一个用于排序用的顺序表结构，此结构也

将用于之后我们要讲的所有排序算法。

tdefine MAXSIZ.E 10 

t;ypedef struct 

int r [MλXSIZ.E+l] ; 

int leng t.h; 

}SqList ; 

1* 用于要排~.纽个数最大佳，可根据需要修欢 V

1* 用于乔储要排序ft钮 . r[Ol 用作哨兵或修时变量 *1

/会用于记录顺序求的长皮 "1

另外，由于排序最最常用到的操作是数组两元素的交换，我们将官写成函数，在

之后的讲解中会大量的用到。

1" 交换 L 中批纽 r 的下标为 i 和 j 的位 *1

void swap (SqList *L, int i , int j) 

int temp=L->r(i]; 

L->r[i]~L->r[jl ; 

L->r[j]=temp; 

好了，说了这么多，我们来看第一个排序算法.

9.3 冒泡排序

无论你学习哪种编程语言，在学到循环和数组时，通常都会介绍一种排序算法来

作为例子，而这个算法一般就是冒泡排序。并不是色的名称很好昕，而是说这个算法

的思路最简单，最容易理解。因此，哪怕大家可能都已经学过冒泡排序了 ，我们还是

从这个算法开始我们的排序之肢。
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因 9-3-1

9.3.1 最简单排序实现

冒泡排序 (Bubble Sort) 一种交换排序，宫的基本思想是:两两比较相邻记录的

关键字，如果反序则交换，直到没有反序的记录为止.冒泡的实现在细节上可以有很

多种变化，我们将分别就 3 种不同的冒泡实现代码，来讲解冒泡排序的思想。 这里，

我们就先来看看比较容易理解的一段。

/*对顺序农 L 作交换排Jf- ( 霄泡串串序初级旅 )

void BubbleSortO (SqList *L ) 

int i , j; 

for ({-.1; i<L->length; i++) 

for (j-主+l;j<=L->leng位1; j++) 

if' ( L->.r [il >L->r [j 1 ) 

* / 

swap (L ， i ， j); 户 交然 L->r[主]与 L->r[jl 的位*/
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这段代码严格意义上说，不算是标准的冒泡排序算法 s 因为宫不满足 u两两比较

相邻记录"的冒泡排序思想，1?:更应该是最最简单的交换排序而已。宫的思路就是让

每一个关键字，都和它后面的每一个关键字比较，如果大则交换，这样第一位置的关

键字在一次循环后一定变成最小值。如图 9-3-2 所示，假设我们待排序的关键字序列

是币，1点8，3几4，6，2} . 当 Î=l 时， 9 与 1 交换后，在第一位置的 1 与后面的关键字比较

都小，因此宫，就是最小值。当 i=2 时，第二位置先后由 9 换成 S ，换成 3 ，换成 2，完

成了第二小的数字交换。后面的数字变换类似，不再介绍。

下标

当i=1时， 9与 l交换后， 1与 当i=2时， 9与5. 5与3 ， 3与2交换，
其余关键字比较均最小，因 最终将2放置在第二位
此11m最小值放盖在首位

图 9-3-2

它应该算是最最容易写出的排序代码了，不过这个简单易懂的代码，却是有缺陆

的。观察后发现，在排序好 1 和 2 的位置后，对其余关键字的排序没有什么帮助(数

字 3 反而还被换到了最后一位)。也就是说，这个算法的效率是非常低的。

9.3.2 富泡排序算法

380 

我们来看看正宗的冒泡算法，有没有什么改进的地方。

户对顺序*-L; 作霄泡排，;t. * / 
void Eì由bleSo7:t (SqList 飞)

int i ,j; 
for (i~l; i<工，->length; 1++ ) 
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for (j=L->length-l ;j;>=í;j一) 户 i主意 j 是从后往前循军事 忖

if (L→r[j J>L-比 [扑~J) /*筹前者大于后者 C注意这里与上-算法差异 ) * 1 

swap (:c;, j , j +l) ; /*交後 L->r[jJ 与 L->r[j +l J 的佳 句

依然假设我们待排序的关键字序列是凹，1，5，8，3几4，6，2} ，当 1=1 时，变量 j 由 8 反

向循环到 1，逐个比较，将较小值交换到前面，直到最后找到最小值放置在了第 1 的

位置。如图 9-3-3 所示，当 i=l、 j=8 时，我们发现 6泣，因此交换了它们的位置，. j=7 

时， 4>2，所以交换……直到 j=2 时，因为 1<2，所以不交换。 j=l 时， 9>1 ，交换，

最终得到最小值 1 放置第7的位置。事实上，在不断循环的过程中，除了将关键字 1

放到第一的位置， 我们还将关键字 2 从第九位置提到了第三的位置，显然这一算法比

前面的要有进步 ， 在上十万条数据的排序过程中，这种差异会体现出来。图中较小的

数字如同气泡般慢慢浮到上面，因此就将此算法命名为冒泡算浊。

下标

当i=l 时将最小值l雷泡到顶端

因 9-3-3

当 i=2 时，变量 j 由 8 反向循环到 2，逐个比较，在将关键字 2 交换到第二位置

的同时，也将关键字 4 和 3 有所提升。
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下标

2 

4 

6 

7 

5 

s 

9 

出=2时将次小值2'1j包ilJ第二位置

囱 9-3-4

后面的数字变换很简单，这里就不在详述了。

冒泡排序优化

这样的冒泡程序是否还可以优化呢?答案是肯定的。试想一下，如果我们待排序

的序列是{2.1，3.4.5.6几8.9}， 也就是说，除了第一和第二的关键字需要交换外，别的都

已经是正常的顺序。当 i=l 时，交换了 2 和 1 ，此时序列已经有序，但是算法仍然不

依不饶地将 i=2 到 9 以及每个循环中的 j 循环都执行了一遍，尽管并没有交换数据，

但是之后的大量比较还是大大地多余了，如图 9-3-5 所示。

9.3.3 

、
×
，
，
、X
J飞
X

J飞
x

r、
X

J、
X
J
X
J

下标

6 

8 

9 

7 

z 

4 

5 

3 

之后的循环判断都是多余当i=<2时，由于没有任何数据
交换，就说明此序歹lJB经有序

阁 9-3-5
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当 j=2 时，我们已经对 9 与 8 ， 8 与 7 ， …… . 3 与 2 作了比较，没有任何数据交

换，这就说明此序列已经有序，不需要再继续后面的循环判断工作了。 为了实现这个

想法，我们需要改进一下代码，增加一个标记变量 也g 来实现这一算法的改进。

户'宁顺序~L 作1t.边'泡算法*/

void BubbleSort2 (SqList 凡 )

int i , ji 

8tatua f'l~; / * flag 用来作为标记. * / 

fo,r(i=lii<L-:.üe l1gth U fl&9;i++) 户盖章口ag 为 true 则退出循环*/

flag-J现LSJt i / * 初始为 false * / 

for (j=L• length-lij>=i;j--) 

if (L-'>r [j)>L- >rfj+l) ) 

swap (L, j , j吐) i 户交换L->r[jJ 与 L->r [j+l] 的值 w

fla9""ftOE i /'f 如果有数据交换，则 flag 为 true 1< 1 

代码改动的关键就是在 i 变量的 for 循环中，增加了对 flag 是否为 true 的判断。

经过这样的改进，冒泡排序在性能上就有了一些提升，可以避免因已经有序的情况下

的无意义循环判断。

9.3.4冒泡排序复杂度分析

分析一下宫的时间复杂度。当最好的情况，也就是要排序的表本身就是有序的，

那么我们比较次数，根据最后改进的代码，可以推断出就是 n一 1 次的比较，没有数

据交换，时间复杂度为 O(吟。当最坏的情况，即待排序表是逆序的情况， 此时需要比

品 n(n-l}
较L(i -I} =1+2+ 3+…+(n-l) =一一一次，并作等数量级的记录移动。因此，
告 2

总的时间复杂度为 O(n习 。
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9.4 简单选择排序

爱炒股票短线的人，总是喜欢不断的买进卖出，想通过价差来实现盈利。但通常

这种频繁操作的人，即使失误不多，也会因为操作的手续费和印花税过高而获利很

少。还有一种做股票的人，他们很少出手，只是在不断的观察和判断，等到时机一

到，果断买进或卖出。他们因为冷静和沉着，以及交易的次数少，而最终收益颇丰。

冒泡排序的思想就是不断地在交换，通过交换完成最终的排序，这和做股票短线

频繁操作的人是类似的。我们可不可以像只有在时机非常明确到来时才出手的股票高

手一样，也就是在排序时找到合适的关键字再做交换，并且只移动一次就完成相应关

键字的排序定位工作呢?这就是选择排序法的初步思想。

选择排序的基本思想是每一趟在 n一 i+ l(i=1 ，2，…A一 1)个记录中选取关键字最小

的记录作为有序序列的第 i 个记录。我们这里先介绍的是简单选择排序法。

9.4 . 1 简单选择排序算法

简单选择排序法 (Simp坠 Selection Sort) 就是通过 n- i 次关键字间的比较，从

n-j+ 1 个记录中选出关键字最小的记录，并和第 i (1< i<;n) 个记录交换之。

384 

我们来看代码。

户对顺序;在 L 作简单选择排序*/

void Select50rt (SqList "L) 

int 丰， j ， min;

fòr (i-1 ;i<L->leng出; i++) 

min 18 ii /*将当篱下标定义为.小4直下标 * 1

for (j .. i+l;j<=L->lenqtl\;j++) /*循环之后的.提审/

if (L->r [min] >L• r[j] ) 户如来有小于当前'川、值的关键字忖

nlin = j; /*将此关键字的下标赋位"min 食 /

ifo( i! 司nin) 户是r- min 不等于 i. 说明找到最小位.交被叩

swap ( L, i ,min) ; 户交族 L->r[主]与 L'->r [.mi.n]的优*/
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代码应该说不难理解，针对待排序的关键字序列是币，1丘8，3几4，6，2} ，对 i 从 1 循

环到 8。当 i=l 时， L.r[i]斗 ， min 开始是 1，然后与 j=2 到 9 比较 L叫min)与 L.r[j]的

大小，因为 j=2 时最小，所以 mìn=2 。 最终交换了 L.r(2)与 L叫1]的值。如图 9-4-1 所

示，注意，这里比较了 8 次，却只交换数据操作一次。

下标 O 123 456 7 8 9 

- 9 I 1 I 5 I 8 1 3 I 7 I 4 I 6 12 1 
t交换f

i=J min=2 

因 9-4- 1

当 i=2 时， L.r[i)斗 ， min 开始是 2 ，经过比较后， min=9，交换 L.r[min]与 L.r[i)

的值。如图 9-4-2 所示，这样就找到了第二位置的关键字。

下标 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9 

. 1 I 9 I 5 I 8 I 3 I 7 I 4 I 6 I 2 I 
于 交换 于

i=2 min=9 

阁 9-'ι2

当 i=3 时， L.r [i]=5 , min 开始是 3 ，经过比较后， min=5，交换 L.r[min]与 L.r[i]

的值。如图 9-4-3 所示。

下栋 。 123 456 7 8 9 

. 1 I 2 I 5 I 8 I 3 I 7 14 1 6 I 9 I 
L交换J
i=3 min=5 

图 9-4-3

之后的数据比较和交换完全雷同，最多经过 8 次交换，就可完成排序工作。

9.4 .2 简单选择排序复杂度分析

从简单选择排序的过程来看，它最大的特点就是交换移动数据次数相当少 ， 这样

也就节约了相应的时间。分析它的时间复杂度发现，无论最好最差的情况，其比较次

数都是一样的多，第 i 趟排序需要进行 n-i 次关键字的比较，此时需要比较

艺 n(川)(n -i) = n - l+ n- … =一一一 次。 而对于交换J欠教而言，当最好的时候，交
2 

1=1 

换为 0次，最差的时候，也就初始降序时，交换次数为 n- J 次，基于最终的排序时间
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是比较与交换的次数总和 ， 因此，总的时间复杂度依然为 O(nZ) 0 

应该说，尽管与冒泡排序同为 O(n2)， 但简单选择排序的性能上还是要略优于冒泡

排序。

9.5 直接插入排序

扑克牌是我们几乎每个人都可能玩过的游戏。最基本的扑克玩法都是一边摸牌，

一边理牌。假如我们拿到了这样一手牌，如图 9-5-1 所示。啊，似乎是同花顺呀，别

急，我们得理一理顺序才知道是否是真的同花顺。 请间，如果是你，应该如何理牌

呢?

阻四川囚口
liI 9-5-1 

应该说 ， 哪怕你是第一次玩扑克牌，只要认识这些数字，理牌的方法都是不用教

的。将 3 和 4 移动到 5 的左侧，再将 2 移动到最左侧，顺序就算是理好了。这里，我

们的理牌方法，就是直接插入排序法。

9.5. 1 直接插入排序算法

直接插入排序(如-aight Insertion Sort) 的基本操作是将一个记录插入到已经排

好序的有序表中，从而得到一个新的、记录数增 1 的有序袭。

顾名思义，从名称上也可以知道它是一种插入排序的方法。我们来看直接插入排

序法的代码。
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户 对领J于*-. L 作i接.if;入排序 * 1

1 void I nsertSort (SqList 飞 )

2 { 

3 int i , j ; 

4 f.or (i=2 ; i<-L• len-gth ; i++) 

5 

6 if (L->r (iJ <L->r [i -1] ) 1 * 需将 L->r (i) 插入有序子表 */
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L->rLO]~L→r(i]; 户设置哨兵"'/

for (j-i-l ;L->r [j]>L->r(Oj ; j -- ) 

L• r(j+lj-L->r(jj; 1'" 记录后移禽/

L->r[j+l]-L->r(O]; /*插入到正确位置食/

7 

10 

8 

9 

11 

12 

13 

14 

1. 程序开始运行 ，此时我们传入的 SqList 参数的值为 .length=6，r[6] = 

{O,5,3,4,6,2} ，其中 r[O]-O 将用于后面起到哨兵的作用。

2. 第 4-13 行就是排序的主循环。 i 从 2 开始的意思是我们假设 r[1]=5 已经放

好位置， 后面的牌其实就是插入到色的左侧还是右侧的问题。

3. 第 6 行，此时 Î=2 ， L.r[i]=3 比 L.r[ì-1]=5 要小，因此执行第 8-11 行的操

作。 第 8 行，我们将 L.r归]赋值为 L叫i]=3 的目的是为了起到第 9-10 行的循

环终止的判断依据。 如图 9-5-2 所示。 图中下方的虚线箭头，就是第 10 行，

L咱-l]=L.rU]的过程，将 5 右移一位。

RH ......--Lr{i]<L刷、

Il . • 1 民. 1 li . • 1 
I • I I • II 

1. . !I I 叫 1 . . l 
L.1T[j+ 1]=L.r[j] 

图 9-5-2

4. 此时，第 10 行就是在移动完成后 ， 空 出了 空位，然后第 11 行

L.r[j+l]=L.r[町 ，将哨兵的 3 贼值给 j=O 时的 L.r[j叫 ，也就是说，将扑克牌 3

放置到 L.r[l]的位置，如图 9-5-3 所示。

U • 
···
h3 

••• 
i • 

• [:jE川口
387 
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5 . 继续循环，第 6 行，因为此时 i=3 ， L.r[i]=4 比 L.r[i-l] =5 要小，因此执行第

8~11 行的操作，将 5 再右移一位，将 4 放置到当前 5 所在位置，如图 9-5-4

所示。

二m u-‘一 蜀，._-_.' 
圈 9-5-4

ijjJU 
6. 再次循环，此时 i斗。因为 L.r[i]=6 比 L叫i-l]=5 要大， 于是第 8~11 行代码

不执行，此时前三张牌的位置没有变化，如图 9-5-5 所示。

出口问
回 9-5-5

7. 再次循环，此时 i=5，因为 L.r[i]=2 比 L.r[i-l]=6 要小，因此执行第 8~11 行

的操作。由于 6、 5、 4、 3 都比 2 小，它们都将右移一位，将 2 放置到当前 3

所在位置。如图 9-5-6 所示。 此时我们的排序也就完成了 。

囚口囚囚 U 
气~. 、、.，. 飞 _ß .....~ .... -.…….-- -' " 一…+飞.....-- 一'--~--

图 9-5-6

9.5.2 直接插入排序复杂度分析

我们来分析一下这个算法，从空间上来看，官只需要一个记录的辅助空间，因此

关键是看宫的时间复杂度。
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当最好的情况，也就是要排序的表本身就是有序的，比如纸牌拿到后就是

{2.3.4.5.时， 那么我们比较次数，其实就是代码第 6 行每个 L.r[i]与 L叫i - 1]的比较，

共比较了 n-lQμ)次，由于每次都是 L.r[i]山[i斗，因此没有移动的记录，时闻复
杂度为 O(n) o

当最坏的情况，即待排序表是逆序的情况，比如{6.5.4.3.2} ，此时需要比较

步 i =2+3+". +n =~n+2)(n-l) 冲
í:t 2 户

而记录的移动次数也达到最大值

主 (n+4xn-l)(ì+l) = 
i=-L ~ 

如果排序记录是随机的，那么根据概率相同的原则，平均比较和移动次数约为4

次。因此，我们得出直接插入排序法的时间复杂度为 O(n2) 。 从这里也看出，同样的

O(n2)时间复杂度，直接插入排序法比冒炮和简单选择排序的性能要好一些。

9.6 希尔排序

给大家出一道智力题。请问 "YlI"是什么?

嗯，很好，它是罗马数字的 7。 现在我们要给它加上一笔，让它变成 8 (YIlI ) ，应

该是非常简单，只需要在右侧加一竖线即可。

做?

现在我请大家试着对罗马数字 9，也就是"四"增加一笔，把包变成 6，应该怎么

(几分钟后)

我已经听不少声音说， a这怎么可能 !..可为什么一定要用常规方法呢?

我这里有 3 种另类的方法可以实现宫。

方法一:观察发现飞'其实可以看作是一个正放一个倒置两个 "y.。因此我们，

给 "lX" 中间加一条水平线，上下颠倒 ， 然后遮住下面部分，也就是说，我们所谓的

加上一笔就是遮住一部分，于是就得到 "YI" )如图 9-6-1 所示。

IX 吟 1*- 功兮 吟 声雪
因 9-6-1
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方法二:在"阻'前面加一个 "5" ，此时构成一个英文单词 "SIX" ，这就等于得

到一个 6 了。哈哈，我听到下面一片哗然，我刚有没有说一定要是 "VI " 呀，我只说

把它变成 6 而已，至于是罗马数字还是英文单词，我可没有限制。显然，你们的思维

受到了我前面举例的 "vn " 转变为 "VIII" 的影响，如图 9-6-2:所示。

IX c令 SIX
图 9-6-2

方法三 : 在 "lX" 后面加一个 "6" ，得到 "lX6 " ，其结果当然是数字 6 了。大

家笑了，因为这个想法实在是过分，把字母 " 1 " 当成'{数字 1 ，字母 "x" 看成了

乘号。可谁又规定说这是不可以的呢?只要没违反规则，得到 6 即可，如图 9-6-3

所示。

IX 吟 IX6
图 9-6-3

智力题的答案介绍完了23 。 大家会发现，看似解决不了的问题，还真不一定就投

有办法，也许只是暂时没想到罢了。

我们都能理解，优秀排序算法的首要条件就是速度240 于是人们想了许许多多的

办法，目的就是为了提高排序的速度。而在很长的时间里，众人发现尽管各种排序算

法花样繁多(比如前面我们提到的三种不同的排序算法)，但时间复杂度都是 O(n习 ，

似乎没法超越了2S。 此时，计算机学术界充斥着"排序算法不可能突破 0(n2)"的声

音.就像刚才大家做智力题的感觉一样，"不可能'成了主流。

终于有一天，当一位科学家发布超越了 。(n2)新排序算法后，紧接着就出现了好几

种可以超越 0(n2)的排序算法，并把内排序算法的时间复杂度提升到了 。(nbgn) o "不

可能超越 0(n2)" 彻底成为了历史。

从这里也告诉我们，做任何事，你解决不了时，想一想 U No出ìng 1s 

impossib险!"，虽然有点唯心，但这样的思维方式会让你更加深入地思考解决方案，而

不是匆忙的放弃。

击毒曰:本智力越摘自 《在黯袋-剑拯敲一τ〉。

》主l' 远有其他凄求，这反是第一位e

注目:这里排外泛指内排序。
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9.6. 1 希尔排序原理

现在，我要讲解的算法叫希尔排序 (Shell So时，希尔排序是 D.L.Shell 于 1959 年

提出来的一种排序算法，在这之前排序算法的时间复杂度基本都是 O(n2)的，希尔排

序算法是突破这个时阎复杂度的第一批算法之一。

我们前一节讲的直接插入排序，应该说，它的效率在某些时候是很高的，比如，

我们的记录本身就是基本有序的，我仍只需要少量的插入操作，就可以完成整个记录

集的排序工作，此时直接插入很高效。还有就是记录数比较少时，直接插入的优势也

比较明显。可问题在于，两个条件本身就过于苛刻，现实中记录少或者基本有序都属

于特殊情况。

不过别急，有条件当然是好，条件不存在，我们创造条件也是可以去做的。于是

科学家希尔研究出了一种排序方法，对直接插入排序改进后可以增加效率。

如何让待排序的记录个数较少呢?很容易想到的就是将原本有大量记录数的记录

进行分组。分割成若干个子序列，此时每个子序列待排序的记录个数就比较少了，然

后在这些子序列内分别进行直接插入排序，当整个序列都基本有序时，注意只是基本

有序时，再对全体记录进行一次直接插入排序。

此时一定有同学开始疑惑了。这不对呀，比如我们现在有序列是{9，1 ，5，8，3几4瓜

2} ， 现在将包分成三组， 币，1，S} ， {8,3,7} , {4，6，2}，哪怕将它们各自排序排好了，变成

{1,S,9} , {3几句 ， {2人的，再合并它们成{1，5，9，3几8，2凡的，比时，这个序列还是杂乱

无序，谈不上基本有序，要排序还是重来一埠直接插入有序，这样做有用吗?需要强

调一下，所谓的基本有序，就是小的关键字基本在前面，大的基本在后面，不大不小

的基本在中间，像{2，1，3，6人7丘8，9}这样可以称为基本有序了。但像{1，S，9，3几8，2人6}

这样的 9 在第三位， 2 在倒数第三位就谈不上基本有序。

问题其实也就在这里，我们分割待排序记录的目的是减少待排序记录的个数，并

使整个序列向基本有序发展。而如上面这样分完组后就各自排序的方法达不到我们的

要求。 因此，我们需要采取跳跃分割的策略:将相距某个‘增量'的记录组成一个子

序列，这样才能保证在子序列内分别进行直接插入排序后得到的结果是基本有序而不

是局部有序。

9.6.2 希尔排序算法

好了，为了能够真正弄明白希尔排序的算法，我们还是老办法一一模拟计算机在
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执行算法时的步骤，还研究算法到底是如何进行排序的。

希尔排序算法代码如下。

L 
A胃+

』
B 

/i idm a
厅
ω

也
E
r

"
啊
争
」

尔
也
希

E副

作

U

Le? 
农
缸
序

d

矗
睛
闪

对

m
v

* 
'
'
'
'
且
句

，
‘

.3 int i , j; 

4 int increment-L->length; 

5 do 

6 

7 incremenE=increment/3+1; 1* 精量序列 *1

8 for. (i<>i.ncredient+1;i<--L->length; 主+t)

9 

10 

11 

.12 

工3

14 

15 

16 

17 

正B

19 w'hile (increment> l ) ; 

if (L->-r[iJ<L• r[i-incrementJ) 

{/*禽将 L->r[i]4t入有:序增量子农 村

L->r[.()] - L->r[i] ; 户 ..存在 L->r[OJ */ 

for (寸 =i-increment; 抖。晶晶l..->r [0] <L- >r [j J; j-~incr，ement) 

L->r [j+increm四t)吨->r[j] ; /*记录后移.垒我插入位置 *1

L→r[扑incrementJ=L->r[OJ; /*输入叮

20 

1 . 程序开始运行，此时我们传入的 SqLìst 参数的值为 Iength=9，r[10]=

{O凡1丘8，3几4，6，2}。这就是我们需要等待排序的序列 ， 如图 9-6-4 所示。

下标 。 23456789 

图 9-6-4

2 . 第 4 行，变量 increment 就是那个 u增盟"，我仍初始值让2等于待排序的记

录数。

3. 第 5-19 行是一个也循环，它提终止条件是 increment 不大于 1 时，其实也

就是增量为 1 时就停止循环了 。
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第 9章排序

4. 第 7 行，这一句很关键，但也是难以理解的地方，我们后面还要谈到官，先放

一放。这里执行完成后， increment=9j3+1=4o 

5 . 第 8~17 行是一个 for 循环， i 从 4+1=5 开始到 9 结束。

第 10 行，判断 L叫i] 与 L.r[i-increment] 大小， L.r[5]=3 小子 L叫i

increme叫=L叫1]=9，满足条件， 第 12 行，将 L叫5]::3 暂存入 L.r[O]。第

13~14 行的循环只是为了将 L叫1]=9 的值赋给 L.r[呵，由于循环的增虽是 j

=increment，其实官就循环了一次，此时 j=-3。第 15 行，再将 L.r[0]=3 赋

值给 L.rU+increment]=L叫-3+4]=L.r[l]=3。如图 9-6-5 所示，事实上，这一

段代码就干了一件事，就是将第 5 位的 3 和第 1 位的 9 交换了位置。

6 . 

7 6 5 4 下标

t-9>3 ， 交换一Jmcrement=4 

因 9-6-5

7 . 循环继续， i=6 , L.r[6]=7>L.r[i-increment]=L叫2]=1 ，因此不交换两者数据。

如图 9-6-6 所示。

9 8 7 6 5 4 3 2 。下标

L l<7. 不交换」increment=4 

交换两者数据。 如图

图 9-6-6

8. 循环继续. i=7. L.r[7]=4<L.r(i-increment]=L叫3]=5 .

9-6-7 所示。

9

日
I

|8 191 7I 4 I 6 

-t-5>4 ， 交换_J

咆
』

-
ε
J

2

-
噜
I

l
-

句
3

回国
回
国
•• 

，
每

0···F 
回
·
·
a

n

EB--e 
=F

m 

4
8，

但
ν

下

创
n 

交换两者数据。如囱
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9 . 循环继续. i=8 , L.r[8]=6<L.r[i-increment]=L.r[4]=8 , 

9-6-8 所示。



下标 。 123456789 

回 3 I I I 4 I 8 L9[ 7 I 5 I 6 I 2 1 
increment=4 L_8>6‘交换_J

因 9-6-8

10. 循环继续， i=9 , L.r[9)=2<L.r[Hncrement]=L叫5]=9 ，交换两者数据。注意，

第 13-H 行是循环，此时还要继续比较 L.r[5]与 L.r阳的大小， 因为 2<3 ，

所以还要交换 L叫5]与 L.r[l)的数据，如图 9-6-9 所示。

下标 。 1 23 4 S 678 9 

栩 3 I I I 4 I 6 I 9 I 7 I 5 18 1 2 I 
rement=4 t...一份2. 交换__j.

乞-3>2. 交换___j

图 9-6-9

最终第一轮循环后，数组的排序结果为图 9-6-10 所示。细心的同学会发现，我们

的数字 1 、 2 等小数字已经在前两位，而 8、 9 等大数字已经在后两位，也就是说，通

过这样的排序，我们已经让整个序列基本有序了。这其实就是希尔排序的精华所在，

它将关键宇较小的记录，不是一步一步地往前挪动，而是跳跃式地往前移，从而使得

每次完成一轮循环后，整个序列就朝着有序坚实地迈进一步。
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下标 0 123456789 

因 2 I 1 141 6 I 3 I 7 I 5 I 8 I 9 

图 9-6-10

11 . 我们继续，在完成一轮 <h 循环后，此时由于 increment=4>1 因此我们需要

继续 <h 循环。第 7 行得到 increment=4/3+1=2 0 第 :8-17 行 for 循环， i 从

2+1=3 开始到 9 结束。当 i=3 、 4 肘，不用交换，当 ì=5 时，需要交换数

据，如图 9-6-11 所示。

下标 。 12 3 4 567 8 9 

崩离 2 I 1 I 4 1 6 1 3 1 7 1 5 1 8 1 9 1 

increment=2 12<4，不交换j
11 <6，不交换j

龟4>3 ， 交换9

图 9-6-11

u. 此后， i=6、 7 、 8、 9 均不用交换，如图 9-6-12 所示@
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J 
换

vm J

交

φ

7

5

如
-A
H

6

日
杰
同

5

-4
-
i
u
「

4

-f
o
--『

UE 
FF 

下标 。

圃

图 9-6-12

13. 再次完成一轮 ch 循环， inCTement=2泣，再次 也 循环，第 7 行得到

increffi@nt=2/3...1=l ，此时这就是最后一轮 àJ 循环了。尽管第 8~ 17 行 for

循环， i 从 1+1=2 开始到 9 结束，但由于当前序列已经基本有序，可交换数据

的情况大为减少，效率其实很高。如图 9-6-13 所示，图中箭头连线为需要交

换的关键字。

白
歹
-
n
y

。
。
-
0
0

哼
'

-
ε
J

正
V
一
叮
，U币

下标 0 I 2 :3 

阻三~
t..__j" 

t一.J
t..__j" 

图 9-6- 13

最终完成排序过程，如图 9-6-14 所示。

ny
-
ny 

oo

-
00 

吁
'

一
句I

正
u
-
r
o

cJ

-
ZJ 

4
-
4 

句
‘d

句
‘d

句
L

呵
，h

l 下标 。

圈
00 9-6-14 

9.6.3 希尔排序复杂度分析

通过这段代码的剖析，相信大家有些明白，希尔排序的关键并不是随便分组后各

自排序，而是将相隔某个"增最n 的记录组成一个子序列， 实现跳跃式的移动，使得

排序的效率提高。

这里"增量"的选取就非常关键了。我们在代码中第 7 行，是用 incσreme四n.t

i阳nc盯rement旷/3+1毛;的方式选取增量的，可究竞应该选取什么样的增最才是最好，目前还

是一个数学难题，迄今为止还没有人找到一种最好的增量序列。不过大量的研究表

明，当增量序列为 dlta[k]=2t;k+1.1 ( 0 "二 kζ tζ Lbg2(n+l)J)时，可以获得不锚的效
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卒， 其时间复杂度为 O(n3坷，要好于直接排序的 o(n2). 需要注意的是， 增量序列的

最后一个增量值必须等于 1 才行。 另外由于记录是跳跃式的移动，希尔排序并不是一

种稳定的排序算法。

不管怎么说，希尔排序算法的发明，使得我们终于突破了慢速排序的时代(超越

了时间复杂度为 O(n2) ) ， 之后，相应的更为高效的排序算法也就相继出现了。

9.7 堆排序

我们前面讲到简单选择排序，它在待排序的 n 个记录中选择一个最小的记录需要

比较 n- 1 次。本来这也可以理解，查找第一个数据需要比较这么多次是正常的，否

则如何知道它是最小的记录。

可惜的是，这样的操作并没有把每一趟的比较结果保存下来，在后一趟的比较

中，有许多比较在前一趟已经做过了，但由于前一趟排序时未保存这些比较结果，所

以后一趟排序时又重复执行了这些比较操作，因而记录的比较次数较多。

如果可以做到每次在选择到最小记录的同时，并根据比较结果对其他记录做出相

应的调整 2 那样排序的总体效率就会非常高了 。 而堆排序 (Heap Sort) ，就是对简单

选择排序进行的一种改进，这种改进的效果是非常明显的。堆排序算法是 Fk>yd 和

Wil1iams 在 1964 年共同发明的，同时，他们发明了"堆"这样的数据结构。

回忆一下我们小时候，特别是男同学，基本

都玩过叠罗双的恶作剧。通常都是先把某个要整

的人按倒在地，然后大家就一拥而上扑了上

去... ...后果?后果当然就是一笑了之，一个恶作

剧而已。不过在西班牙的加泰罗尼亚地区，他们

将叠罗权视为了正儿八经的民族体育活动，如图

9-7-1 所示，可以想象当时场面的壮观。

叠罗汉运动是把人堆在一起，而我们这里要

介绍的"堆m 结构相当于把数字符号堆成一个塔

型的结构。当然，这绝不是简单的堆砌。大家看

图 9平2 所示，能够找到什么规律吗?
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囱 9-7-2

很明显，我们可以发现它们都是二叉树，如果观察仔细些，还能看出它们都是完

全二叉树。左图中根结点是所有元素中最大的，右图的根结点是所有元素中最小的。

再细看看，发现左图每个结点都比它的左右孩子要大，右图每个结点都比宫的左右孩

子要小。这就是我们要讲的堆结构。

堆是具有下列性质的完全二叉树:每个结点的值都大于或等于其左右孩子结点的

值，称为大顶堆 (例如图 9平2 左图所示) ; 或者每个结点的值都小于或等于其左右孩

子结点的值，称为小顶堆(例如图 9平2 右图所示)。

这里需要注意从堆的定义可知，根结点一定是堆中所有结点最大(小)者。较大

(小)的结点靠近根结点(但也不绝对，比如右图/J、顶堆中 60 、 40 均IJ、于 70，但它

们并没有 70 靠近根结点)。

如果按照层序遍历的方式给结点从 1 开始编号，则结点之间满足如下关系 :

'或 t飞 11 1 :运i 司-(以 (kd|
k/ ;三 kU+' -l k/~ k2i+1 L 

这里为什么 i 要小子等于ln/2J呢?相信大家可能都忘记了二叉树的性质 526，其实

忘记也不奇怪，这个性质在我们讲究之后，就再也没有提到过它。可以说，这个性质

仿佛就是在为堆准备的。性质 5 的第一条就说一棵完全二叉树，如果 i=l，则结点 i

是二叉树的根，无双亲 i 如果 i>l ， 则其双亲是结点li/2J 0 那么对于有 n 个结点的二

叉树而言，它的 i 值自然就是小于等于Iln/2J 了.性质 5 的第二、三条，也是在说明

下标 i 与 2i 和 2i吐 的双亲子女关系。 如果完全忘记的同学不妨去复习一下。

如果将图 9-7-2 的大顶堆和小顶堆用层序遍历存人数组，则一定满足上面的关系

表达，如图 9平3 所示。

i主26: 1f-JL本书 66节.
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下标 O 123456789 

大顶堆| 1 90 1 70 1 叫叫 10 140 150 130 1 20 1 

、!去k21(同/二/
kj~k2i+ l(i=4) 

下标 O J 23 4567 g 9 

小顶堆| 110 120 1 叫叫叫 90 180 160 140 1 

、1运k也(i，"，3)/I' / 

民运k创刊(i=3)

图 9-7-3

我们现在讲这个堆结构，其目的就是为了堆排序用的。

9.7.1 堆排序算法

堆排序 (Heap 80忱) 就是利用堆(假设利用大顶堆)进行排序的方法。它的基本

思想是， 将待排序的序列构造成一个大顶堆。此时，整个序列的最大值就是堆顶的根

结点。将官移走(其实就是将其与堆数组的末尾元素交换，此时末尾元素就是最大

值) .然后将剩余的 n- 1 个序列重新构造成一个堆，这样就刽寻到 n 个元素中的次小

值。如此反复执行， 便能得到一个有序序列了 。

例如图 9-7-4 所示，图①是一个大顶堆， 90 为最大值，将 90 与 20 (末尾元素)

互换，如图②所示，此时 90 就成了整个堆序列的最后一个元素，将 20 经过调整，使

得除 90 以外的结点继续满足大顶堆定义(所有结点都大于等于其子孩子)，见图③，

然后再考虑将 30 与 80 互换……

倒① 回②
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9⑨ 

因③

图 9-7-4

相信大家有些明白堆排序的基本思想了，不过要实现包还需要解决两个问题:

1. 如何由一个无序序列构建成一个堆?

2 . 如果在输出堆顶元素后，调整剩余元素成为一个新的堆?

要解释清楚官们，让我们来看代码。

/"对顺序"'L 进行堆排序时

1 yôid l:IeapSbrt (SqLi盹飞)

2 

3 int i; 

4 for (i-L->lenqth/2 ;i>O; i-- 1 /*把 L 中的 r 构建成--t欠顶堆 *1

5 HeapAdj us t. (L, i , L→l.eng由) ; 

6 'for ( i..L->length;扮1; -1-- ) 

7 

8 swap (L，工 ， i) ; I命将难负记录和当前未经排序子序列的最后-个记录交换V

9 比 HeapAd:jl且st. (L, 1 , i-1); /*将 L→r[1. .i-1]，重新调'在为4太顶堆 t/

10 

11) 

从代码中也可以看出，整个排序过程分为两个 for 循环。第-个循环要完成的就

是将现在的待排序序列构建成一个大顶堆。第二个循环要完成的就是逐步将每个最大

值的根结点与末尾元素交换，并且再调整其成为大顶堆。

假设我们要排序的序列是{50，10，90.30.70，40.80，60，20}27 ，那么 L.lengtb=9 ，第一

个 for 循环，代码第 4 行 ， j 是从 L9/2J=4 开始， 4→3→2-1 的变量变化。为什么不

注目:这里把每个It字束以 10. 是为7与下栋的个位It.字进行区分.因为我in~且讲解中.会大量的提牵j数组下粹的数

字"
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是从J 到 9 或者从 9 到 1，而是从 4 到 1 呢?其实我们看了图 9.7.5 就明白了，它们

都有什么规律?官们都是有孩子的结点。注意灰色结点的下标编号就是 1、 2、 3 、 4。

图 9-7-5

我们所谓的将待排序的序列构建成为一个大顶堆，其实就是从下往上、从右到

左，将每个非终端结点(非叶结点)当作根结点，将其和其子树调整成大顶堆。 i 的 4

→3→2→1 的变量变化，其实也就是 30 ， 90 , 10、 SO 的结点调整过程。

既然已经弄清楚 i 的变化是在调整哪些元素了，现在我们来看关键的 HeapAdjust

(堆调整)函数是如何实现的。

400 

户已知 L→r[s. .m] 中记录的关键字除 L->x (s)之外均满足榕的定义叮

/*本幽4t调，. L->X ls] 的关键字. 1史 L-'>r [s. .m) 成为一个大顶难 ，， /

1 VQid HeapAdj \lJõt (SqList 吨， int $, int m) 

2 

3 int temp', j; 

4 temp=L->r[s); 

5 

6 

fOJ: Cj-2飞;j<=m;j *""2 ) /*一 沿关键字较大的孩子给点向下筛选*/

7 if (j句&& L->r(j) <L• r[j+l]) 

a ++:í; /* j 为关键字中被大的记录的下标归/

9 if ( temp>-L->r [j] ) 

10 break; / * rc 应输入在位置 s 土*/

1~ L->r[s)-L->r[j); 

12 s~j; 

13 

L->r (s] -temp ; 1* 输入 '*/

1. 函数被第一次调用时. s=4 , m=9. 传入的 SqList 参数的值为

length坤，r[10]={0，SO，10，90， 30.70，40，80，60，20} 。
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2. 第 4 行，将 L.r[s]=L.r[4]=30 赋值给 temp ， 如图 9-7-6 所示。

80 

下标 。

| λ1 50 1 10 1 90 1 30 1 四 1 40 1 叫 60 1 20 1
回 9-7-6

3. 第 5-13 行，循环遍历其结点的孩子。这里 j 变量为什么是从 2、 开始呢?又

为什么是 户=2 递增呢?原因还是二叉树的性质 5，因为我们这棵是完全二叉

树，当前结点序号是 S，其左孩子的序号一定是 2s，右孩子的序号一定是

2s吐，它们的孩子当然也是以 2 的位数序号增加，因此 j 变量才是这样循环。

4 . 第 7 - 8 行，此时 j=2叫=8 ， j<m 说明它不是最后一个结点，如果

L.r[j]<L.r[j+刀 ，则说明左孩子小于右孩子。我们的目的是要找到较大值 ， 当

然需要让 j+l 以便变成指向右孩子的下标。当前 30 的左右孩子是 60 和

20，并不满足此条件，因此 j 还是 80

5. 第 9~10 行， temp=30 , L.r[j]=60，并不满足条件-

6 . 第 11-12 行，将 60 赋值给 L.r例，并令 s=j=8。也就是说，当前算出，以 30

为根结点的子二叉树，当前最大值是 60，在第 8 的位置。注意此时 L.r[4]和

L.r[町的值均为 60 0

7 . 再循环因为 j=2*j=16 ， m=9 , j>m，因此跳出循环。

8 . 第 14 行，将 temp=30 赋值给 L.r[s]=L.r[町 ， 完成 30 与 6Q 的交换工作。如图

9-7-7 所示。本次函数调用完成。
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402 

下标 。 1 23456789 

Eι50 I 10 I 90 I 30 I 70 I 40 I 80 I 60 I 20 

8 
30 

下标 o 1 23456789 

~川 901 60 1 70 1 ω180 1 30 1 20 

因 9-7-7

9. 再次调用 HeapAdjust，此时 s=3 ， m斗。第 4 行， temp=L.r[3]=90，第 7-8

行，由于 40<80 得到 j吐=2气+1=7 0 9 ~ 10 行，由于 90>80，因此退出循

环，最终本次调用，整个序列未发什么改变。

10. 再次调用 HeapAdjust，此时 s=2 . m=9 。 第 4 行， temp=L.r[2]=10，第 7-8

行， 60<70，使得 j=S。 最终本次调用使得 10 与 70 进行了互换，如图 9平8

所示。

8 
30 

下标 。

l_j 50 I 叫叫叫叫ω|叫叫 20 I 
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下标 0 123456789 

圄 50 I 70 I 90 1 60 1 川州 80130 120 

图 9-7-8

11 . 再次调用 HeapAdjust，此时 s=l ， m=9。第 4 行， temp=L叫1]=50 ，第 7~8

行， 70<90，使得 j=3 . 第 11~12 行， L.r[l]被赋值了 90，并且 s=3，再循

环，由于 2j=6 并未大于 m，因此再次执行循环体，使得 L.r[3]被赋值了 80 ，

完成循环后， L.[7]被赋值为 50，最终本次调用使得 50、 90 、 80 进行了轮

换，如图 9-7-9 所示。

下标 。 123456789 

圈 50 1 70 1 90 1 60 1 川 40 1 80 I 30 I 20 

下标 0 123456789 

圈 90 1 70 1 80 1 60 1 川 40 I 创 301 却

回 9-7-9

到此为止，我们构建大顶堆的过程算是完成了，也就是 HeåpSort 函数的第 4-5
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行循环执行完毕，或许是有点复杂，如果不明白 ， 多试着模拟计算机执行的方式走几

遍，应该就可以理解其原理。

接下来 HeapSort 函数的第 6-11 行就是正式的排序过程，由于有了前面的充分

准备，其实这个排序就比较轻松了。下面是这部分代码。

6 王。r ( i=L-> length; i >.1; i--) 

7 

8 swap(L， 1 ， i) ; / * 将雄顶记录和当前未经排序子!f-列的最后一个记录交换*/

9 Heapλdj u:st ( L , 1 ，立-1 ) ; I化将L-:>主[1. . 1-1 ) 重新调整为大顶堆*/

10 } 

1. 当 i=9 时，第 8 行，交换 20 与 90，第 9 行，将当前的根结点 20 进行大顶堆

的调整，调整过程和刚才流程一样，找到它左右子结点的较大值，互换，再找

到其子结点的较大值互换。此时序列变为{80，70，SO，60，10 ，40，20，30，90} ，如图

9-7-10 所示。

9⑨ 

图 9-7-10

2. 当 i=B 时，交换 30 与 80，并将 30 与 70 交换，再与 60 交换，此时序列变为

{70,60,SO,30,10,40,20,80,90} ，如图 9平11 所示。

AU 
A
『

，
。

8⑨ 9⑨ 

图 9-7-11
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3 . 后面的变化完全类似，不解释，只看图 (图 9平12)8

@ 9⑨ @ 9⑨ 

40 

@ 7③ 

@ 9⑨ @ 

~@ 

@ ~⑨ 
@~⑨ 

@ 7⑨ 

m 9-7-12 

最终就得到一个完全有序的序列了。

9 .7 .2 堆排序复杂度分析

@ 
4⑨ 5⑨ 

@~⑨ 

堆排序的效率到底有多高呢?我们来分析一下.

包的运行时间主要是消辑在初始构建堆和在重建堆时的反复筛选上。

@ 
6@7③ 

在构建堆的过程中，因为我们是完全二叉树从最下层最右边的非终端结点开始构
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建，将它与其孩子进行比较和若有必要的互换，对于每个非终端结点来说，其实最多

进行两次比较和互换操作，因此整个构建堆的时间复杂度为 O(吟。

在正式排序时，第 i 次取堆顶记录重建堆需要用 O(bgl)的时间(完全二叉树的某

个结点到根结点的距离为 L Iog2i J + 1) ，并且需要取 n-1 次堆顶记录，因此，重建堆

的时间复杂度为 O(nlogn) 。

所以总体来说，堆排序的时间复杂度为 O(nlogn)。由于堆排序对原始记录的排序

状态并不敏感，因此它无论是最好、最坏和平均时间复杂度均为 o(nlogn)。这在性能

上显然要远远好过于冒泡、简单选择、 直接插入的 O(n2)的时间复杂度了。

空阔复杂度上p 它只有一个用来交换的暂存单元 ， 也非常的不错。/f可过由于记录

的比较与交换是跳跃式进行，因此堆排序也是一种不稳定的排序方法。

另外，由于初始掏建堆所需的比较次数较多，因此，它并不适合待排序序列个数

较少的情况o 28 

9.8 归并排序

前面我们讲了堆排序，因为它用到了完全二叉树，充分利用了完全二叉树的深度

是LIog2nJ吐 的特性，所以效率比较高。不过堆结构的设计本身是比较复杂的，老实

说，能想出这样的结构就挺不容易 ， 有没有更直接简单的办法利用完全二叉树来排序

呢?当然有。

先来举一个例子。你们知道高考一本、 二本、专科分数线是如何划分出来的吗?

简单地说，如果各高校本科专业在某省高三理科学生中计划招收 1 万名，那么将

全省参加高考的理科学生分数倒排序，第 1 万名的总分数就是当年本科生的分数线

(现实可能会比这复杂，这里简化之)。也就是说，即使你是你们班级第一、 甚至年级

第一名，如果你没有上分数线，则说明你的成绩排不到全省前 1 万名，你也就基本失

去了当年上本科的机会了。

换句话说，所谓的全省排名，其实也就是每个市、每个县、每个学校、每个班级

的排名合并后再排名得到的。注意我这里用到了合并一词。

我们要比较两个学生的成绩高低是很容易的，比如甲比乙分数低，丙比丁分数

注目:关于雄排序算法是详细讲解. 请参考《算法导伦》 第二部分第古章"堆排序"的内容。
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低。那么我们也就可以很容易得到甲乙丙丁合并后的成绩排名，同样的，戊己庚辛

的排名也容易得到，由于他们两组分别有序了 ， 把他们八个学生成绩合并有序也是

很容易做到的了，继续下去……最终完成全省学生的成绩排名，此时高考状元也就诞

生了。

为了更清晰地说清楚这里的思想，大家来看图 9-8-1 所示，我们将本是无序的数

组序列{16几13，10凡1S，3，2，S，8，12，1 ，11，4，6， 14} ，通过两两合并排序后再合井，最终获

得了一个有序的数组。注意仔细观察官的形状，你会发现 ， 它像极了一棵倒置的完全

二叉树，通常涉及到完全二叉树结构的排序算法，效率一般都不低的一一这就是我们

要讲的归并排序法。

图 9-8- 1

9 .8 .丁归并排序算法

归井n 一词的中文含义就是合并、并入的意思，而在数据结构中的定义是将两个

或两个以上的有序表组合成一个新的有序衰。

归并排序 (Merging Sort) 就是利用归并的思想实现的排序方法。色的原理是假

设初始序列含有 n 个记录， 则可以看成是 n 个有序的子序列，每个子序列的长度为

1，然后两两归并，得到rnf21 <rxl表示不小于 x 的最小整数)个长度为 Z 或 1 的有

序子序列;再两两归并，……，如此重复， 直至得到一个长度为 n 的有序序列为止，

这种排序方法称为 2 路归并排序。 29

好了，有了对归并排序的初步认识后，我们来看代码。

/* 对顺序表 L 作归并排序*/

注目:本书只介绍2~归并排序.
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voiç! MergeSort (SqList *L) 

MSort (L->r ， L->r:，~， L->le呵th) ; 

一句代码，别奇怪，它只是调用了另一个函数而已。为了与前面的排序算法统

一，我们用了同样的参数定义 SqList 气，由于我们要讲解的归并排序实现需要用到递

归调用"，因此我们外封装了一个函数。假设现在要对数组

{50，10，90，30，70.40，BO，60 ，20}进行排序， L.length坤，我现来看看 MSort 的实现。

/* 将 SR[s. . t] 归并排序为 TR1 [s. . t] ... / 

1 void MSort (int SR[ J, in't TR1 [J, int s , int t) 

2 

3 i.nt m; 

4 int TRZ [MAXSIZE+1]; 

5 if (s"""'t) 

6 TR1[s)=SR [s ] ; 

7 else 

8 

9 m= (s+t) /2; 户将 SR ( S . .. t] 乎分为 SR [ s . .m] 和 SR[m+1. . t] 忖

10 MSo.t (Sft, TR2 ，旱， m); 1*i!~'3将 SR{s. .mJ 归并为有序的 TR2'(s..ml*/

11 MSort(SR， TR2 ， m吨， t ) ; /*逆归将 SR[m+1. . t ] 归并为有序 TR2 [m+l. .叫 V

12 Merge(TR2 ， TR1 ， s ， m，的;/*将~2 [,5 . .ml 和 TR2 [m+l. . t ] * / 

13 

14 ) 

户归并到 Tru [5 .. tJ -* / 

1. MSort 被调用肘， SR 与 TR1 都是{50，10，90，30，70，40，BO，60，20} ， s=1 , t=9，最

终我们的目的就是要将 TR1 中的数组排好顺序。

2. 第 5 行，显然 s 不等于 t，执行第 8~13 行语句块。

3. 第 9 行， m= (1+9 ) /2=5 . m 就是序列的正中间下标。

4 . 此时第 10 行，调用 "MSort (罚，TR2，l，5 ) ;" 的目标就是将数组 SR 中的第

1~5 的关键字归并到有序的 TR2 (调用前 TR2 为空数组) ，第 11 行，调用

UMSort (SR，TR2爪的;" 的目标就是将数组 SR 中的第 6-9 的关键字归并到

有序的 TR2。也就是说，在调用这两句代码之前，代码已经准备将数组分成了

泣如:也可以不用逊归实现.后面有提瓜。
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两组了，如固 9-8-2 所示，

下标 I 2 

SR 

TR2 

图 9-8-2

5 . 第 12 行，函数 Merge 的代码细节一会再讲，调用 "Merge (TR2.TR1.l,5. 

的产的目标其实就是将第 10 和 11 行代码获得的数组 TR2 (注意它是下标

为 1-5 和 6-9 的关键字分别有序) !自并为 TR1 ，此时相当于整个排序就已

经完成了，如图 9-8-3 所示。

下标

TR2 

TRl 

图 9-8-3

6. 再来看第 10 行递归调用进去后， 5"'1 , t: 5 , m: (1+5) /2=3。此时相当于将

5 个记录拆分为三个和两个。继续递归进去，直到细分为一个记录填入 TR2 ，

此时 s 与 t 相等，递归返回，如图 9-8-4 的左图所示。每次递归返回后都会执

行当前递归函数的第 12 行，将 TR2 归并到 TR1 中，如回 9-8-4 的右图所

示，最终使得当前序列有序。

图 9-8-4

7 . 同样的第 11 行也是类似方式，如图 9-8-5 所示。
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因 9-8-5

8 . 此时也就是刚才所讲的最后一次执行第 12 行代码，将{10，30，50，70, 90}与

{20，40，60.80}归并为最终有序的序列。

可以说，如果对递归函数的运行方式理解比较透的话， MSort 函数还是很好理解

的。我们来看看整个数据变换示意图，如图 9-8-6 所示。

410 

2345678 

自 9-8-6

现在我们来看看 Merge 函数的代码是如何实现的。

1 * 将有序的 SR[ i. .m1 和 $R [m+l. .0] 归并为有序的 T.R[i. .n] *1 

~ void Merg:e (int SR [J, int TR[ 1, i 'n t 1 , in<t m, int n ) 

2 

3 intj , k. l ; 
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4 for (j=m吐，k=i;i<'咽 " 主<=n; k++) 户将 SR 中妃，象由小到大归并入 TR * / 

S 

6 if (SR[i)<SR[jJ) 

7 TR[kJ=SR[i++~; 

8 e1se 

9 TR[k)~SR [ j++J ; 

10 
11 i f (i<=m) 

12 

13 for (1=0,; 1<咽-i; 1++) 

、
‘
，
，

n = <.
、J

r
、铲

-

0L 

a
q
ζ
-
u
r
o
 

---
TR(k+l J=SR{i+l]; /*将一.1命的r SR[ i. .m] 主制到 TR ,,/ 

17 

18 

19 

20 

21 ) 

for (l=O;l<-n-j ;l++) 

TR[k~rJ=SR(j+l); /*将剩命的 SR[j. .n] 复制Jll 'l'R时

1. 假设我们此时调用的 Merge 就是将{10，30，SO，70，90}与{20.40，60.80}归并为最

终有序的序列，因此数组 SR 为{10，30，SO.70.90，20.40，60.80} ， i=l , m=5 , 

0=9 0 

2 . 第 4 行， for 循环， j 囱 m+1=6 开始到 9 ， i 由 1 开始到 5 ， k 由 1 开始每次加

1 , k 值用于目标数组 TR 的下标。

3. 第 6 行， SR[i]=SR[l]=10 , SR[j)= SR[6]=20 , SR[i] <SR[j] ，执行第 7 行，

TR[k]=TR[l]=10，并且 i++ 。 如图 9-8-7 所示。

下标

SR 

囚
+叫

00 9-8-7 

4 . 再次循环， k忡得到 k=2 ， SR[i]=SR[2]=30 , SR[j]= SR[6)=20 , SR[i)>SR[j]，执
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412 

行第 9 行 ， TR问=TR[2]=20，并且 j++，如图 9-8-8 所示。

下标

SR 

TR 国 10 120 1 

图 9-8-8

S. 再次循环， k+叫导到 k=3 ， SR[i]=SR[2]=30 , SR[j]= SR[η=40 ， SR[i] <SR(j] ，执

行第 7 行， TR[k]=TR[3]=30 ， 并且 i++，如圈 9-8-9 所示。

下标

SR 

TR 跚 10 120 130 I 

图 9-8-9

6. 接下来完全相同的操作，一直到 j++后， j=10，大于 9 退出循环，如图 9-8-10

所示。

下标

SR 

TR 圄叫 20 1 叫叫叫 ω 1 70 1 80

图 9-8-10

7. 第1l~20 行的代码，其实就将归并剩下的数组数据，移动到 TR 的后面。当

前 k=9 ， i=m=S，执行第 13~20 行代码， for 循环 1=0 ， TR[k+I]=SR[ i+I]=90 , 

大功告成。
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就这样，我们的归并排序就算是完成了一次排序工作，怎么样，和堆排序比，是

不是要简单一些呢?

9.8.2 归并排序复杂度分析

我们来分析一下归并排序的时间复杂度， 一趟归并需要将 SR[l] -SR[n]中相邻的

长度为 h 的有序序列进行两两归并。并将结果放到 TR1[1]-TR1[n]中，这需要将待排

序序列中的所有记录扫描一遍，因此耗费 O(n)时间，而自完全二叉树的深度可知，整

个归并排序需要进行rlogzn1次，因此，总的时间复杂度为 O(nlogn) ， 而且这是妇并排

序算法中最好、最坏、平均的时阅性能 。

由于归并排序在归并过程中需要与原始记录序列同样数量的存储空间存放归并结

果以及递归时深度为 Iog2n 的横空间，因此空间复杂度为 O(附Iogn) 。

另外，对代码进行仔细研究，发现 Merge 函数中有 if (SR[i]<SR[j])语句，这就说

明它需要两两比较，不存在跳跃，因此用并排序是一种稳定的排序算法。

也就是说，归并排序是一种比较占用内存，但却效率高且稳定的算法。

9.8.3 非递归实现归并排序

我们常说，"没有最好，只有更好J 归并排序大量'引用了递归，尽管在代码上比

较清晰，容易理解，但这会造成时间和空间上的性能损耗。我们排序追求的就是效

率，有没有可能将递归转化成迭代呢?结论当然是可以的，而且改动之后，性能上进

一步提高了，来看代码。

/食对顺序_"L作归并非遥归排序 V

1 void MergeSort2 (SqList *L) 

-:3 int* TR- (int* ) ma110c (L->leng出.süeof (int) ) : 1 * 申请额外空间V

4 int k-1: 

S while ( k<L• length) 

6 

7 Mergepass (L->r , TR, k , L:->length) : 

8 k~主黄 k: /*子序列长度加倍也/

9. Mergepass (虫I L-河， k,L->lengtl)) : 

10 k-2*k: 尸子Jt-J'] 长成加倍"'/

H 
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1. 程序开始执行，数组 L 为{50，10，90，30，70，40，80，60，20} ， 1L.length=9 o 

2. 第 3 行，我们事先申请了额外的数组内存空间，用来存放归并结果。

3 . 第 5-11 行，是一个 whi险 循环，目的是不断地归并有序序列。 注意 k 值的变

化，第 8 行与第 10 行，在不断循环中，包将由 1→2→4→8→16，跳出循

环。

4 . 第 7 行，此时 k=1 ， Mergepass 函数将原来的无序数组两两归井入 TR (此函

数代码稍后再讲) ，如图 9-8-11 所示。

I 90 I I 30 I I 70 I I 40 I I 80 I I 60 I I 20 I 

二~ .二，

I 30 I 90 I I 40 I 70 I I 60 I 80 I I 20 I 

回 9-8- LJ

5 . 第 8 行， k=2。

6 . 第 9 行， MergePass 函数将 TR 中已经两两归并的有序序列再次归并因数组 L.r

中，如圄 9-8-12 所示。

回 9-8-12

7. 第 10 行， k=4，因为 k<9 . 所以继续循环，再次归并，最终执行完第 7- 10

行， k=16，结束循环，完成排序工作，如图 9-8-13 所示。

阁 9-8- 1 3
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从代码中，我们能够感受到，非递归的迭代做法更加直截了当，从最小的序列开

始归井直至完成。不需要像归井的递归算法一样，需要先拆分递归 ， 再归井退出递

归。

现在我们来看 MergePass 代码是如何实现的 。

/ 1> -1守 SR[ ] 中和你长度为 s 的子序11) 雨雨归并剑'TR ! ] * / 

1 voi d Mergel?ass (int. SR口 ， in.t TR [ ] , int 'S t 主nt n ) 

2 

3 int i =1; 

4 i nt j; 

5 while (i <- 0-2*5+1) 

6 

7 Mer ge ( SR, TR, i , i +s - l , i+2 忖，..1) ; /情 两两归并*/

8 主-i+2舍s;

9 

10 if ( i<n-s吐) /*归并最后两个序列 v

11 Mer ge ( SR, TR, i , i+9- 1 , n) ; 

12 eLse /舍去#最后只剩下单个子序列*/

1 3 for (j -i.; j <- n; j ++ ) 

14 T.R[j] = SR[j) ; 

1 5 } 

1. 程序执行。我们第一次调用 "MergePass ( L.口R儿L.length) ;" ， 比时 L.r 是初

始无序状态， TR 为新申请的空数组， k= 1 , L.length斗。

2 . 第 S~9 行，循环的目的就两两归并，因 s=l ， n一 2 X s+ 1=8 ， 为什么循环 i

从 1 到 8，而不是 9 呢?就是因为两两归井，最终 9 条记录定会剩下来，无

法归并。

3 . 第 7 行， Merge 函数我们前面已经详细讲过， 此时 i=l ， i十s-l=l ， i + 2 x s 

-1=2。也就是说，我们将 SR (即 L.r) 中的第一个和第二个记录归并到 TR

中 ， 然后第 8 行， í=i+ 2 X s=3，再循环，我们就是将第三个和第四个记录归

并到 TR 中， 一直到第七和第八个记录完成归并，如图 9-8-14 所示。
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:EEEE EE EZ 囚
图 9-8-14

4. 第 10~14 行 ， 主要是处理最后的尾数，第 11 行是说将最后剩下的多个记录

归井到 TR 中。不过由于 i=9 ， n-s+ 1=9，因此执行第 13-14 行，将 20 放

入到 TR 数组的最后，如图 9-8-15 所示。

下标 1 23456789 

SR I SO I I 10 I I 90 I I 30 I I 70 I I 40 I I 80 I I 60 I I 20 I 

TR I 10 I SO I I 30 I 90 I I 40 I 70 I I 60 I 80 I I 20 I 

图 9-8-15

5 . 再次调用 MergePass 时， s=2 ，第 5~9 行的循环，由第 8 行的 i=i+ 2 X s 可

知， 此时 i 就是以 4 为增量进行循环了，也就是说，是将两个有两个记录的有

序序列进行归并为四个记录的有序序列。 最终再将最后剩下的第九条记录

"20 " 插入 TR，如图 9-8-16 所示。

下标 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

SR 

TR 

图 9-8-16

6. 后面的类似，略。

非递归的迭代方法，避免了递归时深度为 bg20 的楼空间，空间只是用到申请归并

临时用的 TR 数组，因此空间复杂度为 O(吟，并且避免递归也在时间性能上有一定的

提升， 应该说，使用归并排序时，尽量考虑用非递归方法。 31

1主31 :关于归并排序算法是详细讲饵， 请参考 《算法导论》 第-部分第 2 拿 "算法入门"的2J.l 节..分治法" 的内容。
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9.9 快速排序

终于我们的高手要登场了，如果将来你工作后 ， 你的老板要让你写个排序算法，

而你会的算法中竟然没有快速排序，我想你还是不要声张，偷偷去把快速排序算法找

来敲进电脑，这样至少你不至于被大伙儿取笑。

事实上，不论是 C++ STL、 j问ava S臼DK 或者

源代码中都能找到它的某种实现版本@

快速排序算法最阜由图灵奖获得者 Tony Hoare 设计出来的，他在形式化方法理论

以及 ALGOL60 编程语言的发明中都有卓越的贡献，是上世纪最伟大的计算机科学家之

一. 而这快速排序算法只是他众多贡献中的一个小发明而已。

更牛的是，我们现在要学习的这个快速排序算法，被列为 20 世纪十大算法之一。

我们这些玩编程的人还有什么理由不去学习它呢?

希尔排序相当于直接插入排序的升级，官们同属于插入排序类，堆排序相当于简

单选择排序的升级，它们同属于选择排序类。而快速排序其实就是我们前面认为最慢

的冒泡排序的升级，它们都属于交换排序类。即官也是通过不断比较和移动交换来实

现排序的 ， 只不过宫的实现，增大了记景的比较和移动的距离 ， 将关键字较大的记录

从前面直接移动到后面，关键字较小的记录从后面直接移动到前面，从而减少了总的

比较次数和移动交换次数。

9 .9 . 1 快速排序算法

快速排序 (Quick Sort) 的基本思想是:通过一趟排序将待排记录分割成独立的

两部分，其中一部分记录的关键字均比另一部分记录的关键字小，则可分别对这两部

分记录继续进行排序，以达到整个序列有序的目的。

从字面上感觉不出它的好处来。假设现在要对数组{50.10萨90.30.70，40.80.60，20}进

行排序。我们通过代码的讲解采学习快速排序的精妙。

我们来看代码。

户对顺序表 L 作快速排序时

void QuickSort (SqList 舍L)

QSort ( L, 1 , L-> length) ; 
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又是一句代码，和归并排序一样，由于需要递归调用，因此我们外封装了一个函

数。现在我们来看 QSort 的实现。

1* 对顺序求 L 宁的子J何'l.L→x [low. . highJ作快速排，感 W

void QSort ( SqList 吨， int ~ow， int h igh) 

int pivot ; 

if (iow<high ) 

p i vot=Parti tio.n (L, low, higb) ; 户将 L->r [low. . high) 一分为二 • '*1 

1*算tI::枢轴{t pivot *1 

QSor t (L, low,pivot- l) ; 户对低子求退归排Jf. "1 

QSo r t (L , p ivot+l , h i gh) ; /食对#!子我i是归排，zt. 叫

从这里，你应该能理解前面代码 UQSort(L, 1, L-> Jength); >> 中 1 和 L->Jength 代码的

意思了，官就是当前待排序的序列最小下标值 DW 和最大下标值 bígh .

这一段代码的核心是..pivot=Partition(LJ:lw,hjgh); n 在执行宫之前， L.r 的数组值

为{50.10，90，30.70，40，80.60.20} . PartitioD 函数要做的，就是先选取当中的一个关键

字，比如选择第一个关键字 50，然后想尽办法将它放到一个位置，使得它左边的值都

比包小，右边的值比宫大，我们将这样的关键字称为枢轴 (pivot) 。

在经过 Par剧。0(L，l，9)的执行之后，数组变成{20，10，40，30.跑，70，80，60，90} ，并返

回值 5 给 pivot，数字 5 表明 50 放置在数组下标为 5 的位置。 此时， 计算机把原来的

数组变成了两个位于 50 左和右小数组{20，10，40，30}和{70，80，60，90}，而后的递归调用

吨Sort(L，1,5-1 );"和]"QSort(L，5+1, 9);"语旬，其实就是在对{20，10，40，30}和{70，80.60.90}

分别进行同样的 Partitioo 操作，直到顺序全部正确为止。

到了这里，应该说理解起来还不算困难。下面我们就来看看快速排序最关键的

Par创00 函数实现。
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1* 交换顺序*- L 中子求的记录. ~，史枢籍记录到位，并返回其所在位里 *1

1 * 此时在它之前 ( 后 ) 的记录均不大 ( 小 ) 于它。 食 /

1 lnt Partition (Sq L.1at *L, i nt low, l nt ,h igh) 

2 

3 int pivotkey; 
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4 

5 

6 

pi;votkey=L->T (low'] ; 
while (10日<hiqh)

/食 用于求的第F小记录作枢轴记录*/

/*从求的两棉交替向中间l扫描*/

7 while (low<high&&L->r (high] >""Pivotkey) 

8 high--; 
9 s wap (L, 1ow, high); 1* 将比枢轴记录小的记录交换到低端 * 1

10 while ( 10w<high晶晶L->r [low] <=pivotkey ) 

11 low~ ; 

12 swap (L, 1ow, high) ; 户 将比枢轴记录大的记录交换到高棉 *1

13 

14 retllrn 10w; 1* 返回枢轴所在位置 * 1

15 } 

1. 程序开始执行，此时 Iow=1 ， high=L.~Dgtb=9 0 第 4 行，我们将

L.r[low]=L.r[1]::.50 赋值给枢轴变量 pivotkey，如图 9牛1 所示。

下标 o 123 4 567 8 9 

pìvotkey=50 

因 9.9.1

2. 第 5-13 行为 whi坠 循环，目前 :Jow=1<rugh=9 ，执行内部语句 。

3. 第 7 行， L叫high]= L.r[9]=20 J> pivotkey=50 ，因此不执行第 8 行。

4. 第 9 行，交换 L.r[low]与 L.r[high)的值，使得 L.r[1]=20 ， L叫9]=50 。 为什么要

交攘，就是因为通过第 7 行的比较知道， L.r[high]是一个比 pivotkey=50 (即

L.r[low] ) 还要小的值，因此官应该交换到 50 的左侧，如图 9牛2 所示。

下标 01234567 

pivotk.ey=50 

图 9.9-2

5. 第 10 行 ， 当 L.r[hw]= L.r[1]=20 . pivotkey=50 , L.r协w叫]<p肘ivot仪ke叮y，因此第

11 行. Iow忡，此时 Iow=2。 继续循环. L.r[2]=10<50 , Iow忡，此时Iow=3 "

L.r[3]=90>50，退出循环。
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6 . 第 12 行，交换 L.r[bw]=L叫3]与 L.r[high]=L叫坷的值，使得 L.r[3] ::50 ，

L.r[9]=90。 此时相当于将一个比 50 大的值 90 交换到了 50 的右边。 注意此时

bw 已经指向了 3 ，如图 9-9-3 所示。

下标 。 2 3 4 

pivotkey=50 

图 9-9-3

7. 继续第 5 行，因为 bw=3<high坤，执行循环件。

8. 第 7 行，当 L叫higb]= L.r[9]=90 , pivotkey=50 , L叫high]>pivotkey，因此第 8

行， higb…，此时 high=8 。 继续循环， L.r[8]=60>50 , high…，此时 higb=7 。

L.r[7]=80>50 , bigh--，此时 bigb=6 . L.r[6]=40<50，退出循环。

9. 第 9 行 ，交换 L叫bw]=L.r[3]=50 与 L.r[high]=L.r[6]=40 的值，使得

L.r[3]=40 , L.r[句=50，如图 9-9-4 所示。

下标 。 2 3 456 

pivotkey=50 

图 9-9-4

10. 第 10 行，当 L.r[bw]= L.r[3]=40 , pivotkey=50 , L.r[k>w]<pivo饮町，因此第

11 行， low忡，此时 bw斗。 继续循环 L.r[4]=30<SO ， bw忡，此时 bw=5 。

L叫5]=70元0，退出循环。

11. 第 12 行，交换 L.r[bw]=L.r[S]=70 与 L.r[high]=L.r[6]=50 的值，使得

L.r[5]=50 , L.r[6]=70 ，如图 9-9-5 所示。

下标 。 2 3 456 7 8 9 

pivotkey=50 

图 9-9-5
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12 . 再次循环，因 k>w=5<higb功，执行循环体后 1 k>w=high=5，退出循环，如图
9牛6 所示。

下标 。 2 3 4 5 678 9 

pivotkey=50 

图 9-9-6

13 . 最后第 14 行，返回 k>w 的值 5。函数执行完成。接下来就是递归调用

" QSo民 (' L,1,S-1 ) ; " 和 II QSort ( 川+1，9 ) ;"语旬，对{20，10，40，30}和

{70，80，60 ，90}分别进行同样的 Partition 操作，直到顺序全部正确为止。 我们

就不再读示了。

通过这段代码的模拟，大家应该能够明白， Partition 函数，其实就是将选取的

pivotkey 不断交换，将比包小的换到它的左边，比宫大的换到它的右边，包也在交换

中不断更改自己的位置，直到完全满足这个要求为止。

9.9.2 快速排序复杂度分析

我们来分析一"T快速排序法的性能。快速排序的时间性能取决于快速排序递归的

深度，可以用递归树来描述递归算法的执行情况。如图 9-9-7 所示 ， 宫是{SO，10，90，30，

70，40，80，60，20}在快速排序过程中的递归过程。 由于我们的第一个关键字是 50 ，正好

是待排序的序列的中间值，因此递归树是平衡的，此时性能也比较好。

因 9-9-7

在最优情况下， Partition 每次都划分得很均匀，如果排序 n 个关键字，其递归树

的深度就为 l k>g2nJ+1 (LxJ表示不大子 x 的最大整数) ，即仅需递归 k>g2n 次，需要时

间为 T (n) 的话，第一次 P盯tiation 应该是需要对整个数组扫描一遍，做 n 次比较。

然后，获得的枢轴将数组一分为二，那么各自还需要 T (nj2) 的时间(注意是最好情
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况，所以平分两半) 。 于是不断地划分下去，我们就有了下面的不等式推断，

'1' (n) 运 2 '1' (nl♀) +n , '1' ( 1) =0 

'1' (n) 运 2 (2 '1' (n/4 ) +0/2) +n-4 '1' (n/4) +2n 

'1' (n) 运 4 (2T (0/8) +n/4 ) +2n胃8T (n/8) +3n 

T ( n) 运n'l' (1) + ( 1092n) x n= 0 ( n10gn) 

也就是说，在最优的情况下，快速排序算法的时间复杂度为 O(nbgn) 。

在最坏的情况下，待排序的序列为正序或者逆序，每次划分只得到一个比上一次

划分少)个记录的子序列，注意另一个为空。 如果递归树画出来，官就是一棵斜树。

此时需要执行 n-l 次递归调用，且第 i 次划分需要经过 n-j 次关键字的比较才能找

到第 i 个记录，也就是枢轴的位置 ， 因此比较次数为

艺 n(叫(n - i) = n - 1 + n - 2 … 1 =一一一，最终其时间复杂度为 O(n2) 。
2 

平均的情况，设枢轴的关键字应该在第 k 的位置 (l< k<时，那么:

T川=兰(T(k- l)+T(n一句}+ n =拉盯k)+n
,.. k- J 

由数学归纳法可证明，其数量级为 O(nbgn) 。

就空间复杂度来说，主要是递归造成的横空间的使用，最好情况，递归树的深度

为 bg2n，其空间复杂度也就为 O(bgn) ，最坏情况，需要进行 n-1 递归调用，其空间

复杂度为 O(叶，平均情况， 空间复杂度也为 O(bgn) 。

可惜的是 ， 由于关键字的比较和交换是跳跃进行的，因此，快速排序是一种不稳

定的排序方法。

9.9.3 快速排序优化

刚才讲的快速排序还是有不少可以改进的地方，我们来看一些优化的方案。

1. 优化选取枢轴

如果我们选取的 pivotkey 是处于整个序列的中间位置，那么我们可以将整个序列

分成小数集合和大数集合了。{旦注意，我刚才说的是"如果……是中间飞那么假如我

们选取的 pivotkey 不是中间数又如何呢? 比如我们前面讲冒泡和简单选择排序一直周

到的数组归，1 ，5，8，3几4，6，2}，由代码第 4 行 ttpivotkey=L->r[bw]; " 知道，我们应该选
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取 9 作为第一个枢轴 pivotkey o 此时，经过一轮 "pivot=Partition ( L,l , 9 ) 户 转换

后，它只是更换了 9 与 2 的位置，并且返回 9 给 pivot ， 整个系列并没有实质性的变

化，如图 9-9-8 所示。

下标 。 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 2 1 1 I 5 I 8 I 3 I 7 I 4 I 6 I 9 I 

pivotkey=9 lJhigh 

圈 9-9-8

就是说，代码第 4 行 "pivotkey=L->r[bw] ;" 变成了一个潜在的性能瓶颈。排序速

度的快慢取决于 L叫1]的关键字处在整个序列的位置， L.r[l]大小或者太大，都会影响

性能(比如第一例子中的 so 就是一个中间数，而第二例子的 9 就是一个相对整个序列

过大的数〕。 因为在现实中，待排序的系列极有可能是基本有序的，此时，总是固定选

取第一个关键宇(其实无论是固定选取哪一个位置的关键字)作为首个枢轴就变成了

极为不合理的作法。

改进办法，有人提出，应该随机获得一个 k>w 与 higb 之间的数 rnd，让它的关键

字 L叫rnd]与 L叫k>w]交换，此时就不容易出现这样的情况，这被称为随机选取枢轴

洁。应该说， 这在某种程度上，解决了对于基本有序的序列快速排序时的性能瓶颈。

不过，随机就有些撞大运的感觉，万一没撞成功，随机到了依然是很小或很大的关键

字怎么办呢?

再改进，于是就有了三数取中 (m甜甜·协three) 法。即取三个关键字先进行排

序，将中间数作为枢轴， 一般是取左端、右端和中间三个数， 也可以随机选取。 这样

至少这个中间数一定不会是最小或者最大的数，从概率来说，取三个数均为最小或最

大数的可能性是微乎其微的，因此中1可数位于较为中间的值的可能性就大大提高了 。

由于整个序列是无序状态，随机选取三个数和从左中右端取三个数其实是一回事，而

且随机数生成器本身还会带来时间上的开销，因此随机生成不予考虑。

我们来看看取左端、右端和中阁三个数的实现代码，在 Partition 函数代码的第 3

行与第 4 行之间增加这样一段代码。

3 i .nt pivotkey; 

int _ .. 10'胃+ ( hiqh - 10.) / 2; 户计算数组中间的元，素的宁串串*/

if ( L->r <lo.J>L->r[hiqh] ) 

..ap ( L, 10w , hi9h ) ; /*交换左编与;t;..祷，保证左血'较小时
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if ( L->r[.] >L->r [hi9h] ) 

__ p ( L ,hi9b ,. ) ; 

if ( L->r(ID]>L->r[low> )

awap ( L ,. , low ) ; 

/*交4庭中问与.i;... . 保证中间辘，J、 */

/*交4集中何与左梅...保证左绵串在小*/

/*此时 L . r[lo叫已经为整个序列左中右三个关键字的中间位。 */

4 pivotkey-L->r (lOw] ; /*用子求的第-个记录作枢轴记录 */

试想一下，我们对数组{9，1丘8.3几4.6.2} ，取左 9 、 中 3 、 右 2 来比较，使得

L.r[Jow]=3 ， 一定要比 9 和 2 来得更为合理。

三数取中对小数组来说有很大的概率选择到一个比较好的 pivotkey ， 但是对于非

常大的待排序的序列来说还是不足以保证能够选择出一个好的 pivot}(，町， 因此还有个

办法是所谓九数取中(median.of.nine ) ，宫先从数组中分三次取样，每次取三个

数， 三个样品各取出中散，然后从这三个中数当中再取出一个中数作为枢轴，显然这

就更加保证了取到的 pivotkey 是比较接近中间值的关键字。 有兴趣的同学可以自己去

实现一下代码，这里不再详述了。

2. 优化不必要的交换

观察图 9-9-1 -图 9牛6，我们发现， 50 这个关键字，其位置变化是 1→9→3→6

→5 ， 可其实宫的最终目标就是 5 ， 当中的交换其实是不需要的. 因此我们对 Partition

函数的代码再进行优化。

424 

/"快速4C~J事优化算法*/

int Partitionl (SqList 吨， int low , int high ) 

int pivotJtey; 

//这里省咯三.取中代码

pivotJtey事L->r[low];

L->r[O] -pivotk.y; 

while ( low<high ) 

/ 食 用于求的第一个记录作枢轴记录 */ . 

1 * 将根轴关键字备份到 L->r[O} * / 

/会 从求的两精交替向中间扫描 *1

while (low<high&&L->r [high ] >-pivotkey) 

bigh- -; 

L->r {low)-L- >r [bi9h> J 尸采用.~集而不是交换的方式远行操作 v

while ( low<high晶晶L->r [low] <=pivotkey) 

low++; 

L->r[bi9b>-L->r[low> ; /*采用替换而不是交换的方式进行操作 V



L->r[~ow]-L->r 【0] ;

return 10曰:

1 * 将根轴11.;值替换回 L . r [10w] 面/

户 返回粗份所在位置 *1

第 91院判H学

注意代码中加租部分的改变。我们事实将 pivotkey 备份到 L.r[O]中，然后在之前

是 swap 时， 只作替换的工作，最终当 Iow 与 high 会合，即找到了枢轴的位置时，再

将 L叫0]的数值赋值回 L叫Iow1。因为这当中少了多技交换数据的操作，在性能上又得

到了部分的提高。如图 9-9-9 所示。

(~主意这里L.r{O]=pivotkey;

下栋 。! I 

pivolkey=50 

下标

pivolkey=50 

ïìivotker-50 

4 5 6 7 8 9 

…·注意这里L.r[low]=L.r(O];

图 9-9.9

9 
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3. 优化小鼓组时的排序方案

对于一个数学科学家、博士生导师，他可以攻克世界性的难题，可以培养最优秀

的数学博士，但让他去教小学生 "1+1=2: " 的算术课程，那还真未必会比常年在小学

里耕耘的数学老师教得好。 换句话说，大材小用有时会变得反而不好用。 刚才我谈到

了对于非常大的数组的解决办法。 那么相反的情况，如果数组非常小，其实快速排序

反而不如直接插入排序来得更好(直接插入是简单排序中性能最好的)。其原因在于快

速排序用到了递归操作，在大量数据排序时，这点性能影响相对于它的整体算法优势

而言是可以忽略的，但如果数组只有几个记录需要排序时，这就成了一个大炮打蚊子

的大问题。 因此我们需要改进一下 QSort 函数。

fdefine MAX LENGTB 工NSERT -SORT 7 户数组长皮阀位*/

户对顺序*-L 中的子序，.) L . r[low . . hlgh]作快速排序 */

void QSort (SqList 品， int low , int hi叭)

int pivot; 

if ( ( bigh-low ) >蝇X_LDIG'1'B_I1tSBRT_SORT )

{户当 high-low 大于常数时用快这排序叮

pivot=Partit主on (L, low, M_gh); /*将 L. r [~ow. . high) 一分为二.舍/

/1t 并算出板轴4直pivot * / 

QSort (L, low ,pivot- l}; 什对低子求追归排序*/

QSort (L, pivot+l , high) ; 户对~子表造归剥~Jf */ 

else 户当 high-low 小子等于常数时用血接搞入排Jf忖

'In..rt8ort (. L ) ; 

我们增加了一个判断， 当 high-bw 不大于某个常数时(有资料认为 7 比较合适，

也有认为 50 更合理，实际应用可适当调整) ，就用直接插入排序，这样就能保证最大

化地利用两种排序的优势来完成排序工作。

4 . 优化递归操作

大家知道，递妇对性能是有一定影响的， QSort 函数在其尾部有两次递归操作。

如果待排序的序列划分极端不平衡，递归深度将趋近于 n，而不是平衡时的 bg2n ， 这

就不仅仅是速度快假的问题了 。 桔的大小是很有限的，每次递归调用都会耗费一定的

技空间，函数的参数越多，每次递归耗费的空间也越多。 因此如果能减少递归，将会

大大提高性能。
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于是我们对 QSort 实施尾递归优化.来看代码.

/*对顺序求L 中的子序列 L. r [low. . lligh] 作快i幸排)f " / 

void QSortlt (SqList *L, int 10\11, int. .hig~) 

int p.iv-ot; 

if ( (high- low) >MAX_LENGTH_INSERT_SORT) 

"hi~. (low<high) 

第 9)在凋~"

pivot-Partitionl (L, low, high); I凡.r[low. .highJ 一分为二， * / 

/*算出枢轴值pivot 忖

QSortl (L, low, P丰vot-l); ,‘ /* 对低子一，*-i是归排序 ·命/

low=pi vot+ 1 ; /*足足归金/

e1se 

l.nsertSort (L) ; 

当我们将 if 改成 while 后(几加粗代码部分) 1 因为第一次递归以后，变量 DW 就

没有用处了，所以可以将 pivot+l 赋值给 k>w ，再循环后，来一次 Partition

( L，k>w，hig时，其效果等同于 "QSort ( L,pivot+l,high) ;"。结果相同，但因采用迭代而

不是递归的方法可以缩减堆枝深度，从而提高了整体性能。

在现实的应用中，比如 C++ 、 java、 PHP、 C#、 VB、 JavaScript 等都有对快速排序

算法的实现32 ，实现方式上略有不同，但基本上都是在我们讲解的快速排序法基础上

的精神体现。

5. 了不起的排序算法

我{，'丁现在学边的排序算法，有按照实现方法分类命名的，如简单选择排序、直接

插入排序、归并排序，有按照其排序的方式类比现实世界命名的，比如冒泡排序、 堆

排序，还有用人名命名的，比如希尔排序。但是刚才我们讲的排序，却用"快速"来

命名，这也就意味着只要再有人找到更好的排序法，此"快速P 就会名不符实，不

过，至少今天， TonyHoare 发明的快速排序法经过多次的优化后，在整体性能上，依

雄气有兴趣可以想办法到两土7议阅读它们的源代码.
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然是排序算法王者，我们应该要好好研究并革握它. 33 

9.10 总结回顾

本章内容只是在讲排序 ， 我们需要对已经提到的各个排序算法进行对比来总结回

顾。

首先我们讲了排序的定义，并提到了排序的稳定性，排序稳定对于某些特殊需求

来说是至关重要的，因此在排序算法中，我们需要关注此算法的稳定性如何。

我们根据将排序记录是否全部被放置在内存中，将排序分为的排序与外排序两

种，外排序需要在内外存之间多次交换数据才能进行。我们本章主要讲的是内排序的

算法。

根据排序过程中借助的主要操作 ， 我们将内排序分为:插入排序、交换排序、选

择排序和归并排序四类。之后介绍的 7 种排序法，就分别是各种分类的代表算法。

排序

插入排序类 选择排序类 交换排序类
归并排
序类

直接插入 简单选择
希尔排序 堆排序 冒泡排序快速排序归并排序

排序 ' 排序

图 9-10-1

事实上，目前还没有十全十美的排序算法，有优点就会有缺点，即使是快速排序

法，也只是在整体性能上优越，官也存在排序不稳定、需要大量辅助空间、对少量

数据排序无优势等不足。因此我们就来从多个角度来剖析一下提到的各种排序的长

与短。

我们将 7 种算法的各种指标进行对比，如表 9-10-1 所示。

f直到2 关于快速排.Jf-算法量t:i手细讲解， 请参考《算法导论}第二部分第七章"快i矗排序"的内容。
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表 9-10币1

籍'方法 平绚情况 '.野情况 量坏情况 辅翩蜜" a定性

冒泡排序 O(n2
) 。(n) 。(n1) 。(1) 稳定

简单选择排序 O(n2
) 。(n2) 0(02

) 0(1) 稳定

直接抬入排序 o (n2
) O(n) 0(n2

) 0(1) 稳定

希尔41卡序 。(.ologn) - 0(02
) o (nl.3) 0(n2

) 0(1) 不稳定

雄排J于 o (nlogn) o (nl ogn) O(nl ogn) 0(1) 不稳定

归并排序 O(nlogn) o (n10gn) 。(nlogn) O(n) 稳定

快速排序 。(ologn) o (ol ogn) 。(n2) 0(10go) - O(n) 不稳定

从算法的简单性来看，我们将 7 种算法分为两类:

• 简单算法:冒油、简单选择、直接插入。

• 改进算法:希尔、堆、归并、快速。

从平均情况来看，显然最后 3 种改进算法要胜过希尔排序，并远远胜过前 3 种简

单算法。

从最好情况看，反而冒泡和直接插入排序要更胜一筹，也就是说，如果你的待排

序序列总是基本有序，反而不应该考虑 4 种复杂的改进算法。

从最坏情况看，堆排序与归并排序叉强过快速排序以及其他简单排序。

从这三组时间复杂度的数据对比中，我们可以得出这样一个认识。堆排序和归并

排序就像两个参加奥数考试的优等生，心理素质强，发挥稳定。而快速排序像是很情

绪化的天才，心情好时表现极佳，碰到较糟糕环境会变得差强人意。但是他们如果都

来比赛计算个位数的加减法，它们反而算不过成绩极普通的冒泡和直接插入。

从空间复杂度来说，归并排序强调要马跑得快，就得给马吃个饱。快速排序也有

相应的空间要求，反而堆排序等却都是少量索取，大量付出，对空间要求是 O(刀。如

果执行算法的软件所处的环境非常在乎内存使用量的多少时，选择归并排序和快速排

序就不是一个较好的决策了。

从稳定性来看，归并排序独占整头，我们前面也说过，对于非常在乎排序稳定性

的应用中，归并排#是个好算法。

从待排序记录的个数上来说，待排序的个数 n 越小，采用简单排序方法越合适。

反之， n 越大，采用改进排序方法越合适。这也就是我们为什么对快速排序优化时，

增加了一个阀值，低于阀值时换作直接插入排序的原因。

从表 9-10-1 的数据中，似乎简单选择排序在 3 种简单排序中'性能最差，其实也不
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完全是，比如，如果记录的关键字本身信息量比较大(例如，关键字都是数+位的费生

字) ，此时表明其占用存储空间很大，这样移动记录所花费的时间也就越多，我们给出

3 种简单排序算法的移动次数比较，如表 9-10-2 所示。

排序方法

冒泡排序

简单选择排序

立接插入排序

袭 9'-10-2

最革事情况

。(02)

O(n) 

O(n2
) 

你会发现，此时简单选择排序就变得非常有优势，原因也就在于，宫是通过大量

比较后选择明确记录进行移动，有的放矢。因此对于数据量不是很大而记录的关键字

信息最较大的排序要求，简单排序算法是占优的。另外，记景的关键字信息量大小对

那四个改进算法影响不大。

总之，从综合各项指标来说，经过优化的快逮排序是性能最好的排序算法，但是

不同的场合我们也应该考虑使用不同的算法来应对它。

9.11 结尾语

学完排序，你能够感受到，我们的算法研究者们都是在"似乎不可能n 的情况

下，逐步提高排序算法的性能的。在剩下的几分钟时间里，我们再来做一道智力题，

感受一下把不可能变为可能。

请问如何把图 9-11-1 中用四段直线一笔将这九个点连起来?

• • • 

• • • 

• • • 
囱 9-11- 1

大家举手很快，因为绝大多数同学应该都看过这道题目。没有做过题目的同学通

常十有八九会落入一个小小的陷阱，在九个点围成的框中打转转，然后发现至少要五
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段以丰的直线才能连戚。结果是，要找到答案，必须在思维上突破这九个点所围成的

框框的限制，如图 9-11-2 所示。

图 9-1 1 -2

如果智力题这就结束了，那就不考大家了。现在我的问题是如何做到三段直线一

笔将这九个点连起来?

此时，大家都在交头接耳，心里一定想着，"这怎么可能? "我来公布答案，那就

是用一条 "z" 字钱即可一笔连成。 也许，最快找出这个答案的是那些没有学过数学

的孩子。作为成人，我们已被另一些 u框框m 所框住大脑。那就是数学上有一条基本

公理 : 两条平行线永不相交。另外数学上有另一个基本假设 : 点没有大小。 可在现实

中任何一点都会有大小。突破这一限制，只要无限延长 "z" 字三段线，九点必可一

笔连。来看图 9-11-3 .

国 9-11 -3

有同学说，我图中的点比刚才的要大，这不特合题意。我想有这样想法的同学，

可能还是没有理解我想表达的意思，事实上，刚才的小黑点再小，它也是有大小的，

你可以想像三根直线足够长，色们就可以将这丸个点相连了。

别急，题目没完，我现在要求只用一条直线将这九点一笔连，如何做?
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显然，大家的思维已经被打开@我们可轻易找到答案 ， 因为只要再次突破几何学

中 "线没粗细n 的框框，用一条很粗的线，比如蘸了墨水的大刷子，画一条粗粗的直

线将九点全部包含其中R阿。

不是不可能用四段、 三段、 一段直统一笔连丸点，只是暂时还没有找到方法而

已。 现实生活中所有的发明创造都是建立在打破前人所认定的"框框'的思维定势基

础上的。这道智力题当然不是要挑战数学的权威，色只是在给我们启示<<所有的事情

都是可能的，只是我们暂时还没有找到方措而已。'

本章的结束， 其实也就是数据结构这门课的结束了。数据结构和算法，还有很多

内容我们并没有涉及。 要想真正掌握数据结构， 并把艺应用到工作申，你们的路还很

长。

我们生命中，矛盾和困惑往往一直伴随。很多同学来学习敏据结构，其实并不是

真的明白宫的重要性，通常只是因为学校开了这门课，而不得不来这里弄个 PASS，过

后，真到需要用时，却发现力不从心而追悔莫及。 比如图 9-11-4 所示，悲剧通常就是

这样产生的。 因此尽管现在是课程的最后，对于个别投有重视这门课的同学来说有些

晚了 ， 我还是想再亡羊补牢: 数据结构和算法对于程序员的职业人生来说，那就是两

个圆圈的交集部分i 用心去掌握宫，你的编程之路将会是坦途。

寝觉得应该攀习的知识

篱"幅幽知识

因 9-11-4

最后送大家电影 《当幸福来敲门》 中的一句话:

You got a dream,you gotla protect it. People can't do something tbemselves, they 
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wanna tell you you can't 也 it If you want something, go get it. Period (如果你有梦想

的话，就要去捍卫宫。当别人做不到的时候，他们就想要告诉你，你也不能。 如果你

想要些什么，就得去努力争取。就这样n

同学们，再见!
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关键词索引

因数据结构的相关概念、技术和思想等内容太过繁杂， 为 了方使读者迅速查找定位相关内容， 特提供

关键词索引 . 本索引接照字母顺序排序， 相关概念i远常提供概念之义的页码，其他，内容提供其所在的重点

页码， 注意重要内容页码可能不止一处.

| 叉
2-3-4 树 348 

_ r 

2-3 树 343 串的长度 125 

2 结点 343 次关键字 293 

3 结点 343 ·大 0 阶
·一- .一一

4 结点 34 8 大顶堆 397 
-一- 一一一一

._. --_----. 
AOE 网 278 单链表 57 

→→一一

AOV 网 271 倒排索引 312 
】.-一_.-...-

AVL 树 329 边{'!$斯特拉算法 25.9 

B+树 35 1 递归函数 103 
一 一 - - 一…一-

B树 350 顶点 214 
→一『

B树的阶 350 顶点的皮 217 
←←一一

KMP .lt: 135 顶点问路径 217 
二一

边 214 动态牵线表 295 

边集数组 236 堆积 362 
- - - ~→ 

层次 153 堆结构 397 
-一…一 一一

层序'遍历 177 堆排序 398 
" 『一

-- _--_.电- _. -
插值查找 302 队列 111 

-一一-一

查找 294 队头 111 
-圃…咽'圃_... ...-_" 

查找表 293 队尾 111 
- --- →←』

常数阶 30 对.阶 32 
-一- -二

冲突 356 多荔查找树 341 
~~-‘~丰田，

抽象数据类型 12 , 13 二叉链表 173 
- -一_.一

稠密索 ~1 307 二叉排序树 315 
‘-- - -_. - -- _- -_. 

稠l密图 216 二又树 164 
·唱，-圃，.咽'电~匮咽"咽-

出反 217 二叉树性质 169 
-、... ~-_.- -~"--

一----1" ---.- _ 
出捻 90 二次探测法 362 

一-一

除留余数法 359 二分查找 298 
-←「

自喜 124 非终精结点 152 



斐放那，理查找 302 道t械

分块索 ~I 309 静态查找褒 294 

分交给点 152 "态链袋 71 
'一-一一一

弗洛伊德算法 265 开放定址法 361 

高度 153 可读性 23 
一一一…

根结点 151 可行性 21 

公共溢出区 364 克鲁斯卡尔'事法 251 
一一

关键活动 279 空' 125 
一，_ --_ 一 - 飞一-

关键路径 279 空向复杂皮 36 
---•- 一-二 一一

关键字 293 空树 151 
且一- 一 -一- ~一一~~-

广lX优先 242 空桃 _89 
......,..; -..，.--'一 F 二一 ---ι- →一

归并排Jf 407 快速排序 417 
一一--- -一 「→

唱曲希.. 355 连通分. 220 
- - ...___" …………------，圃瞌~- 『←一-一一『

哈希函提t 355 主主通图 219 
一一一「 』一一一一 一一

孩子 152 链地址法 363 
一-一一→←. ·圃~ --_ -

孩子表示法 159 f连队列 117 
_-- --• -_-孩子凡弟表示法 162 链式存储结构 10 

唱- -唱-~---

函数的渐远罐长 27 , 29 t连梭 97 
__-.._.-"r盲 -ι4、-τ-

.夫曼编码 207 邻绩来 229 
-一一一一一?一二『

然失曼树 203 邻接点 217 
一一 -一-一二二 ι一

后进先出 89 邻接乡.袋 234 
一- J 一- - --一 一一

后序造历 176 邻接矩阵 224 
. 一一- --.. ←一一一

二

后缓表达式 105 路径长度 203 
一←

弧 214 逻统结构 7 
.~画画~一 -- ----田~ 一_- --..--- -----..一 一一

...---..::;-__ -• 

弧头 215 满二叉树 166 
----___.且」圃.-咽'咱也 F …_ 一一._.._ _- - 一一

弧尾 21 5 冒泡排Jf 379 
一一}干一 一一一-_ .....--.. .. 一一

环 218 模式匹配 132 
…圃，咽_'唱~町'…-~

回. 218 内部结点 152 
一

画圈~_ ... ----矗一 __.--- -

集合结构 内排序 377 
一.--且且~咽-四

_--咽- ___，..._周圃电--电..__--. 一一

记录 293 逆邻接袋 230 
~-……_ 

简单路径 218 排序 375 
…一一一一

简单回 215 事排序方法不稳定 376 

筒』事选择排序 384 排序方法槐定 376 

健壮位 23 平方阶 31 
---...... ------→一- -- -- - ~-- →一

结点 57 平方取中法 358 
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平衡因子 329 双亲 152 
一一…- 一 一一

平均时间复杂J1 36 双亲表示法 155 
- _τa‘------_ 卢-→.. _..,.__. 

普里缉算法 .247 双向链表 81 
'-←-一一 --一 一一"-_ _.--,,--

前序遍历 175 顺序查找 296 
-‘-量F…-….. ---一一-

前级编码 207 顺序存储结构 9 
』咽~----- 一一←一一二

强连通分量 220 算法 20 
- 一- ~一 -_寸-----... -----------------

强连通:留 220 9事法的度董方法 24 -_ --_._ •--- ---._-
权 216 算?聋的特性 21 

~宵---且正，-__1". 一.....-_--.-→- • 
确定性 2.] 随机数法 3'60 

咽.-唱唱喃自 ~『 ------- __._."宁二---

入度 217 随机探测法 362 
一一- … --~~~- 一一

三数取中 423 索 ~I 301 
.-一→二 一一一二. 一 - - 一一-

散列表 354 索引项 312 
--,- ._--- -...自'.-副矗』 一---一

一回~_.--、---…

散列西数 355 堂凡弟 153 
→--~ 一一-…

散列技术 355 同义词 356 
--..Io......o:.......___"... 

森林 153 头结点 57 
一一→一

咽-----"哩.- -
深度 153 头指针 57 

f一- -- -- - _".. 

深度优先 240 回 213 
一一 一- .一-

生成森林 221 囚的遍历 23& 
-且-- -_....._..._， ---,------- ~ ---- 1←一~-

生肪树 221 图形结构 7 
.-哩R一一 "--,, -电网'咽. - - ... ......~ 一一

十字链表 233 拓才|、排序 272 
一← _--……-- ... -_ ... →r一一

时向复杂度 29 拓扑序列 271 
E 一一一一 一一

事后统计方法 24 外排序 377 
一一一 一一

事前分析估算方法 25 完全二叉树 167 

枢轴 418 网 216 
-- ----------‘- 圄

- ..._. - -一~…
输入统模 25 Æ.:i是归 427 

一-~← ~一一←一

树 151 无向边 214 
…-国~ -_._ ........ ιa皿~.~ 一ι…一』 一→一

树的度 152 无向图 214 
'圃 '咱也._

-一一

树7后结构 无向完全图 215 
干一

数据 5; 无序树 153 
- .帽…~…· --."也-

数据对象 6 物理结构 9 
r 】E由』…‘-

数据结构 6. 4. 14 
…-一一

『一一→『

希尔排序 391 
一-→一

数据类型 II 稀疏图 216 

数据项 6 先进先出 111 

数据域 57 线索二叉树 1&& 
_..-x - - -

一E →一

数据元素 5 线索化 190' 
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I 
线索链表 189 

线性表 '43' 钱底 89 
____......-_. ..，r-哩"唱』回~_. .... --.... 哩....~- -【 ~-ι

线性表的链式存储结构 57 楼顶 89 

线性、袤的顺序存储结构
r一一二E二?

折半查找
-一-回『寸.....，..----ιa‘.-

47 去98
___，__一一'--二一_' L一

线性查找 296 折叠法 359 
一._-- 一一 一一

续性lSfl" 31 正确性 22 
一- - ~P ~ 

线性结构 7 直接插入排序 386 
~.一- ~~-、------ -----

线性探测法 362 直接定址法 "351 
一一一 一一_.且可户-~… 、-~一「

小顶堆 397 直接后继 43 
一-

~冒圄....-_-

章寄:树 直接前驱166 43 
一一

'町'且J牛 -=-唱~ -

兄弟 152 指针域 57 
←~ -← -.0.，一「】J

中序造历循环队列 11Q . 176 
--~ 二一…

循J1'、链表 78 中级袋达式 108 
一一一---一

，矗-也」…_.-

叶给点 r 152 终端结点 152 
一

一一二

有穷性 21 主关键字 293 
画矗__...-- ---τ- -、_ '、.-寸- -.、.----..--.........--.....--

有向边 2,15 子树 151 
p-- p咽---啕E哩E 冒 一旺--一 --一

有向树 211 子孙 152 
- - . ...一_ . - 一 -回一 -. 一节一气

有向图 215 子回 216 
一

.".. - ~一- - 一旦旦←~中一『

有向完全图 216 祖先 152 
『、国_or-- _ -- -- _"且A _..且且~~-且'唔-

有声F表牵线 298 最短路径 2'58 
二， -一…→

有序树 153 最坏时间复杂度 36 
- '[ 

再做列函数法 363 最小不平衡子树 '. 330 
飞- _. ，，，且 _..r _ __,__ _-. 

最小生成树 246 
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