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Uvod

Tato bakalarska prace si klade za cil vysvétleni zakladnich pojmii teorie kategorii.
Text je koncipovan tak, aby mohl poslouzit jako dopliitkovy studijni material k pred-
métu M7150 Teorie kategorii, ktery je vyucovan na Ustavu matematiky a statistiky.

Hlavni zdroje, z kterych jsem pfi psani ¢erpal, jsou [1], [2] a mé poznamky z pred-
nasek prof. RNDr. Jitiho Rosického, DrSc. k zminénému predmétu Teorie kategorii.
P1i volbé znaceni a vybéru vhodnych formulaci definic a vét jsem vychézel hlavné
z [1]. Z néj je také prevzata vétsina piikladd. Piiklady 3.6. 3) a 4.10. jsou z [2] a pfi
psani stru¢nych Zivotopisti na konci prace jsem Cerpal z [4].

Osnova prace vychazi ze zédkladni trojice pojmu - kategorie, funktor a pfirozena
transformace. Posledni kapitola je pak vénovana limitam. K porozumeéni textu po-
staci znalost zakladnich algebraickych pojmi.

Teorie kategorii je odvétvi abstraktni algebry, které se zabyva zkoumanim mate-
matickych struktur a vztahtt mezi nimi. Jeji zaklady polozili ve 40. letech minulého
stoleti Samuel Eilenberg a Saunders Mac Lane ve svych pracich, zabyvajicich se al-
gebraickou topologii.

Postupné se objevila fada aplikaci: v algebraické geometrii, logice, lingvistice,
teoretické informatice, filosofii a dalsich. Ukazalo se, Ze teorie kategorii je v jistém
smyslu univerzalni jazyk matematiky, podobné jako teorie mnozin. Diisledkem tohoto
sirokého uplatnéni teorie kategorii je také to, ze casto odhaluje zajimavé souvislosti
mezi riznymi obory nejen matematiky. Napiiklad spojitosti mezi algebrou a geometrii
nebo mezi teorii relativity a kvantovou fyzikou.



Kapitola 1

Kategorie

1.1 Kategorie

Definice 1.1. Kategorie K je tvorena tfidou objekti 0b(K) a tfidou morfismtt Hom(K),

kde pro libovolné dva objekty A, B je dana mnozina Hom(A, B) morfismi z A do

B. Tyto morfismy lze skladat tak, ze pro f,g € Hom(K), f: A— Bag: B — C

je déana kompozice go f : A — C, pficemz toto sklddani je asociativni. Déle pro

libovolny objekt A je dan identicky morfismus id, : A — A, pficemz plati:
idao f=f Vf:B— A

1.1
goida=g Vg: A— B. (1.1)

Priklad 1.2.

1) Set je kategorie, kterd ma objekty mnoziny a morfismy zobrazeni mezi mnozinami.
Skladani morfismii je klasické skladani zobrazeni, tj. kompozice f : A - Bag: B —
C' je zobrazeni go f : A — C| pro které plati

(90 f)(a) =g(f(a)) Vace A
A—1-p
N\
C
Toto skladani je, jak vime, asociativni, nebot Va € A plati
((hog)o f)la) =h(g(f(a))) = (ho(go [f))(a).

A-t-p

NI

CT>D

Déle pro kazdou mnozinu A existuje identické zobrazeni idy : A — A definované
takto:
ida(a) =a Va€ A,

7



1. Kategorie

které splnuje rovnosti 1.1. Tedy opravdu Set spliiuje vyse uvedenou definici kategorie.

Cela fada dalsich kategorii vznikne zizenim Set tak, Ze za objekty vezmeme spe-
cidlni mnoziny a za morfismy vezmeme zuzena zobrazeni. Tak dostaneme naptiklad
kategorii Setg, vSech kone¢nych mnozin a zobrazeni mezi nimi. Jinym prikladem
muze byt kategorie, kterd ma objekty mnoziny a morfismy injektivni zobrazeni. (Slo-
zeni dvou injektivnich zobrazeni je opét injektivni a identita je taktéz injektivni
zobrazeni.)

2) Dalsim béznym piikladem jsou kategorie, které maji objekty mnoziny se struktu-
rou a morfismy zobrazeni, ktera tuto strukturu zachovavaji.

Pos je kategorie usporadanych mnozin. Pfipomenme, ze usporddana mnozina je
mnozina s relaci <, ktera je reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. Roli morfismu
hraje izotonni zobrazeni, tj. zobrazeni m : A — B, které zachovava usporadani:

a<ad =m(a) <gpm(d) Va,d € A.

Co musi Pos splnovat, aby to byla kategorie? Musime ukazat, ze jestlize f : A — B
a g : B — C jsou izotonni zobrazeni, pak také go f : A — C je izotonni. To ale
ziejmé plati nebot

a<a' = f(a) < fla) = g(f(a)) < g(f(a) = (g0 f)(a) < (g0 f)(d).

Déle musime ovérit, ze ids : A — A je izotonni zobrazeni, coz lze jasné vidét z im-
plikace a < d = a < d'.

Kategorie Mon méa objekty monoidy a morfismy homomorfismy monoidi, tj.
zobrazeni tvaru h : M — N, kterd Vm,n € M splnuji:

h(m -pr n) = h(m) -x h(n)
h(1y) = 1n,

kde M, N jsou monoidy s operacemi -5, -; a 1 znac¢i jednotkovy prvek monoidu.

3) Rel je kategorie, kde objekty jsou mnoziny a morfismy jsou bindrni relace. Tzn.
morfismus f : A — B je podmnozina f C A x B. Identitou je relace identita

ida = {(a,a) e Ax Alaec A} CAXx A
apro RCAx BaS CB x (C definujeme kompozici S o R takto
(a,c) € SoR <= 3Fb: (a,b) € RA(b,c) € S.

4) Preduspotfadana mnozina je mnozina P spolu s relaci <, ktera je reflexivni a tran-
zitivni. Preduspotddand mnoZina je kategorie, ktera ma objekty prvky P a morfismy
definované takto: a — b <= a < b, kde a,b € P. (Uspofadand mnozina je specidlni
pripad predusporadané mnoziny - vznikne pfidanim pozadavku antisymetrie - proto



1. Kategorie

je také kategorii.)

5) Monoid (M,-) je kategorie, kterd ma jeden objekt a morfismy jsou prvky z € M.
Identitou je jednotkovy prvek monoidu a sklddani morfismi je dano operaci - mono-
idu.

6) Vect je kategorie vektorovych prostori a linedrnich zobrazeni mezi nimi.

7) Piiklad z oblasti matematické logiky je kategorie, ktera ma za objekty formule a
za morfismy dukazy.

Definice 1.3. Rekneme, Ze kategorie K je

o tenkd, kdyz |KC(A,B)| <1 VA, B € ob(K) (tzn. mezi kazdymi dvéma objekty
existuje nejvyse jeden morfismus),

e mald, kdyz ob(K) i Hom(K) jsou mnoziny,
e lokdlné mald, kdyz Hom(A, B) je mnozina pro kazdé dva objekty A, B € K,
e velkd, kdyz neni mala.

Priklad 1.4.

1) Preduspofadand mnozina je tenké i mald kategorie.
2) Monoid a Setg,, jsou malé kategorie.

3) Lokalné malé kategorie jsou napt. Set, Pos.

1.2 Konstrukce na kategoriich

V této casti si ukdzeme nékolik konstrukei, pomoci nichz mtizeme z danych kate-
gorii vytvorit nové kategorie.

Definice 1.5. Soucin KC x L kategorii K a L, je kategorie, kterd ma
e objekty tvaru (K, L), kde K € ob(K) a L € ob(L),

e morfismy tvaru (f,g) : (K,L) — (K',L'), kde f : K - K' € Hom(K) a
g:L— L' € Hom(L).

Kompozice a identita jsou definovany po slozkach:
(f',9") o (f9)=(f"of. g °g)
Z'd(K’L) = (ZdK,ZdL>

Definice 1.6. Dudlni kategorie K ke kategorii K ma stejné objekty jako K a mor-
fismus f: A — B v K je morfismus f: B— A v K. (Tedy K vznikne tak, ze v K
oto¢ime vSechny morfismy opa¢nym smérem.)



1. Kategorie

Priklad 1.7. Diagram je soubor objekt v kategorii spolu se souborem morfismu
mezi témito objekty. Diagram v IC

vypada v K% takto

Dualita je v teorii kategorii velice uzitecny nastroj. Brzy se seznamime s nékolika
dvojicemi typu ,pojem - dualni pojem“, ,véta - dualni véta“ apod.

Definice 1.8. Necht K je kategorie a K jeji objekt. Kategorie nad objektem, psano
K/K, ma
e objekty: vSechny morfismy tvaru f: X — K, kde X € 0b(K) libovolny,

e morfismy: morfismus g z f : X — K do f': X’ — K je morfismus g : X — X’
v K takovy, ze f'og = f.

Xtk

|

X/

Jak funguje kompozice morfismii ¢g; a go v /K, ukazuje nasledujici obréazek:

X1L>K

7

Xo /g

92041 |
\gzi

N
X3

Identita vypada takto: Necht f : X — K je objekt v /K pak ids je idx v K.
(Ovétte si nakreslenim obrazku, Ze jsou splnény podminky 1.1.)

Poznamka 1.9. Obdobné lze definovat také kategorii pod objektem, psano K /K, kde K
je objekt kategorie K. Objekty jsou v tomto pfipadé vSechny morfismy tvaru f : K —
X pro X € ob(K) libovolny. A morfismus z f: K — X do f': K/ — X je morfismus
h: X — X' takovy, ze ho f = f’. Kompozice a identita se konstruuji analogicky jako
v K/K. Zkuste popsat vztah mezi K/K a K/K pomoci dualni kategorie.

10



1. Kategorie

1.3 Specialni objekty a morfismy

Definice 1.10. Necht K je kategorie. Morfismus f : A — B v K se nazyva izomor-
fismus, jestlize existuje morfismus g : B — A v K tak, Ze plati:

gof=ida
fog=1dg.
Definice 1.11. V libovolné kategorii K se morfismus f : A — B nazyva

e monomorfismus, jestlize Vg, h : C — A plati fog= foh = g=h,

c—=4-1.pB
h

o epimorfismus, jestlize Vi,j: B — D platito f=jo f=1i=7.

A-L.p—=D

J

Véta 1.12. Zobrazeni f : A — B mezi mnoZinami je monomorfismus prdvé tehdy,
kdyz je injektivn.

Diikaz. Piedpokladejme nejprve, ze f : A — B je monomorfismus. Necht a,d’ € A,
a # @ jsou dva riazné prvky mnoziny A a {z} je libovolna jednoprvkovd mnozZina.
Definujme zobrazeni g,, g : {z} — A takto:

go(z) = a, gu(x) =d.
Z toho, ze f je monomorfismus a g, # g, plyne f o g, # f o g». Proto
fla) = (f o 9a)(x) # (f 0 gu)(z) = f(d)

tedy f je injektivni.

Naopak predpokladejme, ze f je injektivni a g,h : C — A, g # h jsou rizna
zobrazeni. Pak existuje ¢ € C, pro ktery plati g(c) # h(c). Z injektivity f plyne
f(g(c)) # f(h(c)), tedy fog+# foh a f je monomorfismus. O

Véta 1.13. KaZdy izomorfismus je zdroven monomorfismus i epimorfismus.

Diikaz. Méjme nasledujici diagram:
_r. m
A — B——C
e
N
v
B—=F
Necht m je izomorfismus s inverzi e. Pak
moxr =moy = T=eomoxr=eomoy =1y,
tedy m je monomorfismus. Podobné plati
uoe=voe = U=UOEOM=VOEOMm =1,

tedy e je epimorfismus. O]

11



1. Kategorie

Pozndmka 1.14. Opacné tvrzeni (kazdy morfismus, ktery je monomorfismus a zarover
epimorfismus, je izomorfismus) obecné neplati. Plati ale naptiklad v kategorii Set.

Definice 1.15. Necht K je kategorie.

e Objekt 0 nazveme inicidlni, jestlize pro kazdy objekt K € K existuje jediny
morfismus
0— K.

e Objekt 1 nazveme terminalni, jestlize pro kazdy objekt K € K existuje jediny
morfismus
K — 1.

Inicialni a terminalni objekt jsou navzajem dualni pojmy. Tedy terminalni objekt
v kategorii I je inicidlnim objektem v kategorii .

Priklad 1.16.

1) Kategorie Set mé jeden inicidlni objekt () a terminalni objekty tvaru {z}, tedy
jednoprvkové mnoziny.

2) V preduspordadané mnoziné je inicidlni prvek nejmensi prvek a terminélni prvek
nejvetsi prvek.

3) V kategorii Mon je inicidlnim i terminélnim objektem jednoprvkovy monoid.

Véta 1.17. Inicidlni objekt, pokud existuje, je urcen jednoznacné az na izomorfismus.
Dikaz. Necht I, J jsou inicidlni objekty v kategorii K. Pak existuje jediny morfismus

f 1 — J ajediny morfismus g : J — I.

I—=J
g

Jejich slozenim ale dostaneme
go f=u1ds, fog=r1idj.
Tedy f a g jsou izomorfismy. [

Nyni uvedeme jesté dualni vétu k vété 1.17. K jejimu diikazu nam postaci fict,
ze termindlni objekt v K je inicidlnim objektem v K% a jednoznac¢nost inicialniho
objektu uz jsme dokazali.

Véta 1.18. Termindlni objekt, pokud existuje, je urcen jednoznacné az na izomor-
fismus.

12



1. Kategorie

1.4 Volny monoid, univerzalni vlastnost

Na zavér prvni kapitoly si definujeme pojem volny monoid, ktery budeme v na-
sledujicim textu vyuzivat. Uvedeme nejprve intuitivni a poté formalni definici.

Mé&jme abecedu znakii - mnozinu A . Slovo nad abecedou je kone¢né posloupnost
znaki této abecedy. Naptiklad slova nad abecedou {¢, d} jsou ¢, d, cc, ed, de, dd, cce, . . .
a prazdné slovo (tj. posloupnost délky nula). Necht A* je mnozina vSech slov nad
abecedou A. Na A* definujme binarni operaci - takto: u - v = uv pro vsechna slova
u,v € A*. Tato operace se nazyva zietézeni, je ziejmé asociativni a jako jednotka
funguje prazdné slovo. Monoid (A*,-) je volny monoid na mnoziné A.

Definice 1.19. Necht A C M. Rekneme, Ze monoid M je volné generovany mnoZinou
A, jestlize kazdy prvek m € M lze zapsat jako soucin prvkd mnoziny A pravé jednim
zpusobem. Monoid volné generovany mnozinou A budeme znacit M (A).

Rekneme, Ze monoid M je volny, pokud existuje mnozina A, které jej volné gene-
ruje.

Zobrazenin : A — M definované predpisem 7(a) = a pro v8echna a € A nazyvame
vloZeni generdtori.

Na prikladu volného monoidu se seznamime s tzv. univerzalni vlastnosti, se kte-
rou se budeme v dalsich kapitolach opakované setkavat. Univerzalni vlastnost nam
umoznuje jednoduse popisovat pojmy, jejichz definice ¢asto jednoducha byt nemusi.

Volny monoid M(A) nad mnozinou A ma tuto univerzdlni vlastnost: méjme li-
bovolny monoid N a libovolné zobrazeni f : A — N. Pak existuje jediny morfismus
u: M(A) — N takovy, ze nasledujici diagram komutuje.

M(A)-* >N

U

| A

A
Pozndamka 1.20. Pripomenme, Ze tvrzenim ,diagram komutuje® mame na mysli, ze
plati won = f.
Véta 1.21. Monoid A* slov nad abecedou A md univerzalni vlastnost volneého mo-
noidu.
Dikaz. Necht N je libovolny monoid a f : A — N libovolné zobrazeni. Zobrazeni
u: A* — N definujeme predpisem

u(e) =1y
u(ay ...ar) =ulay) N ... -~ ulag).

Pak u je homomorfismus monoidi a plati u(a) = f(a) pro vSechna a € A. Pfedpokla-
dejme, Ze existuje morfismus v : A* — N, ktery také spliiuje v(a) = f(a) pro vSechna
a € A. Pak pro vSechna a; ...a;, € A* plati:

v(ay...ap) =v(a1) N ... -nv(ag)
= fla1) '~ - '~ flag)
=u(ay) -y ... -~ u(ag)
=u(ay...ag)



1. Kategorie

Tedy v = u. ]

Pozndamka 1.22. Jak vime, monoid je kategorie. Miizeme se proto ptat, co vznikne
zobecnénim volného monoidu. Dostaneme wvolnou kategorii, kterou si pfiblizime v
nasledujicich fadcich. Volny monoid je generovan mnozinou, zatimco volna kategorie
je generovana orientovanym grafem. Pfipomenme tedy nejprve tento pojem.
Orientovany graf sestava z mnoziny vrcholti a mnoziny orientovanych hran.

A B

1)

Presnéji jej muzeme definovat timto zptisobem: orientovany graf je ¢tvefice, obsahujici
mnozinu vrchold V|, mnozinu hran £ a dvé zobrazeni, p: E — V a k: E — V.
Zobrazeni p pritazuje hrané jeji pocatecni vrchol a zobrazeni k£ koncovy vrchol.

Cesta v orientovaném grafu je konecna posloupnost hran eq,...,e, takova, zZe
k(e;) =p(ei41) proi=1,....,n— 1.

Kazdy orientovany graf G generuje kategorii K(G) timto zptisobem: objekty jsou
vrcholy grafu a morfismy jsou cesty v grafu. Morfismy budeme zapisovat ve tvaru
€né€n_1-...€1. Piicemz e, ...e; je morfismus z p(e;) do k(e,). Pro kazdy vrchol v
mame cestu délky nula, znacenou ¢d,,, ktera plni roli identického morfismu v kategorii.
Skladani morfismt definujeme pfirozenym zpiisobem:

fm..fioen...e1 = fm... f1en...€1.

14



Kapitola 2

Soucdiny a soucty

2.1 Soucin

Definice 2.1. Necht K je kategorie, A, B € 0b(K). Soucin objekti A, B je diagram
A< A x B2-B,

kde A x B € 0b(K) a p1,p2 € Hom(K), s univerzalni vlastnosti: pro kazdy diagram

fa

A<f—1X*>B

existuje jediny morfismus u : X — A x B tak, Ze nasledujici diagram komutuje

S

v
ATAXBTB

Morfismy pq, po obycejné nazyvame projekce.

Véta 2.2. Soucin objektu v kategorii je urcen jednoznacné az na izomorfismus.
Diikaz. Necht K je kategorie a A, B € ob(K). Uvazme kategorii D4p, jejimiz objekty
jsou diagramy tvaru A<l x 2. p , kde X je libovolny objekt kategorie K, a mor-

fismus u z A< X"-B do A<® vy _2.1 je morfismus u : X — Y takovy, ze
nasledujici diagram komutuje.

X
v
A< Y —45~B

Snadno se oveéii, ze Dap je skutecné kategorie. Z definice 2.1. ale plyne, Ze soucin
objektu v kategorii IC je pravé terminalni objekt v kategorii Dap. A ten je podle véty
1.18. urcen jednoznacné az na izomorfismus, coz jsme chtéli dokazat. O]

15



2. Souciny a soucty

Definici soucinu objektt v kategorii poprvé uvedl Saunders Mac Lane v roce 1950
a jeji aplikace na kategorii Set, tj. kartézsky soucin mnozin, je zfejmé prvni piipad,
kdy byl zakladni matematicky pojem definovan pomoci teorie kategorii.

Priklad 2.3.
1) Soucin objektt v kategorii Set odpovida kartézskému sou¢inu mnozin. Pro mnoziny
A, B dostavame

A x B ={(a,b)|la € A,b € B}.

Projekce p1 : AXx B— Aapy: Ax B — B jsou definovany takto
p1<(CL, b)) = a, pg((CL, b)) =b.
Méjme morfismy f; a fy viz obrazek

X

/K
E’U,
v

p1
pak morfismus u : X — A x B definujeme takto:
u(z) = (f1(z), f2(2)).

Nyni stac¢i ovéfit, ze u je urcen jednoznacné az na izomorfismus. Méjme morfismus
v: X — A x B takovy, ze vyse uvedeny diagram komutuje. Pak musi pro vSechna
r € X platit

pi(v(x)) = fi = pi(u(@)) a pa(v(@)) = fo = pa(ulz))

tedy u(z) a v(x) maji stejnou prvni i druhou slozku, proto plati u = v.

2) Sou¢in monoidu v kategorii Mon ziskdme jako kartézsky soucin nosnych mnozin
monoidu spolu s operaci definovanou po slozkach. Méjme monoidy (M, *) a (N, ).
Jejich soudinem je monoid (M x N, -) s operaci - definovanou takto

(m,n)-(m';n') = (mx*xm' non’)

a jednotkou
Laxn = (1ar, 1n).
Projekce p1, po
M<2Mx N2 N

jsou homomorfismy monoidt definované predpisem:

pi((m,n)) =m, py((m,n)) =n.

Platnost univerzalni vlastnosti se ukaze stejné jako v Set.
Obdobné se postupuje pti konstrukei soucinu grup a jinych mnozin se strukturou.
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2. Souciny a soucty

3) Necht P je usporddand mnozina, p,q € P. Jak vypadd sou¢in p x ¢? Musime mit
projekce
PXq<p, pPXq=q

a univerzalni vlastnost: jestlize existuje x € P takové, ze
r<pax<gq

pak
Tz < pXq.

To jsou ale presné vlastnosti nejvétsi dolni zavory - infima. Vidime tedy, ze v uspo-
fadané mnoziné je souc¢inem dvou prvku jejich infimum.

2.2 Soucdet

Definice 2.4. Necht K je kategorie, A, B € 0b(K). Soucet objekti A, B je diagram

A-2-A+B<2B
kde A+ B € 0b(K) a i1,is € Hom(K), spliiujici nasledujici univerzalni vlastnost: pro

kazdy diagram

fa

ALX%B

existuje jediny morfismus u : A + B — X tak, ze nasledujici diagram komutuje

f1 A f2
1 2
Morfismy 71, 72 vétSinou nazyvame injekce.

Poznamka 2.5. Pozorny ¢tenar jist€ poznal, Ze jsme narazili na dalsi dvojici dudlnich
pojmi. Soucet v K je pfesné soucin v KP.

Véta 2.6. Soucet objekti v kategorii je urcen jednoznacné aZ na izomorfismus.
Diikaz. Plyne z véty 2.2. vyuzitim duality. ]

Priklad 2.7.
1) Soucet v kategorii Set predstavuje disjunktni sjednoceni. Pro mnoziny A, B

A+ B ={(a,1)]la € A} U{(b,2)|b € B}
Injekce i1, i jsou definovany predpisy:

in(a) = (a,1), ia(b) = (b,2).
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2. Souciny a soucty

Mé¢jme morfismy f a g, viz obrazek:

pak morfismus v : A+ B — X definujeme takto:

f(x) prod=1,
g(x) prod=2.

u((z,9)) = {

Snadno se ovéri, ze u je urcen jednoznac¢né az na izomorfismus.

2) Jak vypada soucet v kategorii Mon? Budeme jej konstruovat postupné.

Méjme monoidy A a B. Nejprve vezmeme jejich nosné mnoziny a sestrojime jejich
soucet A + B, tedy disjunktni sjednoceni. Uvazme monoid N a morfismy f, g viz
obrazek.

N
f Au g
A ~A+B~—B
21 2

V Set existuje pravé jeden morfismus v tak, Ze tento diagram komutuje, jak vime
z piikladu 2.7. 1), ale nic ndm nezarudi, ze zobrazeni f, g a u jsou také morfismy
v Mon. Musime v nasi konstrukci pokracovat.

V druhém kroku sestrojime volny monoid generovany mnozinou A + B.

M(A+ B)
Y
in

A+ B

il i2

A

B

OvSem zobrazeni o = noi; a [ = n o iy nejsou morfismy v kategorii Mon.
Poslednim krokem je faktorizace sestrojeného volného monoidu podle ekviva-
lence ~.

M(A+ B)/ ~

%
J1 J2

M(A+ B)

VAR

. A+B —B

11 12

Vezmeme nejmensi ekvivalenci ~ takovou, aby j; a js byly morfismy a ukazeme, Ze
pak diagram
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2. Souciny a soucty

je hledany soucet monoidu A, B.
Hledan4 ekvivalence ~ na M (A + B) je dana néasledujicimi rovnostmi

ai - CLQ) Yay,as € A
b1 . bg) Vbl,bQ € B

kde u je jednotkovy prvek monoidu, ¢ znac¢i prazdné slovo a «, [ jsou zobrazeni viz
obrazek.

Jednotkou monoidu M (A+B)/ ~ je [¢], tj. tfida rozkladu podle ~, ktera obsahuje
prazdné slovo. Operace na M (A + B)/ ~ je ddna pfirozené takto:

[w] - [w'] = [ww'] Yw,w" € M(A+ B).

A injekce

jsou zadany predpisem

jl(a) = [CL] Va € A7
ja(b) = [8] Vbe B.

Méjme nyni homomorfismy f: A — N a g: B — N do libovolného monoidu
N. Pak homomorfismus v’ : A+ B — N je jednoznac¢né definovan takto: nejprve
vezmeme zobrazeni u : A+ B — N a ,pfevedeme je na t¥idy rozkladu“. (Tj. pro
kazdé = € A+ B definujeme u'(x) = [u(x)].) A pak definujeme

we~w = d(w) =d(w) Yw,w' e M(A+ B)/ ~

i

4$—»MA+B/~«—B

3) Necht P je uspofadand mnozina, p,q € P. Soucet p + ¢ musi mit tyto vlastnosti:
psp+q q=<p+tq
a univerzalni vlastnost: jestlize existuje x € P takové, ze
p<z a gz

pak
pt+q<ux

Soucet dvou prvki v uspordadané mnoziné je tedy pravé jejich supremum - nejmensi
horni zavora.
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2. Souciny a soucty

4) Necht M(A) a M(B) jsou volné monoidy nad mnozinami A, B. Jejich soucet
v kategorii Mon je
M(A)+M(B)=M(A+ B).

Pro¢ tomu tak je miizeme vidét v nasledujicim diagramu.

N

N

M(A) — M(A+ B)<— M(B)

nAT Tn TUB

A A+ B B

Univerzalni vlastnost A + B ndm zajisti, ze komutuje obdélnik A, B, M (B), M(A).
Z univerzalni vlastnosti monoidi M(A) a M(B) dostaneme, Ze komutuji lichobéz-
niky A, A+ B,N,M(A) a A+ B, B, M(B), N. Proto musi komutovat i trojuhelnik
M(A),M(B),N a M(A + B) méa tedy pozadovanou univerzalni vlastnost souctu
M(A) + M(B).

20



Kapitola 3

Funktory a prirozené transformace

3.1 Funktor

Definice 3.1. Funktor F : K — L mezi kategoriemi K a L je zobrazeni, které
prirazuje

e kazdému objektu A v KC objekt FI(A) v £
e kazdému morfismu f: A — B v K morfismus F(f): F(A) — F(B) v L
tak, ze F' zachovava identity a skladani:
F(ida) = idp(a) VA € ob(K)
F(gof)=F(g)oF(f) Vfg:AL=B2>C.

Priklad 3.2.
1) Necht K a L jsou usporadané mnoziny. Funktor mezi kategoriemi I a L je izotonni
zobrazeni.

2) Necht K a L jsou monoidy. Funktor mezi kategoriemi K a £ je homomorfismus
monoidd.

3) Funktor U : Mon — Set, ktery kazdému monoidu pfitadi jeho nosnou mnozinu se
nazyva zapominagjici. (Jednoduse feceno funktor zapomene strukturu danou operaci
monoidu.)

4) Dalsi priklad zapominajiciho funktoru je U : Ring — Ab, kde Ring je kategorie
okruhti, Ab je kategorie komutativnich grup. Fuktor U piitadi okruhu (R, +,-) ko-
mutativni grupu (R, +). (Zapomene strukturu danou operaci -.)

5) Necht K je kategorie a K jeji objekt. Reprezentovatelny funktor objektu K je
funktor Hom(K, —) : K — Set, ktery

e kazdému objektu A v K ptifazuje objekt Hom(K, A), tedy mnozinu vSech mor-

fismi z K do A,
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3. Funktory a pfirozené transformace

e kazdému morfismu f : A — B v K pfifazuje morfismus Hom(K, f) : Hom(K, A) —
Hom(K, B), definovany predpisem

Hom(K, f)(h) = foh pro kazdy morfismus h: K — A.

K

|\

A—B
Oveéite si, Ze tento reprezentovatelny funktor zachovava identity a skladani.

Pozndmka 3.3. VysSe uvedeny funktor se presnéji oznacuje jako kovariantni reprezen-
tovatelny funktor. K nému duélni je pak kontravariantni reprezentovatelny funktor

Hom(—,K) : K — Set

kde K € K, ktery morfismu f : A — B pfifazuje morfismus Hom(f, K) : Hom(B, K) —
Hom(A, K) tak, ze plati

Hom(f,K)(g) =go f prokazdy morfismus g: A — K.

3.2 Kategorie malych kategorii

Funktory se pfirozenym zptisobem skladaji. Pro kazdé dva funktory F : K — L a
G : L — M vzniké slozenim funktor G o F' : K — M, ktery definujeme takto:

(Go F)(A)
(G o F)(f)

Snadno se ovéri, ze funktor G o F' zachovava skladani morfismi a zachovava identity.
Dale je zfejmé, ze skladani funktori je asociativni a pro kazdou kategorii I existuje
identicky funktor Idx : K — K. Vidime tedy, ze funktory spliiuji podminky kladené
na morfismy v definici kategorie.

Nyni mtzeme aplikovat teorii kategorii na sebe samu a zavést novy pojem - kate-
gorii malych kategorii: Cat je kategorie, kterd méa objekty malé kategorie a morfismy
funktory. Pro¢ pouze malé kategorie? Mala kategorie ma mnozinu objektti a mnozinu
morfismi. VSechny malé kategorie pak tvofi t¥idu. Ale vSechny velké kategorie tvori
soubor vSech tiid, coz neni trida.

Kategorie Cat nam ukazuje souvislost mezi soucinem kategorii (definice 1.5.)
a souCinem objektt v kategorii (definice 2.1.). Soucin kategorii dostaneme tak, Ze
uvazujeme kategorii Cat a provedeme soucin jejich objekti.

G(F(A)) VA€ obK)
G(F(f)) Vfe€ Hom(K).

Poznamka 3.4. Osou zakladid teorie kategorii je trojice kategorie - funktor - pfiro-
zena transformace. Funktor je zobrazeni mezi kategoriemi a prirozena transformace je
zobrazeni mezi funktory. Historicky ovSem tyto pojmy prichazely na svét v opac¢ném
poradi. Prvni bylo pozorovani pfirozenych transformaci, jako uréitych paralel mezi
riznymi oblastmi matematiky. Poté ptislo zavedeni funktort a kategorii.
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3. Funktory a pfirozené transformace

3.3 Prirozena transformace

Definice 3.5. Necht I, £ jsou kategorie a F,G : K — L funktory. Pfirozend trans-
formace ¢ : F' — G je soubor morfismt v £

(pa: F(A) = G(A)) ek

takovych, ze Vf : A — B v K komutuje nésledujici diagram.

F(A) ——=G(4)

¥B

Priklad 3.6.

1) Necht idge; : Set — Set je identicky funktor a M : Set — Set je funktor, ktery
kazdé mnoziné X pfifadi nosnou mnozinu volného monoidu M (X). Pak mtzeme
definovat prirozenou transformaci n : ids; — M tak, ze kazda slozka ny : X —
M (X) je vlozeni generatorti, tak jak je zndme z definice 1.19. Morfismus M(f) je
totiz zcela urcen tim, jak se chova morfismus f.

A na M(A)

2) Méjme funktor Hom(—,2) : Set — Set, kde 2 = {0, 1}, a funktor P, ktery kazdé
mnoziné pfifadi mnozinu jejich podmnozin. Pfirozenou transformaci ¢ mezi témito
funktory definujeme takto: ¢x je zobrazeni, které funkci g : X — 2 pfifadi mnozinu
{z1,...,2,}, kde z1, ..., 2, € X takové, pro které plati

g(x1)=1,...,9(x,) = 1.

Hom(A,2) —2 P(A)

Hom(f,2) P(f)

Hom(B,2)

¥YB
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3. Funktory a pfirozené transformace

3) Mé&jme zapominajici funktor U : Pos — Set a reprezentovatelny funktor Hom(1, —) :
Pos — Set, kde 1 = {0} je jednoprvkova usporddand mnozina. Definujeme pfiroze-
nou transformaci ¢ : U — Hom(1, —). Pro kazdou uspofadanou mnozinu A a kazdy
prvek z € A definujeme morfismus h, : 1 — A ptredpisem h,(0) = x.

Zobrazeni ¢4 definujeme takto:

valx) =h, VzeA.

Ovéfime, ze pro kazdé izotonni zobrazeni f : A — B komutuje diagram

U(A) 4~ Hom(1, A)

Pro libovolné = € U(A) plati:

Hom(1, f)(¢a(2)) = Hom(L, f)(h,) = f o h,

a dale
pu(U(f) (@) = ¢p(f(x)) = D).

Ovsem foh, a hy(y) jsou obé zobrazeni z mnoziny {0} takova, ze (foh,)(0) = f(z) =
hy@)(0)-
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Kapitola 4
Limity

4.1 Ekvalizator a koekvalizator

V této casti se nejprve sezndmime s pojmem ekvalizator.

Definice 4.1. Méjme kategorii I a v ni dvojici morfismi f, g

A—=B.
g

Ekvalizator morfismu f a g je objekt F s morfismem e : E — A takovy, Ze

foe=goe,

s univerzalni vlastnosti: pro kazdy morfismus z : Z — A takovy, ze foz = go z
existuje jediny morfismus u : Z — FE tak, ze eou = z.

E——A—ZB
A

7
u/
: z

Z

Priklad 4.2.
1) Mé&jme morfismy f,g: A — B v Set. Jejich ekvalizdtorem je mnozina
I ={x € A|f(z) = g(x)} a vnofeni i : I — A dané pfedpisem i(z) = x pro vSechna
r el

Ukazme univerzalni vlastnost. Necht z : Z — A je zobrazeni, pro které plati
foz=goz Pak z(z) € I pro vSechna x € Z, tudiz existuje zobrazeni 2z’ : Z — I
takové, ze i o 2’ = z. Ukadzeme, Ze je jediné. Necht 2" : Z — I je také zobrazeni, pro
které plati ioz” = z. Pak plati io 2z’ =io2z”. Ale i je monomorfismus (viz véta 1.12.).
Tedy 2" = 2.

|—=A—ZB

AA g

"

! : 2z

z z

Z
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4. Limity

2) Méjme morfismy f,g : A — B v kategorii Mon. Jak vypada jejich ekvalizator?
Nejprve sestrojime ekvalizator e : E — A morfismi f,g v Set. Na mnoziné £ C A
definujeme operaci jako zUzeni operace monoidu A. Snadno pak lze ovérit, ze e je
homomorfismus monoidia a tudiz ekvalizator morfisma f, g v Mon.

Obdobné se postupuje pii konstrukci ekvalizatoru naptiklad v Pos nebo v kate-
gorii grup.

Ptedchozi priklad nam ukazuje, ze v Set je ekvalizator zaroven monomorfismus.
Toto plati dokonce v libovolné kategorii.

Véta 4.3. Necht e : E — A je ekvalizdtor v libovolné kategorii, pak e je monomor-
fismus.

Diikaz. Uvazme diagram

kde e je ekvalizator morfismui f a g. Pfedpokladame, ze eox = eoy a chceme dokézat,
ze pak x = y. Nechf 2z = eox =coy. Pak foz= fo(eoz) =go(eox)=goz,
tudiz existuje jediny morfismus u : Z — FE tak, ze cou=z. Alezeoxr =coy =z
plyne x = u =y. O]

Nyni uvedeme dudlni pojem k ekvalizatoru - koekvalizator. Mizeme si jej pred-
stavit jako zobecnéni rozkladu podle ekvivalence.

Definice 4.4. Mé&jme kategorii K a v ni dvojici morfismu f, g

A—/=B.
g

Koekvalizator morfismi f a g je objekt () s morfismem ¢ : B — () takovy, ze
qof=qoy,
s univerzalni vlastnosti: pro kazdy morfismus z : B — Z takovy, ze zo f = zo0yg

existuje jediny morfismus u : ) — Z tak, ze uoq = z.

f
AHTB$Q

\ .
z
\

Z

Koekvalizator v kategorii K je tedy praveé ekvalizator v K a proto ihned dosta-
vame nasledujici tvrzeni.

Véta 4.5. Necht ¢ : E — A je koekvalizdtor v libovolné kategorii, pak e je epimor-
fismus.
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4. Limity

Priklad 4.6. Méjme morfismy f, g : A — B v Set. Jejich koekvalizatorem je mnozina
Q) a zobrazeni q : B — (@), které pro vSechna x € A prvkim f(z) a g(z) pfifadi
stejny obraz v @) - t¥idu [f(z)]. Zobrazeni ¢ tedy zadava rozklad podle ekvivalence

E={(f(z1),9(x1)), (f(x2),9(x2)),...}, kde 1,23, ... jsou prvky A.

Pokud mame zobrazeni z : B — Z spliiujici z o f = z o g, tak je to také rozklad
mnoziny B podle néjaké ekvivalence E’. Pricemz jisté plati £ C E’. Promyslete si,
jak bude vypadat morfismus v : ) — Z a pro¢ je jediny spliiujici uo g = z.

4.2 Pullback a pushout

Definice 4.7. Méjme kategorii I a v ni dvojici morfismi f, g

B

ls

A 7> C
Pullback morfismt f a g je objekt P s morfismy p; a po

P~ B

2

A

takovymi, Ze f op; = gopo, s univerzalni vlastnosti: Pro kazdé morfismy 2, : 7 — A
a zy : Z — B splnujici f o z; = g o 25 existuje jediny morfismus v : Z — P takovy, ze
Z1 =P1OU a Z9g = P2 OU.

Z .

z2

,ur

QA

sz

P
lm 0

Poznamka 4.8. Tvrzenim ,kategorie K ma souciny* rozumime, ze pro kazdé dva ob-

jekty kategorie IC existuje jejich soucin. Analogicky je tfeba chapat i vyroky ,kategorie
ma ekvalizatory“ apod.

Nasledujici véta nam ukazuje, ze pullback mtZzeme sestrojit pomoci soucinu a
ekvalizatoru.

Véta 4.9. Necht K je kategorie, kterd md souciny a ekvalizdtory. Méjme morfismy
faguv
B

g
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4. Limity

a uvazme nasledugici diagram

E

\ e2
N\
e\ Ax B—=PB

p2
p1 g

C

X

N

f

kde e je ekvalizator morfismi f op; a go py a plati e = pyoe, ea = pyoe. Pak
E,eq,es je pullback morfismi f a g.

Diikaz. Podminka f oe; = goes je zfejmé splnéna. Méjme diagram

ey
A

spliujici f o 21 = g o z3. Podle univerzalni vlastnosti sou¢inu A x B existuje jediny
morfismus v : Z — A x B tak, Ze plati p; ov = 21, ps 0 v = z3. Z toho plyne

fo(prov)=go(prov).

Podle univerzalni vlastnosti ekvalizatoru e zase existuje jediny morfismus v : 7 — E
tak, ze
eou =v.
Tudiz
ELouU=pjoeou=p ov=2z,

€20U =P0E0U=DPy0OV = Zy.

Jestlize pro jiny morfismus ' : Z — FE plati e; ou’ = 21 a e3 ot/ = 2o, pak rovnéz
plati
proeou =z

ppoeou = z

tedy eou' = v =eowu a z toho plyne u = v/, nebof e je monomorfismus. O
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4. Limity

Priklad 4.10. Pullback morfismu f, g

B
l“’
A?C

v kategorii Set je mnozina

P ={(z,y) € Ax B|f(z) = g(y)}

spolu s morfismy p; : P — A a py : P — B definovanymi pro vSechny (z,y) € P
predpisy p1((z,v)) = x, p2((z,y)) = y. Pro kazdy prvek (z,y) € P totiz plati

(fop)((z,y) = f(x) = g(y) = (90 pg)((7,¥))

a pro libovolny komutujici ¢tverec foz; = gozs z mnoziny Z a pro kazdy prvek z € Z
je dvojice (21(2), 22(2)) prvkem mnoziny P. Proto existuje pravé jedno zobrazeni
u: Z — P svlastnosti pjou = 21 a pyou = 2z, totiz u(z) = (z1(2), 22(2)) pro
vSechna z € Z.

Dualni pojem k pullbacku se nazyva pushout. Pro tiplnost uvedeme i jeho definici.

Definice 4.11. M¢jme kategorii K a v ni dvojici morfismi f, g

A—>C

|

B

Pushout morfismt f a g je objekt ) s morfismy ¢; a ¢

C
i%
B q1 Q

takovymi, Ze ¢, o f = @9 0 g, s univerzalni vlastnosti: Pro kazdé morfismy z; : B — Z
a zy : C' — Z spliujici 21 o f = 29 0 g existuje jediny morfismus v : () — Z takovy, ze
UO(Qg =21 aUO(Gr = 2Z9.

A—>C

f lhi

B 2o

21 B
\
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4. Limity

4.3 Diagram, kuzel, limita

Terminalni objekt, soucin, ekvalizator a pullback jsou vSechno specialni ptipady li-
mity, kterou si nyni definujeme. Nejdiiv ale musime zavést nékolik pfipravnych pojmi.

Diagram jako soubor objektti v kategorii spolu se souborem morfismi mezi nimi
jsme uz pouzivali dfive. Nyni definujeme diagram formalné jako funktor.

Definice 4.12. Necht Z je mala kategorie a K je kategorie. Diagram typu Z — K je
funktor
D:7T— K.

Objekty v indexové kategorii Z budeme znacit ¢, j, ... a jejich obrazy v zobrazeni D
oznacime D;, D, . ..

Definice 4.13. KuZel diagramu D : Z — K je objekt A € K a soubor morfismt v K
a;: A—D;, €T,
takovych, ze pro kazdy morfismus « : ¢ — j v Z plati
D, oa; = aj.
A—2>D;
gy
D,
Definujme morfismus kuzelt jako zobrazeni
V(A ) — (B, b)

takové, ze trojuhelnik
A—"=B
~
D;
komutuje pro vSechna i € Z. Tim ziskdme kategorii Cone(D) kuzZelt diagramu D.

Pozndmka 4.14. Diagram si predstavujeme jako rovinny obrazec. Kuzel diagramu je
pak jehlan, ktery ma diagram za svou zakladnu. A morfismus kuZeli je zobrazeni
mezi vrcholy jehlant.

Definice 4.15. Limita diagramu D : 7 — K je terminalni objekt v kategorii
Cone(D).

Priklad 4.16.

1) Necht Z = {1,2} je kategorie s dvéma objekty, kterd nemé zadné neidentické
morfismy. Diagram D : Z — K je dvojice objekti Dy, Dy € K. Kuzel diagramu D je
objekt A € K spolu s morfismy

Di<2—A—%.D,.
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4. Limity

Limita diagramu D je terminalni objekt v kategorii téchto kuzeld. To je ale praveé
soucin objekt Dy a Dy v kategorii K.

A’
% u&\
v

DlﬁDl XDQ?DQ

2) Necht 7 je kategorie se dvéma objekty a dvéma morfismy

1:a>>2.

B
Diagram typu Z — K vypada takto:

«
D1—>D2
Dg

a kuzel je objekt s dvojici morfismt

Da
D1*>D2
o2
al
az
A

takovou, ze D, 0a; = az a Dgoa; = ay tedy D, 0a; = Dgo ay. Limita diagramu D
je tedy v tomto pripadé ekvalizator morfismia D, Dg.

3) Necht Z je prazdné kategorie, pak existuje pouze jeden diagram D : Z — K a
tim je prazdné zobrazeni. Kuzely diagramu D jsou tedy pravé objekty kategorie K.
Limita diagramu D je proto terminalni objekt v /.
4) Méjme kategorii Z s objekty 1, 2, 3 a morfismy viz obrazek.
1
2—3

Limita diagramu

S

-~
&H

je pullback morfismu f a g.



4. Limity

Ke kuzelim a limitam existuji samoziejmé také dualni pojmy - kokuzely a ko-
limity. Priklady kolimit pak jsou inicidlni objekt, soucet objekti, koekvalizator a
pushout.

Ve véte 4.9. jsme ukazali, ze pullback lze sestrojit pomoci ekvalizatori a soucinti.
Nyni na zavér dokazeme, ze timto zpiisobem je mozné konstruovat libovolnou limitu.
Pro nekonec¢né limity potiebujeme nekonecné souciny, proto nejdriv definujeme je.

Definice 4.17. Soucin objektd A;, ¢« € I v kategorii je objekt P a soubor morfismt
pi : A — A;, 1 € I s touto univerzalni vlastnosti: Pro kazdy objekt X a kazdy soubor
morfismu f; : X — A;, i € I, existuje jediny morfismus f : B — A tak, ze fy =p;o f
pro vSechna ¢ € I.

Pro soucin pouzivime oznaceni [ [, , A;.
Véta 4.18. Kategorie ma limity pravé tehdy, kdyZ ma souciny a ekvalizatory.

Diikaz. V predchozim prikladu jsme ukazali, Ze soucin i ekvalizator lze zkonstruovat
pomoci limity. Nyni zbyva dokazat, ze naopak limitu mtizeme sestrojit pomoci soucinii
a ekvalizatort.

Méjme diagram D : Z — K a uvazme nasledujici souciny

IT o II D;.

1€0b(7) (ari—j)eHom(T)
Definujeme morfismy ¢, 1
©
Hi Di—= aii—j Dj
P
tak, ze jejich kompozice s projekcemi p, z druhého soucinu jsou
Pa O Y = Pa = Pj

pao¢:¢a:Daopi

kde p; a p; jsou projekce z prvniho soucinu a o : i — j.
Nyni uvazme ekvalizator

o ®
EHHZ DiT Ha:i—>j Dj'

Dokazeme, ze (E,e;) je limita diagramu D, kde e; = p; o e. Vezmeme libovolny

morfismus ¢ : C' — [[, D; a ozna¢ime ¢; = p; o c. Viimnéme si, ze soubor morfismi

(¢; : C' — D;) je kuzel diagramu D praveé tehdy, kdyz ¢ o ¢ = 1 o c. Plati totiz:
poc=1oc

pravé tehdy, kdyz pro vSechna «

PaCpoc=paotpoc
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4. Limity

Ale

Pa©CPOC=Py0C=DpPjOC=Cj

paowoc:waoc:Daopioc:Daoci_

Dostali jsme tedy, ze ¢ o ¢ = 1 o ¢ pravé tehdy, kdyz pro vSechna « : ¢ — j plati
¢j = D, o ¢;, jinymi slovy pravé tehdy, kdyz (¢; : C — D;) je kuzel.

Z toho plyne, Ze (E, ¢;) je kuzel a 7ze kazdy kuzel (¢; : C' — D;) ur¢uje morfismus
c: C — [, D; splnujici ¢ o ¢ = ¢ o c. Tudiz existuje jedina faktorizace v : C' = E
zobrazeni ¢ podle F, kterd je ziejmé morfismem kuzeld. ]
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Biografie

Samuel Eilenberg (1913 — 1998)

Samuel Eilenberg se narodil ve Varsaveé a studoval na mistni univer-
zité. Jeho zajem se brzy soustfedil na obecnou topologii - oblast, ktera
byla v té dobé pfedmétem badani mnoha varsavskych matematiki. V roce
1936 ziskal pod vedenim Karola Borsuka doktorat disertacni praci na
téma topologie roviny.

Roku 1939 Eilenberga jeho otec presvédcil, aby emigroval do Spoje-
nych stati. Nejprve kratce ptisobil na univerzité v Princetonu, poté zacal
vyucovat na Michiganské univerzité a od roku 1947 az do konce kariéry piisobil v New
Yorku na Columbia University.

Eilenberg byl velmi spolecensky c¢lovek a to se také odrazilo ve zptisobu jeho prace
- vétsina jeho dila vznikla ve spolupréaci s dalsimi matematiky. Jedna z velice plodnych
spolupraci byla také ta s Mac Lanem. Poprvé se setkali roku 1940 a do roku 1954
tato dvojice publikovala celkem 15 praci zabyvajicich se celou fadou témat - teorii
kategorii, kohomologii grup, vztahy mezi homologii a homotopii atd.

Samuel Eilenberg byl také nadsenym sbératelem uméni. Zajimal se obzvlasté
o umeélecka dila z jihovychodni Asie. Byl v tomto sméru uznavanym odbornikem
a majitelem jedné z nejvyznaméjsich svétovych sbirek.

Za své dilo obdrzel fadu ocenéni. Za vSechny uvedme Wolfovu cenu, kterou ziskal
roku 1986.

Saunders Mac Lane (1909 - 2005)

Saunders Mac Lane se narodil ve staté Connecticut v USA. Studoval
na Yaleové univerzité a univerzité v Chicagu. Poté se vydal do Géttingenu
v Némecku (jedno z nejvyznamnéjsich center matematiky na svété). Zde
ziskal doktorat, ale po nastupu nacist® k moci v roce 1933 se musel
vratit zpét. Po navratu ptsobil na vySe zminénych univerzitach a také
na Harvard university a Cornell university.

Mac Lane se zabyval sirokym okruhem témat od algebry a topologie
az po logiku a filozofii matematiky. Znama je kniha Survey of modern algebra, kterou
napsal roku 1941 spolu s G. Birkhoffem a kterd méla velky vliv na vyuku algebry.
Dalsi jeho vyznamné dilo je prace Categories for the Working Mathematician (1971).
Ta dodnes ztstava nejlepsim tivodem do teorie kategorii.
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