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Vorwort zur franzosischen Ausgabe

Dieses Buch ist fiir alle diejenigen gedacht, die ein System fiir mathematische Berechnungen,
insbesondere das Programm Sage, effizient nutzen méchten. Diese Systeme bieten eine Fiille
von Funktionen und herauszufinden, wie ein gegebenes Problem geldst werden kann, ist nicht
immer einfach. Ein Referenzhandbuch liefert zu jeder Funktion des Systems eine analytische
und detaillierte Beschreibung, doch muss man den Namen der Funktion wissen, die man sucht!
Der hier eingenommene Standpunkt ist erginzend, wir geben mit Betonung der zugrunde
liegenden Mathematik eine nach Themen geordnete Ubersicht iiber die Klassen der zu losenden
Probleme und die entsprechenden Algorithmen.

Der erste Teil, der mehr an Sage ausgerichtet ist, zeigt die Handhabung des Systems. Dieser
Teil sollte allen Studenten wissenschatlich-technischer Facher (BTS, TUT, Vorbereitungskurse,
Bachelor)' zuginglich sein und in gewissem Umfang auch Schiilern der gymnasialen Oberstufe.
Die anderen Teile wenden sich an Studenten in hoheren Semestern?. Anders als in einem
Referenzhandbuch werden die mathematischen Begriffe klar formuliert, bevor sie mit Sage
umgesetzt werden. Damit ist dieses Buch auch ein Buch {iber Mathematik.

Zur Hlustration dieser Vorgehensweise féallt die Wahl natiirlich auf Sage, denn das ist freie
Software, die jedermann nach Belieben benutzen, verdndern und verteilen darf. So wird ein
Schiiler, der auf dem Gymnasium Sage kennen gelernt hat, es auch auf seinem beruflichen
Wege anwenden, als Bachelor, Master oder Doktorand, auf der Ingenieurschule, im Unter-
nehmen usw. Sage ist im Vergleich zu konkurrierender Software ein noch junges Programm
und trotz seiner vielseitigen Fahigkeiten enthélt es noch zahlreiche Fehler. Doch dank seiner
sehr aktiven Commumity entwickelt sich Sage sehr rasch. Jeder Anwender von Sage kann auf
trac.sagemath.org oder iiber die Liste sage-support einen Fehler melden - und vielleicht
sogar dessen Behebung.

Bei der Erstellung dieses Buches hat uns die Version 5.9 vorgelegen. Trotzdem sollten die
Beispiele mit jeder weiteren Version funktionieren, hingegen konnten bestimmte Aussagen
nicht mehr stimmen, beispielsweise weil Sage zur Auswertung numerischer Integrale Maxima
verwendet.

Als ich im Dezember 2009 Alexandre Casamayou, Guillaume Connan, Thierry Dumont, Lau-
rent Fousse, Francois Maltey, Matthias Meulien, Marc Mezzarobba, Clément Pernet und Ni-
colas M. Thiéry vorgeschlagen habe, {iber Sage ein Buch zu schreiben, haben alle trotz er-
heblicher Arbeitsbelastung prompt geantwortet, wie auch Nathan Cohen, der sich uns bei
diesem Abenteur angeschlossen hat. Ich lege Wert darauf, Thnen allen zu danken, besonders
dafiir, dass sie den engen Zeitplan eingehalten haben, den ich vorgegeben hatte, und ganz
besonders Nathan Cohen, Marc Mezzarobba und Nicolas Thiéry fiir ihr grofses Engagemant
auf der Zielgeraden.

Alle Autoren danken folgenden Personen, die die Vorabversionen dieses Buches gelesen haben:
Gaétan Bisson, Francoise Jung, Hugh Thomas, Anne Vaugon, Sébastien Desreux, Pierrick
Gaudry. Maxime Huet, Jean Thiéry, Muriel Shan Sei Fan, Timothy Walsh, Daniel Duparc,
Keévin Rowanet und Kamel Naroun (eine besondere Erwihnung dieser beiden, die Druckfehler
gefunden haben, die 17 Korrekturlesungen wiederstanden haben); wie auch Emmanuel Thomé

!Brevet de Technicien Supérieur, Institute Universitaire des Technologie
2¢tudiants au niveau agrégation
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fiir deine wertvolle Hilfe bei der Realisierung dieses Buches, Sylvain Chevillard, Gaétan Bisson
und Jérémie Detrey fiir ihre besonnenen typographischen Ratschlige und fiir die Fehler, die
sie gefunden haben. Der Entwurf des Umschags wurde nach einer originellen Idee von Albane
Saintenoy von Corinne Thiéry realisiert.

Beim Schreiben dieses Buches haben wir viel {iber Sage gelernt. Wir haben dabei natiirlich
auch Fehler gefunden, von denen einige schon korrigiert worden sind. Wir hoffen, dass dieses
Buch auch anderen von Nutzen sein wird, Schiilern, Studenten, Lehrern, Ingenieuren, For-
schern oder Amateuren! Die Arbeit enthélt sicherlich noch zahlreiche Unvollkommenheiten,
umgekehrt erwarten wir deshalb vom Leser, dass er uns alle Fehler anzeigt und uns auch
Kritik und Anregungungen fiir eine spétere Auflage zukommen lésst: danke, dass Sie dafiir
die Seite sagebook.gforge.inria.fr benutzen.

Nancy, Frankreich
Mai 2013 Paul Zimmermann
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1. Erste Schritte

Dieses einfiihrende Kapitel prasentiert die Denkungsart des Mathematikprogramms Sage. Die
anderen Kapitel dieses ersten Teils entwickeln die Grundbegriffe von Sage: Ausfithrung nu-
merischer oder symbolischer Rechnungen in der Analysis, Operationen auf Vektoren und Ma-
trizen, Schreiben von Programmen, Verarbeitung von Datenlisten, Entwerfen von Grafiken
usw. Die folgenden Teile dieses Buches vertiefen einige Zweige der Mathematik, bei denen die
Informatik eine hohe Leistungsfihigkeit unter Beweis stellt.

1.1. Das Programm Sage

1.1.1. Ein Werkzeug fiir Mathematiker

Sage ist eine Software, die mathematische Algorithmen aus vielen Gebieten implementiert.
In erster Linie operiert das System auf verschidenen Zahlenarten: den ganzen Zahlen oder
den rationalen, mit variabler Prazision auf den numerischen Nidherungen der reellen und der
komplexen Zahlen oder auch auf den Elementen der endlichen Kérper. Sehr schnell kann sich
der Anwender Sages als wissenschatlichem und evtl. grafischem Taschenrechner bedienen.

Doch das Rechnen beschrankt sich nicht auf Zahlen. Die Studenten lernen beispielsweise,
Systeme inhomogener linearer Gleichungen zu 16sen, Ausdriicke, die manchmal Variable ent-
halten, auszumultiplizieren, zu vereinfachen und in Faktoren zu zerlegen. Sage ist auch und
nicht zuletzt ein System zum symbolischen Rechnen, in der Lage, algebraische Rechnungen
auszufiihren (,Rechnen mit Buchstaben®) - und fiir anspruchsvollere Aufgaben auch auf Po-
lynomringen oder Kérpern von Quotienten von Polynomen.

In der Analysis' kennt Sage die gebriuchlichen Funktionen wie Quadratwurzel, Potenz, Lo-
garithmus und trigonometrische Funktionen und die damit gebildeten Ausdriicke. Sage leitet
ab, integriert und berechnet Grenzwerte, vereinfacht Summen, entwickelt Reihen, 16st ver-
schiedene Typen von Differentialgleichungen.

Sage fithrt die in der linearen Algebra auf Vektoren, Matrizen und Vektorrdumen iiblichen
Operationen aus, Sage ermdglicht auch den Umgang mit Wahrscheinlichkeiten, mit Statistik
und mit Fragen der Kombinatorik.

So sind die von Sage behandelten Gebiete der Mathematik recht vielfdltig, von der Grup-
pentheorie bis zur numerischen Analysis. Sage kann die erhaltenen Ergebnisse auch als ebene
oder rdumlichelder und als Animationen darstellen.

'In Frankreich ist der Begriff Analysis etwas weiter gefasst als in Deutschland, wo nur Differntial- und
Integralrechnung dazu zéhlen. In Frankreich gehoren auch alle Themen dazu, die Leonhard Euler im ersten
Band seiner ,Introductio in analysin infinitorum® behandelt hat.
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Ziele und Entwicklung von Sage

William Stein, ein Mathematiker aus den USA, Forscher und Hochschullehrer, be-
ginnt 2005 mit der Entwicklung von Sage mit dem Ziel, eine Mathematik-Software
zu schreiben, deren ganzer Code zugénglich und lesbar sein sollte. Das Programm
ist zunéchst auf das Arbeitsgebiet seines Autors zugeschnitten, die Zahlentheorie.
Nach und nach formiert sich eine internationale Community von mehreren hundert
Entwicklern, die meisten Forscher oder Lehrende. Mit der Zeit erweitert sich die
Funktionalitdt der Beitrdge, um auch andere Gebiete der Mathematik abzudecken,
was aus Sage den Software-Generalisten gemacht hat, der es heute ist.

Nicht nur, dass Sage kostenlos herunter geladen und verwendet werden kann, Sage
ist auch frei. Seine Autoren verzichten auf jede Beschrankung bei der Verteilung,
der Installation, ja selbst der Modifikation, vorausgestzt, dass die modifizierten Ver-
sionen ebenfalls frei sind. Wéare Sage ein Buch, kénnte das in allen Bibliotheken
ohne weiteres verlichen oder fotokopiert werden. Diese Erlaubnis harmoniert mit
der Verbreitung von Wissen, wie sie durch Forschung und Lehre angestrebt wird.

Die Entwicklung von Sage geht relativ schnell vor sich, denn es bevorzugt die Ein-
bindung bereits existierender freier Software. Sage selbst ist in Python geschrieben,
einer weithin verwendeten und leicht zu erlernenden Programmiersprache. Dieser Co-
de ruft andere bereits existierende Mathematikprogramme auf, die mit Sage geliefert
werden.

Wie fast alle Mathematikprogramme arbeitet auch Sage mit Befehlen, die in einer
Programmiersprache geschrieben sind. Man kann dennoch nicht von einer eigenen
Sprache Sage reden: es ist Python, das diese Rolle {ibernimmt, und zwar mit etli-
chen syntaktischen Abkiirzungen zur Erleichterung der mathematischen Notation.
Die vom Anwender eingegebenen Befehle werden durch den Interpreter Python aus-
gewertet. Fiir komplexe oder auch nur sich wiederholende Rechnungen ist es méoglich,
veritable Programme zu schreiben statt der zeilenweisen Eingabe von Befehlen, und
sie sogar, warum nicht, zur Einbindung in Sage vorschlagen.

,l\} e (l|~ \D e “\ t‘ Ly  navwe \;'4 N i MAN ,. N I
Dy math ;
R - e xRl ;
= @:j@,} S g' 53¢ fi\wga:v\@‘\r ¥ (‘:);(;.G 1 1'\’\@71\‘|uf{[u/1

= but alsa a _\.cgcve»\ Ry o herly
S V'Y ‘u,‘.’.:
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(“T Lomne dw,

A !: comevlat ion

e 1

Abb. 1.1 - Das erste Auftreten des Namens Sage in einem Heft von W. Stein. Urspriinglich war Sage auch
ein Akronym, sobald sich das System aber auf die Gesamtheit der Mathematik erweitert hat, ist allein der
Name Sage geblieben, der im Englischen Salbei® bedeutet.

“Ein stilisiertes Bild dieser Heilpflanze ziert denn auch den Buchdeckel des franzosischen Originals.
Natiirlich kann man sage auch mit weise iibersetzen.
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Datei Bearbeiten Al t Chronik Lesezeichen Extras Hilfe

Active Worksheets -.. 5 Mein erstes Arbeits... x Faktori
localhost v | C Suchen B ¥ & =
SDIE The Sage Notebook admin Toggle | Home | Published | Log | Settings | Help | ReportaProblem | Signout
Version 6.9
Mein erstes Arbeitsblatt save | Save & quit || Discard & quit
ast edited Nov 12, 2015, 2:59:41 PM by admin
File..  ~-||Action.. -||Data.. -||sage ~| O Typeset ' Load 3-D Live [ Use java for 3-D mmmm
0
1+1
2
o®

Eine kleine Rechnung: Zerlegung in Faktoren (siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Faktorisierung)

©=
factor(x™128-1)

(x*64 + 1)*(x"32 + 1)*(x™16 + 1)*(x™8 + 1)*(x™ + 1)*(x"2 + 1)*(x +
)*(x - 1)
0=

Eine kleine Sinus-Grafik zwischen -n und +m:

©w
plot(sin(2*x),x,-pi,pi)

05}

Abb. 1.2 - Ein Arbeitsblatt im Sage-Notebook

Die Verwendung einer und derselben Software zur Behandlung unterschiedlicher Aspekte der
Mathematik befreit den Mathematiker, welchen Niveaus auch immer, von der Notwendigkeit,
Daten zwischen verschiedenen Werkzeugen hin und her zu schieben und vom Erlernen der Syn-
tax verschiedener Programmiersprachen. Sage will auf seinen verschiedenen Einsatzgebieten
homogen sein.

1.1.2. Zugang zu Sage

Die im Buch beschriebene Moglichkeit, ein Sage-Notebook auf einem &ffentlichen Server im
Internet einfach durch Aufruf der Seite http.//sagenb.org zu nutzen, existiert seit dem
17. April 2015 nicht mehr. Stattdessen wird auf der Seite https://cloud.sagemath.com/
ebenfalls kostenlos die viel umfangreichere Sage Cloud angeboten. Deren Benutzung wird hier
nicht beschrieben, wir empfehlen stattdessen die Installation von Sage auf Threm Rechner, die
im folgenden fiir Linux-Rechner beschrieben ist. Fiir andere Betriebssysteme ist das Verfahren
dhnlich?, Anleitungen findet man auf der Sage-Seite.

2Sage ist fiir die meisten Betriebssysem verfiighar, Linux, Windows, Mac OS X und Solaris.
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cim
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ndungen Ort

Datei Bearbeiten Ansicht Suchen Terminal Hilfe

hb@helmut:~5 .

calcul

e Vorheriges }Néchstes = = | E3 3 e
SageMath Version 6.9, Release Date: 2015-16-10

Type "notebook()" for the browser-based notebook interface.
Type "help()" for help.

sage: 1 + 1
2
sage: factor(x~128-1)

(%764 + 1)*(xA32 + 1)*(xAM6 + 1)*(x"8 + 1)*(x” + 1)*(x”2 + 1)*(x + 1)*(x - 1)
sage: var('x,y');

sage: plot(sin(2*x), x, -pi, pi)

Launched png viewer for Graphics object consisting of 1 graphics primitive
sage: plot3d(sin(pi*sqrt(x~2 + y»2))/sqrt(x~2+y~2),(x,-5,5), (v,-5,5))
Launched jmol viewer for Graphics3d Object

sage:

® string - empty 784 x 584 Pixel 28,2 kB

i Bearbeiten Anzeige Ansicht Werkzeuge Makros Hilfe

ml@]?e|=| (@ slalx| (@ e« o alT]

1.1: empty 619 x 373 89.2/238.0 Mb; 26/-1 ms

M tmp_Wa0fzS.png e string - empty F-J hb@helmut: ~

Abb. 1.3 - Sage von der Konsole

1. Rufen Sie die Seite https://sagemath.org auf und klicken Sie den Download-Button
an.

2. Wihlen Sie einen Lieferanten aus, z.B. die Freie Universitdt Berlin.

3. Entscheiden Sie sich fiir eine Rechnerarchitektur, z.B. 64 bit.

4. Laden Sie die fiir Ihr Betriebssystem passende Sage-Version herunter.

5. Entpacken Sie die heruntergeladene Datei in ein Verzeichnis, z.B. nach ~/bin.

6. Richten Sie fiir die Dateien, die Sie im weiteren Verlauf erstellen werden, ein Arbeits-
verzeichnis ein, z.B. mit mkdir ~/SageWorkSpace.

7. Erstellen Sie in Ihrem personlichen Verzeichnis eine Textdatei, z.B. mit dem Namen
sage, die zwei Zeilen enthélt:

cd ~/SageWorkSpace
~/bin/SageMath/sage

Diese Zeile bewirken erstens den Wechsel in Thr Arbeitsverzeichnis und zweitens von
dort aus den Start von Sage.
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8. Starten Sie nun Sage mit dem Befehl . sage, wobei Sie bitte auf den Punkt und das
folgende Leerzeichen achten. Sage wird sich nun einrichten und durch den Prompt

sage:

auf der Sage-Konsole seine Bereitschaft anzeigen, [hre Anweisungen entgegenzunehmen.

Datei Bearbeiten Ansicht Chronik Lesezeichen Extras Hilfe

[] sage Documentatio... x

localhost:8080/help | & ||[Q suchen T BaE 3 A& =
SDJE The Sage admin | Home | Published | Log | Settings | Help | | |
Notebook Report a Problem | Sign out
Version 6.9

m Thematic Tutorials | Reference Manual | Developer Guide
Constructions

Fast Static Versions of the Documentation | Help via Internet Chat (IRC)

How to use the Sage Notebook

A worksheet is an ordered list of Sage calculations with output.
A session is a worksheet and a set of variables in some state.

The Sage notebook is a collection of worksheets, saved objects, and user information.

Find Help and Documentation

Work through the tutorial (if you have trouble with it,

Get Started with Sage view the static version).

Type ? immediately after the object or function and
press tab or shift-enter (shift-enter overwrites output

Help About and saves to worksheet). Doing this twice or more
toaales with formatted source code. -
» & x
Abb. 1.4 - Die Hilfe zu den Notebooks
1.1.3. Quellen

Probieren Sie die Hinweise auf help() und notebook() bitte in aller Ruhe aus. Mdglicher-
weise geféllt Thnen die Arbeit mit Sage-Arbeitsblattern (worksheets) besser als mit der Sage-
Konsole, doch werden wir im Buch die Notation fiir die Sage-Konsole verwenden. Eine Ein-
weisung in den Umgang mit Sage-Arbeitbldttern finden Sie, wenn Sie notebook() aufgerufen
haben und dann den Menupunkt Help anklicken. .
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Ob Sie die Sage-Konsole lieber mit weifer Schrift auf schwarzem Grund oder mit schwarzer
Schrift auf hellem Grund vor sich sehen, ist Geschmackssache® und einstellbar.

Auf der Seite sagemath.org finden unter dem Button Help/Documentation etliche Links, wo
Sie Informationen zu Sage in verschieden Sprachen - darunter auch in der deutschen - und in
verschiedenen Formaten finden koénnen.

1.2. Sage als Taschenrechner

1.2.1. Erste Rechnungen

In diesem Buch stellen wir die Rechnungen mit Sage dar in der Form

sage: 1+1
2

Die Zeichenkette sage: am Beginn der ersten Zeile ist die Eingabemarke oder der Prompt
des Systems. Der Prompt (der in den Arbeitsblittern nicht erscheint), zeigt an, dass Sage
einen Befehl des Anwenders erwartet. Dahinter ist ein Befehl einzugeben, der nach Driicken
der Taste <Enter> ausgewertet wird. Die folgenden Zeilen enthalten die Antwort des Systems,
das ist im allgemeinen das Ergebnis einer Rechnung. Manche Instruktionen erstrecken sich
iiber mehrere Zeilen (sieche Kapitel 3). Die zusétzlichen Befehlszeilen werden dann durch
den Zwischenprompt ....: eingeleitet. Bei der Eingabe eines mehrzeiligen Befehls wird
jede Zeile mit <Enter> abgeschlossen. Auflerdem muss auf die richtige Einriickung geachtet
werden (Verschiebung der Zeile mit Leerzeichen in Bezug auf die Zeile dariiber). Dabei muss
der Zwischenprompt am Zeilenanfang stehen bleiben.

In den Arbeitsbldttern wird der Befehl direkt in die markierte Rechenzelle eingegeben. Die
Eingabe wird nach Anklicken von Evaluate unter der Zelle oder nach Eingabe der Tasten-
kombination <Shift><Enter> ausgewertet. Die Tastenkombination <Alt><Enter> erzeugt ei-
ne neue Zelle unter der aktuellen und bewirkt aufserdem deren Auswertung Durch Anklicken
des Symbols + oberhalb oder unterhalb der aktuellen Zelle kann ebenfalls eine neue Zelle
gedffnet werden.

Sage interpretiert einfache Formeln wie ein wissenschaftlicher Taschenrechner. Die Operaionen
+, * usw. haben die iibliche Prioritat und Klammern die gewohnte Funktion.

3 Uber Geschmack lisst sich bekanntlich nicht streiten - schon deshalb nicht, weil es nur einen einzigen
richtigen gibt, ndmlich meinen.”
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Arithmetische Operationen
die vier Grundrechenarten a+b, a-b, a*b, a/b
Potenz a~b oder a**b
Quadratwurzel sqrt(a)
n-te Wurzel a~(1/n)

Operationen auf ganzen Zahlen
Ganzzahldivision a // b
Rest, modulo a % b
Fakultdt n! factorial(n)
Binomialkoeffizient (Z) binomial (n,k)

Gebrauchliche Funktionen auf R und C
ganzzahliger Anteil floor(a)
Absolutwert, Modul abs(a)
elementare Funktionen sin, cos, ... (siehe Tabelle 2.2)

Tab. 1.1 - Einige gebréduchliche Funktionen

sage: (1 + 2%(3 + 5))*2
34

Hier steht das Zeichen * fiir die Multiplikation und darf nicht weggelassen werden, auch nicht
in Ausdriicken wie 2x. Die Potenz wird mit ~ oder mit ** notiert:

sage: 273
8

sage: 2%%3
8

und die Division mit /

sage: 20/6
10/3

Wir sehen, dass eine exakte Rechnung erfolgt. Das Resultat der Division ist nach der Verein-
fachung die rationale Zahl 10/3 und nicht ein Naherungswert wie z.B. 3.33333. Fiir die Grofke
einer ganzen oder einer rationalen Zahl gibt es keine Grenze®:

sage: 2710

1024

sage: 27100

1267650600228229401496703205376

sage: 271000
1071508607186267320948425049060001810561404811705533607443750\
3883703510511249361224931983788156958581275946729175531468251\
8714528569231404359845775746985748039345677748242309854210746\
0506237114187795418215304647498358194126739876755916554394607\
7062914571196477686542167660429831652624386837205668069376

4 AuRer der, die mit dem Speicher des Rechners gesetzt ist.
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Um eine numerische Naherung zu erhalten, geniigt es, eine der Zahlen mit Dezimalpunkt zu
schreiben (man kann statt 20.0 auch 20. oder 20.000 sagen).

sage: 20.0/14
1.42857142857143

Auferdem verarbeitet die Funktion numerical_approx das Ergebenis einer exakten Rechnung
und macht daraus eine numerische Naherung.

sage: numerical_approx(20/14)
1.42857142857143

Es ist moglich, Ndherungen mit beliebig grofer Genauigkeit zu berechnen Vergrokern wir sie
beispielsweise auf 60 Ziffern, um die Periode der Dezimalentwicklung einer rationalen Zahl zu
erkennen:

sage: numerical_approx(20/14, digits=60)
1.42857142857142857142857142857142857142857142857142857142857

Wir kehren zu den Unterschieden zwischen exakter und numerischer Rechnung im Kasten auf
Seite 12 zuriick.

Die Operatoren // und % ergeben den Quotienten und den Rest der Division zweier ganzer
Zahlen.

sage: 20 // 6
3

sage: 20 % 6
2

Es gibt noch viele andere Funktionen auf ganzen Zahlen, von denen wir hier nur die Fakultét
oder den Binomialkoeffizienten erwidhnen wollen (siehe Tabelle 1.1).

sage: factorial(100)
93326215443944152681699238856266700490715968264381621\

46859296389521759999322991560894146397615651828625369\

7920827223758251185210916864000000000000000000000000

Hier nun noch eine Mdglichkeit der Zerlegung einer ganzen Zahl in Primfaktoren. In Kapitel
5 greifen wir dieses Problem wieder auf und dann noch einmal in Kapitel 6.

sage: factor(2~(2°5)+1)
641 * 6700417

Fermat hatte vermutet, dass alle Zahlen der Form 22" +1 Primzahlen wiren. Das obige Beispiel
ist das kleinste, das Fermats Vermutung widerlegt.

10
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1.2.2. Elementare Funktionen und Konstanten

Man findet die gebrauchlichen Funktionen und Konstanten, die auch mit komplexen Zahlen
verwendet werden konnen, in den Tabellen 1.1 und 1.2. Auch da sind die Rechnungen exakt:

Wichtige Werte
Wahrheitswerte ,wahr und ,falsch® True, False
imaginédre FKinheit T oder i
unendlich co  infinity oder oo

Gebrauchliche Konstanten
Kreiszahl 7 pi
Eulersche Zahl e = exp(1) e
Euler-Mascheroni-Konstante v euler_gamma
Goldener Schnitt ¢ = (14 +/5)/2 golden_ratio
Catalansche Konstante catalan

Tabelle 1.2 - Vordefinierte Konstanten

sage: sin(pi)

0

sage: tan(pi/3)
sqrt (3)

sage: arctan(1)
1/4*pi

A sage: exp(2xIxpi)
1

bzw. endet mit Riickgabe einer Formel statt eines Zahlenwertes:

sage: arccos(sin(pi/3))
arccos (1/2*sqrt(3))
sage: sqrt(2)

sqrt (2)|

sage: exp(I*pi/6)

e~ (1/6%Ixpi)

Die Formeln, die man so erhélt, sind nicht immer das, was man erwartet hat. Tatsédchlich
erfolgen nur wenige Vereinfachungen automatisch. Erscheint ein Resultat zu komplex, kann
man versuchen, zur Vereinfachung explizit eine Funktion aufzurufen:

sage: simplify(arccos(sin(pi/e)))
1/6%pi

sage: simplify(exp(i*pi/6))
1/2*sqrt(3) +,1/2%I

In Abschnitt 2.1 werden wir sehen, wie man die Vereinfachung von Ausdriicken noch besser
steuern kann. Natiirlich kann man auch numerische Néherungen der Ergebnisse berechnen
(am héufigsten mit einer Genauigkeit, die man vorschreibt):

sage: numerical_approx(6*arccos(sin(pi/3)), digits=60)
3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494

11
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sage: numerical_approx(sqrt(2), digits=60)
1.41421356237309504880168872420969807856967187537694807317668

Symbolisches Rechnen und numerische Methoden

Ein Computer-Algebra-System (CAS) zum symbolischen Rechnen ist eine Software,
deren Zweck die Bearbeitung, die Vereinfachung und die Berechnung mathemati-
scher Formeln einzig durch exakte Umformungen ist. Der Terminus symbolisch steht
hier als Gegensatz zu numerisch. Er besagt, dass die Rechnungen auf symbolischen
Ausdriicken stattfinden und zwar algebraisch. Im Englischen sagt man computer
algebra oder symbolic computation.

Die Taschenrechner verarbeiten ganze Zahlen mit weniger als einem Dutzend Stellen
exakt, grofsere Zahlen werden gerundet, was zu Fehlern fiihrt. So wertet ein Taschen-
rechner den folgenden Ausdruck falsch aus und liefert 0 anstatt 1:

(1410107

Solche Fehler sind schwer zu finden, wenn sie durch keine theoretische Untersuchung

vorhergesehen - und auch nicht leicht vorhersehbar - bei einer Zwischenrechnung auf-

treten. Die Systeme zum symbolischen Rechnen hingegen verschieben diese Grenzen

und fithren bei den ganzen Zahlen keine Rundungen durch, damit die Rechnungen

in ihrem ganzen Verlauf exakt bleiben: sie beantworten die obige Rechnung mit 1.
s

Die Verfahren zur numerischen Analysis nihern das Integral [ costdt mit einer vor-

gegebenen Genauigkeit an (Trapezregel, Simpson, Gauf) um zoum Beispiel ein nume-
risches Ergebnis zu erhalten, das mehr oder weniger dicht an 0 liegt (beispielsweise
10719), ohne sagen zu konnen, dass das Resultat exakt die ganze Zahl 0 ist - oder
auch, dass es fast 0 ist aber nicht genau 0.

Ein CAS formt das Integral [ costdt durch eine Manipulation der mathematischen
0

Symbole in die Formel sin 7w — sin 0 um, die dann exakt zu 0 — 0 ausgewertet wird.
s
Diese Methode beweist deshalb [ costdt = 0.

Dennoch haben auch die nur alge%oraischen Umformumgen ihre Grenzen. Die meisten
der von einem CAS verarbeiteten Ausdriicke sind Quotienten von Polynomen und
ein Ausdruck a/a wird automatisch zu 1 vereinfacht. Solche algebraische Rechnung
eignet sich nicht zum Lésen von Gleichungen; in diesem Rahmen hat die Gleichung
ar = a die Losung x = a/a, was zu x = 1 vereinfacht wird ohne zu bemerken, dass
flir a = 0 jede Zahl x Losung der Gleichung ist.

1.2.3. Online-Hilfe und automatische Vervollstindigung

Interaktiv kann man auf das Referenz-Handbuch zugreifen und jede Funktion, jede Konstante
oder jeden Befehl nachschlagen, indem man dahinter ein Fragezeichen schreibt

sage: sin?

Die Seite der Dokumentation (auf englisch) enthélt die Beschreibung der Funktion und An-
wendungsbeispiele.

12
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Die Tabulator-Taste <TAB> nach einem Wortanfang zeigt alle Befehle, die so anfangen: arc
gefolgt von <TAB> zeigt die Namen simtlicher Arkus- und Areafunktionen:

sage: arc
arc arccosh arccoth arccsch arcsech arcsinh arctan2
arccos arccot arccsc arcsec arcsin arctan arctanh

1.2.4. Python-Variablen

Sobald man das Resultat einer Rechnung speichern méchte, kann man es einer Variablen
zuwetsen:

sage: y =1+ 2

um es spater weiterzuverwenden:

sage: y
3
sage: (2 +y) *xy
15

Zu beachten ist, dass das Resultat nach einer Zuweisung nicht automatisch ausgegeben wird.
Oft werden wir auch die folgende Akiirzung verwenden:

sage: y =1+ 2; y
3

Das Semikolon ; trennt mehrere Anweisungen auf einer einzigen Zeile. Die Berechnung des
Ergebnisses erfolgt vor der Zuweisung. Daher kann man dieselbe Variable weiterverwenden:

sage: y=3*xy +1; vy

10
sage: y =3 *y + 1; vy
31
sage: y =3 *xy + 1; v
94

SchlieRlich speichert Sage die Ergebnisse der letzten drei Rechnungen in den Sondervariablen
und

-7 = —_—

sage: 1 + 1
2

sage: +1
3
sage:
2

Die Variablen, die wir gerade bearbeitet haben, sind Variablen aus der Programmierung in
Python, und wir werden das im Unterabschnitt 3.1.3 noch einmal genauer behandeln. Hier
wollen wir nur vermerken, dass es empehlenswert ist, weder Funktionen noch in Sage vorde-
finierte Konstanten zu iiberschreiben. Das wiirde den internen Ablauf von Sage zwar nicht
beeintrachtigen, doch die nachfolgenden Ergebnisse Ihrer Rechnungen oder lher Programme
kénnten unsicher werden.:
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1. Erste Schritte

sage: pi = -I/2
sage: exp(2*i*pi)
e

Zur Wiederherstellung des Ausgangswertes kann ein Befehl verwendet werden wie: So sind die
von Sage behandelten Gebiete der Mathematik recht vielfiltig, von der Gruppentheorie bis zur
numerischen Analysis. Sage kann die erhaltenen Ergebnisse auch als ebene oder rdumlichelder
und als Animationen darstellen.

sage: from sage.all import pi

1.2.5. Symbolische Variablen

Bis jetzt haben wir nur konstante Ausdriicke wie sin(y/2) verarbeitet. Sage erméglicht auch
und vor allem mit Ausdriicken zu rechnen, die Variablen enthalten wie x + y = z oder auch
sin(z) + cos(z). Die symbolischen Variablen des ,Mathematikers, x,y, z, erscheinen in Sage
in verschiedenen Ausdriicken, Variablen des ,Programmierers”, denen wir schon im vorigen
Abschnitt begegnet sind. Sage unterscheidet sich insbesondere in diesem Punkt von anderen
CAS wie Maple oder Maxima.

Die symbolischen Variablen miissen vor ihrer Verwendung explizit deklariert werden®:

sage: z = SR.var(’z?)
sage: 2%z + 3
2%z + 36

In diesem Beispiel ,konstruiert der Befehl var(°z’) eine symbolische Variable mit dem Na-
men z. Diese symbolische Variable ist ein Sage-Objekt wie andere auch: sie wird nicht anders
behandelt als komplexere Ausdriicke wie sin(x)+ 1. Dann wird diese symbolische Variable der
Variablen z ,des Programmiers® zugeordnet, was ermoglicht, sich ihrer zur Bildung beliebig
komplexer Ausdriicke zu bedienen.

Wir hitten z auch einer anderen Variablen als z zuordnen konnen:

sage: y = SR.var(’z?)
sage: 2%y + 3
2%z + 3

Die systematische Bindung der symbolischen Variablen z an die Variable z ist daher keine
blofe Konvention, sondern sie wird zur Vermeidung von Verwirrung empfohlen.

Andererseits hat die Variable z mit der symbolischen Variablen z nichts zu tun:

sage: ¢ = 2%y + 3

sage: z =1
sage: 2%y + 3
2%z + 3

sage: C

2%z + 3

STatséchlich ist die symbolische Variable x in Sage vordefiniert - das ist aber auch die einzige.
SR steht fiir Symbolic Ring, siehe dazu auch Kapitel 5.
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1.2. Sage als Taschenrechner

Wie weist man einer symbolischen Variablen nun aber einen Wert zu, der in einem Ausdruck
erscheint? Man substituiert, wie in

sage: x = SR.var(’x’)
sage: expr = sin(x); expr
sin(x)

sage: expr(x=1)

sin(1)

Ausfithrlich wird die Substitution in symbolischen Ausdriicken in Kapitel 2 behandelt.
Ubung 1. Erldutern Sie Schritt fiir Schritt, was bei dieser Anweisungsfolge vor sich geht:

u = SR.var(’u’)
u = utl

u = utl

u

Da es ein wenig arbeitsaufwendig ist, auf diese Weise eine grofe Zahl von symbolischen Va-

riablen zu generieren, gibt es eine Kurzform var(’x?), die zu x = SR.var(’x’) &dquivalent
ist. Beispielsweise kann man schreiben

sage: var(’a, b, ¢, x, y’)
(a, b, ¢, x, y)

sage: a*x + b¥xy + ¢

axx + bxy + c

Wird die explizite Variablendeklaration als zu schwerfillig eingeschétzt, kann das Verhalten
von Maxima oder Maple emuliert werden. Im Moment (Sage 7.6) steht diese Funktionalitit
nur im Notebook zur Verfiigung. Dort fithrt nach dem Aufruf von

sage: automatic_names(True)

jeder Gebrauch einer neuen Variablen implizit zur Erzeugung einer symbolischen Variablen
gleichen Namens und ihre Zuweisung.

sage: 2%bla + 3

2x¥bla + 3
sage: bla
bla

1.2.6. Erste Grafiken

Der Befehl plot erméglicht auf ganz einfache Weise das Zeichnen des Graphen einer reellen
Funktion in einem gegebenen Intervall. Der Befehl plot3d dient zum Zeichnen in drei Dimen-
sionen, wie den Graphen einer reellen Funktion von zwei Verdnderlichen. Hier die Befehle, mit
denen die Grafiken in Abb. 1.3 (S. 6) erzeugt wurden:

sage: plot(sin(2#x), x, -pi, pi)
sage: plot3d(sin(pi*sqrt(x~2+y~2))/sqrt(x"v2+y~2), (x,-5,5), (y,-5,5))

Die grafischen Madglichkeiten von Sage zeigen sich auch an anderen Beispielen. Ausfiihrliche
Erklarungen folgen im 4. Kapitel.
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2. Analysis und Algebra

Dieses Kapitel stellt anhand einfacher Beispiele die Grundfunktionen vor, die in Analysis und
Algebra von Nutzen sind. Schiiler und Studenten werden hier Material finden, um Bleistift
und Papier durch Tastatur und Bildschirm zu ersetzen, und damit fiir das Verstehen von
Mathematik vor der gleichen intellektuellen Herausforderung stehen.

Diese Auflistung der gebriuchlichsten Befehle fiir das Rechnen mit Sage will auch fiir Oberstu-
fenschiiler zugénglich erscheinen. Mit einem Stern (x) gekennzeichnet, bilden sie Ergénzungen
fiir Studenten im ersten Studienjahr. Wegen weiterer Finzelheiten verweisen wir auf die an-
deren Kapitel.

2.1. Symbolische Ausdriicke und Vereinfachungen

2.1.1. Symbolische Ausdriicke

Sage ermdglicht alle Arten von Rechnungen zur Analysis mit symbolischen Ausdriicken und
Zahlen auszufiihren, mit symbolischen Variablen, den vier Grundrechenarten und den iiblichen
Funktionen wie sqrt, exp, log, sin, cos etc. Ein symbolischer Ausdruck kann durch einen
Baum dargestellt werden, wie in Abb. 2.1. Es ist wichtig zu verstehen, dass ein symbolischer
Ausdruck eine Formel ist und kein Wert oder eine mathematische Funktion. So erkennt Sage
nicht, dass die folgenden Ausdriicke gleich sind':

sage: bool(arctan(l+abs(x)) == pi/2 - arctan(1l/(1+abs(x))))
False

~/*\2 +/*\+
a:/ \2 3/ \x 95/ \1 x/ \2

X~2 + 3%x + 2 (x + D*(x + 2)

Abb. 2.1 - Zwei symbolische Ausdriicke, die dasselbe mathematische Objekt darstellen.

'Der Test auf Gleichheit == ist insofern kein einfacher syntaktischer Vergleich von Formeln: beispielsweise
werden in Sage 7.6 die Ausdriicke arctan(sqrt(2)) und pi/2 - arctan(1/sqrt(2) als gleich betrachtet.
Wenn man zwei Ausdriicke mit bool (x==y) vergleicht, versucht Sage zu beweisen, dass ihre Differenz null
ist und gibt True zuriick, wenn das gelingt.
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2. Analysis und Algebra

Dank der in diesem Kapitel vorgestellten Befehle kann der Anwender Ausdriicke umformen
und sie in die gewiinschte Form bringen.

Die wohl hiufigste Operation ist das Auswerten eines Ausdrucks, indem einem oder mehreren
der darin vorkommenden Parameter ein Wert zugewiesen wird. Das bewirkt die - vielleicht
nicht immer ausdriicklich angegebene - Methode subs.

sage: a, x = var(’a, x’); y = cos(xta) * (x+1); y

(x + 1)*cos(a + x)

sage: y.subs(a=-x); y.subs(x=pi/2, a=pi/3); y.subs(x=0.5, a=2.3)
x +1

-1/4xsqrt (3)*(pi + 2)

-1.41333351100299

sage: y(a=-x); y(x=pi/2, a=pi/3); y(x=0.5, a=2.3)

x +1

-1/4*sqrt (3)*(pi + 2)

-1.41333351100299

Wie auch in der iiblichen Schreibweise z — f(z) muss der Name der ersetzten Variablen an-
gegeben werden. Die Substitution mehrerer Variablen geschieht auf analoge Weise, indem alle
Ersetzungen nacheinander hingeschrieben werden, wie die beiden nichsten Beispiele zeigen:

sage: x, y, 2z = var(’x, y, 2’) ; g = X¥y + y*z + z*x
sage: bool(q(x=y, y=z, z=x) == q), bool(q(z=y) (y=x) == 3%x"2)
(True, True)

Um einen Unterausdruck zu ersetzen, der komplizierter ist als eine Variable, greift man zur
Funktion substitute.

sage: y, z = var(’y, z’); £ =x"3 + y°2 + z
sage: f.substitute(x~3 == y~2, z==1)
2%y~2 + 1

2.1.2. Umformung von Ausdriicken

Die einfachsten Ausdriicke ,mit Variablen“ sind die Polynome und Quotienten aus zwei Poly-
nomen mit einer oder mehreren Variablen. Die Funktionen, die erlauben, sie auf verschiedene
Weise umzuschreiben oder in eine Normalform zu bringen, sind in Tabelle 2.1 aufgefiihrt. Zum
Beispiel dient die Funktion expand dazu, Polynome auszumultiplizieren.

sage: x, y = SR.var(’x,y’)

sage: p = (x+ty)*(x+1)"2

sage: p2 = p.expand(); p2

X"3 + XT2%y + 2%X"2 + 2%xky + X + Y

wihrend die Methode collect die folgenden Terme nach fallenden Potenzen einer gegebenen
Variablen umordnet:

sage: p2.collect(x)
X3 + x“2*(y + 2) + x*(2*y + 1) + v

Diese Funktionen werden auch auf Ausdriicke angewendet, die Polynome sind, aber keine mit
symbolischen Variablen sondern mit Unterausdriicken, die komplizierter sind als sin(x):
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2.1. Symbolische Ausdriicke und Vereinfachungen

sage: ((xt+y+sin(x))~2.expand().collect(sin(x))
2k (x + y)*sin(x) + x°2 + 2*xxxy + y~2 + sin(x)"2

Symbolische Funktionen

Sage erlaubt auch die Definition von symbolischen Funktionen zur Verarbeitung eines
Ausdrucks.

sage: f(x) = (2xx + 1)°3; £(-3)

-125

sage: f.expand()

X |--> 8*%x~3 + 12%x~2 + 6*x + 1

Eine symbolische Funktion ist nichts anderes als ein Ausdruck, den man wie einen
Befehl aufrufen kann und bei dem die Reihenfolge der Variablen festgelegt ist. Um
einen symbolischen Ausdruck in eine symbolische Funktion zu verwandeln, benutzt
man entweder die schon erwidhnte Syntax oder die Methode function:

sage: y = var(’y’); u = sin(x) + x*cos(y)

sage: v = u.function(x, y); v

(x, y) |--> xxcos(y) + sin(x)
sage: w(x, y) = u; w
(x, y) |--> xxcos(y) + sin(x)

Die symbolischen Funktionen dienen zur Modellierung mathematischer Funktionen.
Sie spielen nicht die gleiche Rolle wie die Funktionen (oder Prozeduren) in Python.
Das sind Konstruktionen der Programmierung, die wir im 3. Kapitel beschreiben.
Der Unterschied zwischen beiden entspricht dem Unterschied zwischen symbolischen
Variablen und den in Unterabschnitt 1.2.4 vorgestellten Python-Variablen.
Praktisch verwendet man eine symbolische Funktion genauso wie einen Ausdruck,
was bei Python-Funktionen nicht der Fall ist, beispielsweise verfiigen letztere nicht
iiber die Methode expand.

Polynom p = zz? + 2% — (2 + 3°)(ax — 2by) + 2y° + y°

p-expand() .collect (x) —az® — axy® + 2byy® + by + 2z + D + %z + 2
p.collect(x).collect(y) 2bx?y+ 2by® — (ax — 2z — 1)a? — (ax — 2z — 1)y?
p-expand () —az® — axy® + 2b2%y + 2by° + 222 + yPz + 2% + 92
p.factor() —(@® +y*)(ax — 2by — 7 — 1)

p.factor_list [(2® + 9% 1), (ax — 2by — 2z — 1,1), (=1, 1)]

=5 + 2%y + 3z + 3zy + 22 + 2y
23 + 222 + 2y + 2y
(z+Dy+a?+z
22 4y
@+ DE+y)
2 4y
z? zy x J
Piy Pty Py Pty

Quotient von Polynomen r =

r.simplify_rational()

r.factor()

r.factor() .expand()

x—1 2 1
Quotient von Polynomen r = (;2 _2)733 + ny_ -+ g 2 + - "
. (z—Dz+y b+c 1
. b
r.combine() o + . P

Quotient von Polynomen r =
B (z—2)
32—z +1)y?  3(z+1)y3

(z3 + 1)y?
1

r.partial_fraction(x)
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2. Analysis und Algebra

Tab. 2.1 - Polynome und Quotienten von Polynomen?

Was Quotienten von Polynomen angeht, d.h. gebrochen rationale Ausdriicke, so erlaubt die
Funktion combine die Umgruppierung von Termen mit gleichem Nenner, wihrend die Funk-
tion partial_fraction die Zerlegung in einfache Elemente in Q bewirkt (Eine genauere
Beschreibung dieses Kérpers, in dem die Zerlegung in einfache Elemente zu erfolgen hat, wird
man in Abschnitt 7.4 finden.)

Die gebriuchlichsten Darstellungen sind fiir das Polynom die ausmultiplizierte Form und fiir
den Quotienten zweier Polynome die gekiirzte Form P/@Q mit ausmultiplizierten P und Q.
Sobald zwei Polynome oder zwei Quotienten von Polynomen in diesen Formen geschrieben
sind, geniigt fiir die Entscheidung, ob sie gleich sind, der Vergleich ihrer Koeffizienten: man
nennt diese Formen die Normalformen.

2.1.3. Gebriuchliche mathematische Funktionen

In Sage liegen schon die meisten mathematischen Funktionen vor. insbesondere die trigomno-
metrischen Funktionen, die Logarithmus- und die Exponentialfunktion: In Tab. 2.2 sind sie
zusammengestellt. Die Vereinfachung dieser Funktionen ist wesentlich. Um einen Aussdruck
oder eine symbolische Funktion zu vereinfachen, verfiigen wir iiber die Funktion simplify:

Gebrauchliche mathematische Funktionen

Exponentialfunktion und Logarithmus exp, log

Logarithmus zur Basis a  log(x,a)

trigonometrische Funktionen sin, cos, tan, cot, sec, csc
Arcusfunktionen arcsin, arccos, arctan, arccot
hyperbolische Funktionen sinh, cosh, tanh, coth
Areafunktionen arcsinh, arccosh, arctanh, arccoth
ganzzahliger Anteil usw. floor, ceil, trunc, round
Quadratwurzel und n—te Wurzel sqrt, nth_root

Umformung trigonometricher Ausdriicke
Vereinfachung simplify_trig
Linearisierung reduce_trig

Anti_Linearisierung expand_trig

Tab. 2.2 - Gebrauchliche Funktionen und Vereinfachungen
sage: (x~x/x).simplify()
x~(x-1)

Jedoch muss man fiir feinere Vereinfachungen den Typ der erwarteten Vereinfachung ange-
ben:

sage: f = (e”x-1) / (1+e~(x/2)); f.simplify_exp()
e~ (1/2%x) - 1

Entsprechend nimmt man den Befehl simplify_trig zur Vereinfachung trigonometrischer
Ausdriicke.

?Die Darstellung der Ausdriicke auf der rechten Seite erhilt man in einem Sage-Arbeitsblatt nach Aktivierung
von Typeset.
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2.1. Symbolische Ausdriicke und Vereinfachungen

sage: f = cos(x)"6 + sin(x)~6 + 3*sin(x) ~2xcos(x)"2
sage: f.simplify_trig()
1

Zur Linearisierung (bzw. Anti-Linearisierung) eines trigonometrischen Ausdrucks verwendet
man reduce_trig (bzw. expand_trig):

sage: f = cos(x)"6; f.reduce_trig()

1/32xcos(6*x) + 3/16*cos(4xx) + 15/32xcos(2*x) + 5/16

sage: f = sin(6*x): f.expand_trig()

6xcos(x) “b*sin(x) - 20*cos(x)~3*sin(x)~3 + 6*cos(x)*sin(x)"H

Man kann Ausdriicke mit Fakultiaten ebenfalls vereinfachen:

sage: n = var(’n’); f = factorial(n+l)/factoral(n)
n+l

Was die Funktion simplify_rational angeht, so versucht sie, einen Quotienten von Poly-
nomen dadurch zu vereinfachen, dass sie seine Glieder ausmultipliziert. Fiir die Vereinfa-
chung von Quadratwurzeln, logarithmischen oder exponentiellen Ausdriicken steht die Funk-
tion canonicalize_radical zur Verfligung.

sage: f = sqrt(abs(x)~2); f.canonicalize_radical()
X

sage: y = var(’y’)

sage: f = log(xxy); f.canonicalize_radical()
log(x) + log(y)

Der Befehl simplify_full wendet die Funktionen simplify_factorial, simplify_ trig
und simplify_rational an (in dieser Reihenfolge).

Alles, was zur klassischen Palette einer Kurvendiskussion gehort (Berechnung von Ableitun-
gen, Asymptoten, Extrema, Nullstellen und Skizze des Graphen), kann mit einem CAS leicht
realisiert werden. Sages wichtigste Operationen die man auf Funktionen anwenden kann, wer-
den in Abschnitt 2.3 vorgestellt.

2.1.4. Vorgaben fiir eine symbolische Variable

Bei der Rechnung mit symbolischen Variablen wird im allgemeinen angenommen, dass sie
jeden Wert einer reellen oder komplexen Zahl annehmen kénnen. Das fithrt zu Problemen,
wenn ein Parameter eine auf ihren Definitionsbereich beschrénkte Groke darstellt (beispiels-
weise positiv reell).

Ein typischer Fall ist der Ausdruck vz2. Zur Vereinfachung solcher Ausdriicke bietet die
Funktion assume, mit der die Eigenschaften einer Variablen pézisiert werden koénnen, eine
gute Losung. Mochte man diese Vorgabe wieder aufheben, kommt der Befehl forget zum
Einsatz:

sage: assume(x>0); bool(sqrt(x~2) == x)
True
sage: forget(x>0); bool(sqrt(x~2) == x)
False
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2. Analysis und Algebra

sage: n = var(’n’); assume(n, ’integer’); sage: sin(n*p).simplify()
0

2.1.5. Maogliche Gefahren

Sei ¢ ein ganz klein wenig komplizierter Ausdruck:

var(’a’)
(1+a)~2 - (a~2+2*ab+1)

sage: a
sage: ¢

und versuchen wir, die in x gegebene Gleichung cx = 0 nach z aufzuldsen:

Das Problem der Vereinfachung

Die Beispiele in Unterabschnitt 2.5.1 illustrieren die Wichtigkeit der Normalformen
und spziell des Tests auf 0, ohne den jede Rechnung, die eine Division enthilt, zum
Gliicksspiel wird.

Bestimmte Familien von Ausdriicken, die aussehen wie Polynome, lassen eine Pro-
zedur zu, die entscheidet, ob der Nenner 0 ist. Das heifit, dass fiir diese Klassen
von Ausdriicken ein Programm entscheiden kann, ob ein gegebener Ausdruck null
ist oder nicht. In vielen Fillen wird diese Entscheidung durch Reduktion auf die
Normalform getroffen: der Ausdruck ist null dann und nur dann, wenn wenn seine
Normalform 0 ist.

Ungliicklicherweise konnen nicht alle Klassen von Ausdriicken eine Normalform bil-
den, und fiir einige Klassen kann man zeigen, dass es keine allgemeine Methode gibt,
die in endlicher Zeit feststellt, ob ein Ausdruck null ist. Ein Beispiel einer solchen
Klasse ist ein Ausdruck, der aus rationalen Zahlen, 7, In2 und einer Variablen zu-
sammengesetzt ist mit wiederholter Addition, Subraktion, Multiplikation, Exponen-
tiation und der Sinusfunktion. Eine wiederholte Anwendung von numerical_approx
mit erhohter Genauigkeit erlaubt haufig eine Vermutung, ob ein spezieller Ausdruck
null ist oder nicht; doch es ist bewiesen, dass es nicht moglich ist, ein Programm
zu schreiben, das als Argument einen Ausdruck dieser Klasse erhdlt und das wahre
Ergebnis zuriickgibt, wenn das Argment null ist und andernfalls ein falsches.

Bei diesen Klassen stellt sich also das Problem der Vereinfachung mit grofster Schir-
fe. Ohne Normalform kénnen die Systeme nur eine bestimmte Zahl von Umformun-
gen angeben, mit denen der Anwender jonglieren muss, um zu einem Ergebnis zu
kommen. Um hier klarer zu sehen, muss man die Unterklassen der Ausdriicke iden-
tifizieren, die Normalformen haben und wissen, welche Funktionen aufzurufen sind,
um letztere zu berechnen. Sages Verhalten gegeniiber diesen Schwierigkeiten wird in
Kapitel 5 ausfiihrlicher behandelt.

sage: eq = c*x ==
x == 0

Ein unvorsichtiger Anwender wird versucht sein, diese Gleichung zu vereinfachen, bevor er sie
16st:

sage: eq2 = eq/c; eq2

X ==
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2.2. Gleichungen
sage: solve(eq2, x)
I:X == O]
Gliicklicherweise macht Sage diesen Fehler nicht:

sage: solve(eq, x)
[x == x]

Hier konnte Sage die Aufgabe korrekt 16sen, denn der Koeffizient ¢ ist ein polynomialer Aus-
druck. Daher kann c leicht auf 0 getestet werden. Es reicht hin, ¢ auszumultiplizieren:

sage: expand(c)
0

und davon Gebrauch zu machen, dass zwei Polynome mit gleicher ausmultiplizierter Form
gleich sind, anders gesagt, dass die ausmultiplierte Form eine Normalform ist.

Im Gegenzug begeht Sage bei einem kaum komplizierteren Ausdruck einen Fehler:

sage: ¢ = cos(a)~2 + sin(a)~2 - 1
sage: eq = c*x ==

sage: solve(eq, x)

[x == 0]

und das, obwohl die Vereinfachung und der Test auf 0 korrekt sind:

sage: c.simplify_trig()
0

sage: C.1s_zero

True

2.2. Gleichungen

Wir wenden uns jetzt den Gleichungen zu und ihrer Lésung; die wichtigsten Funktionen dazu
sind in Tab. 2.3 zusammengestellt.

Numerische Gleichungen

symbolische Losung solve

Losunmg (mit Mehrfachwurzeln) roots
numerische Lésung find_root

Vektorgleichungen und Funktionsgleichungen
Losung linearer Gleichungen right_solve, left_solve
Losung von Differentialgleichungen desolve
Loésung von Rekursionen rsolve

Tab. 2.3 - Losung von Gleichungen

23



2. Analysis und Algebra

2.2.1. Explizite Lésung

Wie betrachten folgende Gleichung mit der Unbekannten z und dem Parameter :

2 )
22— z+ 5— —4=0, mitwe}—z,z[.
COSs COs~ 22

Wir schreiben

sage: z, phi = var(’z, phi?’)
sage: eq = z**2 - 2/cos(phi)*z + 5/cos(phi)**2 - 4 == 0; eq
z~2 - 2*xz/cos(phi) + 5/cos(phi)~2 - 4 ==

Mit der Methode 1hs (bzw. mit der Methode rhs) kann man die linke Seite der Gleichung
(bzw. die rechte) isolieren:

sage: eq.lhs()

z**2 - 2/cos(phi)*z + 5/cos(phi)**2 - 4
sage: eq.rhs()

0

was jedoch nicht erforderlich ist, um sie mit solve zu l6sen. In einem Sage-Arbeitsblatt sieht
das so aus:

solve(eq,z)

z

__2\/cos(g0) _2\/cos(g0)2—1+1
N N ()

P-1-1
cos () - cos
Sei nun die Gleichung 37 = y zu lsen.

sage: y = var(’y’); solve(y~7==y, y)
[y == 1/2%I*sqrt(3) + 1/2, y == 1/2*%Ixsqrt(3) - 1/2, y == -1, y ==
-1/2%I*sqrt(3) - 1/2, y == -1/2*%Ixsqrt(3) + 1/2, y == 1, y == 0]

Die Losungen konnen auch in Gestalt eines Objekts vom Typ Diktionir?

den (siehe Unterabschnitt 3.3.9).

zuriickgegeben wer-

sage: solve(x~2-1, x, solution_dict=True)

{x: -1}, {x: 1}]
Der Befehl solve erlaubt ebenfalls das Losen von Gleichungssystemen:

sage: solve({xty == 3, 2*x+2xy == 6], x, y)
[[x == -r1 + 3, y == ri1]]

Bei unbestimmten Systemen wie diesem iibernehmen Hilfsvariablen, die mit rl, r2 usw.
bezeichnet werden, die Parametrisierung der Lésungsmenge. Kommen als Parameter nur ganze
Zahlen in Betracht, werden sie mit z1, z2 usw. angegeben ((hierunter ist es z38, was je nach
Sage-Version auch anders sein kann).

sage: solve([cos(x)*sin(x) == 1/2, x+y == 0], x, y)
[[x == 1/4%pi + pi*z38, y == -1/4*pi - pi*z38]]

3engl. dictionary
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2.2. Gleichungen

Schlieflich kann man mit der Funktion solve sogar Ungleichungen l6sen:

sage: solve(x~2+x-1 > 0, x)
[[x < -1/2%sqrt(5) - 1/2], [x > 1/2*sqrt(5) - 1/2]]

Es kommt vor, dass von solve die Lisungen eines Gleichungssystems als Fliefskommazahlen
zuriickgegeben werden. Sei beispielsweise das folgende Gleichungssystem im C? zu lésen:

r?yz = 18,
ryPz = 24,
ryzd = 3.

sage: x, y, z = var(’x, y, z’)

sage: solve([x"2%y*z == 18, xxy 3%z == 24,\

... xxy*%z~4 == 3], x, y, 2)

[[x = (-2.76736473308 - 1.71347969911%I), y = (-0.570103503963 +
2.00370597877*I), z = (-0.801684337646 - 0.14986077496%I)]1,...]

Sage gibt hier 17 angenédherte komplexe Lésungstripel zuriick. Wegen symbolischer Lésungen
befrage man das 9. Kapitel.

Um die numerische Losung einer Gleichung zu erhalten, verwendet man die Funktion find_root,
die als Argument eine Funktion einer Verdnderlichen oder eine symbolische Gleichung sowie
die Grenzen des Intervalls aufnimmt, in welchem die Lésung gesucht werden soll.

sage: expr = sin(x) + sin(2*x) + sin(3#*x)
sage: solve(expr, x)
[sin(3#*x) == -sin(2*x) - sin(x)]

Zu dieser Gleichung findet Sage keine symbolische Losung. Nun gibt es zwei Moglichkeiten:
entweder greift man zu einer numerischen Lésung

sage: find_root(expr,0.1,pi)
2.0943951023931957

oder man formt den Ausdruck vorher um:

sage: f = f = expr.simplify_trig(); f
2% (cos(x)~2 + cos(x))*sin(x)

sage: solve(f, x)

[x == 0, x == 2/3%pi, x == 1/2*pi]

Schlieflich kann man mit der Funktion roots die exakten Losungen samt deren Vielfachheit
bekommen. Man kann iiberdies den Ring angeben, in welchem man die Lésung zu erhalten
wiinscht; wihlt man RR fiir R oder CC fiir C, erhélt man die Ergebnisse als Fliekkomma-
zahlen. Das untenstehende Losungsverfahren ist fiir die betrachtete Gleichung spezifisch, im
Gegensatz zu find_root, das eine generische Methode verwendet.

Betrachten wir die Gleichung dritten Grades x® 4+ 2o 4+ 1 = 0. Diese Gleichung hat eine
negative Diskriminante und besitzt somit eine reelle Wurzel und zwei komplexe, die man mit
der Funktion roots erhalten kann (dargestellt im Sage-Arbeitsblatt):
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2. Analysis und Algebra

(x~3+2*%x+1) .roots (x)

1 /1 1 . iv3—1
[ -5 (18\/59\[—2> (Z\/g—i_l)_g(llg\/@\/g—%)é’l ;
1 /1 1)\3 ) —iv3—1

1 1\3 2
—VE9V3 -] - oy
(o2 )]

sage: (x~3+2#x+1).roots(x, ring=RR)
[(-0.453397651516404, 1)]
sage: (x~3+2#x+1).roots(x, ring=CC)
[(-0.453397651516404, 1),
(0.226698825758202 - 1.46771150871022*I, 1),
(0.226698825758202 + 1.46771150871022*I, 1)]

2.2.2. Gleichungen ohne explizite Losung

Sobald das Gleichungssystem zu kompliziert wird, ist es in den wenigsten Féllen méglich, eine
exakte Losung zu berechnen.

sage: solve(x~(1/x)==(1/x)"x, x)
[(1/x)"x == x~(1/x)]

Andererseits ist das nicht zwangsldufig eine Beschréinkung, wie man meinen konnte. Tatséch-
lich ist ein Leitmotiv des symbolischen Rechnens, dass man durch Gleichungen definierte
Objekte sehr wohl umformen und insbesonerere ihre Eigenschaften berechnen kann, ohne ihre
explizite Losung zu kennen. Noch besser, die Gleichung, die ein Objekt definiert, ist oft die
beste Beschreibung dieses Objekts. So ist eine Funktion, die durch eine lineare Differential-
gleichung und Anfangsbedingungen definiert ist, vollkommen bestimmt. Die Losungsmenge
von linearen Differentialgleichungen ist (unter anderem) hinsichtlich Summe und Produkt ab-
geschlossen und bildet so eine wichtige Klasse, wo man den Test auf 0 einfach vornehmen
kann. Dafiir fillt die Losung, ist sie ihrer Definitionsgleichung beraubt, in eine gréfsere Klasse,
wo nur wenig entschieden werden kann:

sage: y = function(’y’, x)
sage: desolve(diff(y,x,x) + x*diff(y,x) +y == 0, y, [0,0,1])
-1/2xT*sqrt (2) *sqrt (pi) *erf (1/2+I*xsqrt (2) *x) *xe~ (-1/2%x"2)

Im 14. Kapitel und im Unterabschnitt 15.1.2 greifen wir diese Uberlegungen wieder auf.

2.3. Analysis

In diesem Abschnitt stellen wir die in der reellen Analysis laufend gebrauchten Funktionen
kurz vor. Wegen weiter fortgeschrittener Anwendungen oder Ergdnzungen verweisen wir auf
spatere Kapitel, namentlich jene, die die numerische Integration (Kapitel 14), die Losung
nichtlinearer Gleichungen (Kapitel 12) und Differentialgleichungen (Kapitel 10) behandeln.
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2.3. Analysis

2.3.1. Summen

Zur Berechnung symbolischer Summen verwendet man die Funktion sum. Berechnen wir bei-
spielsweise die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen:

sage: k, n = var(’k, n’)
sage: sum(k,k,1,n).factor()
1/2%(n + 1)*n

Die Funktion sum erlaubt die Vereinfachung des binomischen Lehrsatzes:

sage: n, k, y = var(’n, k, y’) # das symbolische x ist voreingestellt
sage: sum(binomial(n,k) * x"k * y~(n-k), k, 0, n)
(x + y)™n

Hier nun weitere Beispiele, darunter die Summe der Zahl der Elemente einer Teilmenge mit
n Elementen:

sage: k, n = var(’k, n’)

sage: sum(binomial(n,k), k, 0, n),\

....: sum(k * binomial(n, k), k, 0, n),\
«...: sum((-1)\"k*binomial(n,k), k, 0, n)
(2°n, 2°(n - 1)*n, 0)

Schlieflich noch Beispiele fiir geometrische Summen:

sage: a, ¢, k, n = var(’a, q, k, n’)
sage: sum(a*q~k, k, 0, n)
(axq"(n + 1) - a)/(q - 1)

Um die entsprechende Reihe zu berechnen, muss prazisiert werden, dass der Quotient ¢ absolut
kleiner als 1 ist:

sage: assume(abs(q) < 1)
sage: sum(axq~k, k, 0, infinity)
-a/(q - 1)

sage: forget(); assume(q > 1); sum(a*q~k, k, O, infinity)
Traceback (most recent call last):

ValueError: Sum is divergent.

Ubung 2 (Rekursive Berechnung der Summe). Zu berechnen ist die Summe der p-ten Poten-
zen der ganzen Zahlen von 0 bis n fiir p = 1,...,4, ohne den Sage-Algorithmus zu verwen-
den:

Su(p) =D K.
k=0

Zur Berechnung diese Summe kann man folgende Rekursionsgleichung verwenden:

p—1
Sulp) = pil (n+ 1) =3 (p; 1) Su(j)
7=0
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2. Analysis und Algebra

Diese Rekursionsformel erweist sich bei der Berechnung der Teleskopsumme

2{: (k4 1)PH1 — gt

0<k<n

als hilfreich, die auf zweierlei Art erfolgen kann.

2.3.2. Grenzwerte

Zur Berechnung eines Grenzwertes verwendet man den Befehl 1imit oder seinen Alias lim.
Zu berechen sind die folgenden Grenzwerte:

Vr—2
Jr+19-3’

cos(§ — ) —tanw

@ 0

(b) lim

a2 1 —sin(} + )

sage: limit((x**(1/3) - 2)/((x+19)**(1/3) - 3), x = 8)
9/4

sage: f(x) = (cos(pi/4-x)-tan(x))/(1-sin(pi/4+x))
sage: limit(f(x), x = pi/4)

Infinity

Die letzte Antwort zeigt an, dass einer der Grenzwerte, der rechte oder der linke, unendlich?
ist. Um das Resultat zu prézisieren, untersucht man mit Hilfe der Option dir die Grenzwerte
von links (minus) und von rechts (plus):

sage: limit(f(x), x = pi/4, dir=’minus’)
+Infinity

sage: limit(f(x), x = pi/4, dir=’plus’)
-Infinity

2.3.3. Folgen

Die bis jetzt behandelten Funktionen erlauben die Untersuchung von Folgen. Als Beispiel
vergleichen wir das Wachstum einer exponentiellen Folge und einer geometrischen.

100

BEISpPIEL. Untersuchung einer Folge Wir betrachten die Folge u,, = 7Zu berechnen sind

—.
die ersten zehn Terme der Folge. Welche Monotonie weist die Folge auf? Welches ist der
Grenzwert der Folge. Fiir welche n ist u,, €]0,1078[?

1. Um den Term der Folge u, zu definieren, verwenden wir eine symbolische Funktion. Wir
fithren die Berchnung der ersten 10 Terme ,von Hand“ aus (und warten mit den Schleifen
bis zum 3. Kapitel):

sage: u(n) = n~100/100"n
sage: u(2.); u(3.); u(4.); u4.); u(6.); u(7.); u(8.); u(9.); u(10.)

“Statt von einem unendlichen Grenzwert zu sprechen (oft wird auch uneigentlicher Grenzwert gesagt), ist es
auch moglich zu sagen, dass ein Grenzwert nicht existiert oder dass ein Wert iiber alle Grenzen wichst.
Schlieflich ist co weder Zahl noch Wert, sondern bezeichnet eine Eigenschaft.
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2.3. Analysis

.26765060022823e26
.16377520732011e41
.60693804425899e52
.60693804425899e52
.53318623500071e65
.23447650962476e70
.03703597633449e74
.65613988875875e77
.00000000000000e80

E NN WORE = O

Daraus kénnte man {ibereilt folgern, dass u, gegen unendlich strebt.

1.5e90 -

1e90 -

5e89 |

Abb. 2.2 - Graph von x +— 2'°°/100"

2. Um eine Vorstellung von der Monotonie zu haben, kann man die Funktion zeichnen, mit
der wir die Folge u,, definiert haben (siche Abb. 2.2).

plot (u(x), x, 1, 40)
Wir vermuten, dass die Folge ab n = 22 abnehmen wird.

sage: v(x) = diff(u(x), x); sol = solve(v(x) == 0, x); sol
[x = 100/10g(100), x = 0]

sage: floor(sol[0].rhs()))

21

Die Folge wichst also bis n = 21, um ab n = 22 wieder abzunehmen.
3. Wir berechnen nun den Grenzwert.

sage: limit(u(n), n=infinity)

0

sage: n0 = find_root(u(n) - 1le-8 == 0, 22, 1000); nO
105.07496210187252
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2. Analysis und Algebra

Die ab n = 22 abnehmende Folge verliuft ab n = 106 im Intervall ]0, 1078].

2.3.4. Taylor-Reihenentwicklung (*)

Zur Berechnung einer Taylor-Reihe der Ordnung n an der Stelle zy verfiigt man iiber die
Methode f(x) .series(x==x0, n). Interessiert man sich nur fiir den reguléren Teil der Rei-
henentwicklung der Ordnung n, kann man die Funktion taylor(f(x), x, x0, n) verwenden.
Bestimmen wir die Reihenentwicklungen folgender Funktionen im Sage-Arbeitsblatt:

1
T

a) (1+ arctanx) der Ordnung 3 um zo = 0,

b) In(2sinz) der Ordnung 3 um zo =

o

taylor ((arctan(x))**(1/x), x, 0, 3)

1 log(z)
apg (122° +450° — 2702 + 810)e

(In(2*sin(x)) .series(x==pi/6, 3))

1 1 2 1 N
_Z —9)(—= (7=
(V3)( 67T+1:)—|—( )( 67T+:1:) +O< 216(7T 6£L')>
Hat man die Taylor-Reihe mittels series erhalten und mochte den reguléren Teil allein haben,
verwendet man die Methode truncate:

(In(2*sin(x)) .series(x==pi/6, 3)).truncate()

1 1
—E(W—Gx)Q — 6\/§(W—6$)

Mit dem Befehl taylor ist es auch moglich, asymptotische Entwicklungen zu erhalten. Um

3

bespielsweise den Wert der Funktion (z° + x)% — (2° — x)% fiir  — 0o zu berechnen, schreibt

marn:

sage: taylor((x~3+x)~(1/3)-(x"3-x)~(1/3), x, infinity, 2)
2/3/x

Ubung 3 (Eine symbolische Grenzwertberechnung). Sei f aus der Klasse C? in der Umgebung
von a € R gegeben. Zu berechnen ist

lim %(f(m 3h) — 3f(a+2h) + 3(a + k) — f(a).

Verallgemeinerung?
BEISPIEL (*) (Die Formel von Machin). Zu beweisen ist folgende Gleichung:

T 1 1
— = 4arctan — — arctan —.
4 5 239

Mit Hilfe dieser Formel und der arctan-Entwicklung als Potenzreihe hat der Astronom John
Machin (1680-1752) im Jahre 1706 7 auf 100 Dezimalstellen berechnet. Mit seinem Verfahren
ist ein Ndherungswert fiir 7 herzuleiten.
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2.3. Analysis

Funktionen und Operatoren
Ableitung  diff(f(x), x)
n-te Ableitung diff(£(x), x, n)
Integration integrate(f(x), x)
numerische Integration integral_numerical((f(x), a, b)
symbolische Summe sum(£f(i), i, imin, imax)
Grenzwert limit(f(x), x==a)
Taylorpolynom taylor(f(x), x, a, n)
Taylor-Reihenentwicklung f.series(x==a, n)
Graph einer Funktion plot(f(x), x, a, b)

Tab. 2.4 - Zusammenstellung von in der Analysis hilfreichen Funktionen

Zunéchst iiberzeugt man sich, dass 4arctan% und 7 + arctan ﬁ den gleichen Tangenswert
haben.

sage: tan(4*arctan(1/5)).simplify_trig()

120/119

sage: tan(pi/4+arctan(1/239)).simplify_trig()

120/119

Nun liegen die reellen Zahlen 4 arctan § und T +arctan 555 beide im offenen Intervall |0, 7|, sie
sind also gleich. Um einen Niherungswert fiir 7 zu erhalten, kann man wie folgt verfahren:

sage: f = arctan(x).series(x, 10); f

1#x + (-1/3)*x~3 + 1/6%x~5 + (-1/7)*x~7 + 1/9*%x~9 + Order(x~10)

sage: (16*f.substitute(x==1/5) - 4*f.substitute(x==1/239)).n(); pi.n()
3.14159268240440

3.14159265358979

Ubung 4 (Bine Formel von Gauf). Die folgende Formel erfordert in der Ausgabe von Gauf’
Werken ( Werke, ed. Konigl. Ges. d. Wiss. Gottingen, vol 2, p. 477-502) immerhin 20 Seiten
Tabellenrechnung:

1 1 1 1
% = 12 arctan 33 + 20 arctan = + 7 arctan 239 + 24 arctan 268"

1. Man setze 6 = 12 arctan % + 20 arctan % + 7 arctan 2—:1,)9 + 24 arctan %.
Bestdtigung mit Sage, dass tanf = 1.

2. Zu beweisen ist die Ungleichung Vx € [0, ﬂ , tanz < T2 durch Herleitung der Formel
von Gauk.

3. Durch Approximation der arctan-Funktion vermittels des Taylor-Polynoms der Ord-
nung 21 an der Stelle 0 ist eine neuer Naherungswert fiir m anzugeben.

2.3.5. Reihen (*)

Die vorstehenden Befehle konnen auch auf Reihen angewendet werden. Wir geben einige
Beispiele:

BEISPIEL (Berechnung der Summe der Riemann-Reihe).

k = var(°’k?)
sum(1/k"~2, k, 1, infty),\
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2. Analysis und Algebra

sum(1/k~4, k, 1, infty),\
sum(1/k~5, k, 1, infty)
(72, 557, ¢<(5))

BEISPIEL (Eine Formel von Ramanugjan). Mit der Partialsumme der ersten 12 Terme der
folgenden Summe geben wir eine Niherung fiir 7 und vergleichen sie mit dem von Sage fiir 7
gefundenen Wert.

1 2v/2 <X (4k)! - (1103 + 26390k)

7 9801 (k4 - 3964k
k=0

sage: s = 2xsqrt(2)/9801*(sum((factorial (4xk))*(1103+26390%k)/
..... factorial(k)) ~4%396~(4*k)) for k in (0..11)))

sage: (1/s).n(digits=100)
3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974. . .
sage: (pi-1/s).n(digits=100).n()

-4.36415445739398e-96

Man sieht, dass die Patialsumme der ersten 12 Terme schon 95 signifikante Stellen von
liefert!

BEISPIEL (Konvergenz einer Reihe). Es ist die Natur folgender Reihe zu untersuchen:

Zsin (71'\/ 4n? + 1) :

n>0

Um eine asymptotische Entwicklung des allgemeinen Gliedes zu erhalten, benutzt man eine
mit 27 periodische Sinusfunktion, die gegen 0 strebt:

U, = sin <7T\/4TL2 + 1) = sin [7}' < 4n? +1 — 2n>} )
Nun kann man die Funktion taylor auf die neue Gestalt des allgemeinen Terms anwenden

n = var(’n’); u = sin(pi*(sqrt(4*n~2+1)-2*n))
taylor(u, n, infinity, 3)

T 6m+ w2

dn  384n3

Daraus bekommt man u, ~ 7., was nach den Vergleichs-Regeln fiir Riemann-Reihen zeigt,

dass die Reihe ) w,, divergiert.
n>0

Ubung 5 (Asymptotische Entwicklung einer Folge). Es ist unschwer zu zeigen (beispielsweise
mit dem Satz {iber monotone Bijektionen), dass die Gleichung tanx = x fiir jedes n € N
im Intervall [nm,nm + 5| genau eine Losung z, besitzt. Anzugeben ist eine asymptotische
Entwicklung von x,, fiir +00 mit der Ordnung 6.
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2.3. Analysis
2.3.6. Ableitung

Die Funktion derivative (mit dem Alias diff) ermdoglicht die Ableitung eines symbolischen
Ausdrucks oder einer symbolischen Funktion.

sage: diff(sin(x~2), x)

2xx*cos (x°2)

sage: function(’f’, x); function(’g’, x); diff(f(g(x)), x)
f(x)

g(x)

D[0] (£) (g(x))*diff (g(x), x)
sage: diff(ln(f(x)), x)
diff (f(x), x)/f(x)

2.3.7. Partielle Ableitungen

Der Befehl diff erlaubt auch die Berechnung der n-ten Ableitung oder von partiellen Ablei-
tungen.

sage: f(x,y) = x*xy + sin(x"2) +e~(-x); derivative(f, x)

(x, 7) |--> 2xx*xcos(x72) +y - e~ (-x)
sage: derivative(f, y)
(x, y) 1-->x

BEISPIEL. Zu verifizieren ist, dass die folgende Funktion harmonisch® ist:

Fla,9) = 5 Ina® +?) fiir alle (z,y) # (0,0).

sage: x, y = var(’x, y?); f = 1n(x"2 + y~2)/2
sage: delta = diff(f,x,2) + diff(f,y,2)

sage: delta.simplify_full()

0

Ubung 6 (Ein Gegenbeispiel von Peano zum Satz von Schwarz). Sei f eine Abbildung von
R? nach R, die definiert ist durch

x2_ 2
’ 0, falls (x,y) =

Gilt 3182f(0, 0) = 8281f(0, 0)?

®Eine Funktion heift harmonisch, wenn gilt Af = 87 f + 02 = 0 mit dem Laplace-Operator A.
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2. Analysis und Algebra

2.3.8. Integration

Fiir die Berechnung bestimmter und unbestimmter Integrale verwenden wir die Funktion bzw
die Methode integrate oder deren Alias integral.

sage: sin(x).integral((x, 0, pi/2))

1

sage: integrate(1/(1+x~2), x)

arctan(x)

sage: integrate(1/(1+x~2), x, -infinity, infinity)
pi

sage: integrate(exp(-x**2), x, 0, infinity)
1/2*sqrt (pi)

sage: integrate(exp(-x), -infinity, infinity)
Traceback (most recent call last):

ValueError: Integral is divergent.

T xcosu
BEISPIEL. Fiir z € R ist das Integral ¢(x) = bf mdu zu berechnen.
sage: u = var(’u’); f = x*cos(u)/(u~2+x~2)
sage: assume(x>0); f.integrate(u, O, inifinity)
1/2xpi*e~(-x)

sage: forget(); assume(x<0); f.integrate(u, O, infinity)
-1/2%pi*e~x

Somit haben wir: Vz € R*, ¢(z) = 7 -sgn(z) - el

Um eine numerische Integration auf einem Intervall zu bewirken, verfiigen wir iiber die Funk-
tion integral_numerical, die ein Tupel mit zwei Elementen zuriickgibt, dessen erste Kom-
ponente ein Naherungswert des Integrals ist und dessen zweite Komponte den Fehler ab-
schéitzt.

sage: integral_numerical(sin(x)/x, 0, 1)
(0.946083070367183, 1.0503632079297087e-14)

sage: g = integrate(exp(-x~2), x, O, infinity)

sage: g, g.n()

(1/2*sqrt(pi), 0.886226925452758)

sage: approx = integral_numerical(exp(-x~2), 0, infinity)
sage: approx

(0.8862269254527568, 1.714774436012769¢-08)

sage: approx[0] - g.n()

-1.11022302462516e-15

Ubung 7 (BBP-Formel). Wir versuchen, die BBP-Formel (Bailey-Borwein-Plouffe-Formel)
durch eine symbolische Rechnung aufzustellen: diese Formel ermdéglicht die Berechnung der n-
ten Nachkommastelle von 7 zur Basis 2 (oder 16), ohne die vorangehenden Ziffern zu kennen,
und das mit geringem Aufwand an Speicherplatz und Zeit. Fiir N € N setzen wir

S _55 4 211 1\"
N Sn+1 8n+4 Sn+5 8n+6)\16) °

n=0
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2.4. Elementare lineare Algebra (*)

1. Sei die Funktion f : ¢ — 4v/2 — 8t3 — 41/2t* — 8¢°. Fiir N € N ist das folgende Integral
als Funktion von Sy auszudriicken:

1/V2

N
Iy = f(t)( t8"> dt.
v / >
1/v2 £t

2. Fiir N € Nsetze man J = [ gdt. Zu zeigen ist  lim Sy = J.

3. Beweisen Sie die BBP-Formel:

*2” 4 211 1\
~\8n+1 8n+4 8n+5 8n+6)\16)

Diese bemerkenswerte Formel wurde am 19. September 1995 von Simon Plouffe in Zu-
sammenarbeit mit David Bailey und Peter Blorwein erhalten. Dank einer aus der BBP-
Formel abgeleiteten Gleichung wurde im Jahre 2001 die

4.000.000.000.000.000. Stelle von 7 zur Basis 2 bestimmt.

2.4. Elementare lineare Algebra (*)

In diesem Abschnitt beschreiben wir die grundlegenden Funktionen der lineare Algebra: Ope-
rationen auf Vektoren und dann auf Matrizen. Wegen weiterer Details sieche Kapitel 8 iiber
symbolische Matrizenrechnung und Kapitel 13 iiber numerische Matrizenrechnung.

2.4.1. Losung linearer Gleichungssysteme

Zur Losung eines linearen Systems kénnen wir die Funktion solve nehmen, die uns schon
begegnet ist.

Ubung 8 (Polynomiale Niherung fiir den Sinus). Es ist das Polynom héchstens 5. Grades zu
bestimmen, das die beste Naherung im Sinne der kleinsten Quadrate im Intervall [—m, 7] fiir
die Sinusfunktion realisiert:

™
a5 = min / |sinz — P(a)[2dz|P € Rs[a]

—T

2.4.2. Vektorrechnung

Die grundlegenden Funktionen fiir das Rechnen mit Vektoren sind in Tab. 2.5 zusammenge-
stellt.
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2. Analysis und Algebra

Auf Vektoren gebriauchliche Funktionen
Deklaration eines Vektors vector
Vektorprodukt cross_product
Skalarprodukt dot_product
Norm eines Vektors norm

Tabelle 2.5 - Vektorrechnung

Wir kénnen uns dieser Funktionen bei der Behandlung der folgenden Ubung bedienen.

Ubung 9 (Das Problem von Gauf). Wir betrachten einen Satelliten in seiner Umlaufbahn
um die Erde, von der wir drei Punkte kennen: Ay, As und As. Ausgehend von diesen drei
Punkten mochten wir die Parameter des Orbits dieses Satelliten bestimmen.

Wir bezeichnen mit O den Erdmittelpunkt. Die Punkte O, A;, As und Ajs liegen offenbar in
derselben Ebene, ndmlich der Bahnebene des Satelliten. Die Bahn des Satelliten ist eine Ellipse

und O einer ihrer Brennpunkte. Wir kénnen ein Koordinatensystem (O, 7, ), derart wihlen,

dass die Ellipsengleichung in Polarkoordinaten in diesem Koordinatensystem r = T ecosd
— ecos

ist, wobei e die Exzentrizitdt der Ellipse bezeichnet und p ihren Parameter. Wir werden

schreiben 73 = OA; und r; = |7;| fir i € {1,2,3}. Wir betrachten dann die folgenden drei
Vektoren, die sich aus der Kenntnis von Ay, As und Aj ergeben:

1ATY+73 AT +T3 AT

D=r
gz(7'1—""3)'7“3‘1'(7’3—?”3)'7“3-1-(7”2—?”1)'7“3
N

=r3-(FIAT3) +r1- (P2 AT3) + 19 (13 AT])
1. Zeigen Sie i A D = _%5" und leiten Sie daraus die Exzentrizitédt der Ellipse her.
2. Zeigen Sie: i ist kollinear zum Vektor S A D.

3. Zeigen Sie iAnN = —%g und leiten Sie daraus den Parameter p der Ellipse her.

4. Driicken Sie die grofe Halbachse a der Ellipse als Funktion des Parameters p und der
Exzentrizitédt e aus.

5. Anwendung mit Zahlen: In der erwihnten Ebene in einem rechtwinkligen Koordinaten-
system betrachten wir die Punkte

o) 4 4 oo

Zu bestimmen sind die Zahlenwerte der charakteristischen Gréfsen der Ellipse mit dem
Brennpunkt O durch die Punkte Ay, Ao und As.

2.4.3. Matrizenrechnung
Zur Definition einer Matrix verwenden wir den Befehl matrix und legen dabei eventuell auch
den Ring (oder den Kérper) fest, aus dem die Eintrage genommen werden.

sage: A = matrix(QQ, [[1,2]1,[3,411); A
[1 2]
[3 4]
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2.4. Elementare lineare Algebra (*)

Um fiir die Matrixgleichung Az = b (bzw. A = b) eine Losung zu finden, benutzen wir
die Funktion solve_right bzw. solve_left. Um alle Losungen einer Matrixgleichung zu
finden, muss man einer partikuliren Losung die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen
Gleichung hinzufiigen. Fiir die Losung einer homogenen Gleichung der Form Az = 0 (bzw.

xA = 0) steht die Funktion right_kernel bzw. left_kernel zur Verfiigung, wie das folgende

Beispiel zeigt.

Ubung 10 (Basen von Untervektorriumen,).

1. Zu bestimmen ist eine Basis des Losungsraumes des homogenen linearen Gleichungssys-

tems mit der Matrix

2 -3 2 =12 33
A— 6 1 26 —16 69
10 =29 -18 53 32
2 0 8§ —18 &4

2. Zu bestimmen ist eine Basis des von den Spalten von A aufgespannten Vektorraums F.

3. F ist durch eine oder mehrere Gleichungen zu charakterisieren.

Ubung 11 (Eine Matrizgleichung).

Wir erinnern uns an das Lemma zur Faktorisierung linearer Anwendungen. Seien E, F, G K-
Vektorrdume endlicher Dimension. Seien weiter u € L(E, F') und v € L(E, G). Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) es existiert w € L(F,G), sodass v = w o u ist,

(ii) keru C kerw.

Wir suchen alle Losungen fiir dieses Problem in einem konkreten Fall. Es seien

-2 1 1
A= 8 1 —5] undC =
4 3 -3

1 2 -1
2 -1 -1
-5 0 3

Zu bestimmen sind alle Losungen B € M3(R) der Gleichung A = BC.

Auf Matrizen gebrauchliche Funktionen

Deklaration einer Matrix

Losung einer Matrixgleichung
Kern von rechtss, Kern von links
Reduktion auf Treppennormalform
Spaltenvektorraum

Verkettung von Matrizen

matrix

solve_right, solve_left
right_kernel, left_kernel
echelon_form

column_space
matrix_block

Reduktion von Matrizen

Eigenwerte einer Matrix

Eigenvektoren einer Matrix

Reduktion auf Jordan-Normalform
Minimalpolynom einer Matrix
charakteristisches Polynom einer Matrix

eigenvalues
eigenvectors_right
jordan_form
minimal_polynomial
chrakteristic_polynomial

Tabelle 2.6 - Matrizenrechnung
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2. Analysis und Algebra

2.4.4. Reduktion einer quadratischen Matrix

Fiir die Untersuchung der Eigenschaften einer Matrix stehen uns die in Tab. 2.6 aufgelisteten
Methoden zur Verfiigung.

Genauer werden diese Methoden in Kapitel 8 behandelt. Hier geben wir uns mit einigen
Beispielen fiir ihre Anwendung zufrieden.

2 4 3
BEispiEL. Is die Matrix | —4 —6 —3 | diagonalisierbar? Triagonalisierbar?
3 3 1

Wir beginnen mit der Definition der Matrix A auf dem Korper der rationalen Zahlen (QQ =
Q). Danach bestimmen wir ihre Eigenschaften.

sage: A = matrix(QQ, [[2,4,3],[-4,-6,-31,[3,3,1]11)
sage: A.characteristic_polynomial()

x"3 + 3%x"2 - 4

sage: A.eigenvalues()

(1, -2, -2]

sage: A.minimal_polynomial().factor()

(x - 1) x (x +2)°2

Das minimale Polynom von A besitzt eine einfache und eine doppelte Wurzel. Daher ist A
nicht diagonalisierbar. Hingegen ist das minimale Polynom von A zusammengesetzt. Daher
ist A triagonalisierbar.

sage: A.eigenvectors_right()
[(17 [(17 _17 1)] ) 1) ) (_27 [(L _17 0)] 72)}

sage: A.jordan_form(transformation=True)

11 0 O 1 1 1
0j-2 11,1 -1 -1 0
0] 0 -2 1 0 -1
. . 1 —1/2\ . . . :
BrispiEL. Die Matrix A = “12 -1 ist zu diagonalisieren. Man kann es mit der

Methode jordan_form versuchen:

sage: A = matrix(QQ, [[1,-1/2],[-1/2,-111)
sage: A.jordan_form()
Traceback (click to the left of this block for traceback)

RuntimeError: Some eigenvalue does not exist in Rational Field.

Hier ist eine kleine Schwierigkeit aufgetreten: die Eigenwerte sind nicht rational.

sage: A.minimal_polynomial()

x?— =

4

Wir miissen also den Basiskérper wechseln.

sage: R
sage: A

QQLsqrt(5)]
A.change_ring(R)
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2.4. Elementare lineare Algebra (*)

sage: A.jordan_form(transformation=True, subdivide=False)

%sqrtg) 0 1 1
0 —isqrts )\ —sqrts+2 sqrty+2

Das interpretieren wir als

(3 1) (ave vala))

2 V6 V2
BEISPIEL. Die Matrix A= [ v6 3 /3| ist zu diagonalisieren.
V2 V31

Dieses Mal miissen wir mit einer Erweiterung 4. Grades des Korpers Q arbeiten. Man geht
nun vor wie folgt:

sage: K.<sqrt2> = NumberField(x~2 - 2)

sage: L.<sqrt3> = K.extension(x"2 - 3)

sage: A = matrix(L, [[2, sqrt2*sqrt3, sqrt2], \
[sqrt2*sqrt3, 3, sqrt3], \
[sqrt2, sqrt3, 111)

sage: A.jordan_form(transformation=True)

610]0 1 1 0
0100 |, %sqrt25qrt3 0 1
01010 %sqrtQ —sqrty  —sqrts
oder

1 1 0
6 0 0 1
00 0], |zv2v3 0 1

1
000/ \ V2 va 3

39






3. Programmierung und Datenstrukturen

Wir haben in den vorangegangenen Kapiteln gesehen, wie mathematische Rechnungen mit
isolierten Sage-Befehlen zu bewerkstelligen sind, doch das Systen erméchtigt auch zur Pro-
grammierung einer Folge von Anweisungen.

Das System Sage zum symbolischen Rechnen ist in der Tat eine FErweiterung der Program-
miersprache Python' und erlaubt, wenn auch mit etlichen Verinderungen der Syntax, die
Programmiermethoden dieser Sprache auszunutzen.

Die in den vorangegangenen Kapiteln beschriebenen Befehle beweisen, dass es nicht notig
ist, die Sprache Python zu kennen, um Sage zu verwenden; dagegen zeigt dieses Kapitel,
wie in Sage die elementaren Programmier-Strukturen von Python angewendet werden. Das
beschriankt sich auf die Grundlagen der Programmierung und kann von Menschen, die Python
kennen, vielleicht nur iiberflogen werden: die Beispiele sind aus den klassischen Bereichen der
Mathematik ausgewéhlt, um dem Leser durch Analogie mit der Programmiersprache, die er
kennt, eine rasche Anpassung an Python zu ermdoglichen.

Dieses Kapitel stellt die algorithmische Methode der strukturierten Programmierung vor mit
Schleifen und Abfragen und stellt im folgenden die Funktionen vor, die auf Listen und anderen
zusammengesetzten Datenstrukturen operieren. Das Buch Apprendre a programmer avec Py-
thon von G. Swinnen [Swi09, Swil2| (frei verfiighar) und der Syllabus online von T. Massart
[Mas13] bieten eine vertiefte Darstellung der Sprache Python.

Schliisselworter der Programmierspache Python
while, for...in, if...elif...else Schleifen und Bedingungen
continue, break vorzeitige Beendigung eines Codeblocks
try...except...finally Behandlung und Auslésung von Fehlern
assert einzuhaltende Bedingung
pass  Befehl ohne Wirkung
def, lambda Definition einer Funktion
return, yield Riickgabe eines Wertes
global, del Sichtbarkeit und Loschen einer Variablen
and, not, or logische Operatoren
print Textausgabe
class, with objektorientierte Programmierung, Anwendung von Kontext
from...import...as Zugriff auf eine Bibliothek

exec...in dynamische Auswertung von Code

Tabelle 3.1 - Allgemeine Syntax des Sage-Codes

!Sage verwendet Python 2.7, eine Anderung ist vorerst nicht zu erwarten.
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3. Programmierung und Datenstrukturen

3.1. Syntax

3.1.1. Allgemeine Syntax

Die elementaren Anweisungen werden generell Zeile fiir Zeile ausgefithrt. Python betrachtet
das Zeichen ,#¢ als Anfang eines Kommentars und ignoriert den Text von hier an bis zum

Ende der Zeile. Das Semikolon ,, ; “ trennt Anweisungen auf derselben Zeile:
sage: 2%3; 3*4; 4x5 # ein Kommentar, 3 Ergebnisse

6

12

20

Bei der Eingabe kann sich eine Anweisung iiber mehrere Zeilen erstrecken. Dann wird die
alte Zeile mit einem umgekehrter Schrégstrich ,,\“ (,backslash®) abgeschlossen, bevor die neue
Zeile eroffnet wird. Der Wagenriicklauf (,carriage return®) wird als Leerzeichen betrachtet.

sage: 123 + \
....: 345

Ein Bezeichner - also der Name einer Variablen, einer Funktion usw. - besteht nur aus Buch-
staben, Ziffern oder dem Unterstrich ,, “ und darf nicht mit einer Ziffer beginnen (der Name
einer Datei aber schon). Die Bezeichner sollen sich von Schliisselwortern der Programmier-
sprache unterscheiden. Die Schliisselworter in Tab. 3.1 bilden den Kern von Python 2.7. Eine
einfache Liste der Schliisselworter erhélt man mit

sage: import keyword; keyword.kwlist

[’and’, ’as’, ’assert’, ’break’, ’class’, ’continue’, ’def’, ’del’,
’elif’, ’else’, ’except’, ’exec’, ’finally’, ’for’, ’from’,
’global’, ’if’, ’import’, ’in’, ’is’, ’lambda’, ’not’, ’or’, ’pass’,
’print’, ’raise’, ’return’, ’try’, ’while’, ’with’, ’yield’]

Zeichen in Sage mit besonderer Bedeutung und ihre Verwendung

, ;  Trenner von Argumenten und Anweisungen
Er6ffnung eines Anweisungsblocks, Raffung
Dezimalpunkt, Zugriff auf Felder von Objekten

= Zuweisung eines Wertes an eine Variable
+ - %/ elementare arithmetische Operatoren
~ *x Potenz
// h Quotient und Rest einer Ganzzahl-Division

+= -= %= /= x*= arithmetische Operatoren mit Verédnderung einer Variablen
== 1= <> is Tests auf Gleichheit
< <= > >= Vergleichsoperatoren
& | ~~ << >> Mengenoperatoren und logische Bit-Operatoren

# Kommentar (bis Zeilenende)
[...] Konstruktion einer Liste, Zugriff auf ein indiziertes Element
(...) Aufruf einer Funktion oder Methode, unveranderliches Tupel
{...:...} Konstruktion von Diktioniren
\  Maskierung von Sonderzeichen, lineare Algebra
?  Zugriff auf die Hilfe
Wiederholung der letzten drei Ergebnisse

Tabelle 3.2 - Allgemeine Syntax des Sage-Codes (Fortsetzung)
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3.1. Syntax

Diesen Schlisselwortern sind noch die Konstanten None (Wert leer), etwa dquivalent zu
NULL in anderen Programmiersprachen, True und False, sowie zahlreiche, in Python und
Sage vordefinierte Funktionen wie len, cos und integrate hinzuzufiigen. Es ist sehr zu
empfehlen, diese Bezeichner nicht als Namen fiir Variablen zu verwenden, weil dann der Zu-
gang zu Funktionalitdten des Systems schwierig werden konnte. Der Interpreter akzeptiert
noch mehr Befehle wie quit zum Verlassen der laufenden Sage-Sitzung. Wir werden davon
nach und nach weitere kennenlernen.

Bestimmte Zeichen spielen in Sage eine besondere Rolle. Sie sind in Tab. 3.2 aufgelistet.

3.1.2. Aufruf von Funktionen

Die Auswertung einer Funktion verlangt, dass ihr eventuelle Argumente in Klammern iiberge-
ben werden, wie in cos(pi) oder in der Funktion ohne Argument reset (). Hingegen sind die
Klammern fiir Argumente bei Befehlen iiberfliissig: print (6*7) und print 6#7 leisten das
gleiche?. Der Name einer Funktion ohne Argument oder Klammer stellt die Funktion selbst
dar und bewirkt keinerlei Rechnung.

3.1.3. Ergdnzungen zu Variablen

Wie wir gesehen haben, erkennt Sage im Gleichheitseichen ,=* die Anweisung, einer Variablen
einen Wert zuzuweisen. Zuerst wird die Seite rechts von ,=* ausgewertet, dann wird ihr Wert
der Variablen zugewiesen, deren Name links steht. So haben wir

sage: y=3; y=3xy + 1; y=3xy + 1; y
31

Die obigen Zuweisungen verandern den Wert der Variablen y ohne einen Zwischenwert aus-
zugeben. Der letzte dieser vier Befehle gibt den Wert der Variablen y aus, nachdem alle
Rechnungen beendet sind.

Der Befehl del x unterbindet Zuweisungen an die Variable x und durch die Funktion ohne Ar-
gument reset () werden die Variablen wieder initialiert. Die gleichzeitige, parallele Zuweisung
von Werten an mehrere Variablen ist auch moglich.

sage: a, b = 10, 20 # auch mdglich: (a, b) = (10, 20) oder [10, 20]
sage: a, b=D>, a

sage: a, b

(20, 10)

Die Zuweisung a, b = b, a vertauscht die Werte von a und b und ist dquivalent zum sonst
iiblichen Vorgehen mit einer Zwischenvariablen:

sage: temp = a: a = b; b = temp

Ein weiteres Beispiel fiir den Tausch der Werte zweier Variablen ohne Zwischenvariable oder
paralle Zweisung, aber mit Summe und Differenz ist das folgende:

sage: x, y = var(’x, y’); a=x; b=y
sage: a, b

’In Python 3.x ist print eine Funktion und erwartet seine Argumente in Klammern.
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3. Programmierung und Datenstrukturen

(x, y)
sage: a
sage: a, b
(y, x)

Die gleichzeitige Zuweisung desselben Wertes an mehrere Variable gelingt mit einer Syntax
der Form a = b = ¢ = 0; die Befehle x += 5 und n += 2 sind dquivalent zu x = x + 5 bzw.
zun =n + 2.

Der Test auf Gleichheit zweier Objekte erfolgt mit dem aus zwei Gleichheitszeichen bestehen-
den Operator ,,==".

sage: 2 + 2 == 272, 3%3 == 373
(True, False)

3.2. Algorithmik

Die strukturierte Programmierung besteht in der Beschreibung eines Programm-Ablaufs als
eine endliche Folge von Anweisungen, die eine nach der anderen abgearbeitet werden. Diese
Anweisungen koénnen elementar oder zusammengesetzt sein.

- eine elementare Anweisung besteht beispielsweise aus der Zuweisung eines Wertes zu einer
Variablen (siehe Unterabschnitt 1.2.4) oder der Ausgabe eines Ergebnisses;

- eine zusammengesetzte Anweisung wie eine Schleife oder eine Bedingung wird aus mehreren
Anweisungen gebildet, die ihrerseits wieder elementar oder zusammengesetzt sein kénnen.

3.2.1. Schleifen

Aufzihlungsschleifen. Eine Aufzdhlungsschleife fiihrt die gleiche Rechnung fiir alle ganz-
zahligen Werte einer Indexfolge k € [a, ..., b] aus. Das folgende Beispiel® gibt den Anfang der
Multiplikationstabelle mit 7 aus:

sage: for k in [1..5]:
print 7xk # Block mit einer einzigen Annweisung

Der Doppelpunkt ,:“ am Ende der ersten Zeile eréffnet den Anweisungsblock, welcher der

Reihe nach mit & = 1,2,3,4,5 ausgewertet wird. Bei jeder Iteration gibt Sage das Produkt
7 x k als momentanen Wert des Befehls print aus.

In diesem Beispiel besteht der Block der zu wiederholenden Anweisungen nur aus dem Befehl
print, der gegen das Schliisselwort for eingeriickt ist. Ein Block aus mehreren Anweisungen

*Wird Sage auf einem Terminal ausgefiihrt, wird ein Block durch Eingabe einer Leerzeile beendet. Das ist
bei der Arbeit mit Sage in einem Skript oder in einem Notebook nicht erforderlich und wird im folgenden
stillschweigend so gehandhabt.
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ist daran erkennbar, dass die eingegebenen Anweisungen alle mit der gleichen Einriickung
untereinander stehen.

Die Kennzeichnung des Blocks ist wichtig: die beiden folgenden Programme unterscheiden
sich nur bei der Einriickung einer Zeile und zeitigen unterschiedliche Ergebnisse:

sage: S =0 sage: S =0

sage: for k in [1..3]: sage: for k in [1..3]:
S +=k S +=k
sage: S *= 2 S *x= 2

sage: S sage: S

Links wird die Anweisung S *= 2 nach der Schleife einmal ausgefithrt, wihrend das rechts
bei jeder Iteration geschieht, weswegen die Ergebnisse verschieden sind:

S=(0+1+2+3)-2=12  S=((((0+1)-2)+2)-2+3).-2=22

Diese Schleife dient unter anderem zur Berechnung eines Terms einer rekursiven Folge wie am
Ende dieses Unterabschnitts gezeigt.

Funktionen fiir die Iteration der Form . .range fiir ganze Zahlen a, b, c

for k in [a..bl: ... erzeugt eine Liste von ganzen Sage-Zahlen a < k <b
for k in srange(a, b): ... erzeugt eine Liste von ganzen Sage-Zahlen a < k <b
for k in range(a, b): ... erzeugt eine Liste von ganzen Python-Zahlen (int) a <k < b
for k in xrange(a, b): ... zdhlt die ganzen Python-Zahlen (int) auf, ohne

die entsprechende Liste explizit zu erzeugen
for k in sxrange(a, b): ... zdhlt die Sage-Zahlen auf ohne die Liste zu erzeugen
[a,atc..b], [a, b, step=c] die Sage-Zahlen a,a +c,a+2¢,...,a+kc<b
..range(b) &quivalent zu ..range(0, b)
..range(a, b, c¢) mit Schrittweite c statt 1

Tabelle 3.3 - Die verschiedenen Aufzdhlungsschleifen

Die Syntax einer Aufzihlungsschleife ist sehr direkt und kann ohne weiteres fiir 10* oder 10°
Iterationen verwendet werden. Sie eignet sich hingegen nicht fiir den Aufbau einer Liste aller
Werte der Schleifenvariable, bevor die zu iterierenden Anweisungen wiederholt werden, sie
hat vielmehr den Vorteil, die ganze Zahl des Sage-Typs Integer (siche Unterabschnitt 5.3.1)
zu manipulieren. Mehrere Funktionen ...range erlauben fiir diese Iterationen die Auswahl
aus zwel moglichen Alternativen. Die erste besteht entweder im Anlegen einer Werteliste im
Speicher, bevor die Schleife ausgefithrt wird oder in der Bestimmung dieser Werte im Laufe
der Zeit. Die andere Alternative arbeitet mit ganzen Sage-Zahlen des Typs Integer oder mit
ganzen Python-Zahlen des Typs int; die beiden Ganzzahl-Typen haben nicht genau dieselben
Eigenschaften. Im Zweifel bewahrt die Form [a..b] am sichersten vor Uberraschungen.

while-Schleifen. Die andere Familie der Schleifen wird von den while-Schleifen gebildet.
Wie auch die Aufzdhlungsschleife for wertet sie einen Anweisungsblock mehrmals aus. Indes
ist die Anzahl der Wiederholungen nicht von vornherein festgelegt, sondern héngt von der
Erfiillung einer Bedingung ab.

“Die Befehle srange, sxrange und [...] operieren auch auf rationalen und FlieRpunkt-Zahlen: was gibt
[pi,pi+4..20]17
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Wie der Name sagt, wiederholt die Schleife die Anweisungen solange, wie eine Bedingung
erfiillt ist. Das folgende Beispiel® berechnet die Summe der Quadrate der natiirlichen Zahlen,
solange die Potenz der natiirlichen Zahl den Wert 10° nicht iiberschreitet, also 12 +22 +. ..+
132,

sage: S =0; k=0 # Die Summme beginnt mit O
sage: while e"k <= 1076: # e”13 <= 1075 < e"14
e S =S5+ k"2 # addiert die Quadrate k=2
k=k+1

sage: S

819

Die letzte Anweisung gibt den Wert der Variablen S aus. Es gilt:

13
S= Y K=) k=819, ?~442413 <10° < ! ~ 1202604.
keN k=0
ek <108

Der obige Anweisungsblock umfasst zwei Zuweisungen, die erste addiert den neuen Term, die
zweite geht zum n#chsten Index iiber. Beide Anweisungen sind untereinander angeordnet und
innerhalb der while-Struktur auf die gleiche Weise eingeriickt.

Das néchste ist wieder ein typisches Beispiel einer while-Schleife. Die sucht fiir eine Zahl
x > 1 nach dem einzigen Wert n € N sodass gilt 2n—l < g < 27 das heifit die kleinste
ganze Zahl, sodass ¢ < 2" ist. Das untenstehende Programm vergleicht x mit 2", dessen Wert
1,2,4,9 usw. ist. Sie fiihrt diese Rechnung fiir = 10* aus:

sage: x = 1074; u=1; n=0 # invariant: u = 2°n
sage: while u <= x:n=mn+1; u=2%u # wobein += 1; u *= 2
sage: n

14

Solange, wie die Bedingung 2" < x erfiillt ist, berechnet das Programm die neuen Werte n+ 1
und 2"t = 2.2" der beiden Variablen n und « und speichert sie anstelle von n und 2". Diese
Schleife endet, sobald die Bedingung nicht mehr erfiillt ist, also bei z > 2™:

r=10%" min{n e Nz <2"} =14, 23 =8192, 10" = 16384,

Der Rumpf einer Schleife wird nie ausgefiihrt, wenn die Bedingung von Anfang an nicht erfiillt
ist.

Einfache Anweisungsblécke kénnen nach dem Doppelpunkt . auf derselben Zeile eingegeben
werden, ohne einen neuen eingeriickten Block zu definieren, der mit der neuen Zeile beginnen
wiirde.

Beispiele fiir die Anwendung bei Folgen und Reihen. Die for-Schleife ermdglicht die
einfache Berechnung eines Terms einer rekursiv definierten Folge. Es sei beispielsweise (uy,)

die durch )

=1, VneN: =
Uug n Un+1 1+_u%

Die Eingabe einer Leerzeile ist erforderlich, um den Anweisungsblock zu beenden, bevor der Wert von S
abgefragt werden kann.
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definierte Folge. Das untenstehende Programm bestimmt eine numerische Naherung von u,
fiir n = 20; die Variable U wird bei jeder Schleifeniteration modifiziert, um mit der Rekursi-
onsgleichung vom Wert u,_1 auf u, zu kommen. Die erste [teration berechnet w; aus wug fiir
n = 1, die zweite macht dasselbe von w1 nach us mit n = 2, und die letzte der n Iterationen
modifiziert die Variable U, um von u,—1 zu u, zu gelangen:

sage: U =1.0 # oder U =1. oder U = 1.000
sage: for n in [1..20]:

R U=1/(1+U"2)

sage: U

0.68236043761105

Dasselbe Programm mit der Ganzzahl U = 1 anstelle der numerischen Approximation U = 1.0
in der ersten Zeile fiihrt eine exakte Rechnung auf den rationalen Zahlen aus; das exakte Er-
gebnis flir uig ist ein Bruch mit mehr als hundert Ziffern, und wop enthilt davon mehrere
Hunderttausend. Exakte Rechnungen sind interessant, wenn sich Rundungsfehler in den nu-
merischen Approximationen anhédufen. Die Rechnung mit Ndherungswerten, von Hand oder
mit dem Rechner, mit Hunderten von Dezimalstellen sind schneller als die mit 500, 1000 oder
noch mehr ganzen oder rationalen Zahlen.

Unterbrechung der Ausfiihrung einer Schleife

Die for- und die while-Schleifen wiederholen dieselben Anweisungen mehrmals. Der
Befehl break im Inneren einer Schleife beendet diese Schleife vorzeitig, und der
Befehl continue springt sofort zur nichsten Iteration. So bewirken diese Befehle die
Auswertung der Bedingung an beliebiger Stelle des Schleifenkérpers.

Die vier Beispiele hierunter bestimmen die kleinste natiirliche Zahl x, die die Bedin-
gung In(z + 1) < x/10 erfiillt. Das erste bringt eine for-Schleife mit maximal 100
Versuchen, die nach der ersten Losung vorzeitig beendet wird; das zweite stellt die
Suche nach der kleinsten Zahl dar, welche die Bedingung erfiillt und riskiert dabei,
nicht zu enden, falls die Bedingung niemals erfiillt wird; das dritte entspricht dem
ersten mit einer komplizierteren Schleifenbedingung, und schliefilich besitzt das vier-
te Beispiel eine unnétig komplizierte Struktur, die nur den Zweck hat, den Befehl
continue zu verwenden. In jedem dieser Félle hat z den Endwert 37.0.

for x in [1.0..100.0]: x =1.0
if log(x+1l) <= x/10: break while log(x+1) > x/10:
x=x+1
x=1.0 x=1.0
while log(x+1) > x/10 and x < 100: while True:
x=x+1 log(x+1) > x/10:
x=x+1
continue
break

Der Befehl return (der die Ausfithrung einer Funktion beendet und ihren Wert zu-
riickgibt, siehe Unterabschnitt 3.2.3), stellt eine weitere Art des vorzeitigen Abbruchs
eines Anweisungsblocks dar.
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Summen und Produkte konnen in die Form von rekursiv definierten Folgen gebracht werden
und werden auf die gleiche Weise berechnet:

Su=S (2k)(2k+1)=2-3+4-5+...+ (20)(2n + 1),
k=1
S()ZO, Sn: n—1

Diese Reihe wird auf dieselbe Weise programmiert wie die rekursiv definierten Folgen: das
Programm bildet die Summen mit 0 beginnend eine nach der anderen, indem es die Terme
fir k =1, k = 2 bis k = n addiert:

sage: S =0; n =10
sage: for k in [1..n]:
S =8 + (2xk)*(2xk+1)
sage: S
1650

Dieses Beispiel veranschaulicht ein allgemeines Programmierverfahren fiir eine Summe, doch
in diesem einfachen Fall zeitigt die formale Rechnung ein Ergebnis in voller Allgemeinheit:

sage: n, k = var(’n k’); res = sum(2xkx(2xk+1), k, 1, n)
sage: res, factor(res) # das Resultat wird anschliefiend faktorisiert
(4/3%n"3 + 3*n~"2 + 5/3*n, 1/3*%(4*n + 5)*(n + 1)*n)

Diese Resultate konnen auch mit Papier und Bleistift als wohlbekannte Summen erhalten
werden:

- n(n+1) ", nn+1)@2n+1)
k: _, k - ’
R ;
D 2k(2k+1)=4) nk®+2) k= 2"(”“;(2””) +n(n+1)
k=1 k=1 k=1
_ n(n+1)((4n +2) + 3) _ n(n+1)(4n +5)
3 3

Beispiele fiir die Annidherung an Grenzwerte von Folgen. Die for-Schleife ermoglicht
die Berechnung eines gegebenen Terms einer Folge oder einer Reihe, die while-Schleife ist
dagegen gut geeignet, den Grenzwert einer Folge numerisch anzundhern.

Konvergiert eine Folge (an)nen gegen [ € R, sind die Terme a, fiir hinreichend grofies n
Nachbarn von [. Daher ist es moglich, | durch einen bestimmten Term a, anzundhern und
das mathematische Problem besteht darin, den Fehler |l — a,,| mehr oder weniger leicht zu
erhohen. Diese Erhéhung ist fiir die benachbarten Folgen (uy,)nen und (vp)nen unmittelbar,
das heifit solche, fiir die gilt

(Un)neny nimmt zu,

(Un)neN nimmt ab,

lim v, —u, =0.
n—-+oo

In diesem Fall gilt

beide Folgen konvergieren gegen den gleichen Grenzwert [,
VpeN: u, < lim u,=10= lim v, <wvp,
n—-+o0o n—-+o0o

_ uptvp Up—Vp
|1 - e | < e,
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Eine mathematische Fingeriibung beweist, dass die beiden untenstehenden Folgen benachbart
sind und gegen v/ab konvergieren, wenn 0 < a < b ist:

2unvp Uy, + Up

up=a, vo=b>a, Upp1=——, Upy]=——.

Uy + Un, 2
Der gemeinsame Grenzwert dieser beiden Folgen trigt den Namen arithmetisch-harmonisches
Mittel, denn das arithmetische Mittel zweier Zahlen a und b ist Mittelwert im {iblichen Sinne
(a + b)/2 und das harmonische Mittel h ist das Inverse des Mittels der inversen: 1/h =
(1/a+1/b)/2 = (a+ b)/(2ab). Das folgende Programm bestitigt, dass der Grenzwert fiir die
Zahlenwerte derselbe ist:

sage: U =2.0; V =50.0

sage: while V-U >= 1.0e-6: # 1-0Oe-6 bedeutet 1.0%x10°-6
ol temp = U

U = 2+U*V/(U + V)

R V = (temp + V)/2

sage: U, V

(9.99999999989256, 10.0000000001074)

Die Werte von un4+1 und v,41 hingen von wu, und v, ab: aus diesem Grund l&sst die Haupt-
schleife dieses Programms eine Zwischenvariable, die hier temp heift, aufrufen, weil die neuen
Werte vuy,+1 und v,4+1 von U und V' von den zwei vorhergehenden Werten w,, und v, ab-
héngen. Die beiden Blocke hierunter links definieren dieselben Folgen, wéihrend die unten
rechts zwei andere Folgen, (u;,), und (v;,)n, bildet; die parallele Zuweisung vermeidet die
Verwendung einer Zwischenvariablen:

temp = 2*xUxV/(U+V) U,V = 2«U*V/(U+V), (U+V)/2 U = 2«UxV/(U+V)
V= (U+V)/2 vV = (U+V)/2
U = temp (parallele Zuweisung) up g = 3,“%;1;;}
/ _ un+1‘ﬁ%
Upt1 = 2

n
Die Reihe S,, = 3 (—1)¥ay, ist alternierend, da die Reihe (a,,),en abnimmt und den Grenzwert
k=0
0 hat. Zu sagen, dass S alternierend ist, bedeutet, dass die beiden Teilfolgen (S2;,)nen und

(S2n+1)nen benachbart sind und denselben Grenzwert [ haben. Die Folge (ay,)nen konvergiert
daher auch gegen diesen Grenzwert und hat ihn bei Sopy1 <1 = lirf Sy < Sap.

n——+0o0
Das folgende Programm illustriert dieses Ergebnis fiir die Folge ax = 1/k3, beginnend mit
k = 1 und speichert dazu die aufeinander folgenden Patialsummen S5, und So,41 der Reihe,
die den Grenzwert einschachteln, in den beiden Variablen U und V:

sage: U= 0.0 # die Summe SO ist leer, der Wert O
sage: V= -1.0 # 81 = -1/1"3

sage: n = 0 # U und V enthalten S(2n) und S(2n+1)
sage: while U-V >= 1.0e-6:

n = n+l # n += 1 ist &dquivalent

..... U=V + 1/(2%n)"3  # Ubergang von S(2n+1) zu S(2n)
..... V = U + 1/(2%n+1)~3 # Ubergang von S(2n) zu S(2n+1)
sage: V, U

(-0.901543155458595, -0.901542184868447)
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Die Hauptschleife modifiziert den Wert von n, um zum n#chsten Index iiberzugehen, solange
die beiden Werte Sy, und Ss,+1 nicht geniigend nahe beieinander liegen. Die beidenn Va-
riablen U und V speichern die aufeinander folgenden Terme; der Schleifenrumpf bestimmt
beginnend mit Se,_1 nacheinander S, und Sa,11, dann wechseln die Zuweisungen zu U und
zu V.

Das Programm endet, sobald zwei aufeinander folgenden Terme Soy,41 und Ss),, die den Grenz-
wert einschachteln, einander nahe genug gekommen sind, der Naherungsfehler (ohne Beach-
tung des Rundungsfehlers) betridgt dann 0 < ag,11 = Son — Sont1 < 106,

Die Programmierung dieser fiinf alternierenden Reihen geht dhnlich:

1) —1)" —1)"
Z(lni’ Z(n)’ Z(nQ)’

n>2 n>1 n>1

(_1>n n_—nlnn __ (_1)n
D i 2 Lentt=) o
n>1 n>1 n>1

Die allgemeinen Terme dieser Reihen tendieren mehr oder weniger schnell gegen 0, und die
Annéherungen an die Grenzwerte erforden je nach Fall mehr oder weniger Rechnungen.

Die Suche nach den Grenzwerten dieser Reihen mit einer Genauigkeit von 3, 10, 20 oder 100
Dezimalstellen besteht in der Losung folgender Ungleichungen:

1/lnn <1073 < n > (10" & 1.97. 103

I/n <1073 <= n>103 1/n <1079 «—=n> 10"
1/n? <1073 <= n > V103 ~ 32 1/n? <1070 = n>10°
1/n* <1073 <= n > (103)Y*~6 1/n* <1079 <= n>317

e7nlin <103 «=n>5 el < 10710 = n > 30
1/n? <1072 < n > 101 1/n? <1071 «=n > 10
1/nt <1072 <= n > 10° 1/nt <1070 «—n >10%

e7nlan <1070 = n > 17 e nlan < 10710 = > 57

In den einfachsten Fillen bestimmt die Losung dieser Ungleichungen einen Index n, ab dem
sich der Wert S,, dem Grenzwert [ der Reihe anndhern darf, ebenso ist eine for-Schleife
moglich. Im Gegensatz dazu ist eine while-Schleife nétig, sobald sich die algebraische Lésung
der Ungleichung in n a, < 107" als unmdoglich erweist.

Bestimmte Ndherungslosungen fiir die vorstehenden Grenzwerte erforden zu viele Rechnun-
gen, um direkt erhalten zu werden, insbesondere sobald der Index n eine Gréfsenordnung von
1010 oder 10'2 iiberschreitet. Ein vertieftes Studium der Mathematik kann zuweilen die Be-
stimmung des Grenzwertes oder eine Naherung mit anderen Verfahren ermoglichen, darunter
Riemann-Reihen:

im 32O 33 mitcp) = tm 3
11m = —— mi = 11m -—
n—r+o00 7 k3 4 ’ p n—r+o00 7] kp’
& (—F & (—1)F w?
R po— 2 lm 212
k=1 i k:14
. no(—1) T
Jm 2 a = T
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Auberdem kann Sage einige solcher Gleichungen und einen Naherungswert von ((3) nit 1200
Dezimalstellen in wenigen Sekunden mit viel weniger als 10*%° Operationen berechnen als bei
direkter Anwendung der Definition nétig wiren:

sage: k = var(’k’); sum({(-1)"k/k, k, 1, +o0)

-log(2)

sage: sum((-1)"k/k~2, k, 1, +o0), sum((-1)"k/k"3, k, 1, +o0)
(-1/12*pi~2, -3/4*zeta(3))

sage: -3/4xzeta(N(3, digits=1200))
-0.901542677369695714049803621133587493073739719255374161344\
203666506378654339734817639841905207001443609649368346445539\
563868996999004962410332297627905925121090456337212020050039\

019995492652889297069804080151808335908153437310705359919271\
798970151406163560328524502424605060519774421390289145054538\
901961216359146837813916598064286672255343817703539760170306262

3.2.2. Bedingungen

Weitere wichtige zusammengesetze Anweisungen stellen die Bedingungen dar: welche Anwei-
sung ausgefiihrt wird, hingt vom Wahrheitswert einer Bedingung ab. Die Struktur und zwei
mogliche Formen dieser Anweisung sind die folgenden:

if <Bedingung>: if <Bedingung>:
ein Anweisungsblock ein Anweisungsblock
else: sonst ein anderer Anweisungsblock

Die Syrakuse-Folge (Collatz-Problem) ist mit einer Priifung auf Paritdt definiert:

Up /2 falls u,, gerade ist,

ug € N Un+1 = { 3u, + 1 falls u, ungerade ist.

Die ,tschechische Vermutung” besagt - seit 2012 bekannt und unbewiesen - dass fiir jeden
Anfangswert ug € N* eine Ordnungszahl n existiert, fiir die u,, = 1 wird. Die folgenden Terme
sind dann 4, 2, 1, 4, 2 usw. Die Berechnung jedes Terms der Folge erfolgt vermittels der
Priifung einer Bedingung. Diese Priifung wird im Inneren einer while-Schleife angeordnet,
die den kleinsten Wert von n € N bestimmt, fiir den u,, = 1 wird:

sage: u =6; n =0

sage: while u !'= 1: # eine Priifung mit <> ("ungleich") ist auch mdglich
cet if u % 2 == 0: # der Operator % ergibt den Rest der Ganzzahldivision
R u=1u//2 # //: Quotient der Ganzzahldivision

..... else:

..... u = 3*xu+l

..... n=n+1l

sage: n

8

Die Priifung, ob u, gerade ist, erfolgt durch Vergleich des Restes der Division von w, durch
2 mit 0. Die Anzahl der ausgefiihrten Iterationen ist der Wert der Variablen n am Ende des

ol
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Blocks. Diese Schleife endet, sobald der berechnete Wert von u,, = 1 ist. Wenn wug beispiels-
weise 6 ist, wird ug =1 und 8 = min{p € N* | u, = 1}:

p =01 2 3 4 5 6 7 8 9 10...
u =6 3 10 5 16 8 4 2 1 4 2...

Die schrittweise Verifikation der korrekten Arbeitsweise dieser Zeilen kann durch einen print-
Spion der Form print(u, n) im Schleifenrumpf geleistet werden,

Der Befehl if erlaubt auferdem, Priifungen mit Hilfe des Wortes elif in den else-Zweig zu
legen. Diese beiden Strukturen sind gleichwertig:

if eine Bedingung bed1: if bedl:
eine Anweisungsfolge anw1 anwl
else: elif bed2:
if eine Bedinging bed2: anw?2
eine Anweisungsfolge anw?2 elif cond3:
else: anw3
if eine Bedingung cond3: else:
eine Anweisungsfolge anw3 anwn
else:
sonst anwn

Wie bei Schleifen kann eine einfache Anweisung neben dem Doppelpunkt angeordnet werden
und nicht als Block darunter.

3.2.3. Prozeduren und Funktionen

Allgemeine Syntax. Wie andere Programmiersprachen auch erlaubt Sage dem Anwender,
Funktionen oder Prozeduren nach Mafi zu definieren. Der Befehl def, dessen Syntax hierunter
zu erkennen ist, erdffnet die Definition von Prozeduren und Funktionen, d.h. von Unterpro-
grammen (die kein Ergebnis zuriickgeben bzw. genau dies tun), ohne Argument oder mit einem
oder mehreren Argumenten. Das erste Beispiel deklariert die Funktion (z,y) +— 22 + y?:

sage: def fct2 (x, y):
- return x72 + y~2
sage: a = var(’a’)

sage: fct2 (a, 2%a)

5%a"2

Die Auswertung der Funktion wird durch den Befehl return beendet. IThr Ergebnis ist hier
24,2
e+ Y.

Auf dieselbe Weise wird eine Funktion definiert, die nicht explizit ein Resultat zuriickgibt, und
bei Abwesenheit der Anweisung return wird der Funktionsrumpf bis zum Ende abgearbeitet.
Dann wird der Wert None zuriickgegeben.

In der Voreinstellung betrachtet Sage alle Variablen, die in der Funktion auftreten, als lo-
kale Variablen. Diese Variablen werden bei jedem Aufruf der Funktion neu erzeugt und am
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Ende wieder zerstort. Sie sind unabhéngig von anderen Variablen gleichen Namens, die aufser-
halb der Funktion existieren mégen. Globale Variablen werden durch Zuweisungen an lokale
Variablen innerhalb der Funktion nicht verdndert:

sage: def versuch(u)
el t =u"2

R return t*x(t+1)
sage: t =1; u =2
sage: versuch(3), t, u
(90, 1, 2)

Um in einer Funktion eine globale Variable zu verdndern, muss man sie mit dem Schliisselwort
global explizit deklarieren:

sage: a=b =1

sage: def f(): global a; a =b =2
sage: £(); a, b

(2,1)

Das folgende Beispiel wiederholt die Berechnung des arithmetisch-harmonischen Mittels zweier
positiver Zahlen:

sage: def MittAH(u, v):

u, v = min(u, v), max(u, v)
while v-u > 2.0e-8:

u, v = 2%xuxv/(ut+v), (utv)/2
return (u+v)/2

sage: MittAH(1., 2.)

1.41421...

sage: MittAH # entspricht einer Funktion
<function MittAH at ...>

Die Funktion MittAH erhilt die beiden Parameter u und v, die lokal sind und deren An-
fangswerte mit dem Aufruf der Funktion bestimmt sind; beispielsweise beginnt MittAH die
Ausfiihrung dieser Funktion mit den Werten 1. und 2. der Variablen u und v.

Bei strukturierter Programmierung soll eine Funktion so geschrieben werden, dass der Befehl
return die letzte Anweisung des Funktionsrumpfes ist. In seinem Inneren plaziert beendet der
Befehl return die Ausfiihrung der Funktion und verhindert so die vollstéindige Ausfiihrung
dieses Blocks. Aufserdem koénnen verschiedene Zweige von if - elif - else - Konstruktio-
nen jeweils mit return enden. Die Ubertragung des Geistes der Mathematik auf die Informatik
legt nahe, Funktionen zu programmieren, die zu ihren Argumenten jeweils ein Resultat zu-
riickgeben und dies nicht etwa durch einen print-Befehl bewerkstelligen. Das Programmpaket
Sage verfiigt zudem {iber eine Vielzahl von Funktionen, beispielsweise exp oder solve, die alle
ein Ergebnis zuriickgeben, eine Zahl zum Beispiel, einen Ausdruck, eine Liste von Losungen
usw.

Iterative und rekursive Verfahren. Eine vom Anwender definierte Funktion ist wie eine
Folge von Anweisungen aufgebaut. Eine Funktion heifst rekursiv, wenn zu ihrer Auswertung
in bestimmten Féallen erforderlich ist, diese Funktion mit verschiedenen Parametern mehrmals
auszufithren. Die Fakultét (n!),en ist ein einfaches Beispiel:

o'=1, (n+1)!=(n+1)n! fiir allen € N.
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Die beiden folgenden Funktionen einer natiirlichen Zahl liefern dasselbe Ergebnis, aber die
erste arbeitet iterativ und verwendet eine for-Schleife, wihrend die andere die vorstehende
rekursive Definition wortwdrtlich umsetzt:

sage: def factl(n):

el res = 1

for k in [1..n]: res = resxk
R return reset

sage: def fact2(n):
if n == 0: return 1
R else: return nxfact2(n-1)

Die Fibonacci-Folge ist eine rekursive Folge 2. Ordnung, denn der Wert wu,42 héngt eindeutig
von den Werten v und un41 ab:

ug = 0, up =1, Upt2 = Unpt1 + Uy fir alle n € N,

Die Funktion fib1 hierunter verwendet bei der Berechnung der Glieder der Fibonaccifolge ein
iteratives Verfahren und arbeitet mit zwel Variablen U und V, um die beiden vorhergehenden
Werte der Folge zwischenzuspeichern, bevor zum néachsten gegangen wird:

sage: def fibl(n):

ceeat if n == 0 or n == 1: return n
et else:

..... U=20

..... V=1 # die Startwerte u0 und ul
..... for k in [2..n]:

..... W=U+1V

..... U=V

et V=W

et return V

sage: fib1(8)

21

Ab n = 2 verarbeitet die Schleife die Beziehung u,, = %,—1 + un—2. Des weiteren vermeidet
die parallele Zuweisung von U,V = V,U+V stattw = U+V; U = V; V = W die Einfiihrung einer
Variablen W und tibersetzt die Iteration der rekursiven vektoriellen Folge X,, = (upn, uny1) 1.
Ordnung, die durch X,,11 = f(X,) definiert ist, wenn f(a,b) = (b,a + b) ist. Die iterativen
Verfahren sind effizient, doch muss bei ihrer Programmierung die Definition der Folge an die
Manipulation der Variablen angepasst werden

Im Gegensatz dazu folgt die rekursive Funktion fib2 der mathematischen Definition dieser
Folge viel besser, was ihre Programmierung vereinfacht und das Verstédndnis verbessert:

sage: def fib2(n):
if 0 <= n <= 1: return n # fir n = 0 oder n = 1
else: return fib2(n-1) + fib2(n-2)

Das Ergebnis dieser Funktion ist der von der bedingten Anweisung zuriickgegebene Wert: 0
und 1 fiir n = 0 bzw. n = 1 und sonst die Summe fib2(n-1)+fib2(n-2). Jeder Zweig des
Tests endet mit dem Befehl return.
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Dieses Verfahren ist zwar weniger effizient, denn viele Rechnungen werden unndétigerweise
wiederholt. Zum Beispiel werden fiir £ib2(5) auch fib2(3) und fib2(4) ausgewertet, die
ebenso berechnet worden sind. Somit wertet Sage £ib2(3) zweimal aus und £ib2(2) dreimal.
Dieser Prozess endet mit der Auswertung von £ib2(1) oder £ib2(0) und die Auswertung von
f£ib2(n) besteht schlieklich aus der Addition von u,, Einsen und u,,_1 Nullen. Die Gesamtzahl
der Additionen ist daher gleich u,4+1 — 1. Diese Zahl ist von betréchtlicher Gréfe und wichst
sehr schnell. Kein Rechner, und sei er noch so schnell, kann auf diese Weise w199 berechnen.

Auch andere Verfahren sind moglich, beispielsweise mit Zwischenspeicherung dank dem Deko-
rator @cached_function oder durch Ausnutzung einer Eigenschaft von Matrixpotenzen: der
folgende Abschnitt zum schnellen Potenzieren zeigt, wie der millionste Term dieser Folge zu
berechnen ist.

3.2.4. Beispiel: schnelles Potenzieren

Eine naive Methode zur Berechnung von a™ besteht darin, in einer for-Schleife n € N Multi-
plikationen mit a auszufiihren.

sage: a = 2; n=6; res =1 # 1 ist das neutrale Element
sage: for k in [1..n]: res = res*a

sage: res # Der Wert von res ist 276

64

Ganzzahlige Potenzen gibt es in der Mathematik in drei Zusammenhéngen: dieser Abschnitt

untersucht eine allgemeine Methode der Berechnung einer ganzzahligen Potenz a”, die schnel-

ler ist als die vorstehende. Die hiernach definierte Folge (uy)nen verifiziert w, = a™; man

beweist dieses Resultat durch Rekursion mittels dieser Gleichungen a?* = (a*)? und o+ =

1 fiir n =0,
Uy = “721/2 fiir gerades n > 0, (3.1)

aun—1 fiir ungerades n.
Beispielsweise ist fir ujy:

2 2
U1l = auio, U0 = U5, Us = AU4, U4 = U,

UQZU%, Ul = aug = a;

und somit:
Ug = a2, Ug = u% = a4, Uy = CLCL4 = a5,
uig = u% = alo, Ul = aam = all.
Die Berechnung von w,, ldsst nur Terme uy mit k € {0,...,n — 1} auftreten und ist deshalb

mit einer endlichen Anzahl von Operationen gut beschrieben.

Dieses Beispiel zeigt auferdem, dass man den Wert von ui; durch Auswertung der 6 Terme
U1, Us, Ug, U2, u1 und ug erhdlt, was einzig mit 6 Multiplikationen erfolgt. Die Berechnung
von uy, erfordert zwischen logn/log2 und 2logn/log2 Multiplikationen, denn nach einem
oder zwei Schritten - jenachdem ob n gerade ist oder ungerade - wird u,, als Funktion von ug
ausgedriickt mit & < n/2. Dieses Verfahren ist daher unvergleichlich schneller als die naive
Methode, sobald n grof ist; etwa 20 Terme fiir 10* und keine 10* Produkte:
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verarbeitete Indizes: 10000 5000 2500 1250 625 624 312 156 78
39 38 19 18 9 8 4 2 1

Allerdings ist dieses Verfahren nicht immer das schnellste; die folgende Rechnung mit b, c,d
und f braucht 5 Produkte, um a'® zu berechnen, obwohl das Verfahren mit w, v, w, 2 und y
6 Multiplikationen erfordert ohne die Multiplikation mit 1:

b=a> c=ab=a> d=c*=d° f=cd=d df =a':5 Produkte;
_ 7

u=a> v=au=da> w=1"=ad" rz=aw=d" y=22=da'4 ay=a'®:6 Produkte.

Die rekursive Funktion pot1 berechnet die rekursive Folge (3.1) nur mit den Multiplikationen
zur Programmierung des Operators fiir die Erhebung zur Potenz:

sage: def poti(a, n):

if n == 0: return 1

elif n % 2 == 0: b = potl(a, n//2); return b*b
et else: return axpotl(a, n-1)

sage: potl(2,11) # a fir das Resultat 2"11
2048

Die Anzahl der von dieser Funktion ausgefiihrten Operationen ist die gleiche wie die von Hand
berechnete, wenn die schon berechneten Resultate weiterverwendet werden. Wenn anderer-
seits die Anweisungen b = potl(a, n//2); return b*b, die nach der Priifung von n auf
Geradheit ausgefiihrt werden, durch poti(a, n//2)*poti(a, n//2) ersetzt wiirden, miisste
Sage weit mehr Rechnungen ausfiihren, weil wie bei der rekursiven Funktion £ib2, welche die
Fibonacci-Folge berechnet, etliche Berechnungen unnétigerweise wiederholt werden wiirden.
Es gibe letzten Endes n Multiplikationen, soviele wie mit dem naiven Verfahren.

Auferdem kann der Befehl return poti(a*a, n//2) auf dquivalente Weise diese beiden An-
weisungen ersetzen.

Das folgende Programm fiihrt die gleiche Rechnung iterativ aus:

sage: def pot2(u, k):

v=1

while k != O:

if k% 2==20:u-=u*xu; k = k//2
else: v = v*xu; k -= 1

return v

sage: pot2(2, 10) # a fir das Resultat 2°10

1024

Dass der Wert von pot2(a, n) tatsédchlich a™ ist, wird dadurch bewiesen, dass die Variablen
u,v und k bei jedem Schritt durch die Gleichung vu* = a™ verbunden sind, egal, ob k gerade
oder ungerade ist. Im ersten Schritt ist v = 1, u = a und k£ = n; nach dem letzten Schritt ist
k=0, also v = a".

Die aufeinander folgenden Werte von k sind sdmtlich ganz und > 0, und sie bilden eine streng
fallende Folge. Diese Variable kann nur eine endliche Anzahl von Werten annehmen, bevor sie
0 wird und die Schleife endet.
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Entgegen dem Augenschein - die Funktion pot1 ist rekursiv, die Funktion pot iterativ pro-
grammiert - geben beide Funktionen nahezu den gleichen Algorithmus wieder: der einzige
Unterschied ist, dass die erste a?* durch (a*)? auswertet, die zweite jedoch a?* durch (a*)?,
wie die Modifikation der Variablen u zeigt.

Dieses Verfahren ist nicht auf ganzzahlige Potenzen von Zahlen durch Multiplikation be-
schrankt, sondern wird auf jedes Gesetzt der internen assoziativen Komposition angewendet.
Dieses Gesetz muss assoziativ sein, um die iiblichen Eigenschaften bei mehrmaliger Multipli-
kation zu besitzen. Ersetzte man also die Zahl 1 durch die Einheitsmatrix II,,, wiirden beide
Funktionen die positiven Potenzen quadratischer Matrizen auswerten. Diese Funktionen ver-
deutlichen, wie der Potenz-Operator ,, ~ “ mittels Multiplikationen effizient zu programmieren
ist, und sie dhneln dem in Sage implementierten Verfahren.

Beispielsweise ermoglicht eine Matrizenpotenz Terme der Fibonacci-Folge mit Indizes zu er-
halten, die noch gréfer sind als vorhin:

0 1 Up, _ n _
A= <1 1> ) Xn - <Un+1> ) AXn - Xn+17 A XO - Xn

Das entsprechende Sage-Programm gibt sich mit zwei Zeilen zufrieden und das gesuchte Re-
sultat ist der erste Eintrag des Matrizenproduktes A" Xy, was selbst fiir n = 107 funktioniert;
diese beiden Programme sind dquivalent und ihre Effizienz kommt daher, dass Sage eine Me-
thode der schnellen Potenzierung verwendet:

sage: def fib3(n):
e A = matrix([[0,1],[1,1]]); X0 = vector([0,1])
AT return (A~n*X0) [0]

sage: def fib4(n):
e return (matrix([[0,1],[1,1]1]) n*xvector([0,1])) [0]

3.2.5. Datenein- und -ausgabe

Die Anweisung print ist der Befehl zur Datenausgabe. Voreingestellt ist die Ausgabe der
Argumente eines nach dem anderen und getrennt durch ein Leerzeichen; am Ende des Befehls
macht Sage automatisch einen Zeilenvorschub:

sage: print 272, 373, 474; print 575, 676
4 27 256
3125 46656

Ein Komma am Ende des Befehls print unterdriickt den Zeilenvorschub, und die néchste
print-Anweisung wird auf der selben Zeile fortgesetzt:

sage: for k in [1..10]: print ’+’, k,
+1+2+3+4+5+6+7+8+9+ 10

Es ist moglich, die Resultate ohne Zwischenraum auszugeben, indem sie mit der Funktion
str() in eine Zeichenkette umgewandelt und durch den Verkettungsoperator ,, + “ verbunden
werden.

sage: print 10, 0.5; print 10+0.5; print 10.0, 5
10 0.500000000000000
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10.5000000000000

10.0000000000000 5

sage: print 10+0, 5; print str(10)+str(0.5)
10 5

100.500000000000000

Der letzte Abschnitt dieses Kapitels iiber Listen und andere Datenstrukturen stellt Zeichen-
ketten dann ausfiihrlicher vor.

Der Befehl print ermdoglicht auch Zahlen zu formatieren, um sie in eine Tabelle zu schreiben.

Das folgende Beispiel mit dem Platzhalter % .d und dem Operator % gibt die Tabelle der 4. Po-

tenzen eine untereinander aus: sage: for k in [1..6]: print ’%2d~4 = %4d’> % (k, k~4)
1~4 = 1

274 = 16
374 = 81
4~4 = 256
574 = 625
64 = 1296

Der Operator % setzt die Zahlen zu seiner Rechten in die Zeichenkette zu seiner Linken an
der durch %2d und %4d markierten Stelle ein. Dabei sorgt zum Beispiel %4d dafiir, dass fiir die
Zahl mindestens 4 Stellen reserviert werden, um noch fiir 6~4 Platz zu haben. Genauso gibt
der Platzhalter %.4f in ’pi = %.4f° % n(pi) die Zeichenkette pi = 3.1416 mit vier Stellen
nach dem Dezimaltrenner aus.

Auf einem Terminal gibt die Funktion raw_input (’message’) den Text message aus, erwartet
eine giiltige Eingabe von der Tastatur, die mit einem Zeilenvorschub abgeschlossen wird und
gibt die entsprechende Zeichenkette zuriick.

3.3. Listen und zusammengesetzte Strukturen

Dieser Abschnitt behandelt die zusammengesetzten Datenstrukturen in Sage: Zeichenketten,
Listen - verdnderlichen oder unveranderlichen Typs -, Mengen und Diktionéare.

3.3.1. Definition von Listen und Zugriff auf die Elemente

Der Begriff der Liste ist in der Informatik das n-Tupel der Mathematik und ermdoglicht die
Aufzahlung mathematischer Objekte. Der Begriff des Paares - mit (a,b) # (ba) - und des
n-Tupels prézisiert im Gegensatz zum Begriff der Menge die Position jedes Elementes.

Wir definieren eine Liste, indem wir ihre Elemente getrennt durch Kommata in eckige Klam-
mern setzen [...]. Die Zuweisung des Tripels (10,20, 30) zur Variablen L wird auf folgende
Weise vorgenommen:

sage: L = [10, 20, 30]
sage: L
[10, 20, 30]

und die leere Liste, ohne Elemente, wird einfach so definiert:
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sage: [] # das ist die leere Liste

(]

Die Listenelemente werden durch ganze Zahlen indiziert. Das erste Element hat den Index
0, das zweite den Index 1 usw. Der Zugriff auf das Element mit dem Index k einer Liste L
erfolgt durch L[k], mathematisch entspricht das der kanonischen Projektion der betrachteten
Liste als Element eines kartesischen Produkts auf das Element der Ordnung k. Die Funktion
len gibt die Anzahl der Elemente einer Liste zuriickS:

sage: L[1], len(L), len([])
(20, 3, O

Die Modifikation eines Eintrags gelingt auf die gleiche Weise, ndmlich durch Zuweisung des
entsprechen Eintrags. So verdndert der folgende Befehl den mit 2 indizierten dritten Term der
Liste:

sage: L[2] = 33
sage: L
(20, 3, 33]

Mit negativen Indizes wird von hinten auf Listenelemente zugegriffen, wobei das letzte Element
den Index -1 hat, das vorletzte den Index -2 usw.

sage: L = [11, 22, 33]
sage: L[-1], L[-2], L[-3]
(33,22,11)

Der Befehl L[p:q] extrahiert die Teilliste [L[p], Llp+1], ..., L[g-11], welche fiir ¢ < p
leer ist. Negative Indizes ermdglichen das Herausziehen der hinteren Listenelemente; schlieflich
bildet die Angabe L[p:] die Teilliste L[1:1en(L)], beginnend beim Index p bis zum Ende,
und L[:p]=L[0:p] z&hlt die Elemente der Liste vom Anfang bis vor das Element mit dem
Index q auf:

sage: L = [0, 11, 22, 33, 44, 55]

sage: L[2:4]
22, 33

sage: L[-4:4]
[22, 33]

sage: L[2,-2]

22,33 sage: L[:4]

[0, 11, 22, 33] sage: L[4:]
[44,55]

Genauso wie der Befehl L[n] = ... ein Element der Liste verdndert, ersetzt die Zuweisung
Llp:ql 0 ... die Teilliste zwischen den Elementen p (einschlieflich) und ¢ (ausschlieflich):

sage: L = [0, 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77]
sage: L[2:6] = [12, 13, 14] # ersetzt [22, 33, 44, 55]

5Der Wert der Funktion len hat den Typ int von Python, der Ausdruck Integer(len(...)) gibt eine ganze
Zahl des Typs Integer von Sage zuriick.
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So unterdriicken L[:1] = [] und L[-1:] jeweils das erste bzw. das letzte Element einer Liste
und umgekehrt setzen L[:0] = [a] und L[len(L):] = [a] jeweils ein Element ¢ am Anfang
bzw. am Ende der Liste ein. Generell erfiillen die Eintrédge einer Liste diese Gleichungen:

L =[lol,la, ylp—1]) = [l—n,li—n, ..., l-2,1—1] mit n = len(L),
Iy =lpfir0<k<n, [j=Ily;fir—n<j<O0.

Der Operator in testet, ob ein Element in einer Liste vorhanden ist. Sage priift zwei Listen
auf Gleichheit mit ,, == “ und vergleicht die Elemente eins nach dem anderen. Die beiden
Teillisten mit positiven bzw. negativen indizes sind gleich:

sage: L = [1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19]
sage: L[3:len(L)-5] == L[3-len(L):-5]

True

sage: [5 in L, 6 in L]

[True, False]

Die obigen Beispiele betreffen Listen mit ganzen Zahlen, doch kénnen beliebige Sage-Objekte
Elemente von Listen sein, Zahlen, Ausdriicke, andere Listen usw.

3.3.2. Globale Operationen auf Listen

Der Additionsoperator ,, + “ bewirkt die Verkettung zweier Listen, und der Multiplikations-
operator ,, * “ bewirkt ein ganzzahliges Vielfaches dieser Verkettung:

sage: L = [1, 2, 3]; L + [10, 20, 30]
(1, 2, 3, 10, 20, 30]

sage: 4x[1, 2, 3]

1, 2, 3,1, 2,3,1, 2, 3,1, 2, 3]

Die Verkettung der beiden Teillisten L[:k] und L[k:] bringt die urspriingliche Liste zuriick.
Das erklirt, eshalb die linke Grenze mit dem Index p einer Teilliste L[p:q] eingeschlossen ist,
die rechte Grenze q aber nicht:

L=L0:k] + Llk:] = [lodts ..y lnoi]
= [lo, 11,02, o l—1] + [Ty Lot 1, L2 - -+ b

Das folgende Beispiel verdeutlicht diese Eigenschaft:

sage: L = 5x[10, 20, 30]; L[:3] + L[3:] ==
True

[13

Der aus zwei Punkten zusammengesetzte Operator ,, .. “ automatisiert die Erstellung ganz-
zahliger Listen, ohne ihre Elemente alle einzeln aufzuzihlen. Das folgende Beispiel bildet eine
Liste, die aus Aufzéhlungen und aus isolierten Elementen besteht:

sage: 1..3, 7, 10..13
(1, 2, 3, 7, 10, 11, 12, 13]

Nun wird beschrieben, wie das Bild einer Liste unter einer Funktion erzeugt wird und eine
Teilliste einer Liste. Die zugehorigen Funktionen sind map und filter sowie die Konstruktion
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[.. for .. x .. in .. ]. In der Mathematik treten oft Listen auf, die aus Bildern unter
der Funktion f ihrer Elemente bestehen:

(ao, ay,as, ... ,an_l) — (f(a()), f(al), ey f(an_l)).

Der Befehl map erzeugt dieses Bild; das folgende Beispiel wendet die trigonometrische Funktion
cos auf eine Liste hdufig gebrauchter Winkel an:

sage: map(cos, [0, pi/6, pi/4, pi/3, pi/2])
[1, 1/2%sqrt(3), 1/2*sqrt(2), 1/2, 0]

Es ist auch moglich, eine vom Anwender mit def definierte Funktion zu verwenden oder mit
lambda eine Funktion direkt zu deklarieren; der Befehl hierunter ist zum vorhergehenden
dquivalent und benutzt die mit ¢ — cost definierte Funktion:

sage: map(lambda t: cos(t), [0, pi/6, pi/4, pi/3, pi/2])
[1, 1/2%sqrt(3), 1/2*sqrt(2), 1/2, 0]

Der Befehl lambda wird gefolgt von einem oder mehreren durch Kommata getrennten Para-
metern und kann nach dem Doppelpunkt nur genau einen Ausdruck verarbeiten, der ohne
return das Ergebnis liefert.

Diese lambda-Funktion kann zudem einen Test ausfiihren; die folgenden Funktionen sind &qui-
valent:

fktTestl = lambda x: resl if cond else res2
def fktTest2(x):

if cond; return resl

else: return res2

Die folgenden drei map-Befehle sind dquivalent, die Hintereinanderausfithrung der Funktionen
M o cos geschieht auf mehrere Arten:

sage: map(lambda t: N(cos(t)), [0, pi/6, pi/4, pi/3, pi/2])
[1.00000000000000, 0.866025403784439, 0.707106781186548,
0.500000000000000, 0.000000000000000]

sage: map(N, map(cos, [0, pi/6, pi/4, pi/3, pi/2]))
[1.00000000000000, 0.866025403784439, 0.707106781186548,
0.500000000000000, 0.000000000000000]

sage: map(compose(N, cos), [0, pi/6, pi/4, pi/3, pi/2])
[1.00000000000000, 0.866025403784439, 0.707106781186548,
0.500000000000000, 0.000000000000000]

Der Befehl filter erzeugt eine Teilliste der Elemente, die eine Bedingung erfiillen. Dieses
Beispiel wendet den Primzahltest is_prime auf die Zahlen 1,...,55 an:

sage: filter(is_prime, [1..55])
(2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53]

Die Test-Funktion kann auch im Inneren des Befehls filter definiert werden. Das Beispiel
hierunter bestimmt in erschépfenden Tests alle vierten Wurzeln von 7 modulo der Primzahl
37; diese Gleichung hat die vier Lésungen 3, 18, 19 und 34:
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sage: p = 37; filter(lambda n: n~4 % p == 7, [0..p-1])
[3, 18, 19, 34]

Auferdem bildet der Befehl [.. for ,, x .. in ..] eine Listenraffung (Listencomprehen-
sion); diese beiden Befehle zéhlen auf dquivalente Weise die ungeraden Zahlen von 1 bis 31
auf:

sage: map(lambda n: 2xn+1, [0..15])

[1, 3, 5, 7, 9. 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31]
sage: [2*n+l1 for n in [0..15]]

[1, 3, 5, 7, 9. 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31]

Dieser Befehl ist vom Schleifenbefehl for unabhingig. Die mit for verbundene Bedingung if
fiihrt zu einer Konstruktion, die zur Funktion filter dquivalent ist:

sage: filter(is_prime, [1..55])

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53]
sage: p for p in [1..55] if is_prime(p)

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53]

Die beiden folgenden Beispiele kombinieren die Tests filter und for, um eine Liste von
Primzahlen zu bestimmen, die zu 1 modulo 4 kongruent sind, dann eine Liste der Quadrate
von Primzahlen:

sage: filter(is_prime, [4#n+l1 for n in [0..20]])
(5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73]

sage: [n~2 for n in [1..20] if is_prime(n)]

[4, 9, 25, 49, 121, 169, 361]

Im ersten Fall wird der Test is_prime nach der Berechnung von 4n + 1 ausgefiihrt, wihrend
im zweiten Fall der Test vor der Berechnung des Quadrats n? ausgefiihrt wird.

Die Funktion reduce bearbeitet die Elemente einer Liste assoziativ von links nach rechts.
Definieren wir das Gesetz der internen Komposition mit o :

xoy=10x 4y, wird ((102)03)04=(1203)04=10% (10 (101 4+ 2) 4+ 3) + 4 = 1234.

Das erste Argument von reduce ist eine Funktion mit zwei Parametern und das zweite ist die
Liste der Argumente:

sage: reduce(lambda x, y: 10*x+y, [1, 2, 3, 41)
1234

Ein optionales drittes Argument wird vor das Ergebnis gestellt und dient bei einer leeren Liste
als Ergebnis:

sage: reduce(lambda x, y: 10*x+y, [9, 8, 7, 6], 1)
[19876]

Es entspricht allgemein dem neutralen Element der jeweiligen Operation. So berechnet das
néchste Beispiel ein Produkt von ungeraden Zahlen:
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sage: L = [2#n+l1 for n in [0..9]]
sage: reduce(lambda x, y: x*y, L, 1)
654729075

Sages Funktionen add” und prod verwenden den Operator reduce direkt zur Berechnung von
Summen und Produkten; das Produkt ist in den drei Beispielen hierunter jeweils das gleiche,
und der Befehl mit einer Liste ermdoglicht zudem, einen zweiten, optionalen Term als neutrales
Element hinzuzufiigen, 1 fiir das Produkt und 0 fiir die Summe oder eine Einheitsmatrix fiir
ein Matrizenprodukt:

sage: prod([2#n+1 for n in [0..9]]1, 1) # eine Liste mit for
654729075

sage: prod(2*n+l for n in [0..9])

654729075

sage: prod(n for n in [0..19] if n%2 == 1)

654729075

Die Funktion any mit dem Operator or und die Funktion all mit dem Operator and sind
grundsédtzlich dquivalent. Allerdings endet die Auswertung, sobald das Resultat True oder
False eines der Terme dieses Resultat erheischt, ohne die Auswertung der folgenden Terme
zu beeinflussen.

sage: def fkt(x): return 4/x ==

sage: all(fkt(x) for x in [2, 1, 0])
False sage: any(fkt(x) for x in [2, 1, 0])
True

Hingegen fiihren die Bildung der Liste [fkt(x) for x in [2, 1, 0]] und der Befehl
all([fkt(x) for x in [2, 1, 0]1) zu Fehlern (rational division by zero), denn es
werden alle Terme ausgewertet, auch der letzte mit x = 0.

Das Verschachteln mehrerer for-Befehle ermoglicht die Bildung des kartesischen Produktes
zweier Listen oder die Definition einer Liste von Listen. Das folgende Beispiel zeigt, dass
wenn wir mehrere Operatoren for in derselben Definition in einer Raffung kombinieren, der
am weitesten links stehende der &ufiersten Schleife entspricht:

sage: [[x, y] for x in [1..2] for y in [6..8]]
(1, 61, [1, 71, [1, 81, [2, 6], [2, 7], [2, 8]l

Die Reihenfolge der Schritte ist daher von derjenigen verschieden, die man durch Verschachteln
mehrerer Definitionen in einer Raffung erhilt.

sage: [[[x, y] for x in [1..2]] for y in [6..8]]
CCr:, 61, [2, 611, C0(1, 71, (2, 711, [[1, 8], [2, 8]]]

Der Befehl map mit mehreren gleichlangen Listen als Argumenten geht in diesen Listen syn-
chronisiert vor.

sage: map(lambda x, y: [x, yl, [1..3], [6..8])
(f1, 61, [2, 71, [3, 8]1]

Schliellich erlaubt der Befehl flatten Listen auf einer oder mehreren Ebenenen zu verket-
ten:

"Nicht zu verwechseln mit sum, das fiir eine Summe einen symbolischen Ausdruck sucht.
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sage: L = [[1, 2, [3]1]1, [4, [5, 611, [7, [8, [9111]

sage: flatten(L, max_level = 1)

(1, 2, [31, 4, [5, 6], 7, [8, [9]1]]

sage: flatten(L, max_level = 2)

(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, [9]]

sage: flatten(L) # dquivalent zu flatten(L, max_level = 3)
(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

Solche elementaren Manipulationen von Listen erweisen sich in anderen Zweigen von Sage als
niitzlich; das folgende Beispiel berechnet Ableitungen von ze®; das erste Argument von diff
ist der abzuleitende Ausdruck, der oder die folgenden entsprechen der Variablen, nach der
abgeleitet werden soll, diese Parameter konnen auch die Liste der Variablen sein, nach denen
abgeleitet werden soll:

sage: x = var(’x’)

sage: factor(diff (xxexp(x), [x, x]))

(x + 2)*e"x

sage: map(lambda n: factor(diff (x*exp(x), nx[x])), [0..6])
[x*xe~x, (x + D*e"x, (x + 2)xe"x, (x + 3)*e~x, (x + 4)*e"x,
(x + B)*e~x, (x + 6)*e"x]

sage: [factor(diff(x*exp(x), n*[x])) for n in [0..6]]
[xxe~x, (x + D*e"x, (x + 2)xe"x, (x + 3)*e"x, (x + 4)*e"x,
(x + BY*xe~x, (x + 6)*e"x]

Der Befehl diff besitzt mehrere Syntaxen. Die Parameter, die der Funktion f folgen, kénnen
sowohl die Liste der Ableitungsvariablen sein wie auch die Aufzéhlung dieser Variablen oder
der Grad der Ableitung:

sage: diff(f(x), x, x, x), diff(f(x), [x, x, x1), diff(f(x), x, 3)

Wir kénnen auch diff(f(x), 3) fiir Funktionen nur einer Variablen verwenden. Diese Re-
sultate werden durch die Leibnizformel fiir mehrfache Ableitungen eines Produktes aus zwei
Termen unmittelbar bestétigt, wobei die zweiten und hoheren Ableitungen nach x null sind:

(ze®)™ = Zn: <Z> 2® (e2)F) = (3 + n)e”.

k=0

3.3.3. Wichtige Methoden auf Listen

Die Methode reverse kehrt die Reihenfolge der Elemente einer Liste um, und die Methode
sort ordnet die Elemente aufsteigend der Grofe nach:

sage: L = [1. 8, 5, 2, 9]: L.reverse(); L
9, 2, 5, 8, 1]

sage: L.sort(); L

1, 2, 5, 8, 9

sage: L.sort(reverse = True); L

[9, 8, 5, 2, 1]

Diese beiden Methoden verédndern die Liste L, und der alte Wert ist verloren.
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Ein erstes optionales Argument bei sort ermoglicht die Auswahl der Ordnungsrelation in der
Form einer Funktion Ordre(x, y) mit zwei Parametern. Das Resultat muss vom Typ int
von Python sein; es ist zum Beispiel -1, 0 oder 1, je nachdem ob x < y, x = y oder = > y.
Die transformierte Liste (zg,z1,...,2,—1) erfillt xg <21 < ... <X @p_1.

Die lexikographische Ordnung der beiden Zahlenlisten gleicher Lange ist &hnlich der alphabe-
tischen Ordnung und wird durch diese Aquivalenz definiert, wobei ersten Terme vernachlissigt
werden, sobald sie paarweise gleich sind:

P = (p07p17 s >pn71) ‘<textleaEQ = (Q07Q17 v 7Qn71)
<~ Jre{0,....n—1} (po,p1,---,0r—1) = (90, q1,---,qr—1) und p, < gr.

Die folgende Funktion vergleicht zwei Listen, die gleich lang sein miissen. Trotz der End-
losschleife while True verlassen die Befehle return diese Schleife direkt und beenden die
Funktion. Das Ergebnis ist -1, 0 oder 1 je nachdem, ob P <jex @, P = Q oder P >ox Q:

sage: def alpha(P, Q): # len(P) = len(Q) vorausgesetzt
i=20

el while True:

R if i == len(P): return int(0)

RN elif P[i] < Q[i]: return int(-1)

e elif P[i] > Q[i]: return int(1)

e else: i = i+l

sage: alpha([2, 3, 4, 6, 5], [2, 3, 4, 5, 6])

1

Der folgende Befehl ordnet eine Liste von gleich langen Listen in lexikographischer Reihenfolge.
Diese Funktion entspricht aufferdem der in Sage fiir den Vergleich zweier Listen implemen-
tierten Ordnung; der Befehl L.sort () ohne optionalen Parameter ist dquivalent:

sage: L = [[2, 2, 5], [2, 3, 41, [3, 2, 41, [3, 3, 31, [1, 1, 2], [1, 2, 7]1]
sage: L.sort(cmp=alpha); L
(ft, t, 21, 1, 2, 71, [2, 2, 8], [2, 3, 4], [3, 2, 4], [3, 3, 3]]

Die Definition der homogenen lexikographischen Ordnung besteht zunéchst im Vergleich der
Terme nach ihrem Gewicht vor Anwendung der lexikographischen Ordnung, wobei das Ge-
wicht die Summe der Koeffizienten ist:

P = (pOaplu cee 7pn—].) <lexH Q - (q07 qi1y. .-, Qn—l)
n—1 n—1 n—1 n—1
<:>Zpk < qu oder (Zpk = qu und P <iex Q> .
k=0 k=0 k=0 k=0
Der Code hierunter implementiert diese homogene Ordnung;:

sage: def homogLex(P. Q):

....: 8p = sum(P); sq = sum(Q)
....: if sp < sq: return int(-1)
....: elif sp > sq: return int(1)
....: elde: return alpha(P, Q)

sage: homoglex([2, 3, 4, 6, 4], [2, 3, 4, 5, 6])
-1
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Sages Funktion sorted ist eine Funktion im mathematischen Sinnes des Wortes; sie erhilt als
erstes Argument eine Liste und gibt, ohne sie zu veréindern, als Resultat eine neue, geordnete
Liste zuriick. Im Unterschied dazu ordnet die Methode sort die Liste in place.

Sage bietet noch andere Methoden fiir Listen, Einfiigen eines Elements am Ende der Liste
und Abzdhlen der Anzahl der Wiederholungen eines Elements:

L.append (x) ist dquivalent zu L[len(L):] = [x]

L.extend(L1) ist dquivalent zu L[len(L):] = L1

L.insert (i, x) ist Aquivalent zu L[i:1] = [x]

L.cont (%) ist dquivalent zu len(select(lambda t: t == x, L))

Die Befehle L. pop(i) und L. pop() l6schen das mit ¢ indizierte Objekt oder das letzte Element
einer Liste und geben dieses Element zuriick; die beiden Funktionen hierunter beschreiben
jeweils ihre Wirkungsweise:

def popl(L, i): def pop2(L):
a = L[i] return popl(L, len(L)-1)
Lli:i+1] = []
return a

Auferdem gibt L. index(x) den Index des ersten Terms zuriick, der z gleicht, und L. remove (x)
entfernt das erste Element mit dem Wert x aus der Liste. Diese Befehle fiihren zu einem Feh-
ler, wenn « nicht in der Liste vorhanden ist. Schliefllich ist der Befehl del L[p:q] dquivalent
zu Llp:q] = [, und del L[i] 16scht das Element mit dem Index 4.

Anders als in zahlreichen anderen Programmiersprachen modifizieren diese Funktionen die
Liste L, ohne eine neue Liste zu erzeugen.

3.3.4. Beispiele fiir Listenbearbeitung

Das folgende Beispiel erzeugt die Liste der geraden und die Liste der ungeraden Elemente
einer gegebenen Liste. Diese erste Losung durchlduft die gegebene Liste zweimal und fiihrt
diese Tests zweimal aus: sage: def fkti(L):

....: return [filter(lambda n: n % 2 == 0, L), filter(lambda n: n % 2 == 1, L)]

sage: fkt1([1..10])
(2, 4, 6, 8, 10], [1. 3, 5, 7, 9]]

Diese zweite Losung durchlduft die Liste nur einmal und bildet die beiden Ergebnislisten nach
und nach:

sage: def fkt2(L):
resO = [1; restl = []

for k in L:
if k%2 == 0: resO.append(k) # oder resO[len(res0):] = [k]
else: resl.append(k) # oder resl[len(resl):] = [k]

e return [res0, resi]

Dieses Programm ersetzt die for-Schleife und die Hilfsvariablen durch einen rekursiven Aufruf
und einen zusétzlichen Parameter:
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sage: def fkt3a(L, res0O, resl):

if L == []: return [resO, resi]

elif L[0]%2 == 0: return fkt3a(L[1:], resO+[L[0]], resl)
e else: return fkt3a(L[1:], resO, resi+[L[0]])

sage: def fkt3(L): return fkt3a(L, [1, [1)

Die Parameter resO und resl enthalten die ersten schon gefundenen Elemente, und die Pa-
rameterliste L verliert ein Element bei jedem rekursiven Aufruf.

Das zweite Beispiel hierunter extrahiert alle wachsenden Folgen einer Zahlenliste. Drei Varia-
ble werden verwendet. Die erste, res, speichert die bereits erhaltenen wachsenden Folgen, die
Variable anfang bezeichnet die Position, wo die aktuelle wachsende Folge beginnt, und die
Variable k ist der Schleifenindex:

sage: def teilFolgen(L):

cet if L == []: return []

e res = []; anfang = 0; k =1

ceat while k < len(L): # 2 aufeinander folgende Elemente definiert
if L[k-1] > L[k]:

ceet res.append(L[anfang:k]); anfang = k

k = k+1

et res.append(L[anfang:k])

colt return res

sage: teilFolgen([1, 4, 1, 5])
[[1, 41, [1, 511
sage: teilFolgen([4, 1, 5, 1]1)
[r41, (1,51, [11]

Der Schleifenrumpf erlaubt den Ubergang zum nichten Element der Liste. Ist der Test positiv,
dann endet die aktuelle wachsende Teilfolge und es muss zu einer neuen Teilfolge iibergegangen
werden, sofern sie nicht durch das folgende Element verldngert wird.

Die Anweisung nach der Schleife fiigt dem Endresultat die aktuelle wachsende Teilfolge hinzu,
die mindestens ein Element besitzt.

3.3.5. Zeichenketten

Zeichenketten werden in einfache ?...2 oder doppelte "..." Anfithrungszeichen eingeschlos-
sen. Zeichenketten in einfachen Anfiihrungszeichen kénnen doppelte Anfiihrungszeichen ent-
halten und umgekehrt. Zeichenketten kénnen auch von dreifachen Hochkommata ?22...7??
begrenzt werden, kénnen dann auch mehrere Zeilen umfassen und einfache oder doppelte
Anfithrungszeichen enthalten.

sage: S = ’Dies ist eine Zeichenkette.’

Das Zeichen \ erméglicht einen Zeilenvorschub mit \n, Anfiithrungszeichen mit \" oder mit
\?, das TAB-Zeichen ist \t und das ESC-Zeichen ist \\. Die Zeichenketten konnen auch
Buchstaben mit Akzenten enthalten und ganz generell beliebige Unicode-Zeichen.

sage: S = ’Ceci est une chaine de charactéres.’; S
’Ceci est une cha\xc3\xaene de charact\xc3\xa8res.’
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sage: print S
Ceci est une chaine de charactéres.

Der Vergleich von Zeichenketten erfolgt zeichenweise anhand des Codes der Zeichen. Die Liange
einer Kette erhélt man mit der Funktion len, und die Verkettung wird durch die Operatoren
der Addition ,, + “ und der Multiplikation ,, * “ bewirkt.

Der Zugriff auf eine Teilkette von S funktioniert wie bei Listen mit eckigen Klammern S[n],
Slp:ql, Slp:1, S[:ql, und das Ergebnis ist eine Zeichenkette. Die Sprache erlaubt aber
keine Verédnderung der urspriinglichen Zeichenkette durch eine Zuweisung dieser Form, aus
diesem Grund wird der Typ der Zeichenketten als immutabel bezeichnet.

Die Funktion str wandelt ihr Argument in eine Zeichenkette um. Die Methode split zerlegt
eine Zeichenkette an den Leerzeichen in eine Liste von Teilketten.

sage: S = ’eins zweil drei vier finf sechs sieben’; L = S.split(); L
[’eins’, ’zwei’, ’drei’, ’vier’, ’f\xc3\xbcnf’, ’sechs’, ’sieben’]

Die recht vollstindige Python-Bibliothek re unterstiitzt regulire Ausdriickereguldre Aus-
driicke und kann fiir die Suche nach Teilketten und fiir die Mustererkennung ebenfalls ver-
wendet werden.

3.3.6. Teilen und Verdoppeln einer Struktur

Eine Liste in eckigen Klammer [...] kann durch Zuweisungen zu ihren Elemente, durch die
Anderung der Anzahl ihrer Elemente oder mit Methoden wie sort oder reverse modifiziert
werden.

Die Zuweisung einer vorhandenen Liste zu einer weiteren Variablen verdndert die Struktur
nicht, beide Listen haben Teil an denselben Daten. Im folgenden Beispiel bleiben die Listen L1
und L2 identisch; sie entsprechen zwei Alias-Namen desselben Objektes, und eine Verénderung
der einen zeigt sich auch bei der anderen:

sage: L1 = [11, 22, 33]; L2 = L1

sage: L1[1] = 222; L2.sort(); L1, L2
(11, 33, 222], [11, 33, 222]

sage: L1[2:3] = [1; L2[0:0] = [6, 7, 8]
sage: L1, L2

(fe, 7, 8, 11, 331, [6, 7, 8, 11, 33])

Im Gegensatz dazu sind die Werte von map, mit L[p:q], filter oder .. for ... if .. er-
zeugte Teillisten, Verkettungen mit + und * und Abflachungen mit flatten neue Strukturen,
sodass von einer Verdoppelung der Daten gesprochen werden kann.

Im vorstehenden Beispiel verdndert die Ersetzung von L2 = L1 in der ersten Zeile durch
einen der sechs Befehle hierunter die Ergebnisse komplett, denn die Modifikationen einer
Liste wirken sich auf die andere nicht aus. Beide Strukturen bleiben unabhingig, beide Listen
sind verschieden, selbst wenn ihre Werte gleich sind. So kopiert die Zuweisung L2 = L1[:]
die Liste L1 vom ersten bis zum letzten Eintrag und verdoppelt daher die Struktur von L1:

L1
L2

[11, 22, 33] L2
1 + L1 L2

copy(L1) L2 = L1[:]
L1 + [ L2 = 1xL1
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Der Test auf geteilte Strukturen von Sage wird durch den bindren Operator is bewirkt; ist das
Ergebnis des Tests wahr, dann wirken alle Modifikationen auf beide Variablen auf einmal:

sage: L1 = [11, 22, 33]; L2 = L1; L3 = L1[:]
sage: L1 is L2, L2 is L1, L1 is L3, L1 == L3
[True, True, False, True]

Die Kopieroperationen arbeiten nur auf einer Listenebene. So pflanzt sich die Anderung im
Innern einer Liste von Listen fort trotz der Kopie der ersten Ebene der Struktur:

sage: La = [1, 2, 3]; L1 = [1, Lal; L2 = copy(L1)
sage: L1[1][0] = b # [1, [5, 2, 3]] fir L1 und L2
sage: [L1 == L2, L1 is L2, L1[1] is L2[1]]

[True, False, Truel

Die folgende Anweisung kopiert die Struktur mit beiden Ebenen:
sage: map(copy, L)
wahrend die Funktion copyRec die Liste mit allen Ebenen rekursiv kopiert:

sage: def copyRec(L):
if type(L) == list: return map{(copyRec, L)
ceent else: return L

Die inverse lexikographische Ordnung ist als lexikographische Ordnung auf umgekehrt aufge-
zéhlten n-Tupeln dadurch definiert, dass die Reihenfolge fiir jedes Element umgekehrt wird:

P = (p()vplv e ,pn—l) =lexinv @ = (QO,Ql, cee 7‘]1171)
«=3re{0,....,n—1}, (Pry15--,Pn-1) = (@41, -, qn—1) und pr > qp.

Die Programmierung der inversen lexikographischen Ordnung kann mittels der in Unterab-
schnitt 3.3.3 definierten Funktion alpha erfolgen, welche die lexikographische Ordnung imple-
mentiert. Das Kopieren der Listen P und @ ist erforderlich, um die Inversion durchzufiihren,
ohne die Daten zu verdndern. Genauer gesagt kehrt die Funktion lexInverse die Reihen-
folge der n — T'upel mit reverse um und gibt die endgiiltige Reihenfolge mit dem Ergebnis
— (P <1ex Q1) zuriick:

sage: def lexInverse(P, Q):

el P1 = copy(P); Pl.reverse()
Q1 = copy(Q); Ql.reverse()
o return -alpha(P1, Q1)

Die Modifikationen einer als Argument einer Funktion iibergebenen Liste wirken sich global
auf die Liste aus, denn die Funktionen kopieren nicht die Struktur der als Argument iiberge-
benen Listen. So modifiziert eine Funktion, die einzig P.reverse() statt P1 = copy(P) und
P1.reverse() ausfiihrt, die Liste P; dieser Effekt, der Nebenwirkung® genannt wird, ist im
allgemeinen unerwiinscht.

Die Variable P ist eine lokale Variable der Funktion und unabhéngig von anderen globalen
Variablen gleichen Namens, doch das hat mit den Modifikationen nichts zu tun, die im Inneren
einer als Argument iibergebenen Liste vorgenommen werden.

Sengl. side effect, wird ebenso hiufig wie falsch mit Seiteneffekt iibersetzt
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Listen - ein Begriff, den Python und Sage verwenden - sind in diesen Systemen tatséchlich
in der Form dynamischer Tabellen implementiert und haben eine andere Struktur als in Lisp
oder in OCaml, wo sie durch ein Kopfelement ¢ und eine Schwanzliste () definiert sind. Der
elementare Lispbefehl cons(t,Q) gibt eine Liste mit dem Term ¢ als Kopf zuriick, ohne die
Liste () zu verdndern; in Python dagegen verindert das Hinzufiigen eines Elementes e zu
einer Tabelle T" durch T.append(e) die Tabelle T'. Beide Représentationen der Daten haben
ihre Vorteile, und der Ubergang von einer Darstellung zur anderen ist moglich, doch ist die
Effizienz der Algorithmen in den beiden Féllen nicht dieselbe.

3.3.7. Veranderbare und nicht verdnderbare Daten

Listen erlauben Daten zu strukturieren und zu manipulieren, weil sie veréinderbarbar sind.
Aus diesem Grund werden diese Strukturen als modifizierbar oder mutabel eingestuft.

Python ermdglicht auch die Definition von festen oder immutablen Daten. Die immutable
Struktur, die Listen entspricht, sind Tupel, die in runden Klammern (. ..) geschrieben werden
anstatt in eckigen [...]. Ein Tupel mir einem einzigen Element wird mit einem Komma hinter
diesem Eintrag geschrieben.

sage: S0 = (); S1 = (1, ); 82 = (1, 2)
sage: [1 in S1, 1 == (1)]
[True, Truel

Die Operationen des Zugriffs auf Tupel sind die gleichen wie die fiir Listen, beispielsweise die
Erzegung des Abbildes eines Tupels durch map oder eines Teiltupels durch filter. In allen
diesen Féllen ist das Ergebnis eine Liste, und mit for transformieren wir ein Tupel in eine
Liste.

sage: S1 = (1, 4, 9, 16, 25); [k for k in S1]
[1, 4, 9, 16, 25]

Der Befehl zip gruppiert mehrere Listen oder Tupel um, genau wie der Befehl map:

sage: L1 = [0..4]; L2 = [5..9]

sage: zip(L1l, L2)

[0, 50, (1, 6), (2, T, (3, 8), (4, 9]
sage: map(lambda x, y: (x, y), L1, L2)
[(o, 5), (1, 6), (2, 7, (3, 8), (4, 9]

3.3.8. Endliche Mengen

Anders als bei Listen kommt es bei Mengen nur darauf an, ob ein Element vorhanden ist oder
nicht. Weder ist seine Position definiert noch wie oft es vorkommt. Sage kann endliche Mengen
mittels der Funktion Set aus Listen erzeugen. Das Ergebnis wird in geschweifte Klammern
eingeschlossen:

sage: E = Set([1, 2, 4, 8, 2, 2, 2]); F = Set([7, 5, 3, 11); E, F
({8, 1, 2, 4}, {1, 3, 5, 71
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Der Operator des Enthaltensein in testet, ob ein Objekt Element der Menge ist, und Sage
erlaubt die Vereinigung zweier Mengen mit + oder |, ermittelt ihre Schnittmenge mit &, ihre
Differenz mit — und ihre symmetrische Differenz mit ~~:

sage: 5 in E, 5 in F, E + F == E F|
(False, True, True)

sage: E&F, E-F, E~""F

({1}, {8, 2, 4}, {2, 3, 4, 5, 7, 8}H)

Die Funktion len(E) gibt die Kardinalitdt einer endlichen Menge zuriick. Die Operationen
map, filter und for .. if .. finden auf Mengen genauso Anwendung wie fiir Tupel. Die
Ergebnisse sind Listen. Der Zugriff auf ein Element erfolgt mit E[k]. Die beiden Befehle
hierunter bilden jeweils die gleiche Liste von Elementen einer Menge:

sage: [E[k] for k in [0..len(E)-1]], [t for t in E]
[8, 1, 2, 41, [8, 1, 2, 4]

Die folgende Funktion testet die Inklusion, das Enthaltensein einer Menge E in einer anderen
Menge F' mittels der Vereinigung:

sage: def inklus(E, F): return E+F ==

Anders als Listen sind Mengen von immutablem Typ und somit nicht modifizierbar; auch ihre
Elemente miissen immutabel sein. Es sind also Mengen von Tupeln und Mengen von Mengen
moglich, wir kénnen aber keine Mengen von Listen bilden:

sage: Set([Set([]), Set([1]), Set([2]), Set([1, 21)1)
{1, 2}, {¥, {2}, {1}}

sage: Set([(), (1,), (2,), (1, 2)1)

{1, 2>, (2,), O, 1,02

Diese Funktion z&hlt mit einem rekursiven Verfahren alle Teilmengen einer Menge auf:

sage: def TeilM(EE):
if EE == Set([]): return Set([EE])
R else: return mitOderOhneElt(EE[0], TeilM(Set(EE[1:])))

sage: def mitOderOhneElt(a, E):
return Set(map(lambda F: Set([al)+F, E)) + E

sage: TeilM(Set(1, 2, 3))
{3, {1, 2}, {3, {2, 3}, {1}, {1, 3}, {1, 2, 3}, {2}}

Die Funktion mitOderOhneElt (a, E) nimmt eine Menge E von Teilmengen und bildet eine
Menge, die zweimal mehr Elemente hat, die ihrerseits Teilmengen sind und denen das Element
a hinzugefiigt ist. Die rekursive Erzeugung beginnt mit der einelementigen Menge E = {0}.
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3.3.9. Diktionare

SchlieRlich integriert Python, und damit Sage, den Begriff des Diktionérs (Dictionary). Wie
ein Telefonbuch ordnet ein Diktionér jedem Eintrag einen Wert zu.

Die Eintrage eines Diktionérs sind Unverdnderliche beliebigen Typs, Zahlen, Zeichenketten,
Folgen usw. Die Syntax ist der von Listen vergleichbar, aufter dass das leere Diktionér dict ()
als {} abgekiirzt werden kann.

sage: D = {}; D[’eins’] = 1, D[’zwei’] = 2, D[’drei’] = 3; D[’zehn’] = 10
sage: D[’zwei’] + D[’drei’]
5

Das vorstehende Beispiel sagt also, wie ein neuer Eintrag in ein Diktionar eingefiigt wird, und
wie auf ein Feld mit D[...] zugegriffen wird.

Der Operator in priift, ob ein Eintrag in einem Diktiondr enthalten ist und die Befehle
del D[x] oder D.pop(x) liefern den Eintrag x dieses Diktionérs.

Das folgende Beispiel zeigt, wie ein Diktiondr eine Anwendung auf einer endlichen Menge
darstellen kann:

E ={ag,a1,a2,a3,a4,a5}, f(ao) =bo, f(a1) =01, f(az)=bo
flaz) =bo, f(as) =03, f(as)=bs.

Die Methoden der Diktiondre sind mit denen der anderen aufzidhlenden Strukturen vergleich-
bar. Der untenstehende Code implementiert die vorstehende Funktion und erzeugt die Definiti-
onsmenge E und die Bildmenge Im f = f(FE) mittels der Methoden keys() und values():

sage: D = {’a0’:°b0?, ’al’:’bl’, ’a2’:’°b2’, ’a3’:’b0’, ’a4’:’b3’, ’ab’:’b3’}
sage: E = Set(D.keys()); Imf = Set(D.values())
sage: Imf == Set(map(lambda t:D[t], E)) # ist &dquivalent True

Der letzte Befehl iibertragt die mathematische Definition Im f = {f(z)|z € E}. Diktionére
kénnen auch aus Listen oder Paaren [Schluessel, Wert] durch den folgenden Befehl erzeugt
werden:

dict([’a0’,’b0’], [’al’,’b1’], ...).

Die beiden folgenden Befehle, die auf die Eintrige des Diktionérs oder auf das Diktionér selbst
angewendet werden, sind mit der Methode D.values() dquivalent:

map(lambda t:D[t], D) map(lambda t:D[t], D.keys())
Der folgende Test auf die Anzahl der Elemente bestimmt mit 1en(D) die Anzahl der Eintrige

im Diktiondr, falls die durch D dargestellte Funktion injektiv ist,

sage: def injektiv(D):
R return len(D) == len(Set(D.values()))

Die ersten beiden Befehle hierunter erzeugen das Bild f(F) und das Urbild f~!(G) der Teil-
mengen F' und G einer durch das Diktion&r D definierten Funktion; die letztere definiert
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ein Diktionéir DR, das der Urbildfunktion f~! einer als bijektiv vorausgesetzten Funktion f
entspricht:

sage: Set([D[t] for t in F])
sage: Set([t for t in D if D[t] in GI)
sage: DR = dict((D[t], t) for t in D)
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4. Graphiken

Die Veranschaulichung von Funktionen zweier oder dreier Verdnderlicher oder einer Datenreihe
erleichtert das Verstdndnis mathematischer oder physikalischer Phidnomene und ermoglicht,
Resultate effektiv zu mutmafen. In diesem Kapitel illustrieren wir anhand von Beispielen die
graphischen Fahigkeiten von Sage.

4.1. Kurven in 2D

Eine ebene Kurve kann auf mehrere Arten definiert werden: als Graph einer Funktion einer
Verénderlichen, durch ein System parametrisierter Gleichungen, durch eine Gleichung in Po-
larkoordinaten oder durch eine implizite Gleichung. Diese vier Fille stellen wir vor, danach
geben wir einige Beispiele fiir die Veranschaulichung von Daten.

4.1.1. Graphische Darstellung von Funktionen

Um den Graphen einer symbolischen Funktion oder einer Python-Funktion auf einem Intervall
[a, b] zu zeichnen, verfiigen wir iiber zwei Méglichkeiten: plot (f(x),a,b) oder
plot (f(x),x,a,b).

sage: plot(x*sin(1/x), x, -2, 2, plot_points=500)
Von den zahlreichen Optionen der Funktion plot nennen wir
e plot_points (voreingestellt 200): Mindestzahl der berechneten Punkte;
e min und max: Grenzen des Intervalls, auf dem die Funktion gezeichnet wird;

e color: Farbe der Zeichnung, ein RGB-Tripel, eine Zeichenkette, z.B. *blue’ oder eine
HTML-Farbe (z.B. *#aaff0b’;

e detect_poles (voreingestellt False): erlaubt oder verbietet das Einzeichnen einer ver-
tikalen Asymptote an den Polstellen einer Funktion;

e alpha: Transparenz des Striches;
e thickness: Strichstérke;

e linestyle: Linienart, punktiert: (’:?), strichpunktiert: (’-.?) oder durchgezogen
(?-7), der voreingestellte Wert.
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4. Graphiken

0.6

Abb. 4.1 - Graph von z — zsin 1
x

Um die Zeichnung sichtbar zu machen, konnen wir das graphische Objekt einer Variablen
zuweisen, sagen wir g, und dann die Methode show benutzen, der beispielsweise die minimalen
und maximalen Werte der Ordinate {ibergeben werden konnen (g.show(ymin=-1,ymax=3))
oder auch eine bestimmte Streckung wie (g.show(aspect_ratio=1)) fiir ein orthonormiertes
Koordinatensystem.

Die fertige Zeichnung kann mit dem Befehl save in unterschiedlichen Formaten exportiert wer-
den, die durch die Erweiterungen .pdf, .png, .ps, .eps, .svgund .sobj gekennzeichnet
sind:

g.save(name.png, aspect_ratio=1, zmin=-1,ymin=3, ymin=-1, ymax=3)

Um eine Graphik mit dem Befehl \includegraphics in ein IXTEX-Dokument einzufiigen,
wird die Erweiterung . eps gewahlt (encapsulated PostScript), wenn das Dokument mit latex
kompiliert wird, oder die Erweiterung .pdf (die wegen der besseren Auflésung der Erweiterung
.png vorzuziehen ist), wenn das Dokument mit pdflatex kompiliert wird.

Zeichnen wir nun in dieselbe Graphik die Sinusfunktion und die ersten Polynome der Taylor-
entwicklung um den Ursprung:

sage: def p(x, n):

e return (taylor(sin(x), x, 0, n))

sage: xmax=15; n=15

sage: g=plot(sin(x), x, -xmax, xmax)

sage: for d in range(n):

AT g += plot(p(x, 2*d + 1), x, -xmax, xmax, \

R color=(1.7+*d/(2*n), 1.5%d/(2*n), 1.3*d/(2*n)))
sage: g.show(ymin=-2, ymax=2)

Man hétte auch eine Animation erzeugen kénnen, um zu sehen, wie das Taylor-Polynom sich
mit der Erhohung des Grades der Sinuskurve mehr und mehr ann&hert. Mdchte man eine
Animation sehen, geniigt dafiir die Speicherung als gif-Datei.
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Abb. 4.2 - Einige Taylor-Polynome der Sinusfunktion um den Ursprung

animate([sin(x), taylor(sin(x), x, 0, 2xk+1)]\

for k in range(0, 14)], xmin=-14, xmax=14),\

ymin=-3, ymax=3, figsize=[8, 4])

: a.show(); a.save(’~/bin/animation.gif’)

Kehren wir zur Funktion plot zuriick, um beispielsweise das Phinomen von Gibbs zu beob-
achten. Wir zeichnen die Partialsumme der Ordnung 20 der Fourierreihe fiir die Rechteckkur-

ve.

sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:

f2(x) = 1;

f =
S =
g

g

f1(x) = -1

piecewise([[(-pi,0),f1], [(0,pi),f21]1)
f.fourier_series_partial_sum(20,pi)
plot(S, x, -8, 8, color=’blue’)
scie(x) = x - 2*pixfloor((x + pi)/(2xpi))
g += plot(scie(x)/abs(scie(x)), x, -8, 8, color=’red’)
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Abb. 4.3 - Zerlegung einer Rechteckfunktion in eine Fourierreihe

Mit obigem Code ist f eine mit Hilfe des Befehls piecewise stiickweise definierte Funktion auf
[—7; w]. Um die Verldngerung von £ auf die mit 27 periodische Funktion zu bewirken, ist es am
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4. Graphiken

einfachsten, dafiir einen Ausdruck zu suchen, der fiir alle reellen Zahlen (im Definitionsbereich
von scie/abs(scie)) definiert ist. Die ersten 20 Terme der Fourierreihe sind

s

g 1 (sin(a:) N sin;?)x) N sinéSx) R sin((i)l&r)) .

4.1.2. Kurven in Parameterdarstellung

Kurven in Parameterdarstellung (z = f(t), y = g(t)) werden mit dem Befehl
parametric_plot ((£(t), g(t)), (t, a, b)) gezeichnet, wobei [a,b] das Intervall ist, das
der Parameter durchlduft. Stellen wir beispielsweise diese Kurve dar:

{ x(t) =cos(t) + 1% cos(7t) + % sin(17t)
y(t) =sin(t) + 3 sin(7t) + 1 cos(17t)

sage: t = var(’t’)

sage: x = cos(t) + cos(7*t)/2 + sin(17%t)/3
sage: y = sin(t) + sin(7*t)/2 + cos(17*t)/3
sage: g = parametric_plot((x, y), (t, O, 2xpi))
sage: g.show(aspect_ratio=1)

Abb. 4.4 - Kurve in Parameterdarstellung fiir z = cos(t) 4 3 cos(7t) + 3 sin(17t) und
y = sin(t) + 1 sin(7¢t) + £ cos(17¢)
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4.1. Kurven in 2D
4.1.3. Kurven in Polarkoordinaten

Kurven in Polarkoordinaten p(#) werden mit dem Befehl polar_plot(rho(theta),
(theta, a, b)) gezeichnet, wobei [a,b] das Intervall ist, das vom Parameter durchlaufen
wird.

Stellen wir beispielsweise zwei Rosetten mit der Polargleichung p(f) = 1 + ecosnf dar mit
n=20/19 und e € {2,1/3}.

sage: t = var(’t’); n = 20/19

sage: polar_plot (1+2*cos(n*t), (t,0,n*36*pi) ,plotpoints=5000)
sage: = polar_plot(1+1/3*cos(n*t), (t,0,n*36*pi),plot_points=5000)
sage: gl.show(aspect_ratio=1); g2.show(aspect_ratio=1)

oQ 09
N =
nn

Abb. 4.5 - Rosetten der Gleichung p(8) =1 + ecosnf

Ubung 12. Darzustellen ist eine Familie von Pascalschen Schnecken mit der Polargleichung
p(0) = a + cosf, wobei der Parameter a zwischen 0 und 2 mit einer Schrittweite von 0.1 zu
variieren ist.

4.1.4. Durch implizite Gleichungen definierte Kurven

Zur Darstellung einer Kurve, die durch eine implizite Gleichung gegeben ist, verwenden wir
die Funktion implicit_plot(f(x, y), (x, a, b), (y, c, d));allerdings kénnen wir auch
den Befehl complex_plot verwenden, der die Veranschaulichung einer Funktion von zwei Ver-
dnderlichen mit farbigen Niveaulinien ermdglicht. Wir wollen die durch die implizite Gleichung
C ={z € C:|cos(z*)| = 1} gegebene Funktion darstellen.

sage: z = var(’z’)

sage: gl = complex_plot(abs(cos(z~4))-1,

AT (-3,3), (-3,3), plot_points=400)

sage: f = lambda x, y: (abs((cos(x +Ixy)~4)) - 1)

sage: g2 = implicit_plot(f, (-3,3), (-3,3), plot_points=400)
sage: gl.show(aspect_ratio=1); g2.show(aspect_ratio=1)
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4. Graphiken
4.1.5. Die Darstellung von Daten

Zum Zeichnen eines Sdulendiagramms verfligen wir iiber zwei ganz unterschiedliche Funktio-
nen. Zuerst der Befehl bar_chart, der als Argument eine Liste ganzer Zahlen aufnimmt und
einfach senkrechte Séulen zeichnet, deren Hohe durch die Elemente der Liste gegeben ist (in
derselben Reihenfolge wie in der Liste). Halten wir fest, dass die Option width gestattet, die
Breite der Sadulen festzulegen.

Abb. 4.6 - Durch die Gleichung |cos(z*)| = 1 definierte Funktion

sage: bar_chart([randrange(15) for i in range(20)])
sage: bar:chart([x"2 for x in range(1,20)], width=0.2)

4 100
| ) |“
IIIII
5 10

Abb. 4.7 - Sdulendiagramme

Wenn hingegen fiir eine Liste von Fliefkommazahlen das Histogram einer Haufigkeitsvertei-
lung zu zeichnen ist, verwenden wir die Funktion plot_histogram: die Werte der Liste werden
sortiert und in Intervalle eingeteilt (die Anzahl der Intervalle wird durch die Variable bins
festgelegt, deren Groke mit 50 voreingestellt ist). Die Hohe der Siule jedes Intervalls gleicht
der entsprechenden Haufigkeit.
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4.1. Kurven in 2D

sage: liste = [10 + floor(10*sin(i)) for i in range(100)]
sage: bar_chart(liste)
sage: finance.TimeSeries(liste).plot_histogram(bins=20)

(a) gezeichnet mit bar_chart (b) gezeichnet mit plot_histogram

Oft sind die zu untersuchenden statistischen Daten in einem Arbeitsblatt einer Tabellenkal-
kulation gespeichert. Das Python-Modul csv ermdglicht dann den Import der Daten aus einer
csv-Datei. Nehmen wir beispielsweise an, wir wollen ein Histogramm fiir die Zensuren von 40
Schiilern berechnen. Die Punkte (franzosisches Benotungsystem) verteilen sich folgenderma-
fsen (obere Zeile: erreichte Punkte, untere Zeile: Anzahl der Schiiler mit dieser Punktzahl):

0

2 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
01 0

9
4 7 5 3 3 0 1 1 1 0 0 1

3 4 5 6 7 8
0 4 0 1 0 8
Die Punkte jedes Schiilers werden in die dritte Spalte der Tabellenkalkulation eingetragen.
Das Arbeitsblatt wird in der Datei ds01.csv gespeichert, wobei darauf zu achten ist, dass

beim Speichern als csv-Dokument als Trennelemente Kommas ausgewihlt werden.

Um die Punkte in dieser Spalte auszulesen, arbeiten wir mit folgenden Anweisungen (die
oberste Zeile enthdlt normalerweise Text, sodass eventuelle Fehler bei der Umwandlung in
Zahlen mit der Anweisung try aufgefangen werden miissen):

sage: 1import csv

sage: reader = csv.reader(open("dsOl.csv"))

sage: noten = []; liste = []

sage: for zeile in reader:

et noten.append(zeile[2]) # die dritte Spalte hat den Index 2
....: for i in noten:

cet try:

s f = float (i)

ol except ValueError:

el pass

ceet else:

et liste.append(f)

sage: finance.TimeSeries(liste).plot_histogram(bins=20)
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Um eine Liste verbundener Punkte (bzw. eine Punktwolke) zu zeichnen, verwenden wir den
Befehl 1ine(p) (bzw. point(p)), wobei p eine Liste von zweielementigen Listen ist, die Ab-
szisse und Ordinate der zu zeichnenden Punkte enthalten.

BEISPIEL (Zufallsbewegung). Ausgehend von einem Startpunkt O verschiebt sich ein Teilchen
um den Betrag [ in gleichbleibenden Zeitspannen ¢ jedes Mal in eine beliebige Richtung,
die von den vorigen Richtungen unabhéngig ist. Wir wollen die Spur eines solchen Teilchens
beispielhaft aufzeichnen. Die rote Gerade verbindet Start- und Endpunkt.

sage: from random import *

sage: n, 1, x, y = 1000, 1, 0, 0; p = [[0,0]]

sage: for k in range(n):

et theta = (2*pi*random()).n(digits=5)

ceeat X, ¥y = x + lxcos(theta), y + l*sin(theta)

AU p.append([x,y])

sage: gl = line([p[nl], [0,0]], color=’red’, thickness=2)
sage: gl += line(p, thickness=.4); gl.show(aspect_ratio=1)

Abb. 4.8 - Zufallsweg

BEISPIEL (Gleichverteilte Folgen). Fiir eine gegebene reelle Folge (uy,)nen+ konstruieren wir
den Polygonzug, dessen aufeinander folgende Ecken die Punkte des Ausdrucks

2N = 2 :6227run‘
n<N

sind. Ist die Folge gleichverteilt modulo 1, entfernt sich die gebrochene Linie nicht zu schnell
vom Startpunkt. Wir kénnen dann aus der Spur der gebrochenen Linie die Regelméfigkeit
der Verteilung der Folge vermuten. Wir wollen den Polygonzug fiir folgende Félle zeichnen:
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4.1. Kurven in 2D

- Uy =nv2 und N = 200,

- up = nln(n) und N = 10000,

- up, = E(nln(n))v/2 und N = 10000 (wobei E den ganzzahligen Anzeil bezeichnet),
- Up = ppy/2 und N = 10000 (hier ist p, die n-te Primzahl).

Die Abb. 4.9 erhilt man auf folgende Weise (hier fiir u,, = ny/2):

sage: length = 200; n = var(’n’)

sage: u = lambda n: n*sqrt(2)

sage: z = lambda n: exp(2*Ixpi*u(n)).n()

sage: vertices = [CC(0, 0)]

sage: for n in range(l, length):

ceel vertices.append(vertices[n-1] + CC(z(n)))
sage: line(vertices).show(aspect_ratio=1)

Man bememerkt, dass die Zeichnung Abb. 4.9 (a) besonders regelmébig ist. Das ermdglicht
uns voherzusehen, dass die Gleichverteilung von nv/2 von deterministischer Natur ist. Bei
der Folge u, = nln(n)y/2 erzeugt die Priifung der eingegebenen Werte den Eindruck einer
wohl eher zufélligen Bildung. Indessen ist die Zeichnung in Abb. 4.9 (b) bemerkenswert gut
strukturiert. Die Zeichnung Abb. 4.9 (c) zeigt die gleiche Struktur wie die zweite. Und endlich
lasst die Zeichnung in Abb. 4.9 (d) eine vollkommen andere Struktur der Verteilung modulo
1/4/2 der Folge der Primzahlen entstehen: die Spiralen sind verschwunden und das Verhalten
erinnert an die Zeichnung in Abb. 4.8, die wir im Falle einer Folge von Zufallszahlen w,
bekommen. Es scheint daher, dass ,die Primzahlen den gesamten Zufall in Beschlag nehmen,
mit dem sie ausgestattet sind...”

Wegen einer eingehenderen Interpretation der erhaltenen Zeichnungen sei auf das Buch ,Les
Nombres Premiers‘ (Que Sais-je) von Gérard Tenenbaum und Michel Mendeés-France verwie-
sen [TMF00].

Ubung 13 (Zeichnung von Gliedern einer rekursiv definierten Folge). Man betrachte die
Folge (un)nen mit
Uy = a
{ Vn € Nyupy1 = ]u% - %|

Stellen Sie das Verhalten der Folge graphisch dar, indem Sie eine Liste mit den Punkten
[[wo, 0], [wo, w1], [u1, u1], [u1, usl, [ug, us],...] und a € {—0.4,1.1,1.3} aufstellen.
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4. Graphiken

(a) Der Fall u,, = n/2. (b) Der Fall nln(n)v/2

(¢) Der Fall E(nln(n))v/2 (d) Der Fall u, = p,v2

Abb. 4.9 - Gleichverteilte Folgen

4.1.6. Zeichnen der Losung einer Differentialgleichung

Wir konnen die vorstehenden Befehle zur Darstellung der Losung einer Differentialgleichung
oder auch eines System von Differentialgleichungen kombinieren. Um eine gewthnliche Diffe-
rentialgleichung symbolisch zu 16sen, verwenden wir die Funktion desolve, deren Studium Ge-
genstand von Kapitel 10 ist. Um eine Differentialgleichung symbolisch zu l6sen, bietet uns Sage
mehrere Werkzeuge an: desolve_rk4 (mit einer Syntax dhnlich wie die Funktion desolve),
odeint, (das SciPy verwendet), und schlieflich ode_solver, (das die Bibliothek GSL auf-
ruft, deren Verwendung in Abschnitt 14.2 behandelt wird). Die Funktionen desolve_rk4 und
odeint geben eine Liste von Punkten zuriick, die mit dem Befehl 1line unschwer gezeich-
net werden kénnen. Auch wir werden mit ihnen in diesem Abschnitt numerische Losungen
zeichnen.

BEISPIEL (Ungeldste lineare Differentialgleichung erster Ordnung). Wir méchten die Integral-
kurven der Differentialgleichung 2y’ — 2y = 2% zeichnen.

sage: x = var(’x’); y = function(’y’)

sage: DE = x*diff(y(x), x) == 2*y(x) + x"3

sage: desolve(DE, [y(x),x])

(_C + x)*x~2

sage: sol = []

sage: for i in srange(-2, 2, 0.2)

AT sol.append(desolve(DE, [y, x], ics=[1, i]))
R sol.append(desolve(DE, [y, x], ics=[-1, il))
sage: g = plot(sol, x, -2, 2)

sage: y = var(’y’)

sage: g += plot_vector_field((x, 2*y+x~3), (x,-2,2), (y,-1,1))
sage: g.show(ymin=-1, ymax=1)
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Abb. 4.10 - Zeichnung der Integralkurven von zy’ — 2y = x®.

Zur Verringerung der Rechenzeit ist hier zu empfehlen, die allgemeine Losung der Gleichung
won Hand* zu beschaffen und eine Liste partikuldrer Losungen zu erzeugen (wie das in der
Auflésung von Ubung 14 gemacht wird) und nicht mehrmals hintereinander die Differenti-
algleichung mit verschiedenen Anfangswerten zu losen. Ebenso hétten wir eine numerische
Losung dieser Gleichung berechnen lassen kénnen (mittels der Funktion desolve_rk4), um
daraus die Integralkurven zu zeichnen:

sage: x, y = var(’x y’); y = function(’y?)

sage: DE = x*diff(y(x), x) == 2*y(x) + x"3

sage: g = Graphics() # Erzeugung einer leeren Graphik

for i in srange(-2, 2, 0.2):

e g += line(desolve_rk4(2*xy/x + x~2, dvar=y, ivar=x, ics=[1, i],\
step=0.05, end_points=[0,2]))

R g += line(desolve_rk4(2*y/x + x~2, dvar=y, ivar=x, ics=[-1,i],\
step=0.05, end_points=[-2,0]))

sage: var(’y?)

sage: g += plot_vector_field((x, 2*y+x~3), (x,-2,2), (y,-1,1))

sage: g.show(ymin=-1, ymax=1)

g
I

Wie man an vorstehendem Beispiel sieht, iibernimmt die Funktion desolve_rk4 als Argu-
ment eine Differentialgleichung (oder die rechte Seite der Gleichung in der Form 3/ = f(z,v)),
den Namen der unbekannten Funktion, die abhingige Variable, die Anfangsbedingung, die
Schrittweite und das Intervall der Losung. Das optionale Argument output ermoglicht die
Prazisierung der Ausgabe: der voreingestellte Wert ?1ist’ gibt eine Liste zuriick (was zweck-
méfig ist, wenn man die Graphiken wie hier iiberlagern will), plot’ zeichnet das Bild der
Losung und ’slope_field’ fiigt die Steigungen der Integralkurve hinzu.

Ubung 14. Zeichnen Sie die Integralkurven der Gleichung 22y’ —y = 0 fiir —3 < z < 3 und
-5 <y<5.

Wir geben jetzt ein Beispiel fiir die Verwendung der Funktion odeint aus dem Modul SciPy.

BEISPIEL ( Nichtlineare Differentialgleichung erster Ordnung.) Zeichnen Sie die Integralkurven
der Gleichung v/(t) + cos(y(t) - t) = 0.

sage: import scipy; from scipy import integrate
sage: f = lambda y, t: -cos(y*t)
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4. Graphiken

sage: t = srange(0, 5, 0.1); p = Graphics()
sage: for k in srange(0, 10,0.15):

R y = integrate.odeint(f, k, t)

el p += line(zip(t, flatten(y)))

sage: t = srange(0, -5, -0.1); q = Graphics()
sage: for k in srange(0, 10, 0.15):

e y = integrate.odeint(f, k, t)

celat q *+= line(zip(t, flatten(y)))

sage: y = var(’y’)

sage: v = plot_vector_field((1, -cos(x*y)), (x,-5,5), (y,-2,11))
sage: g = p +q + v; g.show()
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Abb. 4.11 - Zeichnung der Integralkurven von 3’ (t) + cos(y(t) - t) = 0.

Die Funktion odeint iibernimmt als Argument das zweite Glied der Differentialgleichung (auf-
gelost geschrieben), eine oder mehrere Anfangsbedingungen und auch das Losungsintervall,
sie gibt eine Tabelle des Typs numpy . ndarray zuriick, die wir mit dem Befehl flatten! verein-
fachen, wie das in Unterabschnitt 3.3.2 zu sehen war, und die wir mit dem Befehl zip mit der
Tabelle t zuaammenfiihren, bevor wir die Naherungslésung zeichnen. Um das Feld der Tan-
genten an die Integralkurven hinzuzufiigen, verwenden wir den Befehl plot_vector_field.

BEISPIEL (Rduber-Beute-Modell von Lotka-Volterra.) Wir mochten die graphische Losung ei-
ner Population von Beute und R&ubern darstellen, die einem Gleichungssystem von Lotka-

Volterra folgt:
du

&

dt

= au — buv

= —cv + dbuv

"Wir kénnten hier auch die Funktion ravel von NumPy nehmen, welche die Erzeugung eines neuen Objekts
vermeidet und daher den Speicherbedarf optimiert.
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4.1. Kurven in 2D

wobei u die Anzahl der Beutetiere (z.B. Hasen) bezeichnet, v die Anzahl der Rauber (z.B.
Fiichse). Aukerdem sind a, b, ¢, d Parameter, die die Entwicklung der Populationen beschrei-
ben: a charakterisiert das natiirliche Wachstum der Anzahl der Hasen bei Abwesenheit von
Fiichsen, b die Abnahme der Anzahl der Hasen bei Anwesenheit der Riuber, ¢ die Abnahme
der Anzahl der Fiichse bei Fehlen der Beutetiere, und d zeigt schlielich an, wieviel Hasen
erforderlich sind, damit ein neuer Fuchs erscheint.

sage: import scipy; from scipy import integrate
sage: a, b, ¢, d=1., 0.1, 1.5, 0.75

sage: def dX_dt(X, t=0): # meldet das Anwachsen der Populationen
return [a*X[0] - b*X[0]*X[1], -c*X[1] + d*xb*xX[0]*X[1]]

sage: t = srange(0, 15, 0.01) # Zeitskala
sage: X[0] = [10, 5] # Anfangsbedingungen: 10 Hasen und 5 Fiichse
sage: X = integrate.odeint(dX_dt, X0, t) # numerische Losung
sage: hasen, fuechse = X.T # Abkiirzung von X.transpose()

sage: p = line(zip(t, hasen), color=’red’) # Verlauf der Anzahl der Hasen
sage: p += text("Hasen",(12,37), fontsize=10, color=’red’)

sage: p += line(zip(t, fuechse), color=’blue’) # dito fiir die Fiichse
sage: p += text("Fichse",(12,7), fontsize=10, color=’blue’)

sage: p.axes_labels(["Zeit", "Population"]); p.show(gridlines=True)

Die obigen Anweisungen zeigen die Entwicklung der Anzahl der Hasen und Fiichse als Funk-
tion der Zeit (Abb. 4.12 links) und die hierunter zeigen das Vektorfeld (Abb. 4.12 rechts):

sage: n = 11; L = srange(6, 18, 12/n); R = srange(3, 9, 6/n)

sage: CI = zip(L, R) # Liste der Anfangsbedingungen
sage: def g(x,y):

v = vector(dX_dt([x, y1)) # zwecks besserer Lesbarkeit
..... return v/v.norm() # normieren wir das Vektorfeld

sage: x, y = var(’x y’)

sage: q = plot_vector_field(g(x, y), (x, 0, 60), (y, 0, 36))

sage: for j in range(n):

et X = integrate.odeint(dX_dt, CI[j], t) # graphische
R q *+= line(X, color=hue(.8-float(j)/(1.8*n))) # Losung
sage: q.axes_labels(["Hasen","Fuechse"]); q.show()
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Abb. 4.12 - Untersuchung Réuber-Beute-eines Systems
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4. Graphiken

Ubung 15 (Modell Riuber-Beute). Reproduzieren Sie die Graphik links in Abb. 4.12 mit
desolve_system_rk4 anstelle von odeint.

Ubung 16 (Ein autonomes Differentialsystem,). Zeichnen Sie die Integralkurven des folgenden
Differentialsystems:

T=y
{ =05y —x—1y°
Ubung 17 (Stromung um einen Zylinder mit Magnus-Effekt). Wir iiberlagern einer einfachen
Strémung um einen Zylinder mit dem Radius a einen Wirbel mit dem Parameter «, der die
zirkulare Geschwindigkeitskomponente verdndert. Wir stellen uns in ein Koordinatensystem
mit dem Ursprung im Zylinder, und wir arbeiten mit Zylinderkoordinaten in der Ebene z = 0,
anders gesagt mit Polarkoordinaten. Die Geschwindigkeitskomponenten sind dann:

2 aavg

a _ o2
vy = v cos(0) <1 - 702> und vy = vg sin(9) <1 + r2> +2——.

Die Stromlinien (verschmolzen mit den Trajektorien, denn die Strémung ist stationdr) sind
parallel zur Geschwindigkeit. Wir suchen einen parametrisierten Ausdruck fiir die Stromlinien;
man muss dazu das Differentialsystem l6sen:

dr d dd vy

— =v, und — = —.
" dt —r
Wir benutzen dimensionslose Koordinaten, d.h. bezogen auf a, den Zylinderradius, den wir
zu a = 1 setzen. Zu zeichen sind die Stromlinien dieser Stromung fiir o € {0.1,0.5,1,1.25}.

Die Nutzung des Magnus-Effekts ist fiir die Entwicklung von Antriebssystemen vorgeschlagen
worden, die aus groken senkrecht stehenden rotierenden Zylindern bestehen, die eine Querkraft
erzeugen konnen, wenn der Wind seitlich auf das Schiff trifft (das war bei dem von Anton
Flettner entwickelten Schiff Baden-Baden der Fall, die 1926 den Atlantik {iberquerte).

4.1.7. Evolute einer Kurve

Wir geben nun ein Beispiel fiir das Zeichnen einer Evolute eines parametrisierten Bogens (wir
erinnern uns, dass die Evolute die Hiillkurve der Normalen ist oder, dquivalent dazu, der
geometrische Ort der Kriimmungsmittelpunkte der Kurve).

BEISPIEL (Evolute der Parabel). Wir suchen die Gleichung der Evolute der Parabel P mit der
Gleichung y = 22/4 und zeichnen in dieselbe Graphik die Parabel P, einige Normalen an P
und ihre Evolute.

Zur Bestimmung eines Systems von parametrischen Gleichungen (z(t), y(t)) der Evolute einer
Familie von Geraden A, die durch kartesische Gleichungen der Form a(t)X + S(t)y = ~(t)
definiert sind, driicken wir den Sachverhalt, dass die Gerade A; Tangente an die Evolute im
Punkt (z(t),y(t)) ist, so aus:

a(t)z(t) + B()y(t) = (1) (4.1)
a(t)z'(t) + Bt)y'(t) =0
Wir leiten Gl. (4.1) ab und durch Kombination mit Gl. (4.2) bekommen wir das System:
a(t)z(t) + B()y(t) = (1)
a(t)z'(t) + B()y'(t) = (¢) (4.3)
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4.1. Kurven in 2D

In unserem Fall hat die Normale N(t) an die Parabel P in M (t,t?/4) als Normalenvektor
o = (1,t/2) (der Tangentenvektor an die Parabel); ihre Gleichung ist daher:

vt ) coatby=t4t
y—12/4) \tj2) T TV TR

anders gesagt, (a(t), B(t),y(t)) = (1,t/2,t3/8). Wir konnen das obige System nun mit der
Funktion solve losen:

sage: x, y, t = var(’x y t’)

sage: alpha(t) = 1; beta(t) = t/2; gamma(t) =t + t~3/8
sage: env = solve([alpha(t)*x + beta(t)*y == gamma(t),\
diff (alpha(t), t)*x + diff(beta(t), t)*y ==
diff(gamma(t), t)1, [x,yl)

1 3
= 3 y="t*42
lr=3e0-3+]

Daraus ergibt such eine parametrische Darstellung der Hiillkurve der Normalen:

Nun kénnen wir die geforderte Darstellung ausfithren und zeichnen dazu einige Normalen an
die Parabel (genauer: wir zeichnen Strecken [M, M + 18], worin M (u,u?/4) ein Punkt von
P ist und 77 = (—u/2,1) ein Normalenvektor an P):

sage: f(x) = x"2/4

sage: p = plot(f, -8, 8, rgbcolor=(0.2,0.2,0.4)) # die Parabel
sage: for u in srange(0, 8, 0.1): # Normalen an die Parabel
AT p += line([[u, f(u)], [-8*u, f(u) + 18]], thickness=.3)
e p += line([[-u, £f(w)], [8%u, f(u) + 18]], thickness=.3)
sage: p += parametric_plot{((env[0][0].rhs(),env[0][1].vhs()),\
e (t, -8, 8), color=’red’) # Zeichnen der Evolute
sage: p.show(xmin=-8, xmax=8, ymin=-1, ymax=12, aspect_ratio=1)

Wie weiter oben erwdhnt, ist die Evolute einer Kurve auch der Ort ihrer Kriimmungsmit-
telpunkte. Mit Hilfe der Funktion circle zeichnen wir einige Schmiegkreise an die Parabel.
Wir wissen, der Kriimmungsmittelpunkt Q in einem Kurvenpunkt M; = (z(t),y(t)) hat die
Koordinaten:

, :ElQ + y/2

2 12
)XY L
:c’y” _ x”y’

TO =T —Y o und yo=y+=z

x/y// —_
und der Kriimmungsradius in M; ist:

3
x/y// _ x//y/ :
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4. Graphiken

Abb. 4.13 - Die Evolute einer Parabel

Art der Zeichnung

Graph einer Funktion

parametrisierte Kurve

durch eine Polargleichung definierte Kurve
durch eine implizite Gleichung definierte Kurve
Hoéhenlinien einer komplexen Funktion

leeres graphisches Objekt

Integralkurven einer Differentialgleichung
Stabdiagramm

Hiufigkeitsverteilung einer statistischen Reihe
Zeichnen eines Kurvenstiicks

Zeichnen einer Punktwolke

Kreis

Polygon

Text

plot
parametric_plot
polar_plot
implicit_plot
complex_plot
Graphics ()
odeint, desolve_rk4
bar_chart
plot_histogramm
line

points

circle

polygon

text

Tab. 4.1 - Zusammenfassung der graphischen Funktionen in 2D

sage: t = var(’t’); p = 2

sage: x(t) = t; y(t) = t72/(2%p); £(2) = [x(¥), y(£)]

sage: df(t) = [x(t).diff(t), y(t).diff(t)]

sage: d2f(t) = [x(t).diff(t, 2), y(t).diff(t, 2)]

sage: T(t) = [df(t)[0]/df(t) .norm(), df[1](t)/df(t) .norm(0]

sage: R(t) = (df(t).norm())~3/(df (t) [0]*d2f (t) [1]-df(t) [1]*d2f(t) [0])
sage: Omega(t) = [£(t)[0] + R(t)=N(t)[0], £(t)[1] + R(t)*N(t) [1]]
sage: g = parametric_plot(f(t), (t, -8, 8), color=’green’, thickness=2)
sage: for u in srange(.4, 4, .2):

..... g += line([f(t=u), Omega(t=u)], color=’red’, alpha=.5)
..... g += circle(Omega(t=u), R(t=u), color=’blue’)

sage: g.show(aspect_ratio=1, xmin=-12, xmax=7, ymin=-3, ymax=12)
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4.2. Graphik in 3D

10 |

-10 5

Abb. 4.14 - Schmiegkreise an die Parabel

Die Tabelle 4.1 stellt die in diesem Abschnitt verwendeten Funktionen zusammen. Wir fithren
dort auch den Befehl text auf, mit dem wir eine Zeichenkette in eine Graphik einfiigen kénnen,
wie auch den Befehl polygon, mit dem wir Vielecke zeichnen konnen.

4.2. Graphik in 3D

Zum Zeichnen von Flichen in drei Dimensionen verfiigen wir {iber den Befehl plot3d (£ (x,y),
(x,a,b), (y,c,d)). Die erhaltene Fliche wird mit der Voreinstellung dank der Anwendung
Jmol visualisiert; wir konnen aber auch den Tachyon 3D Ray Tracer mit Hilfe des optionalen
Arguments viewer=’tachyon’ des Befehls show verwenden. Es folgt ein erstes Beispiel fiir
die Zeichnung einer parametrisierten Fliche (Abb. 4.15).

sage:
sage:
sage:
sage:

H H B e

, v = var(’u v?)

lambda u,v: u™2 + 2%v~2

plot3d(h, (u,-1,1), (v,-1,1), aspect_ratio=[1,1,1])
.show(viewer=’tachyon’)

Abb. 4.15 - Die mit (u,v) > u? + 2v® parametrisierte Fliche
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Die Visualisierung der Fliche einer Funktion zweier Variablen ermdglicht die Diskussion einer
solchen Funktion, wie wir das im néchsten Beispiel sehen werden.

BEISPIEL (FEine diskontinuierliche Funktion, deren Richtungsableitungen iberall existieren).
Zu untersuchen ist die Existenz der Richtungsableitungen in (0,0) und die Stetigkeit der
Funktion f von R? nach R, die definiert ist durch:

f(x,y) —{ xszyy? ff?f (z,9) i (0,0)

Fir 1 — (050
sin 6

von 0 differenzierbar:

ist die Funktion ¢(t) = f(tH) = f(tcosf.tsinf) in ¢ = 0 fiir jeden Wert

sage: f(x, y) = x"2*xy/(x"5 + y~2)

sage: t, theta = var(’t theta’)

sage: limit(f(t*cos(theta), t*sin(theta))/t, t=0)
cos(theta)~2/sin(theta)

Daher lasst f an der Stelle (0,0) Richtungsableitungen nach beliebigen Vektoren zu. Fiir eine
bessere Darstellung der Fliche von f kann man damit beginnen, einige Héhenlinien zu suchen;
beispielsweise die zum Wert % gehorende Hohenlinie:

sage: solve(f(x,y)==1/2,y)

[y‘ == X"2]
sage: a = var(’a’); h = f(x, a*x"2).simplify_rational(); h
a/(a~2 + 1)
Entlang der Parabel mit der Gleichung y = ax?, ausgenommen der Ursprung, hat f den
konstanten Wert f(z,ax?) = o7+ Wir zeichnen darauthin die Funktion h: a — 7%5:
sage: plot(h, a, -4, 4)
Abb. 4.16 - Ein vertikaler Schnitt durch die untersuchte Fliache
Die Funktion A erreicht ihr Maximum bei ¢ = 1 und ihr Minimum bei a = —1. Die Beschrén-

kung von f auf die Parabel mit der Gleichung y = 22 entspricht dem ,Kammweg®, der sich in
der Hohe % befindet; was die Restriktion von f auf die Parabel mit der Gleichung y = —z?
angeht, so entspricht sie dem ,, Talweg®, der sich in der Héhe —% befindet. Abschliefsend kénnen

92



4.2. Graphik in 3D

wir, so dicht wir an (0,0) auch sein mogen, Punkte finden, an denen f die Werte % bzw. —%

annimmt. Infolgedessen ist die Funktion im Ursprung nicht stetig.

sage: p = plot3d(f(x,y), (x,-2,2), (y,-2,2), plot_points=[150,150])
sage: p.show(viewer=’tachyon’)

Abb. 4.17 - Die Fliche von f: (z,y) — 5.
Wir hétten ebensogut horizontale Ebenen zeichnen kénnen, um die Hohenlinien dieser Funk-
tion sichtbar zu machen, indem wir diesen Code ausfiihren:

sage: for i in range(1,4):

p += plot3d(-0.5 + i/4, (x, -2, 2), (y, -2,2),\
et color=hue(i/10), opacity=.1)

sage: p.show(viewer=’tachyon’)

Von den iibrigen Befehlen fiir 3D-Graphik erwihnen wir implicit_plot3d, der uns erlaubt
Flichen zu zeichnen, die durch eine implizite Gleichung der Form f(x,y, z) = 0 definiert sind.
Als Beispiel wollen wir die cassinische Fldche zeichnen (Abb. 4.18a), die durch die implizite
Gleichung (a? + 22 + y?)? = 4a2? + 2* definiert ist:

sage: x, y, z =var(’xy z’); a =1

sage: h = lambda x, y, z: (a”2+x"2+y~2)"2-4*a"~2*x~2-z"4

sage: f = implicit_plot3d(h, (x, -3, 3), (y, -3, 3), (z, -2, 2),\
plot_points=100, adaptative=True)

sage: f.show(viewer=’tachyon’)

Schlieklich geben wir noch das Beispiel einer Raumkurve (Abb. 4.18b) mittels des Befehls
line3d:

sage: gl = 1ine3d([(-10*cos(t)-2*cos(b*t)+16xsin(2%t),\

R -15%cos(2*t)+10*sin(t) -2*sin(5*t),\

e 10*%cos(3*t)) for t in srange(0,6.4,.1)], radius=0.5)
sage: gl.show(viewer=’tachyon’)
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(a) Die cassinische Fliche (b) Ein Knoten im Raum
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5. Definitionsmengen fiir das Rechnen

Das Schreiben mathematischer Texte auf Papier oder Tafel erfordert vor allem die Suche nach
einem guten Kompromiss zwischen Flexibilitdt, Leichtigkeit der Schreibweise und Strenge.
Das ist fiir den tagtéglichen Gebrauch eines Berechnungssystems nicht anders. Sage versucht
die Wahl des Kompromisses dem Anwender zu iiberlassen insbesondere dadurch, dass es ihm
mehr oder weniger streng erlaubt, den Definitionbereich der Rechnung festzulegen: welches ist
die Natur der betrachteten Objekte, zu welcher Menge gehoren sie, welche Operationen sind
mit ihnen ausfiihrbar?

5.1. Sage ist objektorientiert

Python und Sage machen von der objektorientierten Programmierung intensiven Gebrauch.
Auch wenn das fiir den normalen Gebrauch relativ transparent bleibt, ist es sinnvoll, dariiber
ein Minimum an Wissen zu haben, zumal dies in mathematischen Zusammenhéngen ganz
natiirlich ist.

5.1.1. Objekte, Klassen und Methoden

Die objektorientierte Programmierung beruht auf der Idee, jede physikalische oder abstrakte
Entitdt zu modellieren, die wir in einem Programm durch ein Objekt genanntes Sprachkon-
strukt manipulieren md&chten. Meistens, und in Python ist das der Fall, ist jedes Objekt
Instanz einer Klasse. So ist die rationale Zahl 12/35 modelliert durch ein Objekt, welches eine
Instanz der Klasse Rational ist.

sage: o = 12/35
sage: print type(o)
<type ’sage.rings.rational.Rational’>

Merken wir uns, dass diese Klasse dem Objekt 12/35 zugeordnet ist und nicht der Variablen
o0, die es enthélt:

sage: print type(12/35)
<type ’sage.rings.rational.Rational’>

Prézisieren wir die Definitionen. Ein Objekt ist ein Teil des Speichers des Rechners, das die
erforderliche Information fiir die Darstellung der Entitdt enthélt, die vom Objekt modelliert
wird. Was die Klasse betriftt, so definiert sie zwei Dinge:

1. die Datenstruktur eines Objektes, d.h. wie die Information im Speicherblock organisiert
ist. Beispielsweise spezifiziert die Klasse Rational, dass eine rationale Zahl wie 12/35
durch zwei ganze Zahlen dargestellt wird: ihren Z&hler und ihren Nenner;
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5. Definitionsmengen fiir das Rechnen

2. ihr Verhalten, insbesondere die Operationen auf diesem Objekt: beispielsweise wie man
den Zahler einer rationalen Zahl bekommt, wie ihr Absolutwert berechnet wird, wie man
zwei rationale Zahlen addiert oder multipliziert. Jede dieser Operationen wird durch eine
Methode implementiert (hier durch numer und numerator, abs mult add__).

) == —_ —=—

Um eine ganze Zahl zu faktorisieren wird man daher die Methode factor mit folgender Syntax
aufrufen':

sage: o = 720
sage: o.factor()
274 % 372 % b

was man lesen kann als: jnimm den Wert von o und wende die Methode factor ohne ein
weiteres Argument darauf an“. Unter der Haube fithrt Python folgende Rechnung aus:

sage: type(o).factor(o)
274 x 372 * b

Von links nach rechts: ,fordere von der Klasse von o (type(o)) die Methode factor die fiir
die Faktorisierung geeignete Methode an (type(o) .factor) und wende sie auf o an“.

Wir bemerken bei dieser Gelegenheit, dass wir eine Methode auf einen Wert anwenden koénnen,
ohne ihn an eine Variable zu iibergeben:

sage: 720.factor()
274 x 372 % 5

und daher auch Operationen von links nach rechts hintereinander ausfithren kénnen:

sage: o = 720/133
sage: o.numerator().factor()
274 % 372 x5

5.1.2. Objekte und Polymorphie

Was geht uns das an? Zun#chst sind in Sage alle Operationen polymorph, d.h. sie konnen
auf verschiedene Typen angewendet werden. So wenden wir auf welches Objekt auch immer,
das wir  faktorisieren“ wollen, dieselbe Schreibweise o.factor() an (oder seine Abkiirzung
factor(o)). Die auszufithrenden Operationen sind dennoch im Fall einer ganzen Zahl und
eines Polynoms nicht die gleichen! Sie unterscheiden sich aufserdem auch darin, ob das Polynom
rationale Koeffizienten hat oder Koeffizienten aus einem endlichen Korper. Es ist die Klasse
des Objektes, die entscheidet, welche Version von factor letztendlich ausgefiithrt wird.

!Fiir die Bequemlichkeit des Anwenders bietet Sage auch eine Funktion factor derart, dass factor (o) eine
Abkiirzung von o.factor () ist. Das gilt auch fiir eine groe Anzahl haufig gebrauchter Funktionen, es ist
durchweg moglich, ihre Abkiirzungen zu nehmen.
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5.1. Sage ist objektorientiert

Ebenso, und wir iibernehmen die normale mathematische Schreibweise, kann das Produkt
zweier Objekte a und b immer a*b geschrieben werden, auch wenn die in jedem der Félle
verwendeten Algorithmen verschieden? sind. Hier ein Produkt zweier ganzer Zahlen:

sage: 3*7
21

hier ein Produkt zweier rationaler Zahlen, das durch Multiplikation der Zahler und der Nenner
und anschliefsendes Kiirzen erhalten wird:

sage: (2/3)%(6/5)
4/5

und hier ein Produkt zweier komplexer Zahlen, wobei die Beziehung i = —1 benutzt wird:

sage: (1 + I)*(1 - I)
2

sowie kommutative Produkte zweier symbolischer Ausdriicke:

sage: (x + 1)*(x + 2)
(x + 2)x(x + 1)
sage: (x + 2)*(x + 1)
(x + 2)x(x + 1)

AufRer der einfachen Schreibweise erméglicht diese Form der Polymorphie das Schreiben ge-
nerischer, d.h. allgemeingiiltiger Programme, die auf jedes Objekt anwendbar sind, das diese
Operation zuldsst (hier die Multiplikation):

sage: def vierte_potenz(a)

a = axa
a = axa
return a

sage: vierte_pozenz(2)

16

sage: vierte_potent(3/2)
81/16

sage: vierte_potenz(I)

1

sage: vierte_potenz(x+1)
(x +1)°4

sage: M = matrix([[0, -1], [1, 0]]); M
[ 0 -1]

[1 0]

sage: vierte_potenz(M)
[1 0]

[0 1]

2Fiir eine binire arithmetische Operation wie das Produkt ist das Verfahren zur Auswahl der passenden
Methode ein wenig komplizierter als das oben beschriebene. Sie muss ndmlich gemischte Operationen wie
die Summe 2 + 3/4 einer ganzen und einer rationalen Zahl managen. Hier wird die 2 vor der Addition in
eine rationale Zahl 2/1 konvertiert. Die Regeln fiir die Entscheidung, welche Operanden umzuwandeln sind
und wie, heiflen Zwangsmodell.
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5.1.3. Introspektion

Die Objekte von Python, und damit auch von Sage, haben die Funktionalititen der Introspek-
tion. Das bedeuten, dass wir ein Objekt bei der Ausfithrung nach seiner Klasse und seinen
Methoden ,befragen kénnen und auch die erhaltenen Informationen mit den {iblichen Kon-
struktionen der Programmierung manipulieren. So ist die Klasse eines Objektes ihrerseits ein
Python-Objekt wie (fast) alle anderen, die wir mit type (o) gewinnen kénnen:

sage: t = type(5/1); print t

<type ’sage.rings,rational.Rational’>
sage: t == type(5)

False

Wir sehen hier, dass der Ausdruck 5/1 die rationale Zahl 5 bildet, die ein anderes Objekt ist
als die ganze Zahl 5.

Es gibt auch Werkzeuge der Introspektion, auf die online zugegriffen werden kann, wie hier
am Beispiel der Faktorisierung einer ganzen Zahl gezeigt wird:

sage: o = 720
sage: o.factor?

Definition: o.factor(algorithm=’pari’, proof=None, ... )
Docstring:

Return the prime factorization of this integer as a formal
Factorization object.

Den Code dieser Funktion zeigt

sage: o.factor??
def factor(self, algorithm=’pari’, proof=None, ...):

if algorithm not in [’pari’, ’kash’, ’magma’, ’gsieve’, ’ecm’]:

Wenn wir dazu die technischen Details durchgehen, erkennen wir, dass Sage einen Grofteil
der Rechnungen an andere Programme delegiert (PARI, kash, Magna).

Ebenso konnen wir die automatische Vervollstdndigung nutzen, um zu einem Objekt die
Operationen zu erfragen, die wir mit ihm verwenden koénnen. Hier gibt es viele davon; wir
zeigen die, welche mit n beginnen:

sage: o.n<tab>

0.n o0.next_prime o.nth_root
o.nbits 0.next_prime_power o.numerator
o.ndigits 0.next_probable_prime o.numerical_approx

Auch hier handelt es sich um eine Form der Introspektion.
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5.2. Elemente, Vorfahren, Kategorien

5.2.1. Elemente und Vorfahren

Im vorigen Abschnitt sind wir dem Begriff der Klasse einnes Objektes begegnet. In der Praxis
geniigt es zu wissen, dass dieser Begriff existiert; selten muss man den Typ eines Objektes
explizit betrachten. Andererseits fithrt Sage ein Gegenstiick zu diesem Begriff ein, dem wir
und nun widmen werden, dem des Vorfahren eines Objektes.

Zum Beispiel nehmen wir an, wir wollten entscheiden, ob ein Element a invertierbar ist. Die
Antwort wird nicht nur vom Element selbst abhéingen, sondern auch von der Menge A, der
es angehort (wie auch sein potentielles Inverses). Die Zahl 5 ist beispielsweise in der Menge
Z der ganzen Zahlen nicht invertierbar, weil ihr Inverses 1/5 keine ganze Zahl ist:

sage: a = 5; a

5

sage: a.is_unit()
False

Vielmehr ist 5 in der Menge der rationalen Zahlen invertierbar:

sage: a = 5/1; a
5

sage: a.is_unit()
True

Sage antwortet auf diese beiden Fragen unterschiedlich, denn wir haben im vorigen Abschnitt
gesehen, dass die Elemente 5 und 5/1 Instanzen verschiedener Klassen sind.

In einigen CAS wie MuPAD oder Axiom wird die Menge X, zu der x gehort (hier Z oder Q),
einfach durch die Klasse von x modelliert. Sage folgt dem Ansatz von Magma und modelliert
X durch ein erginzendes, mit « verbundenes Objekt, seinem Vorfahren:

sage: parent(5)
Integer Ring
sage: parant(5/1)
Rational Field

Wir konnen diese beiden Mengen auch mit ihren Abkiirzungen finden:

sage: ZZ
Integer Ring
sage: QQ

Rational Field

und sie fiir die einfache Konvertierung eines Elementes von der einen in die andere benutzen,
sofern das sinnvoll ist:

sage: QQ(5) .parent()
Rational Field

sage: ZZ(5/1) .parent()
Integer Ring

sage: ZZ(1/5)
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Traceback (most recent call last)

TypeError: no conversion of this rational to integer

Allgemein versucht die Syntax P(x), wobei P ein Vorfahr ist, das Objekt x in ein Element von P
zu konvertieren. Fiir die ganze Zahl 1 € Z, die rationale Zahl 1 € Q, die Gleitpunkt-Naherung
der reellen Zahl 1,0 € R oder die komplexe Zahl 1,0 4 0,0i € C gilt:

sage: ZZ(1), QQ{1), RR(1), CC(1)
(1, 1, 1.00000000000000, 1.00000000000000)

Ubung 18. Welches ist die Klasse des Ringes der ganzen Zahlen Z?

5.2.2. Konstruktionen

Die Vorfahren sind ihrerseits Objekte, mit denen wir Operationen ausfithren kénnen. So kén-
nen wir das kartesische Produkt Q2 bilden:

sage: cartesian_product([QQ, QQ])
The Cartesian product of (Rational Field, Rational Field)

Q zuriickgewinnen als Korper der Briiche von Z:

sage: ZZ.fraction_field()
Rational Field

den Polynomring in z mit Koeffizienten aus Z:

sage: Zz[’x’]
Univariate Polynomial Ring in x over Integer Ring

Durch schrittweises Vorgehen kénnen wir komplexe algebraische Strukturen bilden wie den
Vektorraum der 3 x 3-Matrizen mit polynomialen Koeffizienten aus einem endlichen Kérper:

sage: Zb = GF(5); Z5

Finite Field of size b5

sage: P = Z5[’x’]; P

Univariate Polynomial Ring in x over Finite Field of size 5

sage: M = MatrixSpace(P, 3, 3); M

Full MatrixSpace of 3 by 3 dense matrices over Univariate Polynomial
Ring in x over Finite Field of size 5

Hier ein Element:

sage: M.random_element ()

[ x + 4 2%x + 1 3*%x"2 + x + 2]
[B*x~2 + 4*xx + 1 X + 2 4%x72 + 3*x + 2]
[4%x~2 + 2%x + 2 x"2 + 2%x + 3 3*x"2 + 4xx + 4]
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5.2. Elemente, Vorfahren, Kategorien
5.2.3. Ergdnzung: Kategorien

Ein Vorfahr hat im allgemeinen selbst keinen Vorfahren, sondern eine Kategorie, die seine
Eigenschaften angibt:

sage: QQ.category()
Category of quotient fields

In der Tat weifs Sage, dass Q ein Kdérper ist:

sage: QQ in Fields
True

und somit beispielsweise auch eine additive kommutative Gruppe ist:

sage: QQ in CommutativeAdditiveGroups()
True

Daraus folgt, dass Q[z] ein euklidischer Ring ist:

sage: QQ[’x’] in EuclideanDomains()
True

Alle diese Eigenschaften werden bei strengen und effizienten Rechnungen mit Elementen dieser
Systeme verwendet.
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Abb. 5.1 - Ein kleiner Ausschnitt aus der Darstellung der Kategorien in Sage

5.3. Definitionsmengen fiir das Rechnen und die Darstellung in Normalform

Wir gehen nun iiber zur Betrachtung einiger Vorfahren, die in Sage zu finden sind.

In Abschnitt 2.1 haben wir die Bedeutung der Normalformen fiir das symbolische Rechnen
erkannt, die uns die Entscheidung ermdoglichen, ob zwei Objekte bei Vergleich ihrer Darstel-
lungen mathematisch gleich sind. Jeder der hiernach aufgefiihrten grundlegenden Vorfahren
entspricht einer Menge von Zahlen fir die Rechnung mit Normalformen, d.h. einer Menge
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solcher mathematischer Objekte, die eine Normalform erlauben. Das ermoglicht Sage, die
Elemente jedes dieser Vorfahren unzweideutig darzustellen?.

Einige Basistypen von Python
ganze Zahlen in Python int
Gleitpunktzahlen in Python float
Wahrheitswerte (True, False) bool
Zeichenketten str

Definitionsmengen von Zahlen
ganze Zahlen Z  ZZ oder IntegerRing()
rationale Zahlen Q QQ oder RationalField()
Gleitpunktzahlen mit der Genauigkeit p Reals(p) oder RealField(p)
komplexe Gleitpunktzahlen mit Genauigkeit p Complexes(p) oder ComplexField(p)

Ringe und endliche Korper
Rest modulo n Z/nZ Integers(n) oder IntegerModRing(n)
endlicher Korper F; GF(q) oder FiniteField(q)

algebraische Zahlen
algebraische Zahlen Q QQbar oder AlgebraicField()
reelle algebraische Zahlen AA oder AlgebraicRealField()
Korper der Zahlen Q[z]/(p) NumberField(p)

Symbolisches Rechnen
m X n-Matrizen mit Eintrégen aus A MatrixSpace(A, m, n)
Polynome A[xz,y] A[’x,y’] oder PolynomialRing(4, ’x,y’)
Reihen A[[z]] AL[’x’]] oder PowerSeriesRing(A, ’x’)
symbolische Ausdriicke SR

Tab. 5.1 - Die wichtigsten Zahlenarten fiir Berechnungen und die Vorfahren

5.3.1. Elementare Zahlenarten

Elementare Zahlenarten nennen wir die klassischen Mengen von Konstanten: ganze Zahlen,
rationale Zahlen, Gleitpunktzahlen, boolesche Werte, Reste modulo n. ..

Ganze Zahlen. Die ganzen Zahlen werden rechnerintern zur Basis zwei dargestellt und auf
dem Bildschirm zur Basis zehn. Wie wir gesehen haben, sind die ganzen Zahlen in Sage vom
Typ Integer. Ihr Vorfahr ist der Ring Z:

sage: 5.parent()
Integer Ring

Die ganzen Zahlen werden in Normalform dargestellt; die Gleichheit ist daher einfach zu
priifen. Um ganze Zahlen in faktorisierter Form darstellen zu konnen, verwendet der Befehl
factor eine besondere Klasse:

sage: print type(factor(4))
<class
’sage.structure.factorization_integer.IntegerFactorization’>

®Die meisten anderen der in Sage verfiigbaren Vorfahren entsprechen Definitionsmengen fiir die Rechnung
mit Normalformen, doch ist dies nicht bei allen der Fall. Es kommt auch vor, dass Sage aus Griinden der
Effizienz die Elemente als Normalformen nur auf besondere Anforderung darstellt.
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Die Klasse Integer ist Sage-eigen: in der Voreinstellung verwendet Python ganze Zahlen des
Typs int. Generell erfolgt die Konversion des einen in den anderen automatisch, doch kann
es notwendig werden, die Konversion explizit vorzuschreiben mit

sage: int(5)
5
sage: print type(int(5)) <type ’int’>

oder umgekehrt

sage: Integer(5)

5

sage: print type(Integer(5))

<type ’sage.rings.integer.Integer’>

Rationale Zahlen. Die Eigenschaft der Normalform haben auch die rationalen Zahlen, die
Elemente von QQ, die immer in Normalform dargetellt werden. So werden durch die Anwei-
sung

sage: factorial(99)/factorial(100) -1/50
-1/100

Zuerst werden die Fakultdten ausgewertet, dann wird von dem erhaltenen Bruch 1/100 die
rationale Zahl 1/50 abgezogen und gekiirzt (was hier nicht notig ist).

Gleitpunktzahlen. Reelle Zahlen konnen nicht exakt dargestellt werden. Ihre gendherten
Zahlenwerte werden als Gleitpunktzahlen dargestellt. Sie werden in Kapitel 11 eingehend
behandelt.

In Sage werden Gleitpunktzahlen zur Basis zwei dargestellt. Als eine Folge wird die als 0.1
dargestellte Gleitpunktzahl nicht genau gleich 1/10 sein, denn 1/10 kann zur Basis 2 nicht
exakt dargestell werden. Jede Gleitpunktzahl hat ihre eigene Genauigkeit. Der Vorfahr der
Gleitpunktzahlen mit p signifikanten Bits wird als Reals(p) geschrieben. Die Gleitpunktzahl
mit der voreingestellten Prizision (p = 53) heift auch RR. Wie im Fall der ganzen Zahlen
unterscheiden sich die Gleitpunktzahlen in Sage von denen in Python.

Wenn sie in einer Summe oder einem Produkt zusammen mit ganzen oder rationalen Zahlen
auftreten, sind Gleitpunktzahlen jansteckend*: der gesamte Ausdruck wird dann als Gleit-
punktzahl berechnet:

sage: 72/53 - 5/3%2.7
-3.14150943396227

Ebenso, wenn das Argument einer Funktion eine Gleitpunktzahl ist, erscheint auch das Er-
gebnis als Gleitpunktzahl:

sage: cos(1), cos(1.)
(cos(1), 0.540302305868140)

Die Methode numerical_approx (oder ihre Alias n und N) dient zur numerischen Auswertung
weiterer Ausdriicke. Ein optionales Argument erlaubt die Prézisierung der bei der Rechnung
gebrauchten signifikanten Stellen. Als Beispiel 7 mit 50 signifikanten Ziffern:

sage: pi.n(digits=50) # Variante: n(pi,digits=50)
3.1415926535897932384626433832795028841971693993751
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Komplexe Zahlen. Genauso sind die Naherungen von komplexen Zahlen mittels Gleitpunkt-
zahlen mit der Genauigkeit p Elemente von Complexes(p), wobei CC die voreingestellte Ge-
nauigkeit besitzt. Wir konnen eine komplexe Zahl bilden und ihr Argument berechnen:

sage: z = CC(1,2); z.arg()
1.10714871779409

Komplexe symbolische Ausdriicke

Die imaginére Einheit i (geschrieben I oder i), die uns in den vorigen Kapiteln
schon begegnet ist, ist kein Element von CC, sondern ein symbolischer Ausdruck
(siehe Unterabschnitt 5.4.1):
sage: I.parent()
Symbolic Ring
Wir kénnen damit eine komplexe Gleitpunktzahl schreiben, wenn wir eine explizite
Konversion vorschreiben:
sage: I.parent()
Symbolic Ring
sage: CC(1.+2.%I).parent()
Complex Field with 53 bits precision
In der Welt der symbolischen Ausdriicke ergeben die Methoden real, imag und abs
den Realteil, den Imaginarteil bzw. die Norm oder auch den Modul einer komplexen
Zahl:
sage: z = 3*xexp(Ixpi/4)
sage: z.real(), z.imag(), z.abs().simplify()

(3/2xsqrt(2), 3/2*sqrt(2), 3)

. J

Boolesche Werte. Logische Ausdriicke bilden auch eine Zahlenart in Normalform, doch ist
die Klasse der Wahrheitswerte oder booleschen Werte ein Basistyp von Python ohne Vorfahren
in Sage. Die beiden Normalformen sind True und False:

sage: a, b, ¢ =0, 2, 3
True

In Tests und Schleifen werden die zusammengesetzten Bedingungen mit den Operatoren or
und and einfach von links nach rechts ausgewertet. Das bedeutet, dass die Auswertung einer
zusammengesetzten Bedingung mit or nach dem ersten Teilergebnis True beendet wird, ohne
die rechts noch folgenden Terme zu beriicksichtigen; genauso bei and und False. So beschreibt
der néchste Test die Teilbarkeit a|b von ganzen Zahlen und fithrt auch bei @ = 0 nicht zu einem
Fehler:

sage: a = 0; b =12; (a ==0) and (b == 0) or (a !'= 0) and (bja == 0)

Der Operator not hat Vorrang vor and, das wiederum Vorrang vor or hat, und die Tests auf
Gleichheit haben Vorrang vor allen booleschen Operatoren. Die beiden folgenden Tests sind
deshalb zum vorigen dquivalent:

sage: ((a == 0) and (b == 0)) or ({a != 0) and (bka == 0))
sage: a == 0 and b == 0 or not a == 0 and bla ==

Des weiteren gestattet Sage Tests auf Enthaltensein in mehrfachen Intervallen genauso, wie
das in der Mathematik geschieht:

105



5. Definitionsmengen fiir das Rechnen

r<y<z wird codiert als x <=y <= z
r=y=z%#t x==y==2z!=¢%

In einfachen Fillen werden diese Test unmittelbar ausgefiihrt; wenn nicht, muss mit dem
Befehl bool die Auswertung erzwungen werden:

sage: x, y = var(’x, y’)
sage: bool((x-y)*(x+y) == x"2 - y~2)
True

Reste modulo n. Bei der Definition einer Kongruenz beginnen wir mit der Bildung ihres
Vorfahren, des Ringes Z/nZ:

sage: Z4 = IntegerModRing(4); Z4
Ring of integers modulo 4

sage: m = Z4(7); m

3

Wie bei Gleitpunktzahlen wird in Rechnungen mit m automatisch in Zahlen modulo 4 um-
gewandelt. So werden im folgenden Beispiel 3 und 1 automatisch in Elemente von Z/nZ
konvertiert:

sage: 3*m + 1
2

Ist p eine Primzahl, kénnen wir Z/pZ als Korper bilden:

sage: Z3 = GF(3); Z3
Finite Field of size 3

In beiden Fillen handelt es sich um Zahlenarten in Normalform: die Reduktionen modulo n
oder p werden bei jeder Erzeugung eines Elementes automatisch ausgefiihrt. Rechnungen auf
endlichen Ringen und Kérpern werden in Kapitel 6 ausfiihrlich behandelt.

5.3.2. Zusammengesetzte Objektklassen

Mit wohldefinierten Konstanten kénnen Klassen symbolischer Objekte gebildet werden, die
als Variable vorkommen und eine Normalform kennen. Die wichtigsten sind die Matrizen, die
Polynome, die gebrochen rationalen Ausdriicke und die abbrechenden Reihen.

Die entsprechenden Vorfahren sind durch die Zahlenart der Koeffizienten parametrisiert. So
unterscheiden sich beispielsweise Matrizen mit ganzzahligen Eintrdgen von solchen mit Ein-
trigen aus Z/nZ und die zugehorigen Rechenregeln werden automatisch angewendet, ohne
dass eine Funktion fiir die Reduktion modulo n explizit aufgerufen werden miisste.

Teil 1T dieses Buches ist vor allem diesen Objekten gewidmet.

Matrizen. Die Normalform einer Matrix liegt vor, wenn ihre Eintrége ihrerseits in Normal-
form sind. Auch wird jede Matrix auf einem Ko6rper oder einem Ring in normaler Darstellung
automatisch in Normalform ausgegeben:

sage: a = matrix(QQ, [[1, 2, 3], [2, 4, 8], [3, 9, 2711)
sage: (a2 + 1)*a~(-1)
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[ -5 13/2 7/3]
[ 7 1 25/3]
[ 219/2 27]

Der Aufruf der Funktion matrix ist eine Abkiirzung. Intern bildet Sage den entsprechenden
Vorfahren, namlich den Vektorraum der 3 x 3-Matrizen mit Eintrdgen aus Q (in normaler
Darstellung), dann wird der Vorfahr zur Erzeugung der Matrix verwendet:

sage: M = MatrixSpace(QQ,3,3); M

Full MatrixSpace of 3 by 3 dense matrices over Rational Field
sage: a = M[[1, 2, 3], [2, 4, 8], [3, 9, 2711)

sage: (a~2 + 1)xa~(-1)

[ -5 13/2 7/3]

[ 7 1 25/3]

[ 219/2 27]

Die Operationen mit symbolischen Matrizen werden in Kapitel 8 beschrieben, die numerische
lineare Algebra in Kapitel 13.

Polynome und gebrochen rationale Ausdriicke. Genau wie Matrizen den Typ ihrer
Eintrage ,kennen“ Polynome in Sage den Typ ihrer Koeffizienten. Ihre Vorfahren sind Poly-
nomringe wie Z[z| oder C|x,y, 2], die in den Kapiteln 7 und 9 eingehend vorgestellt werden,
und die wir erzeugen koénnen mit

sage: P = ZZ[’x’]; P

Univariate Polynomial Ring in x over Integer Ring

sage: F = P.fraction_field(); F

Fraction Field of Univariate Polynomial Ring in x over Integer Ring
sage: p = P(x+1)*P(x); P

x"2 + x

sage: p + 1/p

(x~4 + 2*x"3 + x2 + 1)/(x"2 + x)

sage: parent(p + 1/p)

Fraction Field of Univariate Polynomial Ring in x over Integer Ring

Wie wir in Unterabschnitt 5.4.2 sehen werden, gibt es keine ideale Darstellung fiir Polynome
und gebrochen rationale Ausdriicke. Die Elemente der Polynomringe werden in entwickelter
Form dargestellt. Diese Ringe sind daher normal dargestellt, sobald die Koeffizienten in einer
Zahlenart ihreseits in Normalform vorliegen.

Diese Polynome unterscheiden sich von polynomialen Ausdriicken, denen wir in Kapitel 2
begegnet sind, und deren Koeeffizienten weder einen wohldefinierten Typ haben noch einen
Vorfahren, der den Typ widerspiegelt. Sie reprisentieren eine Alternative zu den ,echten”
Polynomen, die niitzlich sein kann, um Polynome und andere mathematische Ausdriicke zu
mischen. Wir betonen, dass wenn wir mit diesen Ausdriicken arbeiten, dann anders als bei
Elementen von Polynomringen, explizit ein Befehl zur Reduktion wie expand erfolgen muss,
um sie in Normalform zu bringen.

Reihen. Abbrechende Potenzreihen sind Objekte der Form

ap + a1z + aga® + - - + apz™ + O(z" )
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Sie werden beispielsweise fiir die Darstellung abbrechender Reihenentwicklungen verwendet
und ihre Manipulation in Sage wird in Abschnitt 7.5 beschrieben. Der Vorfahr der abbrechen-
den Reihen in x mit der Genauigkeit n und Koeffizienten aus A ist der Ring A[[z]], der mit
PowerSeriesRing(4, ’x’, n) erzeugt wird. Wie die Polynome haben auch die abbrechenden
Reihen eine Entsprechung in der Welt der symbolischen Ausdriicke. Der zugehorige Befehl zur
Reduktion auf die Normalform ist series.

sage: f = cos(x).series(x == 0, 6); 1/f

1
1+ (—§)a? + gt + O (a9)

sage: (1/f).series(x == 0, 6)

1+ %xQ + 25—4:c4 + 0 (29)
Algebraische Zahlen. Eine algebraische Zahl ist als Wurzel eines Polynoms definiert. So-
bald der Grad eines Polynoms 5 oder grofer ist, ist es im allgemeinen nicht moglich, die
Wurzeln mit Hilfe der Operatoren +, —, %, /, Vv explizit hinzuschreiben. Jedoch kénnen zahl-
reiche Rechnungen mit Wurzeln mit keinen anderen Informationen als dem Polynom selbst
sehr wohl ausgefiihrt werden.

sage: k.<a> = NumberField(x"3 + x + 1); a~3; a4 + 3x*a
-a -1
-a”2 + 2%*a

Die Manipulation algebraischer Zahlen in Sage wird in diesem Buch nicht detailliert behandelt,
einige Beispiele sind jedoch in den Kapiteln 7 und 9 zu finden.

5.4. Ausdriicke versus Zahlenarten fiir das Rechnen

Es sind also in Sage mehrere Ansétze fiir die Manipulation von Objekten wie Polynome
moglich. Man kann sie als besondere formale Ausdriicke ansehen, wie wir das in den ersten
Kapiteln dieses Buches getan haben, man kann aber auch einen speziellen Polynomring ein-
fliihren und mit dessen Elementen rechnen. Zum Abschluss dieses Kapitels beschreiben wir
kurz den Vorfahr der symbolischen Ausdriicke, den Bereich SR, sodann erldutern wir anhand
einiger Beispiele wie wichtig es ist, die Definitionsmengen fiir die Rechnung zu kontrollieren
und die Unterschiede zwischen diesen Ansétzen zu beachten.

5.4.1. Ausdriicke als Definitionsmenge fiir das Rechnen

Die symbolischen Ausdriicke bilden selber eine Definitionsmenge fiir Rechnungen! In Sage ist
ihr Vorfahr der symbolische Ring:

sage: parent(sin(x))
Symbolic Ring

was wir auch erhalten kénnten mit

sage: SR
Symbolic Ring
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Die Eigenschaften dieses Ringes sind recht verschwommen; er ist kommutativ:

sage: SR.category()
Category of commutative rings

und die Rechenregeln machen im grofsen Ganzen die Annahme, dass die Werte aller symboli-
schen Variablen in C liegen.

Die Form der Ausdriicke, die wir in SR manipulieren (polynomiale, rationale und trigono-
metrische Ausdriicke), die nicht offensichtlich zu ihrer Klasse oder ihrem Vorfahr gehoren,
bedarf als Resultat einer Rechnung sehr oft einer manuellen Umformung, zum Beispiel mit
expand, combine, collect und simplify, um in die gewiinschte Form gebracht zu werden
(siche Abschnitt 2.1). Fiir den angemessenen Gebrauch dieser Funktionen miissen wir wissen,
welchen Typ der Umformung sie ausfiihren, auf welche Unterklassen* von Ausdriicken sie
angewendet werden, und welche dieser Unterklassen Definitionsbereiche der Normalform bil-
den. Somit kann der blinde Gebrauch der Funktion simplify zu falschen Ergebnissen fithren.
Varianten von simplify ermdglichen eine zielsichere Vereinfachung.

5.4.2. Beispiele: Polynome und Normalformen

Wir konstruieren den Polynomring Q[x1, z2, 3, x4] in vier Variablen:

sage: R = QQ[’x1,x2,x3,x4°]; R
Multivariate Polynomial Ring in x1, x2, x3, x4 over Rational Field
sage: x1, x2, x3, x4 = R.gens()

Die Elemente von R werden automatisch in entwickelter Form dargestellt:

sage: x1*(x2 - x3)
x1*x2 - x1*x3

was eine Normalform ist, wie wir wissen. Insbesondere ist der Test auf 0 in R unmittelbar:

sage: (x1 + x2)x(x1 - x2) - (x1°2 - x2°2)
0

Das ist nicht immer ein Vorteil. Wenn wir beispielsweise die vandermondesche Determinante
[Ti<icj<n(®i — ;) bilden:

sage: prod((a - b) for (a,b) in Subsets([x1,x2,x3,x4],2))
x173%x272%x3 - x172*%x2°3%x3 - x1°3*%x2*%x3°2 + x1*x2"3*%x3"2
+ x172%x2%x3"°3 - x1*x272*xx373 - x1°3*%x2"2*xx4 + x1°2*%x2°3*x4

+ x173%x372*%x4 - x273%x372*%x4 - x172%x3"3%x4 + x272%xx3"3*x4
+ x173%x2%x472 - x1*x273%x472 - x1"3%x3%x4"2 + x273%x3*x472
+ x1*x373%x472 - x2*%x373%x472 - x172%x2*%x4"3 + x1*x2"2%x4"3
+ x172%x3%x4°3 - x272%x3%x4"3 - x1*x372%x4"3 + x2%x372*x4"3

bekommen wir 4! = 24 Terme. Dieselbe Konstruktion mit einem Ausdruck verbleibt in der
faktorisierten Form und ist viel kompakter und besser lesbar:

*im Sinne von Familien, nicht von Pythons Objektklassen
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sage: x1, x2, x3, x4 = SR.var(’xl, x2, x3, x4’)
sage: prod((a - b) for (a,b) in Subsets([x1,x2,x3,x4],2))
(x1 - x2)*(x1 - x3)*(x1 - x4)*(x2 - x3)*(x2 - x4)*(x3 - x4)

Ebenso ermdglicht eine faktorisierte oder teilfaktorisierte Darstellung eine schnellere Berech-
nung des gg'T'. Es wiire jedoch nicht sinnvoll, jedes Polynom automatisch in faktorisierte Form
zu bringen, selbst wenn es sich dabei um eine Normalform handelte, denn die Faktorisierung
kostet Rechenzeit und macht Additionen kompliziert.

Je nach der gewiinschten Rechenart ist die ideale Darstellung eines Elementes nicht immer
seine Normalform. Das fiihrt die symbolischen Rechensysteme zu einem Kompromiss mit
den Ausdriicken. Etliche grundlegende Vereinfachungen wie das Kiirzen von Briichen oder
die Multiplikation mit null werden hier automatisch ausgefiihrt; die iibrigen Transformatio-
nen werden der Entscheidung des Anwenders iberlassen, dem dafiir spezifische Befehle zur
Verfiigung stehen.

5.4.3. Beispiel: Faktorisierung von Polynomen

Betrachten wir die Faktorisierung des folgenden polynomialen Ausdrucks:

sage: x = var(’x’)

sage: p = b4*x"4 + 36*x~3 - 102%x"2 - 72xx -12
sage: factor(p)

6% (x"2 - 2)*(3*x + 1)°2

Ist diese Antwort zufriedenstellend? Zwar handelt es sich um eine Faktorisierung von p, doch
héngt ihre Optimalitat stark vom Kontext ab! Fiir den Moment betrachtet Sage p als symbo-
lischen Ausdruck, der sich als polynomial erweist. Er kann beispielsweise nicht wissen, ob wir
p als Produkt von Polynomen mit ganzzahligen Koeffizienten faktorisieren méchten oder mit
rationalen Koeffizienten.

Um hier die Kontrolle zu iibernehmen, werden wir prazisieren, in welcher Menge wir p sehen
wollen. Zunéchst soll p ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten sein. Wir definieren daher
den Ring R = Z[z] solcher Polynome:

sage: R = ZZ[’x’]; R
Univariate Polynomial Ring in x over Integer Ring

Dann konvertieren wir p in diesen Ring:

sage: q = R(p); q
54*x~4 + 36%x~3 - 102%x~2 - 72%x - 12

An der Ausgabe sehen wir keinen Unterschied, doch ¢ weif, dass es ein Element von R ist:

sage: parent(q)
Univariate Polynomial Ring in x over Integer Ring

Damit ist die Faktorisierung eindeutig:

sage: factor(q)
2% 3 % (3*xx + 1)°2 * (x72 - 2)

Wir verfahren genauso auf dem Korper der rationalen Zahlen:
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sage: R = QQ[’x’], R

Univariate Polynomial Ring in x over Rational Field
sage: q = R(p); q

b4xx~4 + 36%x73 - 102%x"2 - 72*x - 12

sage: factor(q)

(54) * (x + 1/3)72 * (x°2 - 2)

In diesem neuen Kontext ist die Faktorisierung wieder eindeutig, doch verschieden von der
vorigen.

Suchen wir jetzt eine vollstéindige Zerlegung auf den komplexen Zahlen mit 16 Bits Genauig-
keit:

sage: R = ComplexField(16)[’x’]; R

Univariate Polynomial Ring in x over Complex Field with 16 bits of
precision

sage: q = R(p); q

54.00%x"4 + 36.00*x~3 - 102.0%x"~2 - 72.00%x - 12.00

sage: factor(q)

(54.00) * (x - 1.414) * (x + 0.3333)"2 * (x + 1.414)

Anders ist es, wenn wir den Korper der rationalen Zahlen ein wenig erweitern; hier fiigen wir

v/2 hinzu.

sage: R = QQIsqrt(2)1[’x’]; R

Univariate Polynomial Ring in x over Number Field in sqrt2 with defining
polynomial x~2 - 2

sage: q = R(p); q

54%x~4 + 36%x~3 - 102%x72 - 72%x - 12

sage: factor(q)

(54) * (x - sqrt2) * (x + sqrt2) * (x + 1/3)"2

Wollen wir schliefslich sogar, dass die Koeffizienten modulo 5 sind?

sage: R = GF(5)[’x’1; R

Univariate Polynomial Ring in x over Finite Field of size 5
sage: q = R(p); q

4xx~4 + x"3 + 3*%x72 + 3*x + 3

sage: factor(q)

(4) * (x + 2)72 % (x72 + 3)

5.4.4. Zusammenfassung

In den vorstehenden Beispielen haben wir illustriert, wie der Anwender das Niveau der Strenge
in seinen Rechnungen steuern kann.

Einerseits kann er symbolische Ausdriicke verwenden. Diese Ausdriicke sind Elemente des
Ringes SR. Sie bieten zahlreiche Methoden (vorgestellt in Kapitel 2), die auf bestimmte Unter-
klassen von Ausdriicken wie die polynomialen Ausdriicke angewendet werden. Die Erkenntnis,
dass ein Ausdruck zu dieser oder jener Klasse gehort, erlaubt zu wissen, welche Funktionen fiir
die Anwendung darauf infrage kommen. Ein Problem, bei dem dieses Wissen wichtig ist, ist
die Vereinfachung von Ausdriicken. Wegen dieser Aufgaben wurden die wichtigsten Klassen
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der Ausdriicke im CAS definiert, und dieser Ansatz ist es, dem wir im Verlauf dieses Buches
sehr oft den Vorzug geben.

Andererseits kann der Anwender einen Vorfahren konstruieren, der die Definitionsbereiche
fiir die Rechnung festlegt. Das ist besonders interessant, wenn dieser Vorfahr in Normalform
ist: das heift, dass zwei Objektelemente genau dann mathematisch gleich sind, wenn sie die
gleiche Darstellung haben.

Um es kurz zu sagen, die Flexibilitit ist der Hauptvorteil der Ausdriicke: keine explizite Dekla-
ration einer Definitionsmenge, die Einfiihrung neuer Variablen und symbolischer Funktionen
oder der Wechsel der Definitionsmenge wihrend des Programmablaufs (wenn wir beispielswei-
se den Sinus eines polynomialen Ausdrucks nehmen), die Verwendung der gesamten Palette
von Werkzeugen der Analysis (Integration usw.). Die Vorteile der expliziten Deklaration der
Definitionsmenge bestehen in den didaktischen Moglichkeiten, einer oftmals groferen Stren-
ge®, die automatische Umwandlung in die Normalform (die auch ein Nachteil sein kann!), wie
auch die Moglichkeit komplizierterer Konstruktionen, die mit Ausdriicken schwierig wiren
(Rechnungen auf einem endlichen Korper oder algebraische Erweiterungen von Q in einem
nichtkommutativen Ring usw.).

Sage ist kein zertifiziertes CAS
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6. Endliche Korper und elementare Zahlentheorie

Die natiirlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht.
Alles andere ist Menschenwerk.
LeEoPOLD KRONECKER (1823 - 1891)

Dieses Kapitel beschreibt die Verwendung von Sage in der elementaren Zahlentheorie zur
Bearbeitung von Objekten auf Ringen oder endlichen Koérpern (Abschnitt 6.1), zu Primal-
tests (Abschnitt 6.2) oder zur Faktorisierung einer ganzen Zahl (Abschnitt 6.3); schlieklich
diskutieren wir einige Anwendungen (Abschnitt 6.4).

6.1. Ringe und endliche Kérper

Ringe und endliche Korper sind ein grundlegendes Objekt in der Zahlentheorie und ganz all-
gemein beim symbolischen Rechnen. Tatsdchlich stammen zahlreiche Algorithmen des sym-
bolischen Rechnens vom Rechnen auf endlichen Kérpern, dann nutzt man die mit Techniken
wie dem Aufstieg von Hensel oder der Rekonstruktion mit chinesischen Resten erhaltene
Information. Erwdhnen wir beispielsweise den Algorithmus von Cantor-Zassenhaus zur Fak-
torisierung univariater Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten, der mit der Faktorisierung
des gegebenen Polynoms auf einem endlichen Koérper beginnt.

6.1.1. Ring der ganzen Zahlen modulo n

In Sage wird der Restklassenring Z/nZ der ganzen Zahlen modulo n mi Hilfe des Konstruktors
IntegerModRing (oder einfacher Integers) definiert. Alle mit diesem Konstruktor erzeugten
Objekte und ihre Ableitungen werden systematisch modulo n reduziert und haben somit eine
kanonische Form, das heifit, dass zwei Variable, die den gleichen Wert modulo n darstellen,
auch die gleiche interne Darstellung besitzen. In bestimmten, sehr seltenen Féllen ist es effi-
zient, die Reduktionen modulo n zu verzogern, beispielsweise wenn wir Matrizen mit solchen
Koeffizienten multiplizieren; man wird dann vorziehen, mit ganzen Zahlen zu arbeiten und die
Reduktion modulo n ,von Hand“ via a%n vornehmen. Aber Achtung, der Modul n erscheint
nicht explizit im ausgegebenen Wert;:

sage: a = IntegerModRing(15)(3); b = IntegerModRing(17)(3); a, b
(3, 3)

sage: a ==

False

Eine Konsequenz ist, dass wenn wir ganze Zahlen modulo n kopieren, wir die Information
iiber n verlieren. Ist eine Variable gegeben, die eine Zahl modulo n enthilt, gewinnen wir die
Information iiber n mittels der Methoden base_ring oder parent zuriick und erhalten den
Wert von n mit der Methode characteristic.
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sage: R = a.base_ring(); R
Ring of integers modulo 15
sage: R.characteristic()
15

Die Grundrechenarten Addition, Subraktion, Multiplikation und Division sind fiir ganze Zah-
len modulo n iiberladen und rufen die entsprechenden Funktionen auf, ebenso werden die
ganzen Zahlen automatisch konvertiert, sobald einer der Operanden eine ganze Zahl modulo
n ist:

sage: a + a, a - 17, axa + 1, a~3
(6, 1, 10, 12)

Was die Inversion 1/a mod n oder die Division b/a mod n betrifft, so fithrt Sage sie aus,
wenn das moglich ist, sonst wird ein ZeroDivisionError gemeldet, d.h. wenn a und b einen
nichttrivialen ggT haben.

sage: 1/(a + 1)

4

sage: 1/a

Traceback (click to the left of this block for traceback)

ZeroDivisionError: Inverse does not exist.

Um den Wert von a zu erhalten - sofern er ganzzahlig ist - ausgehend vom Rest a mod n,
kénnen wir die Methode 1ift nutzen oder auch ZZ:

sage: z = lift(a); y = ZZ(a); print y, type(y), y == 2z
3 <type ’sage.rings.integer.Integer’> True

Die additive Ordnung von a modulo n ist die kleinste ganze Zahl k > 0, sodass ka = 0
mod n ist. Es gilt k = n/g mit g = ggT(a,n) und wird durch die Methode additive_order
angegeben (man sieht nebenbei, dass man auch mit Mod oder mod arbeiten kann, um die ganzen
Zahlen modulo n zu bekommen):

sage: [Mod(x,15).additive_order() for x in range(15)]
(1, 15, 15, 5, 15, 3, 5, 15, 15, 5, 3, 15, 5, 15, 15]

Die multiplikative Ordnung von a modulo n fiir a teilerfremd zu n ist die kleinste ganze Zahl
k > 0, fiir die a* = 1 ist. (Wenn @ mit n einen gemeinsamen Teiler p hat, dann ist a* mod n
ein Vielfaches von p fiir jedes k.) Wenn diese multiplikative Ordnung gleich ¢(n) ist, ndmlich
die multiplikative Gruppe modulo n, sagen wir, dass a ein Generator dieser Gruppe ist. So
gibt es fiir n = 15 keinen Generator, und die maximale Ordnung ist 4 < 8 = (15).

sage: [[x, Mod(x,15).multiplicative_order()]
for x in range(1,15) if gcd(x,15) == 1]
(1, 11, (2, 41, (4, 21, [7, 41, (8, 41, [11, 2], [13, 4], [14, 2]]

Hier ein Beispiel mit n = p prim mit dem Generator 3:

sage: p = 10720+ 39; mod(2,p) .multiplicative_order()
50000000000000000019

sage: mod(3,p) .multiplicative_order()
100000000000000000038
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Eine wichtige Operation auf Z/nZ ist die modulare Potenz, die darin besteht, a® mod n zu
berechnen. Das Kryptosystem RSA beruht auf dieser Operation. Zur effizienten Berechnung
von a® mod n bendtigen die effizientesten Algorithmen Multiplikationen der Ordnung loge
oder Quadrate modulo n. Es kommt darauf an, alle Rechnungen systematisch modulo n zu
reduzieren, anstatt erst a® als ganze Zahl zu berechnen, wie dies das folgende Beispiel zeigt:

sage: n = 37100000; a = n-1; e = 100
sage: timeit(’(a~e) % n’)

5 loops, best of 3: 373 ms per loop
sage: timeit(’power_mod(a,e,n)’)

25 loops, best of 3: 6.56 ms per loop

6.1.2. Endliche Kérper

Die endlichen Kérper' werden mit dem Konstruktor FiniteField definiert (oder einfacher
mit GF). Wir kénnen auch den Primzahlkorper GF (p) mit der Primzahl p wie die zusammen-
gesetzten Korper mit GF(q) erzeugen. Dabei ist ¢ = p¥, p prim und k& > 1 ganz. Wie bei
den Ringen haben die auf einem solchen Korper generierten Objekte eine kanonische Form,
daher erfolgt eine Reduktion bei jeder Operation. Die endlichen Kérper haben die gleichen
Eigenschaften wie die Ringe (Unterabschnitt 6.1.1) und bieten zusétzlich die Moglichkeit, ein
von null verschiedenes Element zu invertieren:

sage: R = GF(17); [1/R(x) for x in range(1,17)]
(1, 9, 6, 13, 7, 3, 5, 15, 2, 12, 14, 10, 4, 11, 8, 16]

Ein Korper Fx, der kein Primzahlkérper ist, mit p prim und & > 1 ist zum Quotientenring
der Polynome von Fp[z] modulo eines unitéren und irreduziblen Polynoms f vom Grad k
isomorph. In diesem Fall verlangt Sage einen Namen fiir den Generator des Koérpers, also die
Variable z:

sage: R = GF(9,name="x’); R
Finite Field in x of size 372

Hier wihlt Sage das Polynom f automatisch:

sage: R.polynomial()
X"2 + 2%x + 2

Die Elemente des Kérpers werden nun durch die Polynome aj,_; 2%~ 1+. . .4a1x+ag dargestellt,
wobei die a; Elemente von I, sind:

sage: Set([r for r in R])
{0, 1, 2, x, x+ 1, x + 2, 2%x, 2%x + 1, 2*x + 2}

Wir kénnen Sage auch das irreduzible Polynom f vorschreiben:

sage: Q.<x> = PolynomialRing(GF(3))
sage: R2 = GF(9, name=’x’, modulus=x"2+1); R2
Finite Field in x of size 372

'Tn der franzssischen (und in der deutschen) Literatur werden endliche Kérper mit ¢ Elementen iiblicherweise
mit F, bezeichnet, wihrend man in der englischsprachigen meistens GF(¢) findet. Wir verwenden hier die
franzosische (und deutsche) Schreibweise fiir die mathematischen Begriffe und die englische im Sage-Code.
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Trotzdem ist Vorsicht geboten, denn wenn die beiden oben erzeugten Instanzen R und R2 auch
zu g isomorph sind, ist der Isomorphismus dennoch nicht nutzbar:

sage: p = R(x+1); R2(p)
Traceback (click to the left of this block for traceback)

TypeError: unable to coerce <class ’sage.interfaces.r.R’>

6.1.3. Rationale Rekonstruktion

Das Problem der rationalen Rekonstruktion ist eine hiibsche Anwendung des Rechnens mit
Resten. Ist ein Rest modulo m gegeben, geht es darum, eine ,kleine rationale Zahl z/y zu
finden, sodass z/y = a mod m. Wenn wir wissen, dass eine solche kleine rationale Zahl
existiert, dann, anstatt z/y direkt zu berechnen, insofern es rational ist, berechnen wir z/y
modulo m, was den Rest a ergibt, dann finden wir z/y wieder durch rationale Rekonstruktion.
Dieser zweite Weg ist oft effektiver, denn wir ersetzen rationale Berechnungen - bei denen
aufwendige ggT auftreten - durch modulare Berechnungen.

LEMMA. Seien a,m € N, mit 0 < a < m. Es existiert hochstens ein Paar teilerfremder ganzer
Zahlen x,y € Z, sodass z/y = a mod m mit 0 < |z|, y < y/m/2.

Ein solches Paar x,y existiert nicht immer, beispielsweise fiir @ = 2 und m = 5. Der Algo-
rithmus der rationalen Rekonstruktion basiert auf dem Algorithmus des erweiterten ggT. Der
erweiterte gg'l' von m und a berechnet eine Folge ganzer Zahlen, a; = a;m + ;a, wobei die
ganzen Zahlen a; abnehmen, und die Absolutwerte der Koeffizienten i, 5 anwachsen. Daher
geniigt es aufzuhoren, sobald |«ail, |Bi| < +/m/2 ist, und die Losung ist dann xz/y = «;/5; .
Dieser Algorithmus steht in Sage in Gestalt der Funktion rational_reconstruction zu Ver-
filgung. Sie gibt x/y zuriick, falls eine solche Losung existiert und einen Fehler, falls nicht:

sage: rational_reconstruction(411,1000)

-13/17

sage: rational_reconstruction(409,1000)

Traceback (click to the left of this block for traceback)

ArithmeticError: rational reconstruction of 409 (mod 1000) does not exist

Um die rationale Rekonstruktion zu veranschaulichen, betrachten wir die Berechnung der
harmonischen Zahl H, =14 1/2+ ...+ 1/n. Die naive Rechnung mit den rationalen Zahlen
geht so:

sage: def harmonic(n):
return add([1/x for x in range(l,n+1)])

Nun wissen wir, dass H,, in der Form p,, /g, mit p,, g, ganz geschrieben werden kann, wobei
gn das kgV von 1,2,... n ist. Weiter wissen wir, dass H,, <logn + 1 ist, was p, einzugren-
zen erlaubt. Daraus leiten wir folgende Funktion ab, die H,, durch modulare Rechnung und
rationale Rekonstruktion bestimmt:

sage: def harmonic_mod(n,m):

return add([1/x % m for x in range(1l,n+1)])
sage: def harmonic2(n):

q = lcm(range(1l,n+1))
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R pmax = RR(g*(log(n)+1))

ceel m = ZZ(2*pmax~2)

m = ceil(m/q)*q + 1

R a = harmonic_mod(n,m)

AT return rational_reconstruction(a,m)

Die Zeile m = ZZ(2*pmax~2) garantiert, dass die rationale Rekonstruktion den Wert p <
\/m/2 findet, wihrend die folgende Zeile sicherstellt, dass m prim ist mit x = 1,2,...,n,
wenn 1/x mod n keinen Fehler auslost.

sage: harmonic(100) == harmonic2(100)
True

In diesem Beispiel ist die Funktion harmonic2 nicht effizienter als die Funktion harmonic, es
verdeutlicht aber unsere Absicht. Es ist nicht immer erforderlich, eine strenge Grenze fiir = und
y zu kennen, eine Schitzung ,m mal Daumen® reicht hin, wenn man u.a. einfach verifizieren
will, dass z/y die gesuchte Losung ist.

Wir kénnen die rationale Rekonsruktion mit einem Zahler x und einem Nenner y unterschied-
licher Grofke verallgemeinern (siehe Abschnitt 5.10 in [vzGGO03]).

6.1.4. Chinesische Reste

Eine weitere niitzliche Anwendung der modularen Rechnung ist diejenige, die gemeinhin ,chi-
nesische Reste” heifst. Seien zwei teilerfremde Moduln m und n gegeben, eine ganzzahlige
Unbekannte z, sodass x = m mod m und x = b mod n. Dann erlaubt der Chinesische Rest-
satz die eindeutige Rekonstruktion des Wertes von z modulo dem Produkt mn. In der Tat
leitet man aus z = @ mod n her, dass = in der Form = = a + Am geschrieben wird mit A € Z.
Setzen wir diesen Wert in = b mod n ein, bekommen wir A = \g mod n mit \g = (b—a)/m
mod n. Daraus resultiert x = xg + umn, wobei xg = a + Agm ist und u eine beliebige ganze
Zahl.

Wir beschreiben hier die einfachste Variante der ,chinesischen Reste“. Ebenso kénnen wir
den Fall mehrerer Moduln my,ma, ..., mi betrachten. Der Befehl zum Auffinden von xg aus
a,b,m,n ist in Sage crt(a,b,m,n).

sage: a = 2; b =3; m=5; n=7; lambda0 = (b-a)/m % n; a + \lambdaO*m
17

sage: crt(a,b,m,n)

17

Kommen wir auf die Berechnung von H, zuriick. Zunidchst berechnen wir H, mod m fiir
i = 1,2,...,k. Dann leiten wir H, mod (mj---my) mit den chinesischen Resten her und
finden H,, schlieflich durch rationale Rekonstruktion:

sage: def harmonic3(n):

cet q = lcm(range(1,n+1))
R pmax = RR(g*(log(n)+1))
R B = ZZ(2*pmax~2)

Lo a=0;m=1; p= 2763
R while m < B:

ceel p = next_prime(p)
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ceeat b = harmonic_mod(n,p)

R a = crt(a,b,m,p)

R m = m*p

e return rational_reconstruction(a,m)
sage: harmonic(100) == harmonic3(100)

True

Sages Funktion crt funktioniert auch dann, wenn die Moduln m und n nicht teilerfremd sind.
Es sei g = ged(m, n). Dann gibt es eine Losung genau dann, wenn @ mod g = b mod g gilt:

sage: crt(15,1,30,4)

45

sage: crt(15,2,30,4)

Traceback (click to the left of this block for traceback)

ValueError: No solution to crt problem since gcd(30,4) does not divide 15-2

In Ubung 22 stellen wir eine komplexere Anwendung der chinesischen Reste vor.

6.2. Primzahltests

Die Priifung, ob eine ganze Zahl eine Primzahl ist, stellt eine fundamentale Operation eines
Programms fiir symbolische Rechnungen dar. Selbst wenn der Anwender nicht darauf achtet,
werden solche Priifungen vom Programm tausende Male pro Sekunde ausgefithrt. Um bei-
spielsweise ein Polynom aus Z[z] zu faktorisieren, beginnen wir damit, es in Fp[z] nach einer
Primzahl p zu zerlegen und miissen daher eine solche Zahl p finden.

Die wichtigsten Befehle
Ring der ganzen Zahlen modulo n  IntegerModRing(n)
endlicher Korper mit ¢ Elementen  GF(q)
Test auf Pseudoprimalitit is_pseudoprime (n)
Test auf Primalitdt is_prime(n)

Tab. 6.1 - Wiederholung.

Es existieren zwei Klassen von Primzahltests. Am effizientesten sind die Pseudoprimzahltests,
die im allgemeinen auf dem kleinen Satz von Fermat basieren, welcher besagt, dass, wenn p
prim ist, dann jede ganze Zahl 0 < a < p von der Ordnung ist, die p— 1 in der multiplikativen
Gruppe (Z/pZ)# teilt, und a?~! = 1 mod p gilt. Generell verwenden wir einen kleinen Wert
von a (2,3, ...), um die Berechnung von a”~! mod p zu beschleunigen. Ist a?~! # 1 mod p, ist
p sicher keine Primzahl. Falls a?~! = 1 mod p ist, kénnen wir nichts folgern: wir sagen dann,
p ist pseudoprim zur Basis a. Die Annahme ist, dass wenn eine ganze Zahl p pseudoprim ist
zu mehreren Basen, sie dann grofie Chancen hat prim zu sein (siehe jedoch spéter). Allen
Pseudoprimzahltest ist gemeinsam, dass wenn sie False ergeben, die Zahl mit Sicherheit
zusammenngesetzt ist, und bei True nichts gefolgert werden kann.

Die zweite Klasse wird von den echten Primzahltests gebildet. Diese Test geben immer ei-
ne korrekte Antwort, kénnen aber bei Zahlen, die zu vielen Basen pseudoprim sind, weniger
effizient sein als die Pseudoprimzahltests, besonders aber dann, wenn sie echte Primzahlen
sind. Etliche Programme fiihren nur Pseudoprimzahltests aus. So lédsst der Name der ent-
sprechenden Funktion (zum Beispiel isprime) den Anwender glauben, es handele sich um
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einen (echten) Primzahltest. Sage bietet zwei verschiedene Funktionen, den Pseudoprimzahl-
test is_pseudoprime und den Primzahltest i_prime.

sage: p = previous_prime(2°400)

sage: timeit(’is_pseudoprime(p)’)

625 loops, best of 3: 603 us per loop
sage: timeit(’is_prime(p)?)

5 loops, best of 3: 318 ms per loop

Wir sehen an diesem Beispiel, dass der Primzahltest sehr viel aufwendiger ist; wenn moglich,
werden wir is_pseudoprime vorziehen.

Bestimmte Test-Algorithmen liefern ein Zertifikat, das unabhingig verifiziert werden kann,
was oft eflizienter ist als der Test selbst. Sage liefert in der aktuellen Version ein solches
Zertifikat noch nicht, doch mit dem Satz von Pocklington kénnen wir eines erzeugen:

SATZ. Sei n > 1 eine ganze Zahl, sodass n —1 = FR mit F > /n. Wenn fiir jeden Primfaktor

n—1
von F ein a existiert, sodass a?~' = 1 mod n gilt, und a » — 1 teilerfremd zu n ist, dann ist
n eine Primzahl.

Sei beispielsweise n = 23! — 1. Die Zerlegung von n — 1 ist 2-3%2-7-11-31-151 - 331. Wir
kénnen F' = 151-331 nehmen. a = 3 passt zu den beiden Faktoren p = 151 und p = 331. Nun
reicht der Nachweis hin, dass 151 und 331 prim sind. Dieser Test macht intensiven Gebrauch
von der modularen Potenzierung.

Carmichael-Zahlen

Die Carmichael-Zahlen sind zusammengesetzte ganze Zahlen, die zu allen Basen
pseudoprim sind. Der kleine fermatsche Satz erlaubt nicht, sie von Primzahlen zu
unterscheiden, wieviele Basen auch probiert werden. Die kleinste Carmichael-Zahl ist
561 = 3-11-17. Eine Carmichael-Zahl hat mindestens drei Primfaktoren. In der Tat,
wenn wir annehmen, n = pq sei eine Carmichael-Zahl mit p, g prim und p < ¢, dann
haben wir nach Definition der Carmichael-Zahlen fiir jedes a, das (Z/pZ) erzeugt,
die Gleichung a®~! = 1 modulo n und dann auch modulo ¢, was impliziert, dass
n — 1 ein Vielfaches von g — 1 ist, was mit n = pg wegen p < g aber nicht vereinbar
ist. Haben wir jedoch n = pqr, dann geniigt "' = 1 mod p - ebenso mit ¢ und 7 -
und wir erhalten mit dem chinesischen Restsatz "' = 1 mod n. Eine hinreichende
Bedingung ist, dass n — 1 ein Vielfaches von p — 1, ¢ — 1 und r — 1 ist.

sage: [560 % (x-1) for x in [3, 11, 17]]
[0, 0, 0]

UBUNG 19. Schreiben Sie in Sage eine Funktion, die die Carmichael-Zahlen n = pgr < N
z#hlt mit verschiedenen Primzahlen p,q,r. Wieviele finden Sie fiir N = 10%,10%,10%,107?
(Richard Pinch hat 20138200 Carmichael-Zahlen unterhalb 10%! geziihlt.)

Um eine Operation auf einem Intervall von Primzahlen auszufiihren, ist es besser, mit der
Konstruktion prime_range zu arbeiten, die mit einem Sieb eine Primzahlliste liefert, statt
eine Schleife mit next_probable_prime oder next_prime zu verwenden.
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sage: def count_primesi(n):

return add([1 for p in range(n+1) if is_prime(p)])
sage: timeit(’count_primes(10°5)?)

5 loops, best of 3: 556 ms per loop

Die Funktion ist mit is_pseudoprime schneller als mit is_prime:

sage: def count_primes2(n):

return add([1 for p in range(n+1) if is_pseudoprime(p)])
sage: timeit(’count_primes2(10~5)?)

5 loops, best of 3: 204 ms per loop

In nédchsten Beispiel erweist es sich als besser, eine Schleife zu verwenden, die es vermeidet,
eine Liste mit 10° Elementen zu erzeugen, und auch hier ist is_pseudoprime schneller als
is_prime:

sage: def count_prime3(n):

8 =0; p=2
while p <= n: 8 += 1; p = next_prime(p)
return s

sage: timeit(’count_prime3(10°5)’)

5 loops, best of 3: 67.4 ms per loop

sage: def count_prime4(n):

ce s =0; p=2

ceel while p <= n: s += 1; p = next_probable_prime(p)
ceet return s

sage: timeit(’count_prime4(10°5)’)

5 loops, best of 3: 53.2 ms per loop

Noch schneller geht es mit prime_range:

sage: def count_prime5(n):

R s =0

for p in prime_range(n): s += 1
cet return s

sage: timeit(’count_prime5(10°5)’)

25 loops, best of 3: 4.7 ms per loop

6.3. Faktorisierung und diskreter Logarithmus

Wir sagen, eine ganze Zahl a ist ein Quadrat - oder ein quadratischer Rest - modulo n, wenn
ein x existiert mit 0 < 2 < n, sodass a = 22 mod n ist. Andernfalls sagen wir, a ist kein
quadratischer Rest modulo n. Ist n = p eine Primzahl, kann dieser Test dank der Berechnung
des Jacobi-Symbols von a und p, geschrieben (a|p), das die Werte {-1,0,1} annehmen kann,
effizient entschieden werden, Dabei bedeutet (a|p) = 0, dass a ein Vielfaches von p ist, und
(alp) = 1 (bzw. (alp) = —1), dass a ein quadratischer Rest modulo p ist (bzw. nicht ist).
Die Komplexitit der Berechnung des Jacobi-Symbols (a|n) ist im wesentlichen die gleiche
wie die der Berechnung des ggT von @ und n, nimlich O(M(l)logl), wobei [ die Grofke
von n ist und M () der Aufwand fiir das Produkt der beiden ganzen Zahlen der Grofe [. Alle
Implementierungen des Jacobi-Symbols - wie auch des gg'I' - haben etwa dieselbe Komplexitit
(a.jacobi(n) berechnet (a|n)):
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sage: p = (2742737+1)//3; a = 3742737
sage: timeit(’a.gcd(p)?)

125 loops, best of 3: 3.6 ms per loop
sage: timeit(’a.jacobi(p)?)

125 loops, best of 3: 3.59 ms per loop

Wenn n zusammengesetzt ist, ist die Suche nach den Lésungen von z? = a mod n genauso

schwierig wie die Zerlegung von n. In jedem Fall gibt das Jacobi-Symbol, das relativ leicht zu
berechnen ist, eine Teil-Information. Ist ndmlich (a|n) = —1, gibt es keine Losung, denn fiir
eine Losung muss (a|p) = 1 fiir alle Primfaktoren p von n gelten.

Der diskrete Logarithmus. Seien n eine natiirliche Zahl, g ein Generator der multiplika-
tiven Gruppe modulo n und a teilerfremd zu n mit 0 < a < n. Da g nach Voraussetzung ein
Generator ist, gibt es eine ganze Zahl z, sodass g* = a mod n. Das Problem des diskreten
Logarithmus besteht darin, eine solche ganze Zahl x zu finden. Die Methode log erlaubt das
Problem zu 16sen:

sage: p = 10710+19; a = mod(17,p); a.log(2)

6954104378
sage: mod(2,p) ~6954104378;
17

Die besten bekannten Algorithmen zur Berechnung eines diskreten Logarithmus sind von
gleicher Komplexitdtsordnung - als Funktion der Grofie von n - wie diejenigen zur Zerlegung
von n. Die aktuelle Implementierung in Sage ist durchaus annehmbar:

sage: p = 10720+39; a = mod(17,9)
sage: time r = a.log(3)
Time: CPU 0.54 s, Wall: 1.00 s

Aliquot-Folgen (Inhaltsketten)

Die einer natiirlichen Zahl n zugeordnete Aliguot-Folge ist die rekursiv definierte
Folge (si) mit so = n und sxy1 = o(Sk) — Sk, wobei o(k) die Summe der Teiler von
si ist, d.h. sgyq ist die Summe der echten Teiler von si, also ohne sj selbst. Wir
halten die Iteration an, sobald s = 1 ist - dann ist sx_; prim - oder wenn die Folge
(sx) einen Zyklus beschreibt. Ausgehend von n = 30 erhalten wir beispielsweise:

30,42, 54, 66, 78, 90, 144, 259, 45, 33, 15,9, 4,3, 1.

Hat der Zyklus die Léange eins, nennen wir die entsprechende Zahl vollkommen, so
sind zum Beispiel 6 = 14+2+3 und 28 = 1+2+4+ 7+ 14 vollkommene Zahlen. Wenn
der Zyklus die Linge zwei hat, nennen wir die beiden Zahlen befreundet, wie 220
und 284. Hat der Zyklus die Linge drei oder mehr, heifen die den Zyklus bildenden
Zahlen gesellig.

Ubung 20. Berechnen Sie die mit 840 beginnende Inhaltskette, geben Sie die 5 Primzahlen
und die letzten 5 Elemente aus, und zeichnen Sie den Graphen von log,, s als Funktion von
k (Sie konnen mit der Funktion sigma arbeiten).
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6.4. Anwendungen

6.4.1. Die Konstante ¢

Die Konstante ¢ ist eine zweidimensionale Verallgemeinerung der Konstanten v von Euler. Sie
ist definiert wie folgt:

= 1
0= 1 — — 1 6.1
S (Z = 0g”>’ &y

k=2 "k

wobei 71, der Radius der kleinsten Scheibe der affinen Ebene R? ist, die mindestens k& Punkte
aus Z? enthilt, zum Beispiel 79 = 1/2, r3 = r4 = V/2/2, 15 = 1, r¢ = /5/2, r7 = 5/4,
r8 =r9 = /2

05

05

05 0 05 1 15 15 1 0.5 0 05 1 15

B
@
°
°
@

Ubung 21 (Konstante von Masser-Gramain)

1. Schreiben Sie eine Funktion, die als Eingabe eine natiirliche Zahl k erhalt und den Radius
rr und den Mittelpunkt (zg,yg) einer kleinsten Scheibe zuriickgibt, die mindestens k
Punkte aus Z? enthilt. Wir nehmen ry, < \/k/7 an.

2. Schreiben Sie eine Funktion, die den Kreis mit dem Zentrum (zy,yx) und dem Radius
r, mit m > k Punkten in Z? zeichnet - wie oben zu sehen.

3. Berechnen Sie im Rahmen von

Vw(k_ﬁjf V2, % (6.2)

<

eine Ndherung von J mit einer Fehlerschranke von 0.3.
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6.4.2. Berechnung mehrfacher Integrale durch rationale Rekonstruktion

Diese Anwendung ist durch den Artikel [Bea09] inspiriert. Seien k und ni,na, . . ., ny natiirliche
Zahlen oder null. Wir wollen das Integral

/ aitay? - atdeydey - - - day
1%

berechnen, wobei der Integrationsbereich durch V.= {z1 > 22 > ... > 23, > 0,21 + ... + 2, < 1}
definiert ist. Wir erhalten beispielsweise fiir k = 2, ny = 3, no = 5 den Wert

1/2 pl—zs 13
I :/ w3r5dridey = .
wy=0 Jzy =, 258048

UBUNG 22. Unter der Annahme, dass I rational ist, soll ein Algorithmus erstellt werden,
der mit rationaler Rekonstruktion und/oder dem chinesischen Restsatz arbeitet, um I zu
berechnen. Man implementiere diesen Algorithmus in Sage und wende ihn an auf den Fall

[n1,...,n31] =19,7,8,11,6,3,7,6,6,4,3,4,1,2,2,1,1,1,2,0,0,0,3,0,0,0,0,1,0,0,0].

125






7. Polynome

Dieses Kapitel ist den Polynomen mit einer Unbestimmten und verwandten Objekten gewid-
met, im wesentlichen den gebrochen rationalen Ausdriicken und den formalen Potenzreihen.
Zu Anfang werden wir sehen, wie mit Sage zum Beispiel die euklidsche Polynomdivision ausge-
fithrt wird, die Zerlegung in irreduzible Polynome, das Ziehen von Wurzeln oder die Zerlegung
von gebrochen rationalen Ausdriicken in einfache Elemente. Dies erfolgt unter Beachtung des
Ringes oder des Kérpers, zu dem die Koeffizienten der betrachteten Polynome gehoren: Sage
erlaubt uns das Rechnen auf den Polynomringen Alz|, deren Quotienten A[z]/ < (P(z) >,
den Korpern der gebrochen rationalen Terme K (z) oder auch den Ringen der formalen Po-
tenzreihen A[[z]] fiir eine ganze Palette von Basisringen.

Die Operationen auf den Polynomen haben aber auch iiberraschende Anwendungen. Wie errit
man automatisch den néchsten Term der Folge

1,1,2,3,8,11,39,...7

Beispielsweise mit der Padé-Approximation von gebrochen rationalen Funktionen, was in Un-
terabschnitt 7.4.3 gezeigt wird! Wie werden die Losungen der Gleichung e*/(*) = f(z) miihelos
in eine Reihe entwickelt? Die Antwort findet man im Unterabschnitt 7.5.3.

Generell stellen wir uns vor, dass der Leser mit rationalen und gebrochen rationalen Ausdriicke
auf dem Niveau einer universitdren Veranstaltung fiir das erste Studienjahr umgehen kann.
Dariiber hinaus bringen wir auch einige anspruchsvollere Themen zur Sprache. (Wie beweist
man, dass die Losungen der Gleichung 2° — 2 — 1 = 0 sich nicht mit Wurzeln ausdriicken
lassen? Es reicht hin, seine Galois-Gruppe zu berechnen wie in Unterabschnitt 7.3.4 erklart.)
Die entsprechenden Passagen werden spéter im Buch nicht gebraucht, und der Leser mag sie
schadlos liberspringen. Schlieflich enthélt das Kapitel etliche Beispiele fiir die Manipulation
algebraischer und p-adischer Zahlen.

Die Polynome mit mehreren Unbestimmten sind ihrerseits Gegenstand des 9. Kapitels.

7.1. Polynomringe

7.1.1. Einfithrung

In Kapitel 2 haben wir gesehen. wie Rechnungen mit symbolischen Ausdriicken, den Elementen
des symbolischen Ringes SR ausgefithrt werden. Einige der auf diese Ausdriicke anwendbaren
Methoden, zum Beispiel degree gelten fiir Polynome:

sage: x=var(’x’); p = (2kx+1)*(x+2)*(x~4-1)
sage: print(p, ’ist vom Grad’, p.degree(x))
(x+2)*(2*x+1)*(x~4-1) ist vom Grad 6

In manchen CAS wie Maple oder Maxima ist die Darstellung der Polynome als symbolische
Ausdriicke die normale Art fiir ihre Bearbeitung. Nach dem Vorbild von Axiom, Magma oder
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MuPAD! erlaubt Sage auch, Polynome mehr algebraisch zu behandeln und kann auf Ringen
wie Q[z] oder Z/4Z[z,y, z] rechnen.

So weisen wir der Python-Variablen x die Unbestimmte des Polynomringes in x mit ratio-
nalen Koeffizienten zu, die durch polygen(QQ, ’x’) statt der durch var(’x’) zuriickgege-
benen?symbolischen Variablen = zu, um das vorstehende Beispiel dadurch zu reproduzieren,
dass wir auf einem wohldefinierten Polynomring arbeiten.

sage: x = polygen(QQ, ’x’); p = (2kx+1)*(x+2)*(x"4-1)
sage: print p, ’ist vom Grad’, p.degree()
2*%x76 + b*x”"b + 2*x"4 - 2%x"2 - b*x - 2 ist vom Grad 6

Zu beachten ist, dass das Polynom automatisch entwickelt wird. Die ,algebraischen” Polynome
werden immer in Normalform dargestellt. Das ist ein wesentlicher Unterschied im Vergleich zu
Polynomem aus SR. Insbesondere ist die Darstellung zweier mathematisch gleicher Polynome
im Rechner die gleiche, und ein Koeflizientenvergleich geniigt fiir die Priifung auf Gleichheit.

Die Moglichkeiten des Rechnens mit algebraischen Polynomen sind vielfdltiger als die mit
polynomialen Ausdriicken.

7.1.2. Erzeugung von Polynomringen

In Sage haben Polynome wie viele andere algebraische Objekte im allgemeinen Koeffizienten
aus einem kommutativen Ring. Diesen Standpunkt nehmen wir ein, doch die meisten unserer
Beispiele betreffen Polynome auf Kérpern. Im ganzen Kapitel bezeichnen die Buchstaben A
und K einen kommutativen Ring bzw. einen beliebigen Korper.

Die erste Etappe zur Durchfiihrung einer Rechnung in einer algebraischen Struktur R ist oft
die Erzeugung von R selbst. Wir erzeugen Q[x] mit

sage: R = PolynomialRing(QQ, ’x’)
sage: x = R.gen()

Manipulation von Polynomringen R = Alz]
Erzeugung (voll besetzt) R.<x> = A[] oder R.<x> = PolynomialRing(A, ’x’)
Zlz], Qlz], R[z], Z/nZ[x] ZZ[’x’]1, QQ[’x’1, RR[’x’], Integers(n)[’x’]
Erzeugung (diinn besetzt) R.<x> = PolynomialRing(A, ’x’, sparse=True)
Zugriff auf den Basisring A R.base_ring()
Zugriff auf die Variable z R.gen() oder R.0
Priifungen
(ganzzahlig, noethersch, ...) R.is_integral_domain(), R.is_noetherian(), ...

Tab. 7.1 - Polynomringe

Das ’x” in der ersten Zeile ist eine Zeichenkette, der Name der Unbestimmten oder der Gene-
rator des Ringes. Das x der zweiten Zeile ist eine Python-Variable, in der wir den Generator
wiederfinden; die Verwendung des gleichen Namens verbessert die Lesbarkeit des Codes. Das
so in der Variablen x gespeicherte Objekt reprasentiert das Polynom z € Q[z]. Als Vorfahr
(in Sage ist der Vorfahr eines Objektes die algebraische Struktur ,aus der es stammt®, siche
Abschnitt 5.1) hat es den Ring QQ[’x’]:

MuPAD ist inzwischen an Mathworks Inc. (,MATLAB") verkauft worden.
’Ein kleiner Unterschied: wenn var(’x’) die gleiche Wirkung hat wie x = var(’x’) bei der interaktiven
Verwendung, dann &ndert polygen(QQ, ’x’) ohne Zuweisung den Wert der Python-Variablen x nicht.
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sage: x.parent()
Univariate Polynomial Ring in x over Rational Field

Polynome mit polynomialen Koeffizienten

In Sage kdénnen wir Ringe von Polynomen definieren, deren Koeffizienten wieder-
um Polynome aus einem beliebigen kommutativen Ring sind - einschliefslich einem
anderen Polynomring. Doch Vorsicht, Ringe des nach diesem Verfahren gebildeten
Typs Alz][y] sind von den echten Polynomringen mit mehreren Variablen wie Az, y]
verschieden. Die letzteren, die in Kapitel 9 vorgestellt werden, sind fiir die géngigen
Rechnungen besser geeignet. Tatséchlich gleicht die Arbeit mit A[z][y] ... oft einem
Spiel mit Unbestimmten sehr unsymmetrischen Verhaltens.

Dennoch méchten wir gelegentlich eine Variable bevorzugen und die anderen als
Parameter behandeln. Die Methode polynomial der multivariaten Polynome erlaubt
die Isolation einer Variablen, etwa wie die Methode collect der Ausdriicke. Hier
als Beispiel die Berechnung des reziproken Polynoms eines hinsichtlich einer seiner
Unbestimmten gegebenen Polynoms:

sage: R.<x,y,z,t> = QQ[]; p = (xtytz*t)"2

sage: p.polynomial(t).reverse()

(x72 + 2xx*y + y~2)*t72 + (2*kxxz + 2xy*z)*xt + 272

Hier erzeugt p.polynomial(t) ein Polynom mit der einzigen Unbestimmten t und
Koeffizienten aus QQ[x,y,z], auf welches wir dann die Methode reverse anwenden.

Die tibrigen Konversionen zwischen A[z,y,...] und A[z][y]... funktionieren wie er-
wartet:
sage: x = polygen(QQ); y = polygen(QQ[x], ’y’)

sage: p = x"3 + x*xy + y + y°2; p
y°2 + (x + 1)*y + x~3

sage: q = QQ[’x,y’1(p); q

x~3 + X*y + y"2 +y

sage: QQ[’x’1[’y’1(q)

y°2 + (x + 1)*y + x°3

Das Polynom z € Q[z] wird zugleich als verschieden angesehen von den Polynomen der
Identitit x € Ax], vom Basisring A # Q und von denen, deren Unbestimmte einen anderen
Namen hat wie ¢ € Q[t].

sage: x = PolynomialRing(QQ, ’x’).gen()

Bei dieser Gelegenheit sei darauf hingewiesen, dass wir aus mehreren Darstellungsweisen im
Speicher wihlen kénnen, wenn wir einen Polynomring erzeugen. Die Unterschiede zwischen
den Darstellungsweisen werden in Abschnitt 7.6 diskutiert werden.

UBunG 23 (Variable und Unbestimmte).
1. Wie sind x und y zu definieren, um folgende Ergebnisse zu beobachten?

sage: x72 + 1

y2 +1

sage: (y~2 + 1).parent()

Univariate Polynomial Ring in x over Ratiomal Field
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2. Welchen Wert besitzt p nach den Anweisungen

sage: Q.<x>=QQM; p=x+1; x=2; p=p+x

7.1.3. Polynome

Erzeugung und einfache Arithmetik. Nach der Anweisung R.<x> = QQ[] sind die mit x und
rationalen Konstanten und mit + und * gebildeten Ausdriicke Elemente von Q[z]. Beispiels-
weise legt Sage bei p = x + 2 automatisch fest, dass der Wert der Variablen x und die Zahl
2 beide als Elemente von Q[x] interpretiert werden kénnen. Daher wird die Additionsroutine
von Q[z] aufgerufen; sie liefert das Polynom z + 2 € Q|x].

Eine andere Mdoglichkeit der Erzeugung eines Polynoms besteht aus der Auflistung seiner
Koeflizienten:

sage: def turm_polynomial(n, var=’x’):
o return ZZ[var] ([binomial(n, k) 2*xfactorial(k) for k in (0..n)])

Diese Funktion erzeugt Polynome, bei denen der Koeffizient von z* als Anzahl der Méglich-
keiten interpretiert wird, k Tiirme auf einem Schachbrett so aufzustellen, dass sie sich nicht
bedrohen - daher der Name. Die Klammern nach ZZ[var] dienen der Umwandlung eines ge-
gebenen Objektes in ein Element dieses Ringes. Die Konversion einer Liste [ag, a1, ...] in ein
Element von ZZ[’x’] gibt das Polynom ag + a1z + ... € Z[z] zuriick.

Zugriff auf Daten, syntaktische Operationen
Unbestimmte x p.variables(), p.variable_name()
Koeffizient von *  plk]
fiihrender Koeffizient p.leading_coefficient()

Grad p.degree()

Liste der Koeffizienten p.coeffs()
Liste der von null verschiedenen Koeffizienten p.coefficients()
P
P

Diktiondr Grad — Koeffizient .dict()
Priifungen (unitér, konstant, . ..) .is_monic(), p,is_constant,

einfache Arithmetik
Operationen p+¢,p—q,px ¢, p* P +q, P - q, P*q, p'k
Substitution  :=a p(a) oder p.subs(a)
Ableitung p.derivative() oder diff (p)

Transformationen

Transformation der Koeffizienten p.map_coefficients(f)
Wechsel des Basisrings A[z] — Blz] p.change_ring(B) oder B[’x’] (p)
reziprokes Polynom p.reverse()

Tab. 7.2 - einfache Operationen mit den Polynomen p, g € A[z].

Ubersicht iiber die Menge der Operationen auf Polynomen. Die Elemente eines Poly-
nomringes werden als Python-Objekte der Klasse Polynomial oder abgeleiteter Klassen dar-
gestellt. Die wichtigsten verfiigbaren Operationen? auf diesen Objekten sind in den Tabellen

3Davon gibt es noch viel mehr. Die Tabellen fithren keine zu sehr zugespitzte Funktionalititen auf, keine
starker spezialisierten Varianten der erwdhnten Methoden und auch nicht viele der Methoden, die allen
»Elementen von Ringen“ gemeinsam sind, auch keine Sage-Objekte, die fiir Polynome nicht von besonderem
Interesse sind. Wir weisen jedoch darauf hin, dass die speziellen Methoden (zum Beispiel p.rescale(a),
das zu p(a*x) dquivalent ist), oftmals effizienter sind als die mehr generellen Methoden, die sie ersetzen
koénnen.
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7.2 bis 7.5 zusammengestellt. So findet man den Grad eines Polynoms durch Aufruf seiner Me-
thode degree. Ebenso ergibt p.subs(a) oder einfach p(a) den Wert von p im Punkt a, dient
aber auch zur Berechnung der Komposition p o a, wenn a selbst ein Polynom ist, und, noch
allgemeiner, der Auswertung eines Polynoms aus A[z] in einem Element einer A-Algebra:

sage: R.<x> = QQ[]

sage: p = R.random_element(degree=4) # ein zufdlliges Polynom

sage: p

1/2*xx~4 - x~3 + 1/4*x~2 - 5/4%x - 1/2

sage: p.subs(x~2)

1/2%x~8 - x~6 + 1/4*x~4 - 5/4xx~2 - 1/2 sage: p.subs(matrix([[1,2],[3,411))
[125/2 91]

[273/2 199]

Auf den Inhalt der beiden letzten Tabellen kommen wir in Unterabschnitt 7.2.1 und Abschnitt
7.3 zuriick.

Wechsel des Ringes. Die exakte Liste der verfiighbaren Operationen, ihr Effekt und ihre
Effizienz hingen stark vom Bagisring ab. Beispielsweise besitzen die Polynome aus ZZ[’x’]
eine Methode content, die ihren Inhalt zuriickgibt, d.h. den ggT ihrer Koeffizienten; die von
QQL[’x’] aber nicht, weil die Operation trivial ist. Die Methode factor existiert fiir alle Poly-
nome, wirft aber eine Exzeption NotImplementedError bei einem Polynom mit Koeffizienten
aus SR oder aus Z/47Z. Diese Exzeption bedeutet, dass diese Operation fiir diesen Objekttyp
in Sage nicht zur Verfiigung steht, obwohl sie einen mathematischen Sinn hat.

Daher ist es sehr angenehm, mit den verschiedenen Ringen von Koeffizienten jonglieren zu
konnen, auf denen wir ,dasselbe” Polynom betrachten kénnen. Angewendet auf ein Polynom
aus A[z] gibt die Methode change_ring sein Bild in B[z] zuriick, wenn eine Methode zur
Konversion der Koeffizienten existiert. Oft geschieht die Konversion durch einen kanonischen
Morphismus von A nach B: insbesondere dient change_ring zur Erweiterung des Basisrings,
um zusitzliche algebraische Eigenschaften anzubringen. In diesem Beispiel ist das Polynom
irreduzibel auf den ganzen Zahlen, wird aber auf R faktorisiert:

sage: x = polygen(QQ)

sage: p = x72 - 16*x + 3

sage: p.factor()

x"2 - 16*%x + 3

sage: p.change_ring(RDF).factor()

(x - 15.810249675906654) * (x - 0.18975032409334563)

RDF ist die Menge der ,Maschinenzahlen“, die in Kapitel 11 vorgestellt werden. Die erhaltene
Zerlegung ist nur eine Niherung, mit ihr kann das Ausgangspolynom nicht exakt rekonstruiert
werden. Zu einer solchen Darstellung der reellen Wurzeln von Polynomen mit ganzzahligen
Koeffizienten, die exakte Rechnungen erlaubt, verwenden wir die Menge AA der algebraischen
reellen Zahlen. In den folgenden Abschnitten werden wir einige Beispiel sehen.

Die Methode change_ring ermdglicht auch die Reduktion eines Polynoms aus Z[z| modulo
einer Primzahl:

sage: p.change_ring(GF(3))
X722 + 2%x
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Wenn umgekehrt B C A ist und die Koeffizienten von p in B liegen, dann ist es wieder
change_ring, womit wir p nach Blx] zuriickholen.

Iteration. Zuweilen missen wir eine Transformation auf alle Koeffizienten eines Polynoms
anwenden. Dazu ist die Methode map_coefficients da. Wird sie auf ein Polynom A[z] mit
einer Funktion f als Parameter angewendet, gibt sie das eingegebene Polynom zuriick, nach-
dem die Funktion f auf jeden von null verschiedenen Koeffizienten von p angewendet worden
ist. Meistens ist f eine mit der Konstrultion lambda eingefiihrte anonyme Funktion (siche
Unterabschnitt 3.3.2). Hier ein Beispiel, wie die Konjugierte eines Polynoms mit komplexen
Koeffizienten zu berechnen ist:

sage: QQi.<myI> = QQ[I] # myI ist das i von QQi, I dasjenige von SR
sage: R.<x> = QQi[]; p = (x + 2*myI)~3; p

x"3 + 6xI*x"2 - 12%x - 8x*I

sage: p.map_coefficients(lambda z: z.conjugate())

x"3 - 6xI*x"2 - 12%x + 8x*I

Im vorliegenden Fall kénnen wir auch schreiben p.map_coefficients(conjugate), denn fiir
z € Q hat conjugate(z) die gleiche Wirkung wie z.conjugate. Der explizite Aufruf ei-
ner Methodes des Objektes z ist sicherer: der Code funktioniert so mit allen einer Methode
conjugate () iibergebenen Objekten und nur dort.

Teilbarkeit und euklidsche Division
Priifung auf Teilbarkeit p | ¢ p.divides(q)
Multiplizitit eines Teilers ¢" | p  k = p.valuation(q)
euklidsche Division p=qd+r q, r = p.quo_rem(d) oder q = p//d, r = pid
Pseudodivision a*p = qd+r q, r, k = p.pseudo_divrem(d)
grofter gemeinsamer Teiler p.gcd(q) oder ged([pl, p2, p31)
kleinstes gemeinsames Vielfaches p.lecm(q) oder lem([pl, p2, p3])
erweiterter ggT g =up+wvqg g, u, v = p.xgcd(q) oder xgcd(p,q)
schinesische Reste“ c=amodp ¢ = crt(a, b, p, q)
¢ =pmod q

Verschiedenes
Interpolation p(z;) =y; p = R.lagrange_polynomial([(x1,y1), ...])
Inhalt von p € Z[z] p.content()

Tab. 7.3 - Arithmetik der Polynome

7.2. Euklidsche Arithmetik

Nach Summe und Produkt sind hier die elementarsten Operationen die euklidsche Division
und die Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers (ggT). Die entsprechenden Operatoren
und Methoden (Tab. 7.3) &dhneln denjenigen der ganzen Zahlen. Doch oft sind diese Opera-
tionen unter einer Decke zusitzlicher mathematischer Abstraktion verborgen: Quotienten von
Ringen (Unterabschnitt 7.2.2), wo jede arithmetische Operation eine implizite euklidsche Di-
vision enthilt, oder gebrochen rationale Ausdriicke, zu deren Normierung der ggT berechnet
wird usw.
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7.2.1. Teilbarkeit

Die euklidsche Division funktioniert auf einem Kérper, und allgemeiner auf einem kommu-
tativen Ring. Wenn der fithrende Koeffizient des Divisors invertierbar ist, dann ist dieser
Koeffizient das einzige Element des Basisringes, durch den bei der Berechnung zu dividieren
ist:

Operationen auf Polynomringen

Die Vorfahren polynomialer Objekte, die Ringe A[z], sind ihrerseits vollwertige Sage-
Objekte. Schauen wir kurz, wozu sie dienen kénnen.

Eine erste Familie von Methoden erlaubt die Bildung von interessanten Polynomen,
ihre zufallige Auswahl oder die Auflistung ganzer Familien von Polynomen; dies hier
sind alle Polynome zweiten Grades auf Fa:

sage: 1ist(GF(2)[’x’].polynomials(of_degree=2))

[x~2, x*2 + 1, x2 +x, x2 + x + 1]

Einige dieser Methoden werden wir in den folgenden Beispielen aufrufen, um Objekte
zu erzeugen, mit denen wir arbeiten. Das 15. Kapitel erklart in groferer Allgemein-
heit, wie Elemente endlicher Mengen in Sage aufgezdhlt werden.

Zweitens ,kennt das System einige Fakten zu jedem Polynomring. Wir kénnen tes-
ten, ob ein gegebenes Objekt ein Ring ist, ob es noethersch ist:

sage: A = QQ[’x’]

sage: A.is_ring() and A.is_noetherian()

True

oder auch, ob Z ein Unterring von Q[z] ist, und fiir welche Werte von n der Ring
Z/nZ integral ist.

sage: ZZ.is_subring(A)

True

sage: [n for n in range(20)

coood if Integers(n)[’x’].is_integral_domain()]

(o, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19]

Diese Moglichkeiten beruhen weitgehend auf dem System von Kategorien von Sage
(siehe auch Unterabschnitt 5.2.3). Die Polynomringe sind Glieder einer bestimmten
Zahl von Kategorien, wie der Kategorie der Mengen, der Kategorie der euklidschen
Ringe und einiger anderer:

sage: A.categories()

[Join of Category of euclidean domains and Category of commutative

Category of sets with partial maps, Category of objects]

Das spiegelt wider, dass jeder Polynomring auch eine Menge ist, ein euklidscher
Ring und so fort. Das System kann die allgemeinen Eigenschaften der Objekte dieser
verschiedenen Kategorien auf die Polynomringe automatisch iibertragen.

sage: R.<t> = Integers(42)[]1; (t~20-1) % (t~5+8%t+7)
22%t74 + 14%t~3 + 14xt + 6

Da der fiihrende Koeffizient nicht invertierbar ist, kénnen wir eine euklidsche Pseudodivision
definieren: seien A ein kommutativer Ring, p,d € A[z] und a der fithrende Koeffizient von

133



7. Polynome

d. Dann existieren zwei Polynome ¢,r € Alx] mit deg(r) < deg(d) und eine ganze Zahl
k < deg(p) — deg(d) + 1, sodass gilt

aFp = qd +r.
Die euklidsche Pseudodivision ist gegeben durch pseudo_divrem.

Um eine exakte Division auszufiithren, verwendet man ebenfalls den euklidschen Divisionsope-
rator //. Tatséchlich gibt die Division durch ein nicht konstantes Polynom mit / ein Resultat
gebrochen-rationalen Typs zuriick, was scheitert, weil es keinen Sinn ergibt:

sage: ((t~2+t)//t).parent()

Univariate Polynomial Ring in t over Ring of integers modulo 42
sage: (t°2+t)/t

Traceback (click to the left of this block for traceback)

TypeError: self must be an integral domain.

Ubung 24. Normalerweise werden Polynome aus Q[z] in Sage mit der monomialen Basis
(z"),,cn dargestellt. Die durch T),(cos @) = cos(nf) definierten Tschebyschow-Polynome bil-
den eine Familie von orthogonalen Polynomen und somit eine Basis von Q[z]. Die ersten
Tschebyschow-Polynome sind

sage: x = polygen(QQ); [chebyshev_T(n, x) for n in (0..4)]
[1, x, 2%x"2 - 1, 4%x~3 - 3%x, 8*x~4 - 8*x~2 + 1]

Schreiben Sie eine Funktion, der als Argument ein Element aus Q[z] iibergeben wird und
welche die Koeffizienten der Zerlegung zur Basis (T},)nen zuriickgibt.

Ubung 25. (Division nach wachsenden Potenzen). Seien n € N und u, v € A[z] mit invertier-
barem v[0]. Dann existiert eindeutig ein Paar (¢,r) von Polynomen aus A[z] mit deg(q) < n,
sodass gilt u = qu+ 2" 1r. Schreiben Sie eine Funktion, die ¢ und r mit einem Analogon zum
Algorithmus der euklidschen Division berechnet. Wie ist diese Rechnung mit existierenden
Funktionen am einfachsten zu machen?

ggT. Sage kann den ggT von Polynomen auf einem Kérper dank der euklidschen Struktur
von K|[z] berechnen, aber auch auf bestimmten anderen Ringen wie den ganzen Zahlen:

sage: S.<x> = ZZ[]; p = 2*(x~10-1)*(x"8-1)
sage: p.gcd(p.derivative())
2*%x"2 - 2

Wir kénnen den mehr symmetrischen Ausdruck ged(p,q) vorziehen, der das gleiche Resultat
liefert wie p.gcd(q). Er ist in Sage allerdings nicht ganz so natiirlich, denn das ist kein
allgemeiner Mechanismus: die von gcd(p,q) aufgerufene Routine ist eine Funktion mit zwei
Argumenten, die im Quellcode von Sage manuell definiert ist und ihrerseits p.gecd aufruft.
Nur ein paar der iiblichen Methoden besitzen eine solche zugeordnete Funktion. Der erweiterte
99T (engl. extended greatest common divisor), d.h. die Berechnung einer Bézout-Identitét

g =ggT(p,q) = ap + bg, 9,p,q,a,b € K[z]

wird durch p.xgcd(q) geliefert:
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sage: R.<x> = QQ[]; p = x°5-1; g = x°3-1
sage: print ’Der ggT ist %s = (Js)*p + (%4s)*q.’ % p.xgcd(q)
Der ggT ist x - 1 = (-x)*p + (x~3 + 1)*q.

Die Methode xgcd existiert auch fiir Polynome aus ZZ[’x°], aber Vorsicht: da der Ring Z[z]
kein Hauptidealring ist, ist das Ergebnis im allgemeinen keine Bézout-Identitét!

7.2.2. Ideale und Quotientenringe

Ideale aus A[z]. Die Ideale der Polynomringe und die Quotientenringe dieser Ideale werden
durch Sage-Objekte dargestellt, die mit ideal und quo aus Polynomringen gebildet werden.
Das Produkt eines Tupels von Polynomen mit einem Polynomring wird als Ideal interpre-
tiert:

sage: R.<x> = QQ[]
sage: J1 = (x72 - 2*x + 1, 2*x~2 + x - 3)*R; J1
Principal ideal (x - 1) of Univariate Polynomial Ring in x over Rational Field

Wir kénnen die Ideale multiplizieren und ein Polynom modulo eines Ideals reduzieren:

sage: J2 = R.ideal(x"5 + 2)
sage: ((3*%x+5)*J1xJ2) .reduce(x"~10)
421/81xx~6 - 502/81*x"~5 + 842/81*xx - 680/81

In diesem Fall bleibt das reduzierte Polynom ein Element von QQ[’x’]. Eine andere Mé&glich-
keit besteht darin, den Quotientenring duch ein Ideal zu bilden und die Elemente darauf zu
projizieren. Dessen Vorfahr ist dann der Quotientenring. Die Methode 1ift der Elemente des
Quotientenrings dient dann dazu, sie wieder in den Ausgangsring zuriickzufiihren.

sage: B = R.quo((3*x+5)*J1*J2) # quo heifft automatisch ’xbar’
sage: B(x~10) # der Generator des Bildes B von x
421/81*xxbar~6 - 502/81*xbar~5 + 842/81l*xbar - 680/81

sage: B(x~10).1ift()

421/81*x~6 - 502/81*x~5 + 842/81*x - 680/81

Ist K ein Korper, ist K|[z| ein Hauptidealring: Ideale werden bei den Rechnungen durch einen
Generator dargestellt, und all das ist wohl kaum eine besonders algebraische Sprache fiir die in
Unterabschnitt 7.2.1 gezeigten Operationen. Ihr Hauptverdienst ist, dass die Quotientenringe
in neuen Konstrktionen miihelos verwendet werden kénnen, hier die von (F5[t]/(¢* + 3)) [z]:

sage: R.<t> = GF(5)[]; R.quo(t"2+3)[’x’].random_element ()
(2%tbar + 1)*x~2 + (2%tbar + 1)*x + 2%tbar

Sage erlaubt auch die Bildung von Idealen, die keine Hauptidealringe sind wie Z[z], doch sind
die verfiigbaren Funktionen begrenzt - aufer im Fall von Polynomen mit mehreren Unbe-
stimmten auf einem Kérper. Das ist Gegenstand von Kapitel 9.

Ubung 26. Wir definieren die Folge (uy)nen durch die Anfangsbedingungen u,, = n + 7 fiir
0 < n < 1000 und die Relation der linearen Rekursion

Un+100 = 23un+729 — 5un+2 + 12un+1 + 7un (n Z 0)
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Berechnen Sie die letzten fiinf Ziffern von wqgioooo. Hinweis: wir konnen uns durch den Al-
gorithmus in Unterabschnitt 3.2.4 inspirieren lassen. Der braucht aber zu lange, wenn die
Ordnung der Rekursion hoch ist. Fiihren Sie einen sinnvollen Quotientenring ein, um dieses
Problem zu vermeiden.

Bildung von Idealen und Quotientenringen @ = R/J
Ideal < u,v,w > R.ideal(u, v, w) oder (u, v, w)*R
Reduktion von p modulo J J.reduce(p) oder p.mod(J)
Quotientenring R/J, R/(p) R.quo(J), R.quo(p)
Q zu einem Quotientenring gemacht Q.cover_ring()
Korper der isomorphen Zahlen Q.number_field()

Elemente von K|z]/p
erhoben (Schnitt von R — R/J) u.lift()

minimales Polynom u.minpoly()
charakteristisches Polynom  u.charpoly()
Matrix u.matrix()
Spur u.trace()

Tab. 7.4 - Ideale und Quotientenringe

Algebraische Erweiterungen. Ein wichtiger Sonderfall ist der Quotient von K[z]| durch ein
irreduzibles Polynom, um eine algebraische Erweiterung von K zu realisieren. Die Kdérper
der Zahlen, endliche Erweiterungen von Q, werden durch NumberField-Objekte dargestellt
und sind von Quotienten von QQ[’x’] verschieden. Wenn das Sinn macht, gibt die Methode
number_field eines Quotientenringes von Polynomen den Koérper der entsprechenden Zahlen
zuriick. Die Schnittstelle des Korpers der Zahlen, der umfangreicher ist als der der Quotien-
tenringe, sprengt den Rahmen dieses Buches. Die als algebraische Erweiterungen der primen
endlichen Korper F), realisierten zusammengesetzten endlichen Kérper Fpx sind im Abschnitt
6.1 beschrieben.

7.3. Faktorisierung und Wurzeln

Eine dritte Ebene nach den elementaren Operationen und der euklidschen Arithmetik betrifft
die Zerlegung von Polynomen in Produkte irreduzibler Faktoren oder die Faktorisierung. Das
ist vielleicht das Gebiet, wo sich das symbolische Rechnen am niitzlichsten erweist.

7.3.1. Faktorisierung

Priifung auf Irreduzierbarkeit. Auf der algebraischen Ebene ist die einfachste Frage, die
die Faktorisierung eines Polynoms betrifft, ob es als Produkt zweier nichttrivialer Faktoren
geschrieben werden kann, oder, im Gegenteil, irreduzibel ist. Natiirlich héngt die Antwort vom
Basisring ab. Die Methode is_irreducible zeigt, ob ein Polynom auf seinem Vorfahrring
irreduzibel ist. Beispielsweise ist das Polynom 3z? — 6 auf Q reduzibel, auf Z aber nicht
(warum?).

sage: R.<x> = QQ[]; p = 3%x~2 - 6
sage: p.is_irreducible(), p.change_ring(ZZ).is_irreducible()
(True, False)
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Faktorisierung. Die Primfaktorzerlegung einer ganzen Zahl mit hunderten oder tausenden
von Stellen ist eine sehr schwierige Aufgabe. Dagegen braucht die Faktorisierung eines Poly-
noms 1000. Grades auf Q oder [F, nur ein paar Sekunden Prozessorzeit*:

sage: p = QQ[’x’].random_element (degree=1000)
sage: timeit(’p.factor()’)
5 loops, best of 3: 5.23 s per loop

Daher endet hier die algorithmische Ahnlichkeit von Polynomen und ganzen Zahlen, die wir in
den vorhergehenden Abschnitten beobachten konnten. Genau wie der Test auf Irreduzibilitét
findet die Faktorisierung auf dem Basisring des Polynoms statt. Beispielsweise setzt sich die
Faktorisierung eines Polynoms auf Z aus einem konstanten Teil, der in Primzahlen zerlegt ist,
und einem Produkt von primitiven Polynomen zusammen, die untereinander teilerfremd sind:

sage: x = polygen(ZZ); p = 54*x~4 + 36%x~3 - 102%x"2 - 72%x - 12
sage: p.factor()
2 % 3 % (3xx + 1)72 * (x72 - 2)

Sage erlaubt die Zerlegung auf verschiedenen Ringen - rationalen, komplexen (ndherungswei-
se), endlichen Korpern und besonders Zahlenkérpern:

sage: for A in [QQ, ComplexField(16), GF(5), QQ[sqrt(2)1]:
R print A, ’:’; print A[’x’](p).factor()

Rational Field :

(54) * (x + 1/3)°2 * (x72 - 2)

Complex Field with 16 bits of precision :

(54.00) * (x - 1.414) * (x + 0.3333)"2 * (x + 1.414)
Finite Field of size 5 :

(4) * (x + 2)°2 % (x72 + 3)

Number Field in sqrt2 with defining polynomial x°2 - 2 :
(54) * (x - sqrt2) * (x + sqrt2) * (x + 1/3)"2

Faktorisierung
Test auf Irreduzibilitit p.is_irreducible
Faktorisierungt p.factor()
quadratfreie Faktorisierungt p.squarefree_decomposition()
quadratfreiet Teil p/ggT(p,p’)t p.radical()

Wurzeln
Wurzeln in A, in D p.roots(), p.roots(D)

reelle Wurzeln p.roots(RR), p.real_roots()
komplexe Wurzeln p.roots(CC), p.complex_roots()
Isolation der reellen Wurzeln p.roots(RIF)
Isolation der komplexen Wurzeln p.roots(CIF)
Resultante p.resultant(q)
Diskriminante p.discriminant ()
Galois-Gruppe (p irreduzibel) p.galois_group()

Tab. 7.5 - Faktorisierung und Wurzeln

*Von einem theoretischen Standpunkt konnen wir in Q[z] in polynomialer Zeit faktorisieren und in F,[z] in
probabilistisch polynomialer Zeit, wihren wir nicht wissen, ob es mdoglich ist, ganze Zahlen in polynomialer
Zeit zu faktorisieren.
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Das Ergebnis einer Zerlegung in irreduzible Faktoren ist kein Polynom (weil Polynome immer
in Normalform sind, d.h. ausmultipliziert!), sondern ein Objekt £ des Typs Factorization.
Wir konnen den i-ten Faktor mit £ [i] finden, und wir gewinnen das Polynom mit f . expand ()
zuriick. Die Objekte von Factorization verfiigen auch iiber Methoden wie gcd oder 1cm, wel-
che die gleiche Bedeutung haben wie fiir Polynome, aber auf faktorisierten Formen arbeiten.

Quadratfreie Zerlegung. Trotz seiner guten theoretischen und praktischen Komplexitét ist
die vollstdndige Faktorisierung eines Polynoms eine komplexe Operation. Die quadratfreie
Zerlegung bildet eine schwéchere Form der Zerlegung, viel leichter zu erhalten - einige Be-
rechnungen von ggT geniigen - und die schon viel an Information bringt.

,

Sei p = [[ p;"" € K|xz] ein Polynom, das in irreduzible Faktoren auf einem Korper K zerlegt
i=1

ist. Wir sagen, p ist quadratfrei (squarefree auf englisch), wenn alle Faktoren p; die Multipli-

zitdt m; = 1 haben, d.h. wenn die Wurzeln von p in einem abgeschlossenen Gebiet von K

einfach sind. Eine quadratfreie Zerlegung ist eine Faktorisierung in ein Produkt von quadrat-

freien Faktoren, die wechseitig teilerfremd sind:

p=ff3---f wobei fn= [] mi-

m;=m

Die quadratfreie Zerlegung ordnet daher die irreduziblen Faktoren von p nach Multiplizitéten.
Der quadratfreie Teil fi--- fs = p1---p, von p ist das Polynom aus den einfachen Wurzeln,
das abgesehen von den Multiplizitdten dieselben Wurzeln hat wie p.

7.3.2. Wurzelsuche

Die Berechnung der Wurzeln eines Polynoms lisst viele Varianten zu, je nachdem, ob wir
reelle Wurzeln suchen, komplexe oder andere Wurzeln, exakte oder gendherte, mit oder oh-
ne Multiplizitdten, auf garantierte oder auf heuristische Weise... Die Methode roots eines
Polynoms gibt in der Voreinstellung die Wurzeln in seinem Basisring in Form einer Liste von
Paaren (Wurzel, Multiplizitét) zuriick:

sage: R.<x> = ZZ[]; p = (2*x~2 - Bxx + 2)*(x"4 - 7); p.roots()
(2, 2)1]

Mit Argument gibt roots(D) die Wurzeln im Definitionsbereich D zuriick, hier erst die ra-
tionalen Wurzeln, dann Naherungen der [-adischen Wurzeln fiir [ = 19:

sage: p.roots(QQ)
(2, 2, (1/2, 23]
sage: p.roots(Zp(19, print_max_terms=3))

[(7 + 16%19 + 17*%19°2 + ... + 0(19°20), 1),
(12 + 2%x19 + 1972 + ... + 0(19°20), 1),
(10 + 9%19 + 9%19°2 + ... + 0(19°20), 2),

(2 + 0(19720), 2)1]

Das funktioniert mit einem breiten Spektrum von Definitionsbereichen und mit unterschied-
licher Effizienz.
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Insbesondere erlaubt die Wahl des Koérpers der algebraischen Zahlen QQbar fiir D oder der
algeraischen reellen AA die exakte Berechnung der komplexen oder reelen Wurzeln eines Po-
lynoms mit rationalen Koeflizienten:

sage: wurzeln = p.roots(AA); wurzeln
[(-1.6265765616977867, 1),
(0.5000000000000007, 2),
(1.6265765616977867, 1),
(2.0000000000000007, 2)]

Sage jongliert auf fiir den Anwender transparente Weise mit verschiedenen Darstellungsweisen
der algebraischen Zahlen. Eine besteht beispielsweise darin, jedes o € Q iiber sein an eine
hinreichend genaue Einschachtelung gekoppeltes minimales Polynom zu kodieren, um « von
anderen Wurzeln zu unterscheiden. So sind die zuriickgegebenen Wurzeln dem Augenschein
zum Trotz nicht bloke Niherungswerte. Sie konnen in exakten Rechnungen weiterverwendet
werden:

sage: a = wurzeln[0][0]"4; a.simplify(); a
7

Hier haben wir die erste gefundene Wurzel zur vierten Potenz erhoben und Sage dann ge-
zwungen, das Resultat ausreichend zu vereinfachen, um zu verdeutlichen, dass es sich um die
ganze Zahl 7 handelt.

Eine Variante der exakten Losung besteht darin, die Wurzeln einfach zu isolieren, d.h. In-
tervalle zu berechnen, die jeweils genau eine Wurzel enthalten, wozu als Definitionsbereich
D derjenige der reellen Intervalle RIF oder der komplexen CIF iibergeben wird. Von den an-
deren Definitionsmengen im Fall eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten erwdhnen wir
RR, CC, RDF und CDF, die alle zahlenmikig gendherten Wurzeln entsprechen wie der Kor-
per der Zahlen QQ[alphal. Die spezifischen Methoden real_roots, complex_roots und (fiir
bestimmte Basisringe) real_root_intervals bieten zusitzliche Optionen oder liefern vom
Aufruf von roots leicht abweichende Ergebnisse. Die Suche nach und die Isolation von nume-
rischen Wurzeln wird genauer in Abschnitt 12.2 behandelt

7.3.3. Resultante

Auf jedem Faktorring wird die Existenz eines nicht konstanten, zwei Polynomen gemeinamen
Faktors durch die Annullierung ihrer Resultanten Res(p, q) charakterisiert, welche ein Polynom
in deren Koeffizienten ist. Ein gréfseres Interess an der Resultante beziiglich des ggT beruht
darauf, dass sie sich auf Morphismen von Ringen spezialiert. Zum Beispiel sind die Polynome
z—12 und z—20 in Z[z] teilerfremd, doch zeigt die Annulation modulo n ihrer Resultanten

sage: x = polygen(ZZ); (x-12).resultant(x-20)
-8

dass sie in Z/nZ genau dann eine gemeinsame Wurzel haben, wenn 8 von n geteilt wird.
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Seien p = >_1*  piz’ und ¢ = Y1t g;z’ zwei nicht konstante Polynome aus A[z] mit py,, ¢, #
0. Die Resultante von p und ¢ ist definiert durch

pm e e pO

p/)/rL PEEEEY PR pO
Res(p,q) = [¢» = @ : (7.1)

n - qo
Das ist die Determinante in passenden Basen der linearen Abbildung
An,ﬂl‘] X Am,1[$] — Am+n71[$]

U,V — up + vq

wobei Ag[x] C Alx] den Untermodul des Polynoms héchstens vom Grad k bezeichnet. Sind
p und ¢ zerlegt, dann wird ihre Resultante auch als Funktion der Differenzen ihrer Wurzeln
geschrieben:
Res(p) = o T = ), { 220w (o an)
R A ACE AR )
Die Eigenschaft der weiter oben erwidhnten Spezialisierung leitet sich aus der Definition (7.1)

her: wenn ¢ : A — A’ ein Ringmorphismus ist, dessen Anwendung auf p und ¢ deren Grade
nicht sinken lésst, oder anders gesagt, sodass ¢(pn,) # 0 und ¢(g,) # 0 ist, dann haben wir

Res(p(p), ¢(q)) = p(Res(p, q))-

Somit verschwindet p(Res(p, q)), wenn ¢(p) und ¢(g) einen gemeinsamen Faktor haben. Wir
haben ein wenig weiter oben ein Beispiel dieser Erscheinung mit der kanonischen Projektion
von Z nach Z/nZ fiir ¢ gesehen.

Doch die haufigste Anwendung einer Resultante betrifft den Fall, wo der Basisring selbst ein
Polynomring ist: p,q, € Alz] mit A = Klay,...,ag]. Seien insbesondere aq,...,ar € K und
betrachten wir die Spezialisierung

¢: Blay,...,ax] — K
qar,...,ar) — qloa,...,ax)

Man sieht dann, dass sich die Resultante genau dann in ¢(aq,...,a;) aufhebt, wenn die
Spezialisierungen ¢(p), ¢(q) € KJz] einen Faktor gemeinsam haben unter dem Vorbehalt,
dass einer der fithrenden Terme von p oder ¢ in (aq,...,ax) von null verschieden ist.

Beispielsweise ist die Diskriminante von p definiert durch
disk(p) = (=1)"™" "V Res(p, ') /pm-

Diese Definition verallgemeinert die klassischen Diskriminanten der Polynome 2. und 3. Gra-
des:

sage: R.<a,b,c,d> = QQ[]; x = polygen(R); p = a*x™2 + b*x + ¢
sage: p.resultant(p.derivative())
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-axb~2 + 4xa~2xc

sage: p.discriminant()

b"2 - 4x*axc

sage: (a*x~3 + b*x"2 + c*x + d).discriminant()
b~2%c~2 - 4*xaxc”3 - 4*%b~3*%d + 18*axbkckd - 27*a~2*xd"2

Wie die Diskriminante von p verschwindet die Resultante von p und seiner Ableitung genau
dann, wenn p eine mehrfache Wurzel hat.

7.3.4. Galoisgruppen

Die Galoisgruppe eines irreduziblen Polynoms p € Q[x] ist ein algebraisches Objekt, das be-
stimmte ,Symmetrien“ der Wurzeln von p beschreibt. Es handelt sich um ein zentrales Objekt
der Theorie der algebraischen Gleichungen. Insbesondere ist die Gleichung p(z) = 0 durch
Radikale 16sbar, d.h. die Liosungen werden ausgehend von den Koeffizienten des Polynoms
genau dann mit vier Operationen und dem Ziehen der n-ten Wurzel ausgedriickt, wenn die
Galoisgruppe von p [dsbar ist.

Sage gestattet die Berechnung der Galoisgruppen von Polynomen nicht zu hohen Grades mit
rationalen Koeffizienten und alle Arten von Operationen auf den erhaltenen Gruppen auszu-
fithren. Sowohl die Galoistheorie als auch Sages Funktionalitdten fiir Gruppen iiberschreiten
den Rahmen dieses Buches. Beschrinken wir uns darauf, den Satz von Galois ohne weitere
Erlauterungen auf die Losbarkeit mit Radikalen anzuwenden. Die folgende Rechnung erfor-
dert eine Liste endlicher Gruppen, die in der Basisinstallation von Sage nicht enthalten ist,
die man aber mit dem Befehl ./sage -i database_gap aus dem Netz herunterladen und
automatisch installieren kann. ® Sie zeigt, dass sich die Wurzeln von 2% — 2 — 1 nicht durch
Radikale ausdriicken lassen.

sage: x = polygen(QQ); G = (x°5 - x - 1).galois_group(); G
Transitive group number 5 of degree 5

sage: G.is_solvable()

False

Es handelt sich um eines der einfachsten Beispiele fiir diesen Fall, da die Polynome 4. oder
kleineren Grades immer mit Radikalen 16sbar sind, genau so offensichtlich wie 2° — a. Bei der
Priifung der Generatoren von G als Gruppe von Permutationen erkennen wir, dass G >~ G5
gilt, was wir leicht verfizieren:

sage: G.gens()

[(1,2,3,4,5), (1,2)]

sage: G.is_isomorphic(SymmetricGroup(5))
True

SVorsicht: erstens dauert die Installation recht lange (eine Stunde oder mehr) und es kann passieren, dass
danach in Sage nicht mehr alle bisherigen Funktionalititen verfiigbar sind.
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7.4. Gebrochen rationale Ausdriicke

7.4.1. Erzeugung und elementare Eigenschaften

Die Division zweier Polynome (auf einem Integritétsring) ergibt einen gebrochen rationalen
Ausdruck. Dessen Vorfahr ist der Kérper der Briiche des Polynomrings, der mit Frac(R)
erhalten wird:

sage: x = polygen(RR); r = (1 + x)/(1-x"2); r.parent()
Fraction Field of Univariate Polynomial Ring in x over Real
Field with 53 bits of precision

sage: T

(x + 1.00000000000000)/(-x~2 + 1.00000000000000)

Wir beobachten, dass die Vereinfachung nicht automatisch erfolgt. Dies, weil RR kein exakter
Ring ist, d.h. seine Elemente werden als Ndherungen mathematischer Objekte interpretiert.
Die Methode reduce setzt den Bruch in die gekiirzte Form. Sie gibt kein neues Objekt zuriick,
sondern modifiziert den vorhandenen gebrochen rationalen Ausdruck:

sage: r.reduce(); r
1.00000000000000/ (-x + 1.00000000000000)

Umgekehrt werden die gebrochen rationalen Ausdriicke auf einem exakten Ring automatisch
gekiirzt.

Die Operationen auf gebrochen rationalen Ausdriicken sind analog zu denen auf Polynomen.
Diejenigen, die in beiden Féllen sinnvoll sind (Substitution, Ableitung, Faktorisierung...)
werden auf gleiche Weise verwendet. Die Tabelle 7.6 listet weitere niitzliche Methoden auf.
Die Zerlegung in einfache Elemente und vor allem die rationale Rekonstruktion verdienen
einige Erlduterungen.

Gebrochen-rationale Ausdriicke
Korper der Briiche K(x) Frac(K[’x’1)
Zahler r.numerator()
Nenner r.denominator()
Vereinfachung (modifiziert r) r.reduce()
r
s

Zerlegung in einfache Elemente
rationale Rekonstruktion von s mod m

.partial_fraction_decomposition()
.rational _reconstruct (m)

Abgeschnittene Reihen
Ring A[[t]] PowerSeriesRing(A, ’x’, default_prec=n)
Ring A((t)) LaurentSeriesRing(A, ’x’, default_prec=n)
Koeffizient [z"]f(z) £ [k]
Abschétzung des Wertes x + 0(x"n)

Genauigkeit f.prec()

Ableitung, Integral f.derivative(), f.integral()
hiufige Operationen \/f, exp, ... f.sqrt(), f.exp(), ...
Reziprok-Wert (fog=go f=2) g = f.reversion()

Losung von y' = ay +b a.solve_linear_de(precision, b)

Tab. 7.6 — Mit Polynomen gebildete Objekte.
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7.4.2. Zerlegung in einfache Elemente

Sage berechnet die Zerlegung eines gebrochen rationalen Ausdrucks a/b aus Frac(K[’x’]) in
einfache Elemente, indem es mit b aus K[’x’] beginnt. Daher handelt es sich um die Zerlegung
in einfache Elemente auf K. Das Ergebnis besteht aus einem Polynom und einer Liste von
gebrochen rationalen Ausdriicken, deren Nenner Potenzen der irreduziblen Faktoren von b
sind:

sage: R.<x> = QQ[d; r = x~10 / ((x72-1)"2 * (x~2+3))
sage: poly, parts = r.partial_fraction_decomposition()
sage: poly

x4 - x2 + 6

sage: for part in parts: part.factor()

(17/32) * (x - 1)~-1

(1/16) * (x - 1)°-2

(-17/32) * (x + 1)~-1

(1/16) * (x + 1)~-2

(-243/16) * (x~2 + 3)"-1

Somit haben wir die Zerlegung in einfache Elemente auf rationalen Zahlen erhalten

w10 4 2 BT-m , ~nt—%H  —i
= = — 6 .
L e T B M v § P (O v R e

Es is unschwer zu sehen, dass dies auch die Zerlegung von r auf den reellen Zahlen ist.

Auf den komplexen Zahlen hingegen ist der Nenner des letzten Terms nicht irreduzibel, und
deshalb kann der gebrochen rationale Ausdruck weiter zerlegt werden. Wir kénnen die Zerle-
gung in einfache Elemente auf den reellen oder komplexen Zahlen numerisch berechnen:

sage: C = ComplexField(15)
sage: Frac(C[’x’])(r).partial_fraction_decomposition()
(x~4 - x~2 + 6.000,

(x~4 - x~2 + 6.000,

[0.5312/(x - 1.000),

0.06250/(x~2 - 2.000*x + 1.000),

4.385%1/(x - 1.732%I),

(-4.385%I)/(x + 1.732%I),

(-0.5312)/(x + 1.000),

0.06250/(x~2 + 2.000*x + 1.000)])

Die exakte Zerlegung auf C erhalten wir auf die gleiche Weise, indem wir ndmlich C durch
QQbar ersetzen. Bei der Berechnung auf AA hitten wir die Zerlegung auf den reellen Zahlen,
selbst wenn nicht alle reellen Wurzeln des Nenners rational sind.

7.4.3. Rationale Rekonstruktion

Ein Analogon zu der in Unterabschnitt 6.1.3 vorgestellten rationalen Rekonstruktion existiert
auch fiir Polynome in A = Z/nZ. Sind m, s € Alx] gegeben, berechnet der Befehl

sage: s.rational_reconstruct(m, dp, dq)
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falls moglich die Polynone p, g € Alx], sodass
qs = p mod m, degp < dp, degq < d,.

Beschrinken wir uns auf die Vereinfachung fiir den Fall, dass n eine Primzahl ist. Eine solche
Beziehung zwischen den teilerfremden ¢ und m zieht p/q = s in Afz]/ < m > nach sich, daher
die Bezeichnung rationale Rekonstruktion.

Das Problem der rationale Rekonstruktion wird in ein lineares Gleichungssystem mit Ko-
effizienten von p und ¢ iibersetzt, und ein einfaches Dimensionsargument zeigt, dass es eine
nicht-triviale Losung gibt, sobald d, +d; > degm —1 ist. Nicht immer gibt es eine Losung mit
teilerfremden p und m (z.B. sind die Losungen von p = ¢z mod z? mit degp < 0, degq < 1
die multiplen Konstanten von (p,q) = (0,z)), doch rational_reconstruct sucht bevorzugt
Lésungen fiir teilerfremde g und m.

Padé-Approximation. Der Fall m = z" heift Padé-Approximation. Eine Padé-N&herung
des Typs (k,n — k) einer symbolischen Reihe f € K[[z]] ist ein gebrochen rationaler Ausdruck
p/q € K(x), sodass degp < k—1, degqg < n —k, ¢q(0) =1 und p/q = f+ O(a™) ist. Wir
haben dann p/q = f mod z".

Beginnen wir mit einem rein symbolischen Beispiel. Die folgenden Befehle berechnen eine
Padé-Niherung der Reihe f = >2° (i + 1)?2" mit Koeffizienten in Z/10Z:

sage: A = Integers(101); R.<x> = A[]

sage: £6 = sum( (i+1)°2 * x~i for i in (0..5) ); £6

36%x"5 + 2bxx~4 + 16%x"3 + 9%x"2 + 4xx + 1

sage: num, den = f6.rational_reconstruct(x~6, 1, 3); num/den
(100*x + 100)/(x~3 + 98%x~2 + 3*x + 100)

Bei erneuter Reihenentwicklung des gefundenen gebrochen rationalen Ausdrucks beobachten
wir, das die Entwicklungen nicht nur bis zur Ordnung 6 zusammenfallen, sondern der folgende
Term sogar ,richtig ist.

sage: S = PowerSeriesRing(4, ’x’, 7); S(num)/S(den)
1 + 4*x + 9*%x~2 + 16*x~3 + 26*%x~4 + 36*x"5 + 49*x"6 + 0(x"7)

In der Tat ist f selbst gebrochen rational: wir haben f = (1 4+ x/(1 — z)?). Die abbrechen-
de Entwicklung £6 mit begrenzten Graden von Zihler und Nenner geniigt fiir die eindeutige
Darstellung. So gesehen, ist die Berechnung von Padé-Naherungen die Umkehrung der Rei-
henentwicklung von gebrochen rationalen Ausdriicken: sie erlaubt, von dieser alternativen
Darstellung zur iiblichen Darstellung als Quotient zweier Polynome zuriickzukehren.

Ein analytisches Beispiel. Historisch sind die Padé-Approximationen nicht bei dieser Art
von symbolischen Betrachtungen entstanden, sondern im Zusammenhang mit der Theorie der
Approximation analytischer Funktionen. Tatséchlich ndhern die Padé-Approximationen einer
Reihenentwicklung die Funktion oft besser an als abbrechende Reihen. Wenn der Grad des
Nenners grofy genug ist, kénnen sie sogar auferhalb des Konvergenzradius der Reihe gute
Néaherungen liefern. Wir sagen manchmal, dass sie ,die Pole verschlucken”. Die Abbildung
7.1, welche die Konvergenz der Néiherungen der Tangensfunktion des Typs (2k,k) in der
Umgebung von 0 zeigt, illustriert dieses Phénomen.
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3+

Typ (4,2)  Typ (8,4)  Typ (12,6)

Abb. 7.1 - Die Tangensfunktion und einige Padé-Approximationen auf [—27, 27].

Obwohl rational_reconstruct auf Polynome in Z/nZ beschriankt ist, ist es damit moglich,
Padé-Approximationen mit rationalen Koeffizienten zu berechnen und diese Abbildung zu
erzielen. Am einfachsten beginnt man damit, die rationale Rekonstruktion modulo einer recht
grofen Primzahl auszufiithren:

sage: x = var(’x’); s = tan(x).taylor(x, 0, 20)
sage: p = previous_prime(2°30); ZpZx = Integers(p)[’x’]
sage: Qx = QQ[’x’]

sage: num, den = ZpZx(s).rational_reconstruct(ZpZx(x)~10,4,5)
sage: num/den
(1073741779%x~3 + 105*x)/(x~4 + 1073741744*x~2 + 105)

um dann die gefundene Losung anzuheben. Die folgende Funktion hebt ein Element a aus
Z]pZ 7zu einer ganzen Zahl mit dem Absolutwert von hochstens p/2.

sage: def lift_sym(a):

cet m = a.parent() .defining_ideal().gen()
n = a.lift()

if n <=m // 2: return n

else: return n - m

Wir erhalten:

sage: Qx(map(lift_sym, num))/Qx(map(lift_sym, den))
(-10%x~3 + 105%x)/(x~4 - 45*x~2 + 105)

Wenn die gesuchten Koeffizienten fiir dieses Verfahren zu grof sind, kénnen wir die Rech-
nung modulo mehrerer Primzahlen ausfithren und den chinesischen Restsatz anwenden,um
eine Losung mit ganzzahligen Koeffizienten zu finden wie in Unterabschnitt 6.1.4 erklirt.
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Eine andere Moglichkeit ist die Berechnung einer Rekursionsbeziehung mit konstanen Ko-
effizienten, die den Koeffizienten der Reihe geniigt. Diese Rechnung ist zur Berechnung ei-
ner Padé-Approximation nahezu #quivalent (siehe Ubung 27), doch erlaubt Sages Funktion
berlekamp_massey die Ausfiihrung auf beliebigen Korpern.

Systematisieren wir die vorstehende Rechnung, indem wir eine Funktion schreiben, welche
die Ndherung mit rationalen Koeffizienten unter hinreichend forderlichen Annahmen direkt
berechnet:

sage: def mypade(pol, n, k):

x = ZpZx.gen();

RN n,d = ZpZx(pol) .rational_reconstruct(x"n, k-1, n-k)
e return Qx(map(lift_sym, n))/Qx(map(lift_sym, d))

Wir miissen auf die Ausgaben dieser Funktion nur noch plot anwenden, um die Grafik in
Abbildung 7.1 zu erhalten (Die Ausgaben werden in Elemente von SR umgewandelt, denn plot
kann den Graphen einer ,algebraischen“ rationalen Funktion nicht unmittelbar zeichnen.)

sage: add(

e plot (expr, -2*pi, 2*pi, ymin=-3, ymax=3,

ce linestyle=sty, detect_poles=True, aspect_ratio=1)
cela for (expr, sty) in [

(tan(x), ’-7),

AT (SR(mypade(s, 4, 2)), ?:7 ),

R (SR(mypade(s, 8, 4)), ’-.7),

o (SR(mypade (s, 12, 6)), ’--7) 1)

Die folgenden Ubungen stellen weitere klassische Anwendungen der rationalen Rekonstruktion
dar.

Ubung 27.

1. Zeigen Sie: wenn (uy, )nen einer linearen Rekursion mit konstanten Koeffizienten geniigt,
dann ist die symbolische Reihe ) _yunz" ein gebrochen rationaler Ausdruck. Wie
werden Zahler und Nenner reprisentiert?

2. Erraten Sie die néchsten Terme der Folge
1,1,2,3,8,11, 34, 39, 148, 127, 662, 339, 3056, 371, 14602, —4257, . . .,

indem Sie rational_reconstruct verwenden. Finden Sie das Ergebnis auch mit der
Funktion berlekamp_massey.

Ubung 28 (Interpolation von Cauchy). Finden Sie einen gebrochen rationalen Ausdruck
r = p/q € Fi7(x), sodass r(0) = —1, (1) = 0, 7(2) = 7 und r(3) = 5 wird, wobei p von
moglichst kleinem Grad ist.
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7.5. Formale Potenzreihen

Eine formale Potenzreihe ist eine Potentreihe, die als eine einfache Folge von Koeffizienten er-
scheint, ohne dass ihre Konvergenz untersucht wird. Genauer, wenn A ein kommutativer Ring
ist, sind formale Potenzreihen (engl. formal power series) einer Unbestimmten x mit Koeffizi-
enten aus A die symbolischen Summen Y ; a,z", wobei (a,,) eine Folge beliebiger Elemente
aus A ist. Ausgestattet mit den Operationen der iiblichen Addition und Multiplikation

i anx’ + i bz = i(an + by)z",
n=0

n=0 n=0
0o 0o 0o
(Z anx") (Z bnx"> = Z Z a;bj | ="
n=0 n=0 n=0 \it+j=n

bilden die formalen Potenzreihen einen mit A[[x]] bezeichneten Ring.

In einem System zum symbolischen Rechnen werden mit solchen Reihen analytische Funktio-
nen dargestellt, die nicht in exakter Schreibweise vorliegen. Wie immer fiithrt der Computer
Rechnungen aus, es ist aber Sache des Anwenders, ihnen einen mathematischen Sinn zu geben.
Er muss sicherstellen, dass die Reihen, mit denen er arbeitet, konvergent sind.

Formale Potenzreihen begegnen auch ausgiebig in der Kombinatorik, insofern es erzeugende
Reihen sind. In Unterabschnitt 15.1.2 werden wir ein Beispiel dafiir sehen.

7.5.1. Operationen auf abbrechenden Reihen

Den Ring der formalen Potenzreihen Q[[x]]erhalten wir mit
sage: R.<x> = PowerSeriesRing(QQ)

oder dessen Abkiirzung R.<x> = QQ[ [116 mit QQ[’x°] .completion(’x’). Die Elemente von
A[[’x’]] sind die abbrechenden Reihen, d.h. Objekte der Form

f=fo+fiz+t...+ fasr2"+0O@E").

Sie spielen die Rolle von Approximationen der ,mathematischen” unendlichen Reihen, genau
wie die Elemente von RR die Naherungen der reellen Zahlen darstellen. Der Ring A[[x]] ist
daher kein exakter Ring.

Jede Reihe besitzt ihre eigene Abbruchordnung” und die Genauigkeit ergibt sich im Verlauf
der Rechnungen automatisch:

sage: R.<x> = QQL[]1]
sage: £ =1+ x + 0(x"2); g=x + 2%x"2 + 0(x"4)

sage: £ + g
1+ 2*%x + 0(x"2)
sage: £ *x g

x + 3*%x"2 + 0(x"3)

50Oder aus Q[z].

"In bestimmter Hinsicht ist der Hauptunterschied zwischen einem Polynom modulo z™ und einer abbrechen-
den Reihe der Ordnung n: die Operationen auf beiden Arten von Objekten sind analog, aber die Elemente
von A[[z]]/(z™) haben alle dieselbe ,Genauigkeit*.
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Es gibt Reihen unendlicher Genauigkeit, die den Polynomen genau entsprechen:

sage: (1 + x~3).prec()
+Infinity

Eine voreingestellte Genauigkeit kommt zur Anwendung, wenn es erforderlich ist, ein exaktes
Resultat abzuschneiden. Sie wird mit der Erzeugung des Ringes festgelegt oder danach mit
der Methode set_default_prec:

sage: R.<x> = PowerSeriesRing(Reals(24), default_prec=4)
sage: 1/(1 + RR.pi() * x)~2
1.00000 - 6.28319*x + 29.6088xx~2 - 124.025*x~3 + 0(x"4)

Das hat zur Folge, dass ein Test auf mathematische Gleichheit zweier Reihen nicht méglich
ist. Dies ist ein wichtiger begrifflicher Unterschied zwischen dieser und anderen Klassen von
Objekten, die in diesem Kapitel vorkommen. Sage sieht deshalb zwei Elemente aus A[[’x?]]
als gleich an, sobald sie bis auf die schwéchste ihrer Genauigkeiten iibereinstimmen:

sage: R.<x> = QQL[]]
sage: 1 + x + 0(x"2) == 1 + x + x°2 + 0(x~3)
True

Achtung: das impliziert beispielsweise, dass der Test 0(x~2) == 0 wahr zuriickgibt, weil die
Nullserie eine unendliche Genauigkeit hat.

Die arithmischen Basisoperationen funktionieren wie bei Polynomen. Wir verfiigen auch iiber
einige der tblichen Funktionen, beispielsweise f.exp() mit f(0) = 0, sowie iiber Ableitung
und Integration. So ist eine asymptotische Entwicklung fiir x — 0 von

xr
1 1
— —dt
2 P / V1+t

0

sage: (1/(1+x)).sqrt().integral().exp() / x~2 + 0(x~4)
x"-2 + x~-1 + 1/4 + 1/24*%x - 1/192%x~2 + 11/1920*x~3 + 0(x~4)

gegeben durch

Hier wird jede Operation, selbst dann, wenn nur vier Terme im Resultat erscheinen, mit der
voreingestellten Genauigkeit von 20 ausgefiihrt, was weithin ausreicht fiir ein Endergebnis in
O(z*). Um mehr als zwanzig Terme zu erhalten, miisste die Genauigkeit der Zwischenrech-
nungen erhéht werden.

Dieses Beispiel zeigt auch, dass wenn f, g € K[[z]] ist und ¢g(0) = 0, der Quotient f/g ein Ob-
jekt formale Laurent-Reihe zuriickgibt. Anders als bei Laurent-Reihen der komplexen Analysis
der Form ) > _ anz” sind die formalen Laurent-Reihen Summen des Typs > ~2  y anz”
mit einer endlichen Anzahl von Termen mit negativen Exponenten. Diese Beschrinkung ist
notig, damit das Produkt zweier formaler Potenzreihen sinnvoll gebildet wird: ohne sie wiirde

jeder Koeffizient des Produktes als Summe einer unendlichen Reihe ausgedriickt werden.
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7.5.2. Reihenentwicklung von Gleichungsldsungen

Angesichts einer Differentialgleichung, deren exakte Losungen zu kompliziert sind, um sie zu
berechnen oder, wenn berechnet, zu kompliziert sind fiir die Auswertung, besteht ein hiufiger
Ausweg darin, eine Losung in Form einer Potenzreihe zu suchen. Ublicherweise beginnen wir
mit der Bestimmung der Lésungen der Gleichung im Raum der formalen Potenzreihen, und
wenn notig schliefen wir dann mit einem Konvergenznachweis, dass die gebildeten formalen
Losungen einen analytischhen Sinn haben. Fiir die erste Etappe kann Sage eine wertvolle Hilfe
sein.

Betrachten wir beispielsweise die Differentialgleichung

Y (x) = V1+22y(x) + exp(x), y(0) = 1.

Diese Gleichung ldsst als eindeutige Losung eine formale Potenzreihe zu, deren erste Terme
berechnet werden konnen mit

sage: R.<x> = PowerSeriesRing(QQ, default_prec=10)
sage: (1+x~2).sqrt().solve_linear_de(prec=6, b=x.exp())
1 + 2%x + 3/2*%x2 + 5/6*x~3 + 1/2*x"4 + 7/30*x"5 + 0(x"6)

Des weiteren sichert der Satz von Cauchy zur Existenz von Losungen linearer Differentialglei-
chungen mit analytischen Koeffizienten, dass diese Potenzreihe fiir |z| < 1 konvergiert: die
Summe bildet daher eine analytische Losung auf dem komplexen Enheitskreis.

Dieser Ansatz ist nicht auf Differentialgleichungen beschriinkt. Die Funktionsgleichung e®/(®) =
f(x) ist komplexer und das nur, weil sie nicht linear ist. Es ist aber eine Fixpunktgleichung,
wir kénnen versuchen, eine (symbolische) Losung iterativ zu verfeinern:

sage: S.<x> = PowerSeriesRing(QQ, default_prec=5)
sage: £ = S5(1)

sage: for i in range(5):

..... f = (x*f).exp()

..... print £

1+ x + 1/2%x°2 + 1/6*%x~3 + 1/24*x~4 + 0(x"5)
1+ x + 3/2%x"2 + 5/3%x"3 + 41/24*xx~4 + 0(x"5)
1+ x + 3/2%x"2 + 8/3*x~3 + 101/24%x~4 + 0(x"5)
1+ x + 3/2%x"2 + 8/3%x"3 + 125/24*x~4 + 0(x"5)
1+ x + 3/2%x~2 + 8/3*x~3 + 125/24%x~4 + 0(x"5)

Was geht hier vor? Die Losungen von e*/(*) = f(z) in Q[[z]] sind Fixpunkte der Transfor-
mation ® : f — e*/. Wenn eine Folge von Iterierten der Form ®"(a) konvergiert, ist ihr
Grenzwert notwendigerweise Losung der Gleichung. Setzen wir umgekehrt f(z) = >">7  fna™
und entwickeln wir eine Reihe mit zwei Gliedern: es kommt

[eS)
> Jaa" =
n=0

k
ZE foij
k=0 j=0
DN DIF-TNED DI A P (7.2)
n=0 \ k=0 "~ ji,..jzEN

Ji+..+jr=n—Fk
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Weniger wichtig sind die Details der Formel; wesentlich ist, dass f, als Funktion der vor-
angehenden Koeffizienten fy,..., f,—1 berechnet wird, wie man bei der Identifizierung der
Koeffizienten der beiden Glieder sieht. Jede Iteration von @ liefert somit einen neuen korrek-
ten Term.

Ubung 29. Berechnen Sie die auf die Ordnung 15 beschrinkte Entwicklung von tanz in der
Umgebung von null aus der Differentialgleichung tan’ = 1 + tan?.

7.5.3. Faule Reihen

Das Phénomen des Fixpunktes motiviert die Einfithrung einer weiteren Art formaler Potenz-
reihen, die faulen Reihen (engl. lazy). Das sind keine abbrechenden Reihen sondern unendliche
Reihen; das Adjektiv faul besagt, dass die Koeffizienten nur dann berechnet werden, wenn es
ausdriicklich verlangt wird. Andererseits kdnnen wir nur Reihen darstellen, deren Koeffizi-
enten wir berechnen kdénnen: im wesentlichen die Kombinationen von einfachen Reihen mit
bestimmten Gleichungslésungen, fiir die Beziehungen wie (7.2) existieren. Beispielsweise ist
die faule Reihe lazy_exp, die durch

sage: L.<x> = LazyPowerSeriesRing(QQ)
sage: lazy_exp = x.exponential(); lazy_exp
L.<x> = LazyPowerSeriesRing(QQ)

0(1)

definiert ist, ein Objekt, das in seiner internen Darstellung alle notwendigen Informationen
enthélt, um die Reihenentwicklung von exp x beliebiger Ordnung zu berechnen. Zu Beginn
wird sie nur als 0(1) angezeigt, denn noch ist kein Koeffizient berechnet. Der Versuch, auf den
Koeffizienten von z° zuzugreifen, 16st die Berechnung aus und die berechneten Koeffizienten
werden dann gespeichert:

sage: lazy_expl[5]
1/120 sage: lazy_exp
1+ x + 1/2%x°2 + 1/6%x~3 + 1/24*x~4 + 1/120*%x~5 + 0(x"6)

Greifen wir das Beispiel von e*/(*) = f(z) wieder auf, um zu sehen, wie es mit faulen Rei-
hen behandelt wird. Wir koénnen zunéchst versuchen, die weiter oben im Ring QQ[[’x’]1]
ausgefiihrte Rechnung zu reproduzieren:

sage: £ = L(1) # die konstante faule Reihe 1

sage: for i in range(5):

ceeat f = (x*f).exponential()

f.compute_coefficients(5) # erzwingt die Berechnung
cen print £ # der ersten Koeffizienten

1+ x4+ 1/2%x72 + 1/6*x"3 + 1/24*x~4 + 1/120%x"5 + 0(x"6)

1+ x + 3/2%x~2 + 5/3%x~3 + 41/24*x~4 + 49/30*x~5 + 0(x"6)
1+ x + 3/2%x~2 + 8/3*x~3 + 101/24*x~4 + 63/10*x"5 + 0(x"6)
1+ x + 3/2%x~2 + 8/3%x~3 + 125/24%x~4 + 49/5xx~5 + 0(x"6)
1+ x + 3/2%x~2 + 8/3%x~3 + 125/24%x~4 + 54/5xx~5 + 0(x"6)
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Die erhaltenen Entwicklungen sind selbstverstindlich dieselben wie vorher®. Doch ist nun der
Wert von f bei jeder Iteration eine unendliche Reihe, deren Koeffizienten wir auf Anforderung
berechnen konnen. Alle diese Reihen werden als Zwischenergebnisse gespeichert. Die Berech-
nung einer jeden von ihnen mit der gewiinschten Genauigkeit wird in der Weise automatisch
angestofien, dass zum Beispiel der Koeffizient von z” in der letzten Iteration berechnet wird,
sobald wir versuchen, darauf zuzugreifen:

sage: f[7]
28673/630

Mit dem Code aus Unterabschnitt 7.5.2 hitte der Zugriff auf £ [7] zu einem Fehler gefiihrt,
weil der Index 7 aufserhalb der Abbruchordnung der Reihe £ liegt.

Allerdings ist der von f[7] zuriickgegebene Wert der Koeffizient von x” nur in der Iterierten

®3(1), nicht aber in der Losung. Die Kraft der faulen Reihen liegt in der Méglichkeit, direkt
zur Grenze zu gehen, indem sie selbst als faule Reihe kodiert wird:

sage: from sage.combinat.species.series import LazyPowerSeries
sage: f = LazyPowerSeries(L, name=’f’)

sage: f.define((x*f).exponential())

sage: f.coefficients(8)

(1, 1, 3/2, 8/3, 125/24, 54/5, 16807/720, 16384/315]

Was die iterative Berechnung funktionieren lésst, ist die Gleichung (7.2). Hinter den Kulis-
sen leitet Sage aus der rekursiven Definition f.define ((x*f).exponential()) eine Formel
derselben Art her, die eine rekursive Berechnung der Koeflizienten erlaubt.

7.6. Rechnerinterne Darstellung von Polynomen

Ein und dasselbe mathematische Objekt - das Polynom p mit Koeffizienten aus A - kann im
Rechner auf drei verschiedene Arten codiert werden. Auch wenn das mathematische Ergeb-
nis einer Operation auf p selbstverstindlich unabhéngig von der Darstellung ist, hingt das
Verhalten der entsprechenden Sage-Objekte doch damit zusamen. Die Wahl der Darstellung
beeinflusst die moglichen Operationen, die exakte Form ihrer Ergebnisse und besonders die
Effizienz der Berechnungen.

Voll und diinn besetzte Darstellung. Fiir die Darstellung von Polynomen gibt es vor
allem zwei Moglichkeiten. Bei der woll besetzten Darstellung werden die Koeffizienten von
p= 1" piz’in einer Liste [po,...,ps] mit den Exponenten als Indizes gespeichert. Bei der
diinn besetzten Speicherung werden nur die von null verschiedenen Koeffizienten gespeichert:
das Polynom wird durch eine Menge von Exponent-Koeffizient-Paaren (i, p;) kodiert, in einer
Liste zusammengefasst oder besser in einer von den Exponenten indizierten Raffung (siehe
Unterabschnitt 3.3.9).

Fir Polynome, die praktisch voll besetzt sind, d.h. deren Koeffizienten meistens von null
verschieden sind, verbraucht die volle Darstellung weniger Speicher und erlaubt schnellere

SWir stellen allerdings fest, dass Sage gelegentlich inkohirente Konventionen verwendet: die Methode exp
fiir die abbrechenden Reihen heiftt hier exponential, und compute_coefficients(5) berechnet die Ko-
effizienten bis zur Ordnung 5 einschliefilich, wohingegen default_prec=5 Reihen ergibt, die nach dem
Koeffizienten von z* abbrechen.
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Rechnungen. Sie erspart die Speicherung der Exponenten und der internen Datenstrukturen
der Diktionére: es bleibt nur das absolut Notwendige, die Koeffizienten. Mehr noch, der Zugriff
auf ein Element oder die Iteration iiber die Elemente sind bei einer Liste schneller als bei
einem Diktionér. Umgekehrt erlaubt die diinn besetzte Darstellung effiziente Rechnungen auf
Polynomen, die bei voll besetzter Darstellung gar nicht in den Speicher passen wiirden:

sage: R = PolynomialRing(ZZ, ’x’, sparse=True)
sage: p = R.cyclotomic_polynomial(2~50); p, p.derivative()
(x~562949953421312 + 1, 562949953421312%x~562949953421311)

Wie dieses Beispiel illustriert, ist die Darstellung eine Charakteristik des Polynomrings, die
wir bei seiner Bildung festlegen. Das ,yvoll besetzte* Polynom p € Q[z] und das ,diinn besetz-
te* Polynom p € Q[] haben deshalb nicht denselben® Vorfahren. Die voreingestellte Darstel-
lung von Polynomen mit einer Unbestimmten ist voll besetzt. Die Option sparse=True von
PolynomialRing dient zu Bildung eines diinn besetzten Polynomrings.

Ein wenig Theorie

Um die beste Losung fiir schnelle Operation auf Polynomen zu finden, ist es gut, eine
Vorstellung von ihrer algorithmischen Komplexitdt zu haben. Hier nun eine kurze
Ubersicht fiir den in der Algorithmik etwas erfahrenen Leser. Wir beschrinken uns
auf den Fall voll besetzter Polynome.

Additionen, Subtraktionen und andere direkte Manipulationen der Koeffizienten wer-
den in Abhingigkeit vom Grad der betreffenden Polynome einfach in linearer Zeit
bewdltigt. Ihre Geschwindigkeit hdngt daher in der Praxis wesentlich von der Mdg-
lichkeit des schnellen Zugriffs auf die Koeffizienten ab und damit von der Daten-
struktur.

Die kritische Operation ist die Multiplikation. Die ist tatsfchlich nicht nur eine
arithmetische Grundoperation, sondern auch andere Operationen arbeiten mit Al-
gorithmen, deren Komplexitit entscheidend von der Komplexitat der Multiplikation
abhingt. Wir kénnen zum Beispiel die euklidsche Division zweier Polynome héchs-
tens n-ten Grades mit Kosten von O(1) Multiplikationen berechnen, oder auch ihren
ggT mit O(logn) Multiplikationen.

Die gute Nachricht: wir kénnen Polynome in beinahe linearer Zeit multiplizie-
ren. Genauer gesagt ist die beste bekannte Komplexitdt auf einem beliebigen Ring
O(nlognloglogn) Operationen auf dem Basisring. Sie beruht auf Verallgemeinerun-
gen des beriihmten Algorithmus von Schonhage-Strassen, welcher die gleiche Kom-
plexitit bei der Multiplikation ganzer Zahlen erreicht. Zum Vergleich, das Verfahren,
das wir fiir die Multiplikation von Polynomen von Hand verwenden, erfordert eine
Anzahl von Operationen in der Gréfenordnung n?.

Die Algorithmen fiir schnelle Multiplikation sind in der Praxis bei Polynomen hinrei-
chend hohen Grades konkurrenzfahig genauso wie die daraus abgeleiteten Divisions-
verfahren. Die Bibliothen, auf die sich Sage bei bestimmten Typen von Koeffizienten
stiitzt, arbeiten mit dieser Art von ausgefeilten Algorithmen. Das ist der Grund,
weshalb Sage mit Polynomen astronomischen Grades auf bestimmten Koeffizienten-
ringen so effizient arbeiten kann.

9Trotzdem gibt QQ[°x°] == PolynomialRing(QQ, ’x’, sparse=True) wahr zuriick: die beiden Vorfahren
sind gleich, denn sie reprisentieren dasselbe mathematische Objekt. Natiirlich gibt der entsprechende Test
mit is falsch zuriick.
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Bestimmte Details der Darstellung variieren iiberdies je nach der Natur der Koeffizienten
des Polynoms. Es kommt bei der Ausfiihrung der grundlegenden Operationen auch auf den
verwendeten Code an. Tatsdchlich bietet Sage aufer einer generischen Implementierung der
Polynome, die auf jedem kommutativen Ring funktioniert, mehrere optimierte Varianten fiir
einen speziellen Typ von Koeffizienten. Diese verfiigen iiber zusétzliche Funktionalitdten und
sind vor allem betréchtlich effizienter als die generische Version. Sie greifen dafiir auf speziali-
sierte externe Bibliotheken zuriick, im Fall von Z[x] beispielsweise auf FLINT oder NTL.

Bei der Ausfithrung vieler umfangreicher Rechnungen kommt es entscheidend darauf an, soweit
wie irgend moglich auf solchen Polynomringen zu arbeiten, die effiziente Implementierungen
bieten. Die fiir ein Polynom p mit p? angezeigte Hilfeseite zeigt, welche Implementierung
vorliegt. Die Wahl der Implementierung ergibt sich meistens aus den Implementierungen von
Basisring und Darstellung. Die Option implementation von PolynomialRing erlaubt die
Prézisierung einer Implementierung, wenn mehrere Méglichkeiten zur Auswahl stehen.

Symbolische Ausdriicke. Die in den Kapiteln 1 und 2 beschriebenen symbolischen Aus-
driicke (d.h. die Elemente von SR) liefern eine dritte Darstellung von Polynomen. Sie stellen
eine natiirliche Wahl dar, wenn eine Rechnung Polynome und komplexere Ausdriicke mischt,
wie das in der Analysis hdufig der Fall ist. Die Flexibilitdt der Darstellung aber, die sie bieten,
ist zuweilen sogar in einem eher algebraischen Kontext von Nutzen. Das Polynom (z + 1)1010
beispielsweise ist entwickelt voll besetzt, es ist aber nicht nétig (auch nicht wiinschbar), es
auszumultiplizieren, um es abzuleiten oder numerisch auszuwerten.

Doch Vorsicht: anders als algebraische Polynome sind symbolische Polynome (aus SR) nicht
an einen bestimmten Koeffizientenring gebunden und werden nicht in kanonischer Form be-
handelt. Dasselbe Polynom hat eine Vielzahl verschiedener Schreibweisen, wobei es Sache
des Anwenders ist, die nétigen Umwandlungen zischen ihnen anzugeben. Es entspricht dieser
Denkweise, dass in der Definitionsmenge SR alle symbolischen Ausdriicke zusammengefasst
werden, ohne einen Unterschied zwischen den Polynomen und den anderen zu machen, wir
kénnen aber mit f.is_polynomial(x) explizit testen, ob ein symbolischer Ausdruck f ein
Polynom in der Variablen x ist.
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8. Lineare Algebra

Mathematik ist die Kunst, jedes Problem auf lineare Algebra zu reduzieren.

William STEIN

Dieses Kapitel behandelt die exakte und symbolische lineare Algebra, d.h. das symbolische
Rechnen auf solchen Ringen wie Z, endlichen Koérpern, Polynomringen... Was die numerische
lineare Algebra betrifft, so wird sie in Kapitel 13 behandelt. Die Konstruktionen auf Matri-
zen und ihren Raumen stellen wir so dar, dass die Basisoperationen (Abschnitt 8.1), dann
die verschiedenen, auf Matrizen méglichen, Rechnungen, in zwei Gruppen zusammengefasst
werden: die eine, die mit der Gauf-Methode und mit Aquivalenz-Umformungen von links zu
tun hat, die andere, die mit Ahnlichkeits-Transformationen (Unterabschnitt 8.2.3) verbunden
ist. In den Biichern von Gantmacher [Gan90|, von zur Gathen und Gerhard [vzGGO03| sowie
von Abdeljaoued und Lombardi [AL03] kann man eine griindliche Behandlung der in diesem
Kapitel angerissenen Themen finden.

8.1. Erstellung und elementare Operationen

8.1.1. Vektorraume, Matrix-Vektorrdume

Ebenso wie Polynome werden Vektoren und Matrizen als algebraische Objekte behandelt, die
zu einem Vektorraum gehdren. Wenn die Koeffizienten Elemente eines Kérpers K sind, ist das
ein Vektorraum auf K; gehdren sie zu einem Ring, ist es ein freies K-Modul.

So konstruiert man den Vektorraum My 3 und den Vektorrarum (F3)? durch

sage: MS = MatrixSpace(ZZ,3,3); MS

Full MatrixSpace of 2 by 3 dense matrices over Integer Ring
sage: VS = VectorSpace(GF(3°2,°x?),3); VS

Vector Space of dimension 3 over Finite Field in x of size 372

Ein System von Erzeugenden fiir diese Vektorrdume ist durch die kanonische Basis gegeben;
man kann sie mit MS.gens () als Tupel oder mit MS.basis() als Liste bekommen.

sage: MatrixSpace(ZZ,2,3) .basis()

(00 0)(000)(00)(o0)(5 )01
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8. Lineare Algebra

Matrixgruppen.

Wir kénnen aufserdem Untergruppen des gesamten Matrix-Vektorraums

definieren. So gibt der Konstruktor MatrixGroup([A,B,...]1) die Gruppe zuriick, die von
den als Argument iibergebenen Matrizen erzeugt wird. Sie miissen invertierbar sein.

sage:
sage:
sage:

sage:
200
sage:
True

A:
B =

matrix(GF(11), 2, 2,
matrix(GF(11), 2, 2,
MG = MatrixGroup([A,B])

[1,0,0,2])
[0,1,1,01)

Matrix-Vektorraume

Konstruktion

von diinn besetzten M.
Ring mit Basis K
Ringerweiterung
Ringdnderung
aufgespannte Gruppe
Basis des Vektorraums

MS = MatrixSpace(K, nrows, ncols)

MS = MatrixSpace(K, nrows, ncols), sparse=True
MS.base_ring()

MS.base_extend(B)

MS.change_ring(B)

MatrixGroup([A,B])

MS.basis() oder MS.gens()

Erzeugung von Matrizen

Nullmatrix
Matrix mit Elementen

Identitatsmatrix

Zufallsmatrix

Jordan-Block
Matrix durch Blocke

MS() oder MS.zero() oder matrix(K,nrows,ncols)
MS([1,2,3,4] oder matrix(K,2,2,[1,2,3,4]) oder
matrix(K,[[1,2] , [3,4]1])

MS.one() oder MS.identity_matrix() oder
identity_matrix(K,n)

MS.random_element () oder

random_matrix (K,nrows,ncols)

jordan_block(x,n)

block_matrix([A,1,B,0]) oder block_diagonal _matrix

Manipulations de base

Zugriff auf ein Element
Zugriff auf Zeile oder Spalte
Zugriff auf Spaltenpaare
Untermatrizen

Verkettung durch Zeilen
Verkettung durch Spalten

A[2,3]
A[-1,:1, A[:,2]
A[:,0:8:2]

A[3:4,2:5], A[:,2:5], A[:4,2:5]
A.matrix_from_rows( [1,3]),
A.matrix_from_columns([2,5]),
A.matrix_from_rows_and_columns([1,3], [2,5])
A.submatrix(i,j,nrows,ncols)

A.stack(B)

A.augment (B)

TABELLE 8.1 - Konstruktoren von Matrizen und ihren Vektorraumen.

MG.cardinality()

identity_matrix(GF(11),2) in MG

Die allgemeine lineare Gruppe vom Grad n auf einem Koérper K, geschrieben GL,(K), ist
die von den invertierbaren n x n-Matrizen gebildete Gruppe. In Sage konstruiert man sie
natiirlicherweise mit dem Befehl GL(n,K). Die spezielle lineare Gruppe SLj,(K) mit Elementen
aus GL;,(K) mit der Determinante 1 konstruiert man mit dem Befehl SL(n,K).
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8.1.2. Erzeugung von Matrizen und Vektoren

Matrizen und Vektoren konnen selbstverstiandlich als Elemente eines Vektorraums durch Uber-
gabe der Liste ihrer Eintrage als Argument erzeugt werden. Bei Matrizen werden sie als Zeile
eingelesen:

MS = MatrixSpace(ZZ,2,3); A = MS([1,2,3,4,5,6]); A

1 2 3
(4 5 6)
Der leere Konstruktor MS() gibt eine Nullmatrix zuriick, genau wie die Methode MS.zero ().
Mehrere spezielle Konstruktoren erméglichen die Erzeugung gebrauchlicher Matrizen wie
random_matrix, identity_matrix, jordan_bloc (siehe Tabelle 8.1). Insbesondere kénnen
wir Matrizen und Vektoren mit den Konstruktoren matrix und vector erzeugen, ohne zuvor

den zugehorigen Vektorraum bilden zu miissen. In der Voreinstellung wird eine Matrix auf
dem Ring der ganzen Zahlen Z konstruiert und hat als Dimensionen 0 x 0.

sage: a = matrix(); a.parent()
Full MatrixSpace of O by O dense matrices over Integer Ring

Natiirlich kann man fiir die Eintrége eine Definitionsmenge wie auch die Dimensionen angeben,
wenn eine Nullmatrix erzeugt wird oder sonst auch eine Liste aller Eintrige als Argument.

sage: a = matrix(GF(8,°x’),3,4); a.parent()
Full MatrixSpace of 3 by 4 dense matrices over Finite Field in x of size 273

Der Konstruktor matrix akzeptiert auch Objekte als Argument, die eine natiirliche Transfor-
mation in eine Matrix zulassen. FEr kann so verwendet werden, um die Adjazenzmatrix eines
Graphen in Gestalt einer Koeffizientenmatrix in Z zu bekommen.

sage: g = graphs.PetersenGraph()
sage: m = matrix(g); m; m.parent()
(010011000 0]
(101000100 0]
(010100010 0]
[0010100010]
[10010000O00O01]
[10000O0O0110]
(010000001 1]
(001001000 1]
(000101100 0]
[O000101100]

Full MatrixSpace of 10 by 10 dense matrices over Integer Ring

157



8. Lineare Algebra
Blockmatrizen. Zur Konstruktion einer Blockmatrix aus Untermatrizen konnen wir die
Funktion block_matrix nutzen.

sage: A = matrix([[1,2],[3,411)
sage: block_matrix([[A,-A], [2%4,A~2]]1)

1 2] -1 -2
3 4/-3 4
2 4 7 10
6 8|15 22

Voreingestellt ist eine quadratische Struktur, doch kann die Anzahl der Zeilenblocke oder der
Spaltenblocke durch die optionalen Argumente ncols und nrows festgelegt werden. Nachdem
das moglich ist, kann ein Eintrag wie 0 oder 1 als Diagonalblock mit passenden Dimensionen
interpretiert werden (hier als Nullmatrix und Identitatsmatrix)

sage: A = matrix([[1,2],[3,411)
sage: block_matrix([1,4,0,0,-A,2], ncols=3)

1o 1 2 3loo0
01| 4 5 6]0 0
0 0]-1 -2 —=3[2 0
0 0|4 =5 6|0 2

Im Spezialfall diagonaler Blockmatrizen iibergeben wir dem Konstruktor block_diagonal_
matrix einfach die Liste der diagonalen Bldcke.

sage: A = matrix([[1,2,3],[0,1,0]1])
sage: block_diagonal_matrix(A, A.transpose())

12 3(0 0
010|000
0 00|10
0 00|21
0 00|30

Die Blockstruktur ist nur eine Abart der Eingabe, und Sage behandelt die Matrix wie jede
andere auch. Wir kénnen diese Eingabe auch deaktivieren, indem wir dem Konstruktor das
Argument subdivide=False hinzufiigen.

8.1.3. Grundlegende Operationen und Matrizen-Arithmetik

Indizes und der Zugriff auf Eintrdge. Der Zugriff auf Eintrige sowie auf Untermatrizen
geschieht mit eckigen Klammern A[i,j], wobei die Regeln von Python gelten. Die Zeilenin-
dizes 7 und die Spaltenindizes j miissen fiir den Zugriff auf Eintrige ganze Zahlen sein (wir
erinnern uns, dass die Indizierung in Python mit 0 beginnt und die Intervalle schliefsen die
untere Grenze ein, die obere aber aus). Das Intervall " : " ohne Grenzen entspricht der
Gesamtheit der moglichen Indizes in der betrachteten Dimension. Die Schreibweise a:b:k er-
moglicht den Zugriff auf Indizes zwischen a und b — 1 mit der Schrittweite k. Negative Indizes
sind ebenfalls giiltig und ermdglichen, die Indizes vom Ende her zu durchlaufen. So entspricht
A[-2,:] der vorletzten Zeile. Der Zugriff auf Untermatrizen ist sowohl lesend wie schreibend
moglich. Fine gegebene Spalte konnen wir beispielsweise auf folgende Weise verdndern:
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sage: A = matrix(3,3,range(9))
sage: A[:,1] = vector([1,1,1]1); A

D W O
[ S —

2
5
8
Der Schrittparameter k& kann auch negativ sein und bezeichnet dann einen Durchlauf in ab-

steigender Richtung.

sage: A[::-11, A[:,::-11, A[::2,-1]
6 1 8 2 10 9
3 1 5], 5 1 3], <8>
01 2 8 1 6

Isolation von Untermatrizen. Um eine Matrix unter Angabe einer Liste von Zeilen- oder
Spaltenindizes zu isolieren, die nicht unbedingt benachbart sein miissen, benutzten wir die
Methode A.matrix_from_rows_and_columns.

sage: A = matrix(ZZ,4,4,range(16)); A

o 1 2 3
4 5 6 7
8 9 10 11
12 13 14 15

sage: A.matrix_from_rows_and_columns([0,2,3],[1,2])

1 2
9 10
13 14

Um eine Untermatrix mit benachbarten Zeilen und Spalten zu extrahieren, kénnen wir uns
auch der Methode submatrix(i,j,m,n) bedienen, die eine m x n-Matrix bildet, deren oberer
linker Eintrag sich an Position (i, j) befindet.

Einfiigen und Erweitern. Mochte man einen Matrix-Vektorraum in einen solchen gleicher
Dimension, aber mit Eintrigen aus einer Erweiterung des Basisringes einfiigen, kann man mit
der Methode base_extend des Matrix-Vektorraumes arbeiten. Diese Operation ist jedoch nur
giiltig fiir die Erweiterung eines Kérpers oder eines Ringes. Um die Anderung eines Basisringes
zu bewirken, die einem Morphismus folgt (sofern der existiert), verwendet man besser die
Methode change_ring.

sage: MS = MatrixSpace(GF(3),2,3)

sage: MS.base_extend(GF(9,’x’))

Full MatrixSpace of 2 by 3 dense matrices over Finite Field in x of size 372
sage: MS = MatrixSpace(ZZ,2,3)

sage: MS.change_ring(GF(3))

Full MatrixSpace of 2 by 3 dense matrices over Finite Field of size 3
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Mutabilitdt und Zwischenspeicherung. Die Objekte, die Matrizen reprisentieren, sind nach
Voreinstellung mutabel, was heitt, dass ihre Eintrige nach ihrer Erzeugung noch beliebig
modifiziert werden konnen. Will man eine Matzrix vor Verdnderung schiitzen, benutzt man
die Funktion A.set_immutable(). Es ist dann weiterhin mdéglich, mit der Funktion copy(4)
mutable Kopien herzustellen. Anzumerken ist, dass der Mechanismus der Zwischenspeicherung
der Ergebnisse von Berechnungen (wie Rang, Determinante usw.) funktionsfahig bleibt, ob
nun mutabel oder nicht.

8.1.4. Grundlegende Operationen mit Matrizen

Die arithmetischen Operationen mit Matrizen geschehen mit den tiblichen Operatoren +,—,*
und ~. Die Inverse einer Matrix kann sowohl A~-1 als auch “A geschrieben werden. Wenn a
ein Skalar ist und A eine Matrix, entspricht die Operation a*A der dukeren Multiplikation
des Matrix-Vektorraumes. Bei den anderen Operationen, bei denen ein Skalar a anstelle einer
Matrix eingegeben wird (zum Beispiel die Operation a+4), wird a als skalare Matrix angesehen,
die al, entspricht, wenn a # 0 ist und die Dimensionen das erlauben. Die elementweise
Multiplikation zweier Matrizen wird mit der Operation elementwise_product angestofien.

8.2. Rechnungen mit Matrizen

In der linearen Algebra konnen Matrizen zur Darstellung von Vektorfamilien verwendet wer-
den, von linearen Gleichungssystemen, von linearen Anwendungen und von Untervektorriu-
men. So wird die Berechnung einer Eigenschaft wie der Rang einer Familie, der Losung eines
Gleichungssystems, von Eigenrdumen einer linearen Anwendung oder der Dimension eines
Untervektorraumes zuriickgefiihrt auf Transformationen von Matrizen, die diese Eigenschaft
aufweisen.

Grundlegende Operationen
Transponierte, Konjugierte A.transpose(), A.conjugate()
duferes Produkt a*A
Summe, Produkt, k-te Potenz, Inverse A + B, A*B, A~k, A~-1 oder -A

Tab. 8.2 - Grundlegende Operationen und Arithmetik mit Matrizen

Diese Transformationen entsprechen Basiswechseln, die auf der Ebene der Matrizen als Aqui-
valenzumformungen erscheinen: B = PAQ ™!, wobei P und @ invertierbare Matrizen sind.
Zwei Matrizen heifsen dquivalent, wenn eine solche Umformung existiert, die eine in die andere
umwandelt. Fiir diese Relation kénnen wir auch Aquivalenzklassen bilden, und wir definieren
Normalformen, um jede Aquivalenzklasse auf eindeutige Weise zu charakterisieren. Im Fol-
genden stellen wir die wichtigsten Rechnungen mit Matrizen vor, die in Sage verfiigbar sind.
Dabei betrachten wir besonders zwei Falle dieser Transformationen:

- Die Aquivalenzumformungen von links der Form V = UA, die solche charakteritischen Ei-
genschaften fiir die Vektorfamilien zeigen, wie den Rang (Anzahl der linear unabhingigen
Vektoren), die Determinante(Volumen des Parallelepipeds, das durch die Vektorfamilie be-
schrieben wird), das Rangprofil (erste Teilmenge von Vektoren, die eine Basis bilden),. ..
Der Gauf-Algorithmus ist das zentrale Werkzeug fiir diese Umformungen und die reduzierte
Treppennormalform (die Gauk-Jordan-Form in einem Korper oder die Hermite-Form in Z)
ist die normale Form. Dariiberhinaus dienen diese Transformationen zur Lésung linearer
Gleichungssysteme.
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8.2. Rechnungen mit Matrizen

- Die Ahnlichkeitstransformationen der Form B = UAU !, welche die charakteritischen Ei-
genschaften von Matrizen zeigen, die Endomorphismen darstellen, wie Eigenwerte, Eigenriu-
me, minimale und charakteristische Polynome,. . . Die Jordan-Form oder die Frobenius-Form
werden je nach Definitionsmenge der Rechnung die Normalformen fiir diese Transformatio-
nen sein.

Die Form von Gram-Schmidt ist eine weitere Zerlegung, die auf Aquivalenzumformungen von
links basiert und die eine Matrix in eine Menge von orthogonalen Vektoren umwandelt.

8.2.1. GauB-Algorithmus und Treppennormalform

GauR-Algorithmus und Aquivalenz von links. Der Gauf-Algorithmus ist eines der grundle-
genden Verfahren in der linearen Algebra; denn er erlaubt den Zugriff auf eine Matrixdarstel-
lung, die an das Rechnen angepasst ist wie die Losung von Gleichungssystemen und gleich-
zeitig einige ihrer fundamentalen Eigenschaften zeigt wie den Rang, die Determinante, das
Rangprofil usw. Die wesentlichen Operationen des Verfahrens sind die elementaren Zeilenope-
rationen:

- Vertauschen zweier Zeilen: L; <+ L;,
- Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen: L; <= L; + sL;.

Auf der Matrixebene entsprechen diese Transformationen der Multiplikation von links mit der
Transpositionsmatrix 7; ; bzw. mit der Transvektionsmatrix C; ; ,, die gegeben sind durch

i ‘ J ;
1 o -
0 1 1 s i
Ev.j = ‘.' ? Ci:jvs =
1 0 1 J
L 1_ - . -

Diese Matrizen haben alle eine Determinante 1 oder —1. Somit kann jede Multiplikation von
links mit einem Produkt dieser Matrizen als Basiswechsel gesehen werden, der das Volumen
konstant ldsst und daher insbesondere die Determinante (bis auf das Vorzeichen). In Sage er-
folgt die Transvektion mit der Methode add_multiple_of_row(i,j,s) und die Transposition
mit der Methode swap_rows(i,j).
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8. Lineare Algebra

Gauf-Algorithmus und Anwendungen
Zeilen-Transvektion add_multiple_of_row(i,j,s)
Spalten-Transvektion add_multiple_of_column(i,j,s)
Zeilen-, Spalten-Transposition swap_rows(il,i2), swap_columns(j1,j2)
Gaufk-Jordan-Form, unverdnderlich echelon_form
Gauf-Jordan-Form, in place echelonize
invariante Faktoren elementay_divisors
Normalform von Smith smith_form
Determinante, Rang det, rank
Minoren der Ordnung k¥ minors (k)
Rangprofil der Spalte, der Zeile pivots, pivot_rows
Losung des Systems von links (‘z4 =b) b/A oder A.solve_left (b)
Losung des Systems von rechts (Az =b) A\b oder A.solve_right (b)
Bild des Vektorraumes image
Kern von links kernel oder left_kernel
Kern von rechts right_kernel
Kern im Basis-Ring integer_kernel

Spektralzerlegung
minimales Polynom minimal_polynomial oder minpoly
charakteristisches Polynom charakteristic_polynomial oder charpoly
Krylow-Iteration von links maxspin(v)
Eigenwerte eigenvalues
Eigenvektoren von links, von rechts eigenvectors_left, eigenvectors_right
Eigenrdume von links, von rechts eigenspaces_left, eigenspaces_right
Diagonalisierung eigenmatrix_left, eigenmatrix_right
Jordanblock J,  jordan_block(a,k)

Tab. 8.3 - Rechnungen mit Matrizen

I
Zu einem gegebenen Spaltenvektor x = | : |, dessen k-ter Eintrag xj invertierbar ist, definie-
Tm
ren wir die Gauk-Transformation als Komposition der Transvektion C;p, fir i = k+1,...m
mit [; = —jf—; (ungeachtet der Reihenfolge, in der sie wechseln). Die entsprechende Matrix ist
die folgende:
- q1k
1
1
Gok = Chitklisy X X Crnelyn L1
lito
- lm 1_

Eine Gauf-Transformation G, bewirkt, dass die Eintrége unterhalb des Pivotelements xy,
verschwinden:

4o 4o

Tk Tk
G = =

T, 0
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Fiir eine Matrix A = [a; ;] der Dimension m x n schreitet der Pivot-Algorithmus von Gauf
iterativ voran, von der linken zur rechten Spalte. Unter der Voraussetzung, dass die ersten
k — 1 Spalten bereits bearbeitet sind, was p < k — 1 Pivots geliefert hat, wird die k-te Spalte
wie folgt behandelt:

- Finde den ersten invertierbaren Eintrag a, j der Spalte C}, auf einer Zeile ¢ > p. Wir nennen
ihn die Pivotstelle.

- Wird keine Pivotstelle gefunden, gehe weiter zur néchsten Spalte.

- Wende die Transposition T; p41 auf die Zeilen an, um die Pivotstelle auf die Position (p+1, k)
zu setzen.

- Wende die Gauk-Transformation G 11 an mit x als der neuen Spalte Cj,.

Dieser Algorithmus transformiert die Matrix A in eine obere Dreiecksmatrix. Genauer gesagt,
wird sie in Treppennormalform sein, d.h. dass der erste von 0 verschiedene Eintrag jeder Zeile
sich rechts vom ersten solchen Eintrag der Zeile dariiber befindet; aufserdem finden sich alle
Nullzeilen unten in der Matrix. Hier ein Beispiel fiir den Ablauf dieses Algorithmus:

sage: a = matrix(GF(7),4,3,[6,2,2,5,4,4,6,4,5,5,1,3]1); a

6 2 2
5 4 4
51 3
sage: u = copy(identity_matrix(GF(7),4)); ull:,0] = -a[1:,0]1/al0,0]
sage: u, uxa
1 000 6 2 2
5 1 0 0 000
6 01 0]’|0 2 3
50 0 1 0 4 6
sage: v = copy(identity_matrix(GF(7),4)); v.swap_rows(1,2)
sage: b = v¥uxa; v, b|
1 000 6 2 2
0 010 0 2 3
010 0]°|0 0 O
00 01 0 4 6

sage: w = copy(identity_matrix(GF(7),4))
sage: w[2:,1] = -b[2:,1]1/b[1,1]; w, w*b

1 000 6 2 2
0100 0 2 3
001 0]"lI0 0O
0 501 000
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Der Gaul-Jordan-Algorithmus. Die Transformation von Gauf-Jordan dhnelt dem Gauh-
Algorithmus, es wird G, die Transvektion hinzugefiigt, die der Zeile mit dem Index i < k
entspricht. Das lauft darauf hinaus, dass die Eintrdge einer Spalte unterhalb und oberhalb
des Pivots eliminiert werden. Teilt man aufserdem jede Zeile durch ihren Pivot, erhélt man
eine Treppennormalform, die reduziert oder Gauk-Jordan-Form genannt wird. Fiir jede Aqui-
valenzklasse von Matrizen existiert eine eindeutige Matrix in dieser Gestalt; es handelt sich
dabei also um eine Normalform.

DEFINITION. Eine Matrix befindet sich in reduzierter Treppennormalform, wenn:
- sich alle Nullzeilen unten in der Matrix befinden,

- der am weitesten links befindliche von 0 verschiedene Eintrag, der Pivot, eine 1 ist und
rechts des Pivots der Zeile dariiber liegt,

- die Pivots die einzigen von 0 verschiedenen Eintrige innerhalb ihrer Spalte sind.

SATZ. Fiir jede Matrix A der Dimension m x n mit Eintrégen aus einem Ko&rper existiert
eine eindeutige Matrix R der Dimension m x n in reduzierter Treppennormalform und eine
invertierbare Matrix U der Dimension m x n, sodass UA = R gilt. Es handelt sich hierbei um
die Gauf-Jordan-Zerlegung.

In Sage erhilt man die reduzierte Treppennormalform mit den Methoden echelonize und
echelon_form. Die erstere ersetzt die urspriingliche Matrix durch ihre reduzierte Treppennor-
malform, wihren die zweite eine unverénderliche Matrix zuriickgibt ohne die urspriingliche zu
verdndern.

sage: A = matrix(GF(7),4,5,[4,4,0,2,4,5,1,6,5,4,1,1,0,1,0,5,1,6,6,2])
sage: A, A.echelon_form()

4 4 0 2 4 105 0 3
5 1 6 5 4 01 206
11 010]°l0OO0O0T1S5
5 1 6 6 2 000 0O

Mehrere Varianten des Gauf-Algorithmus erscheinen als verschiedene Formen der Matrizen-
zerlegung, die bei Rechnungen zuweilen niitzlich sind: Die Zerlegung A = LU fiir generische
Matrizen, A = LUP fiir regulire Matrizen, A = LQUP oder A = PLUQ fiir Matrizen
beliebigen Ranges. Die Matrizen L sind untere Dreiecksmatrizen (mit Nullen oberhalb der
Hauptdiagonalen, auf englisch Lower triangular), U obere Dreiecksmatrix ( Upper triangular),
und die Matrizen P, @ sind Permutationen. Wenn diese Varianten algorithmisch auch weniger
aufwendig sind als die reduzierte Treppennormalform, bieten sie doch nicht den Vorteil, eine
Normalform zu liefern.

Treppennormalform auf euklidschen Ringen. Auf einem euklidschen Ring sind die von 0
verschiedenen Eintrége nicht unbedint invertierbar, und der Gaufs- Algorithmus beruht daher
auf der Auswahl des ersten invertierbaren Eintrags in der aktuellen Spalte als Pivot. So
kénnen bestimmte Spalten, obwohl ein von 0 verschiedener Eintrag vorhanden ist, keinen
Pivot enthalten, und das Verfahren ist nicht durchfiithrbar.

Es ist demgegeniiber immer méglich, eine unimodulare Transformation zu definieren, die mit
Hilfe des erweiterten euklischen Algorithmus den Eintrag am Anfang einer Zeile mit demje-
nigen einer anderen eliminiert.
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a
b
angewandten euklidschen Algorithmus ermittelten Bézout-Koeffizienten (sodass g = ua + vb
ist), und s = —b/g, t = a/g sodass

I

Diese Transformation ist unimodular, denn es gilt det ({z v]) =1.

Sei A = [ I] und sei g = pged(a,b). Seien v und v die vom erweiterten, auf a und b

t

Auferdem kann man wie bei Gaufs-Jordan den Zeilen dariiber immer Vielfache der Pivotzeile
hinzufiigen, um ihre Eintrége in derselben Spalte modulo des Pivotelements g zu reduzieren.
Wird diese Operation nach und nach auf alle Spalten der Matrix angewendet, ergibt das die
hermitesche Normalform.

DEFINITION. Eine Matrix heifft hermitesch, wenn
- sich die Nullzeilen unten befinden,

- die am weitesten links stehenden und von 0 verschiedenen Eintrige jeder Zeile, die Pivot-
elemente heifsen, sich rechts vom Pivotelement in der Zeile dariiber befinden,

- alle Eintrage oberhalb des Pivots reduziert sind modulo des Pivots.

SATZ. Zu jeder Matrix A der Dimension m X n mit Koeffizienten aus einem euklidschen Ring
existieren eine eindeutige hermitesche Matrix H der Dimension m X n und eine unimodulare
Matrix U der Dimension m x m sodass UA = H gilt.

Bei einem Kérpers entspricht die hermitesche Form der Zeilentreppenform oder der Form von
Gaufk-Jordan. In diesem Fall sind alle Pivotelemente tatséchlich invertierbar, jede Zeile kann
durch ihr Pivotelement dividiert werden, und die Eintrége dariiber konnen wieder durch eine
Gauk-Transformation eliminiert werden, wodurch eine reduzierte Treppennormalforn entsteht.
In Sage gibt es dafiir eine einzige Methode: echelon_form, die entweder die hermitesche Form
oder die reduzierte Treppennormalform zuriickgibt, je nachdem, ob die Eintrige der Matrix
aus einem Ring oder einem K&rper kommen.

Fiir eine Matrix mit Koeffizienten aus Z beispielsweise erhalten wir zwei verschiedene Trep-
pennormalformen, je nachdem ob die Basismenge Z oder Q ist:

sage: a = matrix(Zz, 4, 6, [2,1,2,2,2,-1,1,2,-1,2,1,-1,2,1,-1,\
-1,2,2,2,1,1,-1,-1,-1]); a.echelon_form()

1 2 05 4 -1
0 3 02 —6 -7
0013 3 0
0006 9 3
sage: a.base_extend(QQ).echelon_form()

1000 5 &
0100 -3 —%
R i

2 2
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Fir Matrizen auf Z kann die hermitesche Normalform auch mit hermite_form berechnet
werden. Um die Ubergangsmatrix U zu erhalten, sodass UA = H wird, kénnen wir die Option
transformation=True wihlen.

sage: A = matrix(ZZz,4,5,[4,4,0,2,4,5,1,6,5,4,1,1,0,1,0,5,1,6,6,2])
sage: H, U = A.echelon_form(transformation=True); H, U

11 00 2 0 1 1 -1
04 -6 0 —4 0 -1 5 0
oo o1 -21]"{0 -1 0 1
00 00 0 1 -2 -4 2

Invariante Faktoren und die Normalform von Smith. Wenn wir die hermitesche Form
mit weiteren unimodularen Transformationen von rechts (d.h. mit den Spalten) umformen,
erhalten wir eine kanonische Diagonalmatrix, die Normalform von Smith. Thre Eintrdge auf
der Diagonalen sind die invarianten Faktoren (engl. elementary divisors) der Matrix. Sie sind
nach Teilbarkeit total geordnet (d.h. s; | si+1).

SATZ. Zu jeder Matrix A der Dimension m x n mit Eintrigen aus einem Hauptidealring
existieren unimodulare Matrizen U und V der Dimension m X m bzw. n X n und eine
m x n-Diagonalmatrix S, sodass S = UAV ist. Die Eintrdge s; = §;; erfiillen fiir ¢ €
{1,...,min(m,n)} die Beziehung s; | s;+1 und heifen invariante Faktoren von A.

In Sage gibt die Methode elementary_divisors die Liste der invarianten Faktoren zuriick. Wir
kénnen auferdem die Normaform von Smith berechnen sowie mit dem Befehl smith_form die
Ubergangsmatrizen U und V.

sage: A = matrix(ZZ, 4, 5, [-1,-1,-1,-2,-2,-2,1,1,-1,2,2,2,2,2,-1,2,2,2,2,2])
sage: S,U,V = A.smith_form(); S,U,V

10000 10 0 0 ?_3_1:?_?
01000 00 1 0 O 0 0 o0 1
oo0300]’l-21 0 0] 1 2 0 5 0
0006 0 00 -2 -1 0 -1 0 -2 0

sage: A.elementary_divisors()

(1, 1, 3, 6]

sage: S == UxAxV

True

Rang, Rangprofil und Pivotelemente. Der Gaufs-Algorithmus offenbart zahlreiche Invari-
anten der Matrix wie ihren Rang und ihre Determinante (die als Produkt der Pivotstellen
gelesen werden kann). Sie sind mit den Funktionen det und rank zuginglich. Diese Wer-
te werden intern gespeichert und werden deshalb bei einem erneuten Aufruf nicht nochmals
berechnet.

Allgemeiner ist der Begriff des Rangprofils sehr niitzlich, wenn die Matrix als Folge von Vek-
toren betrachtet wird.

DEFINITION. Das Rangprofil nach Spalten einer m x n-Matrix mit dem Rang r ist die Folge
der r lexikographisch minimalen Indizes, sodass die entsprechenden Spalten von A linear
unabhéngig sind.
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Das Rangprofil wird an der reduzierten Treppennormalform als Folge der Indizes der Pivot-
stellen direkt abgelesen. Es wird von der Funktion pivots berechnet. Wenn die reduzierte
Treppennormalform bereits berechnet ist, ist auch das Rangprofil schon gespeichert und kann
ohne zusétzliche Rechnung erhalten werden.

Das Rangprofil nach Zeilen ist auf dhnliche Weise definiert, indem die Matrix als Folge von
m Zeilenvektoren angesehen wird. Wir bekommen es mit dem Befehl pivot_rows oder als
Unterprodukt der reduzierten Treppennormalform der Transponierten Matrix.

sage: B = matrix(GF(7),5,4,[4,5,1,5,4,1,1,1,0,6,0,6,2,5,1,6,4,4,0,2])
sage: B.transpose().echelon_form()

S O N WL
o= OO

3
6
5
0

o O o
S O = O

sage: B.pivot_rows()

(0, 1, 3)

sage: B.transpose().pivots() == B.pivot_rows()
True

8.2.2. Losung von Gleichungssystemen; Bild und Basis des Kerns

Losung von Gleichungssystemen. FEin lineares Gleichungssystem kann durch eine Matrix A
dargestellt werden und einen Vektor b, sei es von rechts: Ax = b, sei es von links: ‘oA = b. Die
Funktionen solve_right und solve_left bewirken die Losung. Auch kann man, gleichwertig
dazu, die Operatoren A\b und b/A benutzen. Sobald das System durch eine Koeffizientenma-
trix auf einem Ring gegeben ist, wird die Losung systematisch auf dem Korper der Briiche
dieses Ringes berechnet (z.B. Q fiir Z oder K (X)) fiir K[X]). im weiteren wird man sehen,
wie die Losung im Ring selbst berechnet wird. Das rechte Glied in der Gleichung des Systems
kann sowohl ein Vektor sein als auch eine Matrix (was der gleichzeitigen Losung mehrerer
linearer Systeme mit gleicher Matrix entspricht).

Die Matrizen der Systeme konnen rechteckig sein, und die System kdnnen keine, genau eine
oder unendlich viele Losungen besitzen. In diesem letzteren Fall gibt die Funktion solve eine
dieser Lésungen zuriick, indem sie die Bestandteile, die linear abhingigen Spalten des Systems
entsprechen, zu null setzt.

sage: R.<x> = PolynomialRing(GF(5),’x’)
sage: A = random_matrix(2,3); A

42 +1 222 +4x+1 422 +3
3x2 + 3x 3x+4 222 +x+1

sage: b = random_matrix(R,2,1); b

20 +1
2% + x
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sage: A.solve_right(b)
422 + 32+ 3
x2 4+ 3x+3
222 +
x? + 3243
0
sage: A.solve_right(b) == A\Db
True

Bild und Kern. Als lineare Abbildung ® interpretiert, definiert eine m x n-Matrix A zwei
Untervektorrdume K™ und K" bzw. Bild und Kern von .

Das Bild ist die Menge der Vektoren von K™, die durch Linearkombination der Spalten von
A erhalten wird, Man bekommt es mit der Funktion image, die einen Vektorraum mit der
Basis in Treppennormalform zuriickgibt.

Der Kern ist der Untervektorraum K™ von Vektoren z, sodass Ax = 0 ist. Die Berechnung
einer Basis dieses Untervektorraums dient insbesondere zur Beschreibung der Losungsmenge
eines linearen Systems, wenn es unendlich viele Losungen besitzt: wenn T eine Lsung von
Az = bist und V der Kern von A, dann wird die Losungsmenge einfach  + V' geschrieben.
Wir erhalten ihn mit der Funktion right_kernel, die eine Beschreibung des Vektorraums zu-
sammen mit einer Basis in Gestalt der reduzierten Treppennormalform zuriickgibt. Natiirlich
konnen wir auch den Kern von links definieren (die Menge der x in K™ mit ‘zA = 0), welcher
dem Kern von rechts der Transponierten von A entpricht (d.h. der Adjungierten von ®). Den
erhalten wir mit der Funktion left_kernel. Es ist festgelegt, dass die Funktion kernel den
Kern von links zuriickgibt. Auferdem werden die Basen in beiden Fillen als Matrizen von
Zeilenvektoren zuriickgegeben.

sage: a = matrix(QQ,3,5,[2,2,-1,-2,-1,2,-1,1,2,-1/2,2,-2,-1,2,-1/2])
sage: a.image()

Vector space of degree 5 and dimension 3 over Rational Field
Basis matrix:

L 1 0 0 1/4 -11/32]

L 0 1 0 -1 -1/8]

[ 0 0 1 1/2  1/16]

sage: a.right_kernel()

Vector space of degree 5 and dimension 2 over Rational Field
Basis matrix:

[ 1 0 0 -1/3 8/3]

[ 0 1 -1/2 11/12  2/3]

Der Begriff des Kerns wird fiir den Fall verallgemeinert, dass die Koeffizienten keine Korperele-
mente mehr sind; dann handelt es sich um ein freies Modul. Ist eine Matrix insbesondere iiber
einem Korper von Briichen definiert, werden wir den Kern mit dem Befehl integer_kernel
in einem Basisring erhalten. Zu einer Matrix mit Koeffizienten aus Z beispielsweise, die in den
Vektorraum der Matrizen mit Koeffizienten aus Q eingebettet ist, kénnen wir den Kern sehr
wohl auch als Untervektorraum von Q™ oder als freien Modul von Z™ berechnen.

sage: a = matrix(ZZ,5,3,[1,1,122,-1,-2,1,-188,2,1,1,-10,1,-1,-1,-1])
sage: a.kernel()
Free module of degree 5 and rank 2 over Integer Ring
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Echelon basis matrix:

[ 1 979 -11 -279 811]

[ 02079 -22 -569 1488]

sage: b = a.base_extend(QQ)

sage: b.kernel()

Vector space of degree 5 and dimension 2 over Rational Field
Basis matrix:

[ 1 0 -121/189 -2090/189  6949/63]
L 0 1 -2/189 -569/2079  496/693]
sage: b.integer_kernel()

Free module of degree 5 and rank 2 over Integer Ring
Echelon basis matrix:

[ 1 979 -11 -279 811]

[ 02079 -22 -569 1488]

8.2.3. Eigenwerte, Jordanform und Ahnlichkeitstransformationen

Wenn wir eine quadratische Matrix als linearen Operator interpretieren (ein Endomorphis-
mus), ist sie nur die Darstellung zu einer gegebenen Basis. Jeder Basiswechsel entspricht einer
Ahnlichkeitstransformation B = U1 AU der Matrix. Die beiden Matrizen A und B heifen
deshalb dhnlich. So werden die Eigenschaften des linearen Operators, die von der Basis un-
abhiingig sind, durch die Untersuchung der Ahnlichkeitsinvarianten der Matrix gefunden.

Unter diesen Invarianten sind die einfachsten der Rang und die Determinante. Tatséchlich ist
der Rang von U~Y AU, wobei U~! und U invertierbare Matrizen sind, gleich dem Rang von A.
AuRerdem ist det(U 1 AU) = det(U~!) det(A) det(U) = det(U~1U) det(A) = det(A). Ebenso
ist das charakteristische Polynom der Matrix A, das durch xa(z) = det(zId — A) definiert
ist, bei Ahnlichkeitstransformation invariant:

det(zId — UT'AU) = det (U} (zId — A)U) = det(zId — A).

Als Konsequenz sind die charakteristischen Werte einer Matrix, die als Wurzeln des charakte-
ristischen Polynoms in ihrem Zerlegungskérper definiert sind, ebenfalls Ahnlichkeitsinvarian-
ten. Definitionsgemafs ist ein Skalar A ein Eigenwert einer Matrix A, wenn ein Vektor u, der
kein Nullvektor ist, existiert, sodass Au = Au ist. Der einem Eigenwert \ zugeordnete Figen-
raum ist die Menge der Vektoren u, sodass Au = Au ist. Das ist ein durch E) = Ker(Ald — A)
definierter Untervektorraum.

Die Eigenwerte fallen mit den charakteristischen Werten zusammen:

det(Ald — A) = 0 & dim(Ker(Ald — 4)) > 1 < Ju # 0, \u — Au = 0.

Diese beiden Sichtweisen entsprechen jeweils dem algebraischen bzw. dem geometrischen An-
satz der Eigenwerte. Bei der geometrischen Sichtweise interessieren wir uns fiir die Wirkung
des linearen Operators A auf die Vektoren des Vektorraums mit grofserer Genauigkeit als bei
der algebraischen Sichtweise. Insbesondere unterscheiden wir die Begriffe der algebraischen
Vielfachheit, die der Ordnung der Wurzeln des charakteristischen Polynoms entspricht, von
der geometrischen Vielfachheit, die der Dimension des dem Eigenwert zugeordneten Eigen-
untervektorraums entspricht. Bei diagonalisierbaren Matrizen sind beide Begriffe dquivalent.
Andernfalls ist die geometrische Vielfachheit immer kleiner als die algebraische.
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Die geometrische Sichtweise erlaubt eine weitergehende Beschreibung der Struktur der Matrix.
Auferdem gibt es viel schnellere Algorithmen fiir die Berechnung der Eigenwerte und -rédume
sowie der charakteristischen und minimalen Polynome.

Zyklische invariante Vektorrdume und Frobenius-Normalform. Sei A eine n x n-Matrix
auf einem Kérper K und « ein Vektor aus K”. Die Familie der Vektoren u, Au, A%u, ..., A™u
heift Krylow-Folge und ist damit verbunden (als Familie von n+1 Vektoren der Dimension n).
Sei d eine Zahl, sodass A% der erste Vektor der linear abhingigen Folge mit den Vorgingern

u, Au, ..., A% 1y ist. Wir schreiben diese Relation der linearen Abhingigkeit dann
d—1
Ay = Z o; Alu.
i=0

Das Polynom ¢4, (z) = 2% — Z?:_ol a;z’, das die Gleichung ¢, (A)u = 0 erfiillt, ist somit

ein unitdres Annihilator-Polynom der Krylow-Folge und von minimalem Grad. Wir nennen
es das Minimalpolynom des Vektors u (beziiglich der Matrix A). Die Menge der Annihilator-
Polynome von u bildet ein von ¢4, erzeugtes Ideal von K[X]

Das Minimalpolynom der Matrix A ist als unitéres Polynom ¢4 (x) kleinsten Grades defi-
niert, das die Matrix A annulliert: p4(A) = 0. Wenn insbesondere ¢ 4(A) auf den Vektor u
angewendet wird, stellen wir fest, dass ¢4 ein Annihilator der Krylow-Folge ist. Es ist da-
her notwendigerweise ein Vielfaches des Minimalpolynoms von u. Uberdie kénnen wir zeigen
(siehe Ubung 30), dass ein Vektor @ existiert, sodass

YA = PA- (8.1)

Wird der Vektor u zufillig ausgewihlt, ist die Wahrscheinlichkeit, dass er Gl. (8.1) geniigt,
umso grofer, je grofer der Korper ist (man kann zeigen, dass sie mindesten 1— ﬁ betrigt).

Ubung 30. Wir mochten zeigen, dass immer ein Vektor @ existiert, dessen Minimalpolynom
mit dem Minimalpolynom der Matrix zusammenfllt.

1. Sei (e1,...,e,) eine Basis des Vektorraums. Zeigen Sie, dass ¢4 mit dem kgV der ¢4,
zusammenfallt.

2. Zeigen Sie fiir den Fall, dass ¢4 eine Potenz eines irreduziblen Polynoms ist, dass ein
Index 7 existiert, sodass pa4 = PAeq wird.

3. Zeigen Sie, dass wenn die Minimalpolynome ; = ¢4, und ¢4, teilerfremd sind, dann
PAeite; = Pij gllt.

4. Zeigen Sie, dass wenn @4 = PP, mit teilerfremden P; und P» gilt, dann Vektoren
1 # 0 und z9 # 0 existieren, sodass P; das Minimalpolynom von x; ist.

5. Folgern Sie mit Faktorisierung in irreduzible Polynome, dass g4 = @™ - ... @™ gilt.
003 00
1 06 00

6. Veranschaulichung:sei A= [0 1 5 0 0| eine Matrix aus GF(7). Berechnen Sie die
00005
00015

Grade der Minimalpolynome der Vektoren der kanonischen Basis u = e; und v = ey
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sowie von u+v. Wir kénnen uns der Funktion maxspin(u) bedienen, die bei Anwendung
auf die Transponierte von A die maximale Folge der Iterierten von Krylow eines Vektors
u zuriickgibt.

Sei P = aF + Zi':ol ein unitdres Polynom k-ten Grades. Die dem Polynom P zugeordnete
Begleitmatrix ist die k x k-Matrix, die definiert ist durch

0 —Q
1 —oq
Cp =
I —ag—

Diese Matrix hat die Eigenschaft, P als minimales und charakteristisches Polynom zu haben.
Sie spielt somit eine grofse Rolle bei der Berechnung von minimalen und charakteristischen
Polynomen.

PROPOSITION. Sei K, die von den ersten d Krylow-Iterierten eines Vektors u gebildete Matrix.
Dann gilt
AKy = K,Cyp

Wenn d = n ist, ist die Matrix K, somit quadratisch der Ordnung n und invertierbar. Sie
definiert eine Ahnlichkeitstransformation K, TAK, = K,C, a0 Welche die Matrix A zu ei-
ner Begleitmatrix reduziert. Nun bewahrt diese Transformation die Determinante und somit
auch das charakteristische Polynom; wir kénnen deshalb die Koeffizienten des minimalen und
charakteristischen Polynoms (die hier identisch sind) an der Begleitmatrix direkt ablesen.

sage: A = matrix(GF(97), 4, 4, [86,1,6,68,34,24,8,35,15,36,68,42,27,1,78,26])
sage: el = identity_matrix(GF(97),4) [0]

sage: U = matrix(A.transpose() .maxspin(el)).transpose()
sage: F = U"-1%AxU; F

0 0 0 83

1 0 0 77

01 0 20

0 0 1 10

sage: K.<x> = GF(97) []
sage: P = x~4-sum(F[i,3]*x"1 for i in range(4)); P
o + 8723 + 772% + 207 + 14

sage: P == A.charpoly()
True

Im allgemeinen Fall (d < n) bilden die iterierten Vektoren wu, ..., A%~1y eine Basis eines Un-
tervektorraums I, der gegen Einwirkung der Matrix A invariant ist (d.h. AT C I). Da wir
jeden dieser Vektoren zyklisch durch Anwendung der Matrix A auf den vorherigen Vektor
erhalten, nennen wir ihn auch zyklischen Untervektorraum. Die maximale Dimension eines
solchen Untervektorraums ist der Grad des Minimalpolynoms der Matrix. Es wird von den
Krylow-Iterierten des in Ubung 30 gebildeten Vektors erzeugt, den wir mit u} bezeichnen.
Wir nennen ihn den ersten invarianten Untervektorraum. Dieser erste Vektorraum ldsst einen
komplementéaren Vektorraum V zu. Bei Berechnung modulo des ersten invarianten Vektor-
raums, d.h. wenn zwei Vektoren als gleich gelten, wenn ihre Differenz zum ersten invarianten
Untervektorraum gehort, konnen wir zu den Vektoren in diesem komplementaren Vektorraum
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einen zweiten invarianten Untervektorraum definieren wie auch ein Minimalpolynom, das die
zweite Ahnlichkeitsinvariante genannt wird. Wir erhalten dann eine Beziehung der Form:

C
2

worin 1, o die beiden ersten Ahnlichkeitsinvarianten sind und Kyx, Kyz die Krylow-Matrizen,
die den beiden von den Vektoren u} und w3 aufgespannten zyklischen Vektorrdumen entspre-
chen.
Wir bilden iterativ eine quadratische, invertierbare Matrix K = [Kyx ... Ku;], so dass
Cop,
K 'AK = : (8.2)
Cor

Da jedes u; durch die ¢; mit j <4 annulliert wird, ersehen wir daraus, dass ¢; | ¢;—1 fiir alle
2 <i < k, anders gesagt, die Folge der ¢; ist beziiglich der Division total geordnet. Wir kénnen
beweisen, dass zu jeder Matrix eine eindeutige Folge von invarianten Polynomen ¢y, ..., @k
existiert. So ist die diagonale Blockmatrix Diag(C,,, ..., Cy, ), zur Matrix A dhnlich, und diese
Polynome zeigt eine Normalform, die rational kanonische Form genannt wird oder Frobenius-
Normalform.

SATZ (Frobenius-Normalform). Jede quadratische Matrix A auf einem Korper ist zu einer
Co,
eindeutigen Matrix F = mit ;41 | @; fiir jedes ¢ < k dhnlich.
Con

Gemif Gl. (8.2) kénnen wir anscheinend die Basen der invarianten Untervektorrdume an der
Ubergangsmatrix K ablesen.

BEMERKUNG. Der Satz von Caley-Hamilton besagt, dass das charakteristische Polynom seine
Matrix annulliert: y 4(A) = 0. Das zu beweisen ist nach Einfithrung der Frobenius-Normalform
einfach. Es gilt

xa(z) = det(zld — A) = det(K) det(2Id — F) det(K 1)

k
= [[ det(z1d - Cy,) = H%(l‘)-

i=1 =1

Somit ist das Minimalpolynom ¢ ein Teiler des charakteristischen Polynoms, das deshalb
Annihilator der Matrix A ist.

In Sage kénnen wir die Frobenius-Normalform in Q mit Koeffizienten aus Z mit der Methode
frobenius berechnen':

sage: A = matrix(ZZ,8,[[6,0,-2,4,0,0,0,-2]1,[14,-1,0,6,0,-1,-1,1],\
(2,2,0,1,0,0,1,01,[-12,0,5,-8,0,0,0,4],\
(0,4,0,0,0,0,4,0],[0,0,0,0,1,0,0,0],\
(-14,2,0,-6,0,2,2,-1]1,[-4,0,2,-4,0,0,0,4]11)

!Das ist eine leichte Abweichung der aktuellen Schnittstelle des Programms: obwohl die Frobenius-Form fiir
jede Matrix auf einem Korper definiert ist, erlaubt Sage die Berechnung nur fiir Matrizen auf Z und bewirkt
implizit die Einbettung in Q.
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sage: A.frobenius()
00040000
1 0040000
01010000
001 00O0O0®O
0 00O0O0OO0M4O0
000 01TO0O0T©O0
000O0O0OT1T10Q0
000 O0O0O0GO 02

Auferdem koénnen wir die Liste der invarianten Polynome erhalten, indem wir als Argument
1 iibergeben. Um Informationen zu den zugeordneten invarianten Vektorrdumen zu erhalten,
iibergeben wir das Argument 2, was die Ubergangsmatrix K erzeugt. Sie liefert eine Basis
des gesamten Vektorraums, der in die direkte Summe der invarianten Vektorrdume zerlegt
wird:

sage: A.frobenius(1)
[x4—1:2—4a:—4,x3—x2—4,x—2]

sage: F,K = A.frobenius(2)

sage: K
gl _ 15 A7 15 17 0 -1 17
o B OE B W g Wl
o B TH T TR T Wi
81976 82996 81956 896 448 128
0 396 896 396 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 1 0
4 4 10 2

sage: K~-1xFxK ==
True

Diese Resultate geben zu verstehen, dass die Matrix A mit Koeffizienten aus Z in den Korper
Q eingebettet wurde. Um das Verhalten der Matrix A auf dem freien Modul Z™ und die Zer-
legung des Moduls, das sie erzeugt, zu studieren, benutzen wir die Funktion decomposition;
allerdings sprengt deren Studium den Rahmen dieses Buches.

Invariante Faktoren und Ahnlichkeitsinvarianten. Eine wichtige Eigenschaft verbindet die

Ahnlichkeitsinvarianten mit den invarianten Faktoren, die wir in Unterabschnit 8.2.1 gesehen
haben.

SaTz. Die Ahnlichkeitsinvarianten einer Matrix A mit Koeffizienten aus einem Kérper ent-
sprechen den invarianten Faktoren ihrer charakteristischen Matrix xId — A.

Der Beweis dieses Resultats sprengt den Rahmen dieses Buches, sodass wir uns mit der Ver-
anschaulichung des vorigen Beispiels zufrieden geben.

sage: S.<x> = QQ[

sage: B = x*xidentity_matrix(8) - A

sage: B.elementary_divisors()
[1,1,1,1717:1:— 2,28 — 2% — 4, 2% — 2 —43:—4]
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sage: A.frobenius(1)
[x4—x2—4x—4,w3—x2—4,x—2}

Eigenwerte, Eigenvektoren Wenn wir das Minimalpolynom in irreduzible Faktoren zerlegen,
o1 =" ... T dann werden alle invarianten Faktoren in der Form ¢; = 717%‘1 et
mit den Multiplizitdten m; ; < my, geschrieben. Wir zeigen, dass dann eine Ahnlichkeitstrans-

formation gefunden werden kann, die jeden Begleitblock C,, der Frobenius-Form in einen
Diagonalblock Diag(C’wmi,l), ce Cwmi,s)) verwandelt. Diese Variante der Frobenius-Form, die
1 s

wir Zwischenform nennen, wird immer von Begleitblocks gebildet, doch diesmal entspricht
jeder einer Potenz eines irreduziblen Polynoms.

CQTLl

C’[p;nl,s

C#TZI

Cw;"'k,l

Sobald ein irreduzibler Faktor ¢; den Grad 1 und die Multiplizitdt 1 hat, ist sein Begleit-
block eine 1 x 1-Matrix auf der Diagonalen und entspricht somit einem Eigenwert. Wenn das
Minimalpolynom reduzibel und quadratfrei ist, ist die Matrix deshalb diagonalisierbar.

Die Eigenwerte erhalten wir mit der Methode eigenvalues. Die ihrem Eigenwert und dessen
Vielfachheit zugeordnete Liste der Eigenvektoren von rechts (bzw. von links) wird durch die
Methode eigenvectors_right (bzw. eigenvectors_left) angegeben. Schlieflich werden die
Eigenrdume wie auch deren Basis von Eigenvektoren von den Methoden eigenspaces_right
und eigenspaces_left geliefert.

sage: A = matrix(GF(7),4,[5,5,4,3,0,3,3,4,0,1,5,4,6,0,6,3])
sage: A.eigenvalues()

(4, 1, 2, 2]
sage: A.eigenvectors_right()
(4, [

(1, 5, 5, 1)

1, 1, 4, [

(0, 1, 1, 4

1, 1, @, [

(1, 3, 0, 1),

(0, 0, 1, 1)

1, 2)]
sage: A.eigenspaces_right()
L

(4, Vector space of degree 4 and dimension 1 over Finite Field of size 7
User basis matrix:

[1 55 11),

(1, Vector space of degree 4 and dimension 1 over Finite Field of size 7
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User basis matrix:

[0 114]),

(2, Vector space of degree 4 and dimension 2 over Finite Field of size 7
User basis matrix:

[1 30 1]

[00111)

]

Kiirzer gibt die Methode eigenmatrix_right das aus der diagonalisierten Matrix und der Ma-
trix ihrer Eigenvektoren von rechts gebildete Paar zuriick. (Die Methode eigenmatrix_left
tut dasselbe mit den Eigenvektoren von links).

sage: A.eigenmatrix_right()

4 0 0 O 1 010
0100 5 1 3 0
0020|5101
0 0 0 2 1 4 11

Jordanform. Wenn das Minimalpolynom reduzibel ist, aber Faktoren hat, deren Vielfachheit
grofer ist als 1, ist die Zwischenform (8.3) nicht diagonal. Wir beweisen jetzt, dass es keine
Ahnlichkeitstransformation gibt, die sie diagonal macht, die anfingliche Matrix ist also nicht
diagonalisierbar. Wir konnen sie jedoch trigonalisieren, d.h. sie zu einer oberen Dreiecksma-
trix machen, sodass ihre Eigenwerte auf der Diagonalen erscheinen. Unter den verschiedenen
moglichen Dreiecksmatrizen ist die am weitesten vereinfachte die Jordan-Normalform.

Ein Jordanblock J) ., der dem Eigenwert A und der Ordnung k zugeordnet ist, ist die k x k-
Matrix J) j, die gegeben ist durch

Ing = N
Al

A
Diese Matrix spielt eine dhnliche Rolle wie die Begleitblocke, indem sie die Multiplizitdt eines
Eigenwertes genauer aufzeigt. Tatséchlich ist ihr charakteristisches Polynom x s, , = (X — YL
Des weiteren ist auch ihr Minimalpolynom ¢, , = (X — A)* und ist notwendigerweise ein
Vielfaches von P = X — A\. Nun ist die Matrix

0 1

P(J\k) 0 1
0
nilpotent der Ordnung k, woraus ¢, , = XJy, = (X — \)* folgt. Die Jordan-Normalform
entspricht der Zwischenform (8.3), wobei die Begleitblocke @Z);n’"j durch Jordanblocke Jy; m, ;
ersetzt sind (wir erinnern uns, dass wenn das Minimalpolynom reduzibel ist, die 9; in der
Form X — \; geschrieben werden).
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Bei reduziblem Minimalpolynom ist somit jede Matrix d&hnlich einer Jordanmatrix der Form

J/\1,m1,1

J/\s ;1M s

J/\17m2.,1

J>\17mk,1

Insbesondere ist die Jordanform auf jedem algebraisch abgeschlossenen Korper wie C stets
definiert.

In Sage produziert der Konstruktor jordan_block(a,k) den Jordanblock .J, ;. Die Jordan-
Normalform erhalten wir mit jordan_form. Die Option transformation=True erlaubt, die
Transformationsmatrix U zu erhalten, sodass U ' AU in Jordanform ist.

sage: A = matrix(ZZ,4,[3,-1,0,-1,0,2,0,-1,1,-1,2,0,1,-1,-1,3])
sage: A.jordan_form()

3010 0
0(3/0 0
0012 1
0010 2

sage: J,U = A.jordan_form(transformation=True)
sage: U™-1xAxU ==
True

Die Jordanform ist bis auf eine Permutation der Jordanblocke eindeutig. Gemé&f der Lite-
ratur kann man vorschreiben oder auch nicht, dass die Reihenfolge ihres Auftreten auf der
Diagonalen wie in Gleichung (8.4) der Reihenfolge der invarianten Polynome entspricht. Wir
bemerken in obigem Beispiel, dass Sage diese Ordnung nicht respektiert, weil das erste inva-
riante Polynom (das Minimalpolynom) das Polynom (X — 3)(X — 2)? ist.

Primdre Normalform. Der Vollsténdigkeit halber miissen wir eine letzte Normalform erwéh-
nen, welche die Jordanform fiir den beliebigen Fall verallgemeinert, wo das Minimalpolynom
nicht reduzibel ist. Fiir ein irreduzibles Polynom P k-ten Grades definieren wir den Jordan-
block der Multiplizitdt m als die Matrix Jp,, der Dimension km x km

Cp B
JP7m: T, T,
Cp N
Cp

wobei B die k x k-Matrix ist, deren einziger von null verschiedener Eintrag By, ; = 1 ist, und
Cp ist die dem Polynom P zugeordnete Begleitmatrix (Unterabschnitt 8.2.3). Wir sehen, wie
wir fiir P = X — A den dem Eigenwert A zugeordneten Jordanblock wiederfinden. Auf &hnliche
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Weise zeigen wir, dass fiir die minimalen und die charakteristischen Polynome dieser Matrix
gilt:

m

XJP,m = QOJP,m = P

Somit zeigen wir, dass eine Ahnlichkeitstransformation existiert, die jeden Begleitblock C’qumi_’j
der Zwischenform (8.3) durch einen Jordanblock Jy, m; ; ersetzt. Die so gebildete Form wird
beschrankte Form oder auch zweite Frobeniusform genannt Es handelt sich hierbei wieder um
eine Normalform, d.h. sie ist eindeutig bis auf eine Permutation der Bldcke auf der Diagonalen.
Die Einzigartigkeit dieser Normalformen ermdoglicht insbesondere zu testen, ob zwei Matrizen
dhnlich sind und bei dieser Gelegenheit eine Matrix fiir den Ubergang der einen in die andere
ZU erzeugen.

Ubung 31. Schreiben Sie ein Programm, das bestimmt, ob zwei Matrizen A und B #hnlich
sind und das die Ubergangsmatrix U zuriickgibt, sodass A = U~'BU ist (es wird None
zuriickgegeben, wenn die Matrizen nicht &hnlich sind).
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9. Polynomiale Systeme

Dieses Kapitel fiihrt die beiden vorigen weiter. Sein Gegenstand sind Gleichungssysteme mit
mehreren Variablen wie in Kapitel 8. Diese Gleichungen sind nun Polynome wie in Kapitel 7.
Im Vergleich zu Polynomen in einer einzigen Unbestimmten présentieren diese in mehreren
Unbestimmten einen groffen mathematischen Reichtum, aber auch neue Schwierigkeiten, die
besonders damit zusammenhéngen, dass der Ring K|z1,...,z,] kein Hauptidealring ist. Die
Theorie der Grobnerbasen liefert Werkzeuge, diese Begrenzung zu umgehen. Im Endeffekt ver-
fiigen wir iiber machtvolle Methoden zur Untersuchung polynomialer Systeme mit unzahligen
Anwendungen auf den verschiedensten Gebieten.

Ein guter Teil des Kapitels setzt nur Grundkenntnisse iiber Polynome in mehreren Unbestimm-
ten voraus. Manche Passagen sind jedoch auf dem Niveau einer Vorlesung iiber kommutative
Algebra im fortgeschrittenen Bachelor- oder im Masterstudium. Sucht der Leser eine leich-
ter zugéingliche Einfiihrung in die mathematische Theorie der polynomialen Systeme, kommt
(in franzosischer Sprache) der Beitrag von Faugeére und Safey El Din in [FSE09] in Frage.
Eine eher fortgeschrittene Behandlung findet man in dem Buch von Elkadi und Mourrain
[EMO07|. Schlieflich, und diesmal in englischer Sprache, ist das Buch von Cox, Little und
O’Shea [CLOO07] sowohl leicht zuginglich als auch umfassend.

9.1. Polynome in mehreren Unbestimmten

9.1.1. Die Ringe A[x1,...,, 2]

Wir interessieren uns hier fiir Polynome in mehreren Unbestimmten, die auch - mit dem in
der symbolischen Mathematik verbreiteten Anglizismus - multivariat genannt werden.

Wie bei anderen algebraischen Strukturen, die es in Sage gibt, miissen wir vor der Bildung
von Polynomen eine Familie von Unbestimmten definieren, die alle zum selben Ring gehéren.
Die Synntax ist praktisch die gleiche wir fiir eine Variable (siehe Unterabschnitt 7.1.1):

sage: R = PolynomialRing(QQ, ’x,y,z2’)
sage: x,y,z = R.gens() # ergibt das n-Tupel der Unbestimmten

oder kiirzer:
sage: R.<x,y,z> = QQ[]

(oder auch R = QQ[’x,y,z’]). Der Konstruktor PolynomialRing erlaubt auch die Erzeugung
einer Familie von Unbestimmten gleichen Namens mit ganzzahligen Indizes:

sage: R = PolynomialRing(QQ, ’x’, 10)

Die Unterbringung des n-Tupels, das von gens zuriickgegeben wird, in der Variablen x erlaubt
nun natiirlich mit x[i] den Zugriff auf die Unbestimmte x;:
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sage: x = R.gens()
sage: sum(x[i] for i in xrange(5))
x0 + x1 + x2 + x3 + x4

Die Reihenfolge der Variablen ist wichtig. Der Vergleich von QQ[’x,y’] und QQ[’y,x’] mit
== gibt falsch zuriick und dasselbe Polynom, das als Element des einen oder des anderen
gesehen wird, wird unterschiedlich ausgegeben:

sage: def test_poly(ring, deg=3):
ceet monomials = Subsets(
R flatten([(x,)*deg for x in (1,) + ring.gens()]),
cet deg, submultiset=True)
return add(mul(m) for m in monomials)

sage: test_poly(QQ[’x,y’1)

X3 + x72%y + xx¥y"2 + yT3 + x"2 +xxy + y2 +x+y +1
sage: test_poly(QQ[’y,x’1)

Y3 + yT2xx + y*xT2 + X3+ y2 +ykx +x"2+y +x+1
sage: test_poly(QQ[’x,y’]) == test_poly(QQ[’y,x’]1)

True

Ubung 32. Erldutern Sie die Arbeitsweise der soeben definierten Funktion test_poly.

Des weiteren erfordert das Schreiben des Polynoms in kanonischer Form die Festlegung ei-
ner Reihenfolge der Summanden. Das Ordnen nach der Gréfe der Exponenten dréngt sich
auf, wenn es nur eine Unbestimmte gibt, doch bei multivariaten Polynomen erfillt keine
Reihenfolge der Monome alle Wiinsche. Sage ermdglicht deshalb mit der Option order von
PolynomialRing die Wahl zwischen verschiedenen Moglichkeiten. Die Reihenfolge deglex
zum Beisgpiel ordnet die Monome nach dem Totalgrad, der Summe der Exponenten und bei
Gleichheit dann nach der lexikographischen Reihenfolge der Unbestimmten:

sage: test_poly(PolynomialRing(QQ, ’x,y’, order=’deglex’))
X"3 + X72%y + x*y"2 + y3 + X722 + xky + y2+x+y+1

Konstruktion von Polynomringen
Ring A[z,y] PolynomialRing(A, ’x,y’) oder A[’x,y’]
Ring Alzo,...,Zn—1] PolynomialRing(A, ’x’, n)
Ring Alzo,z1,...,%0,Y1,...] InfinitePolynomialRing(A, [’x’,’y’])
n-Tupel von Generatoren R.gens()
1., 2.,... Generator R.O, R.1,...
Unbestimmte von R = Az, y][z]... R.variable_names_recursive()
Umwandlung Afz1,z2,y] — Alz1,z2][y] p.polynomial(y)

Zugrift auf Koeflizienten
Exponenten, Koeffizienten p.exponents(), p.coefficients()
Koeffizient eines Monoms p[x~2*y] oder p[2,1]
Grad(e) gesamt, in x, partiell p.degree(), p.degree(x), p.degrees()
Leitmonom /Leitkoeffizient /Leitterm  p.1m(), p.lc(), p.1tQ)

Grundlegende Operationen
Transformation der Koeffizienten p.map_coefficients(f)
partielle Ableitung 9/0z p.dervative(x)
Auswertung p(z,y)g=a,y=» P.subs(x=a, y=b) oder p(x=a, y=b)
Homogenisierung p.homogenize ()
Hauptnenner (p € Q[z,y,...]) p.denominator

Tab. 9.1 - Polynome in mehreren Unbestimmten
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Die wichtigsten verfiighbaren Ordnungen werden in Unterabschnitt 9.3.1 genau beschrieben.
Wir werden sehen, dass die Wahl der Ordnung nicht nur eine Frage der Ausgabe ist, sondern
auch bestimmte Rechnungen beeinflusst.

Ubung 33. Definieren Sie den Ring Q|[x2, x3, . .., 37|, dessen Unbestimmte durch die Prim-
zahlen unterhalb 40 indiziert sind und mit x2, x3,...,x37 auf die Unbestimmten zugegriffen
werden kann.

Es kann sich in einigen Féllen als niitzlich erweisen, Polynome in mehreren Unbestimmten in
rekursiver Darstellung zu bearbeiten, d.h. als Elemente eines Polynomrings mit Koeffizienten,
die selber Polynome sind (siehe den Rahmen auf Seite 129)

9.1.2. Polynome

Genau wie Polynome in einer Variablen Instanzen der Klasse Polynomial sind, sind Polynome
in mehreren Variablen (in Ringen mit einer endlichen Anzahl von Unbestimmten) Instanzen
der Klasse MPolynomiall. Bei normalen Basisringen (wie Z, Q oder F,) stiitzen sie sich auf
das Programm Singular, ein CAS, das auf schnelle Rechnungen mit Polynomen spezialisiert
ist. In den iibrigen Féllen weicht Sage auf eine viel langsamere generische Implementierung
aus.

!Anders als Polynomial ist diese Klasse nicht direkt nach der Kommandozeile zuginglich:
man muss den vollstindigen Namen verwenden. Wir konnen beispielsweise mit isinstance(p,
sage.rings.polynomial.multi_polynomial.MPolynomial) testen, ob ein Objekt ein multivariates Po-
lynom ist
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9. Polynomiale Systeme

Die Ringe A[(Zn,Yn. - )neN]

Es kommt vor, dass man bei Beginn einer Rechnung nicht weifs, wieviele Variablen
gebraucht werden. Das nimmt PolynomialRing jedoch ziemlich genau: man muss mit
einer ersten Definitionsmenge beginnen und dann jedesmal, wenn eine neue Variable
hinzukommen soll, erweitern und alle Elemente konvertieren.

Polynomringe in unendlich vielen Unbestimmten bieten eine viel flexiblere Daten-
struktur. Thre Elemente konnen Variable enthalten, die aus einer oder mehreren unen-
lichen Familien von Unbestimmten genommen werden. Jeder Generator des Ringes
entpricht nicht einer einzigen Variablen, sondern einer Familie von Variablen, die
durch natiirliche Zahlen indiziert werden:

sage: R.<x,y> = InfinitePolynomialRing(ZZ, order=’lex’)

sage: p = mul(x[k] - y[k] for k in range(2)); p

x_1*x_ 0 - x_1*%y_0 - x_O*y_1 + y_1*y_0

sage: p + x[100]

x_100 + x_1*x 0 - x_1*y_0 - x_O*xy_1 + y_1%y_0O

Wir gelangen mit der Methode polynomial zu einem normalen Poly-
nomring PolynomialRing zuriick, der das DBild eines Elementes eines
InfinitePolynomialRing aus einem Ring zuriickgibt, der grof genug ist, um
alle Elemente des Ringes in unendlich vielen Variablen zu enthalten, die bis dahin
bearbeitet sind. Der erhaltene Ring ist im allgemeinen nicht der kleinste mit dieser
Eigenschaft.

Im Gegensatz zu dieser Flexibilitdt sind diese Ringe weniger effizient als Ringe aus
PolynomialRing. Aufserdem werden ihre Haupideale bei Rechnungen mit polyno-
mialen Systemen, dem zentralen Gegenstand dieses Kapitels, nicht durch solche der
normalen Polynomringe ersetzt

Polynome in mehreren Unbestimmten werden immer in diinn besetzter Darstellung kodiert?.
Wozu die Festlegung? Ein voll besetztes Polynom in n Variablen des gesamten Grades d
zahlt (":d) Monome: fiir n = d = 10 macht das 184756 zu speichernde Koeffizienten! Es
ist deshalb sehr schwierig, grosse voll besetzte Polynome so zu behandeln, wie man das bei
einer Variablen tut. Auferdem haben die Stiitzstellen (die Positionen der von () verschiedenen
Monome), denen man in der Praxis begegnet, verschiedene Formen. Wenn nun beispielsweise
ein bis zum gesamten Grad d — 1 voll besetztes Polynom in n Variablen mit groffem d durch
ein rechteckiges Schema d x ... x d dargestellt wird, ist nur etwa ein Koeffizient von n! von
null verschieden. Umgekehrt wird die diinn besetzte Darstellung durch ein Diktiondr an die
Form der Stiitzstellen sowie an die auf den Monomen geltende Ordnung angepasst.

9.1.3. Grundlegende Operationen

Legen wir etwas Terminologie fest. Sei R = A[xy,...,x,] ein Polynomring. Wir nennen Mo-
nom einen Ausdruck der Form x7"z5? ... 22", d.h. ein Produkt von Unbestimmten, das wir
abkiirzend z® nennen. Das n-Tupel ganzer Zahlen a@ = (a1, a9,...,qy) ist der Ezponent

des Monoms z“. Ein Term ist ein Monom multipliziert mit einem Element aus A, seinem
Koeffizienten.

?Die rekursive Darstellung (siehe Kasten Seite 129) liefert indessen eine teilweise voll besetzte Form multiva-
riater Polynome. Bei der Darstellung eines Polynoms aus A[z][y] im Speicher belegt jeder Koeffizient von
y* (im allgemeinen) Platz, der zu seinem Grad in z proportional ist und dem Platz proportional zum Grad
von y fiir das Polynom selbst hinzugefiigt werden muss.
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9.1. Polynome in mehreren Unbestimmten

Da die Anordnung der Terme nicht eindeutig ist, haben die Elemente von R als mathemati-
sche Objekte keinen Leitkoeffizienten. Ist bei der Erzeugung des Ringes aber eine Ordnung
festgelegt worden, ist es moglich und niitzlich, das in der Ausgabe am weitesten links stehende
Monom als Leitmonom festzulegen. Die Methoden 1m (fiir leading monomial), 1c (leading co-
efficient) und 1t (leading term) eines Polynoms in mehreren Varianten geben das Leitmonom,
dessen Koeffizienten bzw. den Term, den sie zusammen bilden, zuriick:

sage: R.<x,y,z> = QQ[]

sage: p = 7xy~2%x"2 + 3*y*x”"2 + 2xy*z + x”3 + 6
sage: p.1t()

T*x"2%y~2

Die arithmetischen Operationen +, - und * ebenso wir die Methoden dict, coefficients
und viele andere werden wie ihre Analoga in nur einer Variablen verwendet. Zu den kleinen
Unterschieden gehort, dass der Operator [] fiir die Extraktion eines Koeffizienten als Parameter
sowohl dessen Monom als auch dessen Exponenten akzeptiert:

sage: plx~2*xy] == p[(2,1,0)] == p[2,1,0] == 3
True

Ebenso miissen bei der Auswertung Daten fiir alle Variablen eingegeben oder die zu substi-
tuierenden préazisiert werden:

sage: p(0, 3, -1)

0

sage: p.subs(x = 1, z = x"2+1)
2%x"2%y + T*y~2 + bxy + 7

Die Methode subs kann auch gleichzeitig eine beliebige Anzahl von Variablen ersetzen, sie-
he die Dokumentation hinsichtlich anspruchsvollerer Beispiele. Der Grad kann als gesamte
Summe der Exponenten (total) und fiir einzelne Variablen (partiell) ausgegeben werden:

sage: print "total={d} (nur x)={dx} partiell={ds}"\
e .format (d=p.degree(), dx=p.degree(x), ds=p.degrees())
total=4 (nur x)=3 partiell=(3, 2, 1)

Andere Konstruktionen erfahren evidente Anpassungen, beispielsweise erhdlt die Methode
derivative diejenige Variable als Parameter, nach der abgeleitet werden soll.

9.1.4. Arithmetik

Aufer den elementaren syntaktischen und arithmetischen Operationen sind die in Sage ver-
fiigbaren Funktionen generell auf Polynome auf einem Korper und zuweilen auf Z oder Z/nZ
beschriankt. In diesem Kapitel bewegen wir uns auf einem Koérper, wenn anders nicht explizit
erwihnt.

Die euklidsche Polynomdivision hat nur in einer Variablen Sinn. In Sage bleiben die Metho-
de quo_rem und die zugehorigen Operatoren // und % fiir multivariate Polynome dennoch
definiert. Die ,Division mit Rest®, die damit berechnet wird, geniigt der Beziehung

(p//q)*q + (phq) ==
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9. Polynomiale Systeme

und stimmt mit der euklidschen Division {iberein, wenn p und ¢ nur von einer Variablen
abhingen. Das ist dann aber selbst keine euklidsche Division und sie ist nicht kanonisch. Sie
erweist sich dennoch als niitzlich, wenn die Division exakt ist oder wenn der Divisor ein Monom
ist. In den iibrigen Féllen ziehen wir die in Unterabschnitt 9.2.3 beschriebene Funktion mod
der Funktion quo_rem und ihren Varianten vor, weil sie ein Polynom modulo eines Haupideals
reduziert und die Festlegung der Ordnung der Monome beriicksichtigt:

sage: R.<x,y> = QQ[l; p=x"2+y"2; gq=x+7y

sage: print("({quo})*({q}) + ({rem}) == {p}".format( \
cet quo=p//q, q=q, rem=pkq, p=p//q*q+phq))
(-x + y)*(x + y) + (2%x72) == x"2 + y~2

sage: p.mod(q) # ist NICHT &quivalent zu piq

Die Methoden divides, gcd, lcm oder auch factor haben die gleiche Bedeutung wie bei
nur einer Variablen. Wegen fehlerhafter euklidscher Division sind die ersteren bei Koeffizi-
enten beliebigen Typs nicht einsetzbar, sie funktionieren jedoch auf diversen gebriduchlichen
Korpern, beispielsweise dem Koérper der Zahlen:

sage: R.<x,y> = QQlexp(2*I*pi/5)][]

sage: (x710 + y~5).gcd(x"4 - y~2)

X2 +y

sage: (x~10 + y~5).factor()

(x72 + y) * (x72 + (273)*xy) * (x72 + (a”2)*xy) * (x°2 + (a)*y) * (x°2 +
(-a”3 - a”2 - a - 1)*y)

9.2. Polynomiale und ideale Systeme

Nun wenden wir uns dem zentralen Gegenstand dieses Kapitels zu. Die Unterabschnitte 9.2.1
und 9.2.2 bieten ein Panorama der verschiedenen Moglichkeiten, mit Hilfe von Sage Lésungen
eines Systems von polynomialen Gleichungen zu finden und zu verstehen. Der Unterabschnitt
9.2.3 ist den diesen Systemen zugeordneten Haupidealen gewidmet. Die danach folgenden
Abschnitte kommen auf die Werkzeuge zur algebraischen Elimination und zur Losung dieser
Systeme vertiefend zuriick.

9.2.1. Ein erstes Beispiel

Wir betrachten eine Variante des polynomialen Systems aus Abschnitt 2.2:

2yz =18
rylz =24 (9.1)
:Eyz4 = 6.

Operationen auf Polynomen mit mehreren Unbestimmten
Teilbarkeit p | ¢ p.divides(q)
Faktorisierung p.factor()
ggT, kgV  p.gcd(q), p.lcm(q)
P-
P

Test ob quadratfrei is_squarefree
Resultante Res;(p, q) resultant(q, x)

Tab. 9.2 - Arithmetik
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9.2. Polynomiale und ideale Systeme

Sages Funktion solve hatte uns nur erlaubt, eine numerische Losung zu finden. Wir sehen
jetzt, wie es Sage gelingt, das System exakt zu l16sen, und mit etwas Unterstiitzung durch den
Anwender einfache geschlossene Formen fiir alle Losungen zu finden3.

Auflisten der Losungen Wir beginnen damit, das Problem in mehr algebraische Form zu
bringen, indem wir das Ideal von Q[z,y, z] mit diesen Gleichungen bilden:

sage: R.<x,y,z> = QQ[]

sage: J = R.ideal(x"2 * y * z - 18,
X % y°3 x z - 24,
X *y *x2z"4 - 6)

Wie wir in Unterabschnitt 9.2.3 sehen werden, erlaubt uns der folgende Befehl zu verifizieren,
dass das Ideal J die Dimension null hat, d.h. dass das System (9.1) auf C? eine endliche Zahl
von Losungen besitzt.

sage: J.dimension()
0

Der erste Reflex ist nun, mit der Methode variety alle Losungen des System zu berechnen.
Ohne Parameter liefert sie alle Losungen auf dem Basiskorper des Polynomrings:

sage: J.variety()
({y: 2, z: 1, x: 3}]

Die bereits gefundene Losung (3,2, 1) ist demnach die einzige Losung des Systems.

Der folgende Schritt besteht in der Auflistung der komplexen Lisungen. Um das exakt zu tun,
arbeiten wir auf dem Kérper der algebraischen Zahlen. Wir bekommen 17 Losungen:

sage: V = J.variety(QQbar)
sage: len(V)
17

Die letzten drei Lisungen haben folgendes Aussehen:

sage: V[-3:]

[{z: 0.93247222940435587 - 0.36124166618715307*I, y: -1.7004342714592297
+ 1.0528643257547127*1, x: 1.3372150673296157 - 2.6854898740651877*1},
{z: 0.93247222940435587 + 0.36124166618715307*I, y: -1.7004342714592297
- 1.0528643257547127+I, x: 1.3372150673296157 + 2.6854898740651877*1},
{z: 1, y: 2, x: 3}]

Die Losungspunkte werden als Diktiondr ausgegeben, dessen Schliissel die Generatoren von
QQbar[’x,y,z’] sind (und nicht von QQ[’x,y,z’], von wo mit einem kleinen Umweg darauf
zugegriffen werden kann), und die Koordinaten des Punktes die zugehorigen Werte. Aufser
dem vorhin identifizierten Wert der rationalen Losung sind die ersten Koordinaten sdmtlich
algebraische Zahlem 16. Grades:

*Weil der Zweck der Ubung ist, die Werkzeuge zur Losung von polynomialen Systemen zu erliutern, lassen
wir die Moglichkeit aufer acht, (9.1) durch Logarithmieren in lineare Gleichungen zu iiberfiihren!

185



9. Polynomiale Systeme

sage: (xx, yy, 2zz) = QQbar[’x,y,z’].gens()
sage: [ ptlxx].degree() for pt in V ]
(16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 16, 1]

Rechnen mit den Losungen und Ermitteln ihrer Struktur. Wir haben eine exakte Darstel-
lung der komplexen Losungen des Systems (9.1) bekommen, doch ist diese Darstellung nicht
offen explizit. Das ist nicht schlimm: mit den Koordinaten als Elementen von QQbar kénnen
hier die exakten Rechnungen ausgefiihrt weren.

Beispielsweise ist es nicht schwierig zu sehen, dass wenn (z,y,z) eine Losung des Systems
(9.1) ist, dann auch (|z|, |y|, |z]). Konstruieren wir die Menge der (|z|,|y|, |z|) fiir die Lésung

(z,y,2):

sage: Set(tuple(abs(pt[i]) for i in (xx,yy,zz)) for pt in V)
{3, 2, D}

Alle Werte von 2 (bzw. von y) sind daher vom selben Modul. Besser noch, wir kénnen verifi-
zieren, dass die Substitution

(z,y,2) — (wr,wy,wlz) mit w= 2/ (9.2)

dass System unverdndert l&sst. Insbesondere sind die letzten Koordinaten der Lésungen genau
die 17. Einheitswurzeln, was uns deshalb dank der Moglichkeit, auf den algebraischen Zahlen
genau zu rechnen, sicher sein l&sst:

sage: w = QQbar.zeta(l7); w # Primitivwurzel von 1
0.93247222940435587 + 0.36124166618715307*1I

sage: Set(ptl[zz] for pt in V) == Set(w~i for i in range(17))
True

Losungen des Systems sind daher die Tripel (3w,2w?,w%) fiir w!” = 1. Und das sagt doch
alles.

Ubung 34. Zu suchen sind die reellen Losungen (nicht blof die rationalen), um unmittelbar
zu verifizieren, dass es nur (3,2,1) gibt. Finden Sie durch Berechnung mit Sage auch die
Substitution (9.2), darin auch den Wert 17 fiir die Ordnung von w als Wurzel der Einheit.

Zum gleichen Ergebnis hitten wir auch durch einen Blick auf die Minimalpolynome der Ko-
ordinaten der Punkte in V' kommen konnen. Wir erkennen, dass die gleiche Koordinate fiir
alle anderen Losungspunkte als (3,2, 1) dasselbe Minimalpolynom hat. Das gemeinsame Mi-
nimalpolynom ihrer dritten Koordinate ist nichts anderes als das zyklotome Polynom ®47.

sage: set(pt[zz].minpoly() for pt in V[:-1])
{x~16 + x"15 + x~14 + x~13 + x~12 + x~11 + x~10 + x"9 +
X8 + x 7T +x"6+ x5 +x"4+x3+x"2+x+ 1}

Die gemeinsamen Minimalpolynome der ersten und der zweiten Koordinate sind 3'¢-®7(2/3)
bzw. 216 . (1)17(.%'/2)
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Geschlossene Formeln. Ein expliziter Ausdruck fiir die Lésungen ist deshalb durch Riickgriff
auf die Exponentialschreibweise der komplexen Zahlen méglich:

sage: def polar_form(z):

rho = z.abs(); rho.simplify()

theta = 2 * pi * z.rational_argument()

et return (SR(rho) * exp(Ixtheta))

sage: [tuple(polar_form(pt[i]) for i in [xx,yy,zz]) for pt in V[-3:]]
[(3%e~(-6/17*I*pi), 2%e~(14/17*I*pi), e~(-2/17*I*pi)),

(3%~ (6/17xI*pi), 2xe~(-14/17+I*pi), e~(2/17*Ixpi)), (3, 2, 1)]

Wiéren wir nicht auf die Idee gekommen, die Elemente von V als Potenzen zu schreiben, hétte
das am Ende geniigt.

Vereinfachung des Systems. Es ist auch ein anderer Ansatz moglich. Statt nach Losungen
zu suchen, versuchen wir, eine einfachere Form des Systems zu berechnen. Die grundlegenden
Werkzeuge, die Sage dafiir anbietet, sind die Dreieckszerlegung und die Grébnerbasen. Wir
werden im weiteren sehen, was sie exakt berechnen; versuchen wir schon einmal, sie mit diesem
Beispiel zu verwenden:

sage: J.triangular_decomposition()

[Ideal (z~17 - 1, y - 2xz~10, x - 3*z~3) of Multivariate
Polynomial Ring in x, y, z over Rational Field]

sage: J.transformed_basis()

[z°17 - 1, -2%z"10 + y, -3/4xy~2 + x]

Auf die eine Weise wie auf die andere erhalten wir das dquivalente System
27 =1 Y= 2210 g = 323,

dasselbe wie V = {(3w?,2w!%, w) | w7 = 1}. Das ist wieder eine unmittelbare Parameterdar-
stellung der kompakten Schreibweise der oben bereits von Hand gefundenen Losungen.

9.2.2. Was heillt Losen?

Ein polynomiales System, das Léungen besitzt, hat davon oft unendlich viele. Die sehr einfache
Gleichung z2 —y = 0 ldsst auf Q2 unendlich viele Lésungen zu, ganz zu schweigen von R? oder
C?. Es ist dann nicht mdglich sie aufzulisten. Das beste, was man tun kann, ist die Menge der
Loésungen ,s0 explizit wie méglich® zu beschreiben, d.h. eine Darstellung zu berechnen, aus der
die interessierenden Informationen leicht extrahiert werden kénnen. Die Situation ist &hnlich
wie bei linearen Systemen, fiir die (im homogenen Fall) eine Basis des Kerns des Systems eine
gute Beschreibung des Losungsraumes ist.

In dem Spezialfall, wo die Anzahl der Losungen endlich ist, wird es moglich, ,sie zu berech-
nen”. Doch versucht man auch in diesem Fall, die Lésungen in Q oder einem endlichen Kérper
F, aufzulisten? Um numerische Néherungen der reellen oder komplexen Losungen zu finden?
Oder auch, wie im Beispiel aus dem vorigen Abschnitt, die letzteren mit Hilfe algebraischer
Zahlen darzustellen, d.h. beispielsweise die Minimalpolynome ihrer Koordinaten zu berech-
nen?
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Dasselbe Beispiel illustriert, dass andere Darstellungen der Losungsmenge als eine einfache
Liste vor allem dann aussagekréftiger sein kdnnenn, wenn die Losungen zahlreich sind. Somit
ist eine Aufzidhlung nicht zwangsldufig die beste Art des Vorgehens, selbst wenn das moglich
ist. Kurzum, wir versuchen nicht so sehr, Lésungen zu finden, sondern mit ihnen zu rechnen,
um daraus dann geméfs der Aufgabenstellung die Informationen zu gewinnen, fiir die wir uns
eigentlich interessieren. Dieses Kapitel erkundet verschiedene Werkzeuge, dies zu erreichen.

9.2.3. Ideale und Systeme

Wenn s Polynome py,...,ps € K[z] in einem Punkt  mit Koordinaten aus K oder einer
Erweiterung von K null werden, dann verschwindet auch jedes Element des Ideals, das sie
erzeugen, im Punkt x. Es ist deshalb nur natiirlich, dem polynomialen System

p1(®) =pa(x) = ... =pg(x) =0

das Ideal J = (p1,...,pq) C K[x] zuzuordnen. Zwei polynomiale Systeme, die dasselbe Ideal
erzeugen, sind in dem Sinne Aquivalent, dass sie die gleichen Ldsungen haben. Ist L ein K
enthaltender Korper, dann nennen wir die Menge

Vi(J)={z e L" | Vp € Jp() = 0} = {z € L" | pi(a) = ... = py() = 0}

der Losungen des Systems mit Koordinaten aus L eine algebraische Subvarietit. Verschiedene
Ideale konnen dieselbe Varietit zugeordnet haben. Beispielsweise haben die Gleichungen x = 0
und 22 = 0 in C dieselbe eindeutige Lésung, obwohl wir (z2?) C (x) haben. Was ein von
einem polynomialen System erzeugtes Ideal vor allem bringt, ist die intuitive Schreibweise der
,Losung mit Multiplizitaten®.

So driicken die beiden folgenden Systeme jedes den Schnitt des Einheitskreises mit dem Gra-
phen der Gleichung ax?y? = 1 aus, wobei jeweils zwei gleichseitige Hyperbeln auftreten (siehe

Abb. 9.1):
) (s) x2+y2:1 (S) x2+y2:1 (9.3)
Y 1602y =1 N sy =1 '

Das System (S7) besitzt auf C acht Losungen, alle mit reellen Koordinaten. Verzerrt man
(S2) durch Verénderung des Parameters «, haben sich die beiden Losungen auf jedem Ast der
Hyperbel soweit angendhert, dass sie verschmelzen. Das System So hat nur vier Losungen,
jede in gewissem Sinne zweifach. Wiirde o noch weiter verringert, gibe es keine reelle Losung
mehr, dafiir aber acht komplexe.
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(a) (S1) (b) (S2)

sage: R.<x,y> = QQI]

sage: J = R.ideal(x"2 + y~2 - 1, 16%x"2*y~2 - 1)

sage: opts = {’axes’:True, ’gridlines’:True, ’frame’:False,
e Yaspect_ratio’:1, ’axes_pad’:0, ’fontsize’:12,
e ’xmin’:-1.3, ’xmax’:1.3, ’ymin’:-1.3, ’ymax’:1.3}
sage: (ideal(J.0).plot() + ideal(J.1).plot()).show(**opts)*

Abb. 9.1 - Schnitt zweier ebener Kurven, siehe die Systeme (9.3)

Rechnung modulo eines Ideals. Wie im Fall der Polynome mit nur einer Unbestimmten
erlaubt Sage die Definition von Idealen® J C K][z], von Quotientenringen K[z]/J und natiirlich
das Rechnen mit den Elementen dieser Quotientenringe. Das (S7) zugeordnete Ideal J; wird
gebildet mit

sage: R.<x,y> = QQI]
sage: J = R.ideal(x"2 + y~2 - 1, 16%x"2%y~2 - 1)

Dann kénnen wir den Quotienten von K[z] durch J; ausfithren, dabei Polynome auswerfen,
mit Aquivalenzklassen modulo J; rechnen und sie als Reprisentanten ,aufleben” lassen:

sage: ybar2 = R.quo(J)(y~2)

sage: [ybar2~i for i in range(3)]
[1, ybar~2, ybar~2 - 1/16]

sage: ((ybar2 + 1)~2).1ift()
3*xy~2 + 15/16

Hier gibt es eine theoretische Schwierigkeit. Die Elemente von K[x]/J werden in Normal-
form dargestellt, was erforderlich ist, um zwei Elemente auf Gleichheit testen zu kénnen. Nun
ist diese Normalform aus dem in Unterabschnitt 9.1.4 schén erwdhnten Grund nicht eindeu-
tig zu definieren: die Division des Reprisentanten einer Aquivalenzklasse p + J durch einen
Hauptgenerator von J, die zum Rechnen auf K[z]/J gebraucht wird, hat bei mehreren Va-
riablen keine Entsprechung. Begniigen wir uns fiir den Moment damit, dass nichtsdestotrotz
eine Normalform existiert, die von der bei der Erzeugung des Ringes festgelegten Ordnung
auf den Elementen abhdngt und die auf einem besonderen System von Erzeugenden beruht,
die Grobnerbasen heifsen. Der Abschnitt 9.3 am Ende dieses Kapitels ist der Definition der
Grobnerbasen gewidmet und soll zeigen, wie wir sie bei den Rechnungen verwenden kdnnen.
Sobald erforderlich, berechnet Sage Grébnerbasen automatisch; diese Rechnungen sind gele-
gentlich jedoch sehr aufwendig, besonders wenn die Anzahl der Variablen sehr grofs ist, sodass
die Rechnung auf einem Quotientenring schwierig sein kann.

Kehren wir zu Sage zuriick. Wenn p € J ist, schreibt der Befehl p.1ift(J) p als lineare
Kombination mit Polynomen des Generators von J als Koeffizienten:

sage: u = (16xy~4 - 16*xy~2 + 1).1ift(J); u
[16*y~2, -1]

“Dieser Code erzeugt nur Teil (a); um Teil (b) zu erhaltem muss die Definition von J geindert werden.

5Vorsicht: die Objekte InfinitePolynomialRing haben ebenfalls eine Methode ideal, die aber nicht dasselbe
Verhalten zeigt wie bei den normalen Polynomringen. (Ein beliebiges Ideal von k[(zn)nen] hat keinen
Grund, endlich erzeugt zu sein!) Diese Objekte werden im weiteren Verlauf des Kapitels nicht verwendet.
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sage: ul0]*J.0 + ul[1]%J.1
16xy~4 - 16xy~2 + 1

Zu einem beliebigen Polynom ergibt der Ausdruck p.mod(J) die Normalform von p modulo
J, die als Element von K[| gesehen wird:

sage: (y~4).mod(J)
y°2 - 1/16

Achtung: wenn J.reduce (p) auch zu p.mod (J) dquivalent ist, so gibt andererseits die Variante
p-reduce([pl, p2, ...]) einen Reprasentanten von p + J zuriick, der nicht unbedingt in
Normalform ist (siehe Unterabschnitt 9.3.2).

sage: (y~4).reduce([x"2 + y~2 - 1, 16*x"2*xy~2 - 1])
y~4

Durch Kombination von p.mod(J) und p.1ift(J) kénnen wir ein Polynom p in eine Linear-
kombination mit polynomialen Koeffizienten des Generators von J plus einem Rest zerlegen,
der genau dann verschwindet, wenn p € J ist.

Radikal eines Ideals und Lésungen. Der wesentliche Punkt bei der Entsprechung von Idea-
len und Varietéten ist der Hilbertsche Nullstellensatz. Sei K ein algebraischer Abschluss von
K.

SATZ (Nullstellensatz). Seien pi,...,ps € K[zl und Z C K™ die Menge der gemeinsamen
Nullstellen von p;. Ein Polynom p € K[z] verschwindet auf Z identisch, genau dann, wenn

eine ganze Zahl k existiert, sodass p* € (p1,...,p2) ist.
Ideale
Ideal (p1,p2) C R R.ideal(pl, p2) oder (pl, p2)*R
Summe, Produkt, Potenz I + J, IxJ, I-k
Schnittmenge I N J I.intersection(J)
Quotient I : J ={p|pJ € I} I.quotient(J)
Radikal v/J J.radical()
Reduktion modulo J J.reduce(p) oder p.mod(J)
Sektion von R - R/J p.lift(J)
Quotientenring R/J R.quo(J)
homogenisiertes Ideal ~ J.homogenize ()

Einige vordefinierte Ideale
srrelevantes Ideal* (z1,...,7,) R.irrelevant_ideal()
Jacobi-Ideal (Op/dz;); p.jacobian_ideal()
szyklische Wurzeln“ (9.11) sage.rings.ideal.Cyclic(R)
Korpergleichungen ! = z; sage.rings.ideal.FieldIdeal(GF(q)[’x1,x2°])

Tab. 9.3 - Ideale

Dieses Result liefert ein algebraisches Kriterium fiir den Test, ob ein polynomiales System
Losungen besitzt. Das konstante Polynom 1 wird auf Z genau dann identisch 0, wenn Z leer
ist. Deshalb hat das System pi(z) = ... = ps(z) genau dann Lésungen in K, wenn 1 im Ideal
(p1,...,ps) nicht enthalten ist. Beispielsweise schneiden sich die Kreise mit dem Radius 1 und
den Zentren in (0,0) und 4,0 im Komplexen:

sage: 1 in ideal(x~2+y~2-1, (x-4)"2+y~2-1)
False
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Andererseits hat das System keine Losung mehr, wenn z = y hinzugefiigt wird. Wir kénnen
einen trivialen Beweis angeben, um zu verifizieren, dass es schon ein Widerspruch ist, wenn
wir eine Kombination von untereinander widerspruchsfreien Gleichungen zeigen, die sich auf
1 = 0 reduzieren lasst. Die Rechnung

sage: R(1).1lift(ideal(x"2+y~2-1, (x-4)"2+y~2-1, x-y))
[-1/28xy + 1/14, 1/28*y + 1/14, -1/7*x + 1/7*y + 4/7]

liefert in unserem Fall die Beziehung
1
28 (—y+2)@+y*+ 1)+ (y+2) (z -4 +y* = 1) + (—dz + 4y + 16)(z — y)) = L.

In Begriffen der Ideale bestétigt der Nullstellensatz, dass die Menge der Polynome, die auf
der einem Ideal J zugeordneten Varietdt Vz(J) identisch null sind, das Radikal dieses Ideals
ist, das definiert ist durch

Vi={peKl|3keNp e},

Wir haben
V((\ﬁ) —V(J),

doch intuitiv werden beim Ubergang zum Radikal die ,Multiplizititen vergessen®. Somit ist
das Ideal J; sein eigenes Radical (man sagt, es sei radikal), wohingegen das (S3) zugeordnete
Ideal Jy der Beziehung Jc+/.Jo geniigt:

sage: J1 = (x72 + y~2 - 1, 16#x"2%y~2 - 1)#*R
sage: J2 = (x72 + y~2 - 1, 4*xx"2xy~2 - 1)*R

sage: Jl.radical() == J1

True

sage: J2.radical()

Ideal (2*y~2 - 1, 2*x”2 - 1) of Multivariate Polynomial Ring in x, y
over Rational Field

sage: 2*xy~2 - 1 in J2

False

Systeme, Ideale und die Kryptographie

Die spezifischen Module sage.rings.polynomial.multi_polynomial_sequence
und sage.crypto.mq bieten Werkzeuge fiir den Umgang mit polynomialen Syste-
men, indem sie der besondere Gestalt der Gleichungen Rechnung tragen und nicht
nur dem Ideal, das sie erzeugen. Das ist niitzlich fiir die Arbeit mit grofen struk-
turierten Systemen, wie solchen, die bei der Kryptographie vorkommen. Das Modul
sage.crypto definiert auch mehrere polynomiale Systeme, die den klassischen kryp-
tographischen Konstruktionen zugeordnet sind.
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Operationen auf Idealen. Es ist auch moglich, mit den Idealen selbst zu rechnen. Erinnern
wir uns, dass die Summe zweier Ideale definiert ist durch

I+J={p+q|pelundqge J}=(IUJ).
Sie entspricht geometrisch der Schnittmenge der Varietéten:
VI+J)=V({I)NnV(J).

Somit wird das (S7) zugeordnete Ideal J; als Summe von C = (2% + y%> — 1) und H =
(162%y% — 1) geschrieben, welche den Kreis bzw. die doppelte Hyperbel definieren. In Sage:

sage: C = ideal(x"2 + y~2 - 1); H = ideal(16*x~2*xy~2 - 1)
sage: C + H == J1
True

Der Test auf Gleichheit stiitzt sich auch auf eine Berechnung der Grobnerbasis.

Die Schnittmenge, das Produkt und der Quotient geniigen ebenfalls den Gleichungen

INJ ={p|pelundqeJ} ViIndJ) =V({I)uVv({J)
-7 ={p|lpelundqge.} V(I-J) =V(I)uV(J)
I:J ={p|pJCl} V(I :J) =VI\V(J)

und werden berechnet, wie in Tabelle 9.3 gezeigt. Die iiberstrichene Schreibweise X bezeichnet
hier den Abschluss von Zariski von X, d.h. die kleinste algebraische Subvarietit, die X enthilt.
Beispielsweise ist die Kurve in Abb. 9.1 (a) die Menge der Nullstellen der Polynome von CNH
und der Quotient (CNH) : (4dxy — 1) entspricht der Vereinigungsmenge des Kreises und einer
der beiden Hyperbeln.

sage: CH = C.intersection(H).quotient(ideal (4*x*y-1)); CH
Ideal (4*x~3%y + 4*x*y~3 + x~2 - 4d*x*y + y~2 - 1) of
Multivariate Polynomial Ring in x, y over Rational Field
sage: CH.gen(0).factor()

(4xx*xy + 1) * (x"2 + y°2 - 1)

Dagegen ist die erhaltene Kurve keine algebraische Subvarietét, wenn eine endliche Anzahl
von Punkten aus V(H) entfernt wird, wie etwa:

sage: H.quotient(C) ==
True

Dimension. Jedem Ideal J C K|z] ist zudem eine Dimension zugeordnet, die intuitiv der
maximalen ,Dimension* der ,Komponenten* der Varietdt V(J) auf einem abgeschlossenen
algebraischen Kérper entspricht®. Zum Beispiel haben wir:

sage: [J.dimension() for J in [J1, J2, C, H, H*J2, J1+J2]]
[O’ Or 1’ 11 1’ _1]

In der Tat werden V' (J;) und V(J2) von einer endlichen Anzahl von Punkten gebildet, V(C)
und V(H) sind Kurven, V(H - J3) ist eine Vereinigung von Kurven und isolierten Punkten,

5Tm Unterabschnitt 9.3.3 geben wir eine strengere, wenn auch weniger erhellende Definition. Wegen einer
ausfiihrlicheren Behandlung siehe die am Anfang des Kapitels erwihnten Literaturhinweise.
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und V' (J; + J2) ist leer. Systeme mit der Dimension null, das sind solche, die ein Ideal der
Dimension null erzeugen, oder auch (bei Systemen mit gebrochenen Koeffizienten), die nur
eine endliche Anzahl von Lésungen besitzen, haben im weiteren Verlauf des Kapitels eine
besondere Bedeutung, weil sie meistens diejenigen sind, die wir explizit 16sen kdnnen.

9.2.4. Elimination

Eine Variable in einem Gleichungssystem zu eliminieren heifst ,Folgen zu finden oder besser
salle Folgen“ des Systems, die von dieser Variablen unabhingig sind. Anders gesagt handelt
es sich darum, Gleichungen zu finden, die jeder Losung geniigen, in denen die eliminierte
Variable aber nicht vorkommt, was sie oft leichter analysierbar macht.

Beispielsweise konnen wir aus dem folgenden Gleichungssystem

% +y — 22 =0
{xy ¢ (9.4)

204+ 2y+2=1

x eliminieren, indem wir die erste Gleichung von der zweiten abziehen. s kommt y + 3z = 1,
was zeigt, dass jedes Losungstripel (z,y, z) von (9.4) die Form (x,1 — 3z, ) hat.

Allgemeine polynomiale Systeme: Elimination, Geometrie
Eliminationsideal J N A[z,t] C K[z,y, 2,t] J.elimination_ideal(x, y)
Resultante Resz(p,q) p.resultant(q, x)
Dimension J.dimension()
Art J.genus()

Dimension null (endliche Lésungsmenge)
Losungen in L O K J.variety(L)
Dimension des Quotienten auf K J.vector_space_dimension()
Basis des Quotienten J.normal_basis()
Dreieckszerlegung J.

triangular_decomposition()

Tab. 9.4 — Losung polynomialer Gleichungssysteme.

Dann kénnen wir verifizieren, dass jede ,partielle Losung“ (1 — 3z, z) zu einer (eindeutigen)
Losung von (9.4) (2251,1 — 3z, 2) erweitert wird. Das illustriert, dass der Gauk-Algorithmus
lineare Systeme durch Elimination 10st, im Gegensatz beispielsweise zu den Formeln von

Cramer.

Eliminationsideale. Im Kontext der polynomialen Systeme sind die ,,Folgen“ der Gleichun-

gen pi(z) = ... = ps(x) = 0 die Elemente des Ideals (pi,...,ps). Wenn J ein Ideal von
K[x1,...,xy,] ist, dann nennen wir die Menge
J.=JN K[wk+1, ce ,:L‘n] (95)

der Elemente von J, wobei nur die letzten n—k Variablen auftreten, das k-te Eliminationsideal
von J.

In Sage wird der Methode elimination_ideal die Liste der zu eliminierenden Variablen
iibergeben. Achtung: sie gibt nicht Ji C K[zgy1,...,2y] zuriick, sondern das Ideal (J;) von
K[zgi1, ..., 2], das von diesem erzeugt wird. Fiir das lineare System (9.4) findet man
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sage: R.<x,y,z> = QQ[]

sage: J = ideal(2*x+y-2xz, 2%x+2*y+z-1)

sage: J.elimination_ideal(x)

Ideal (y + 3*z - 1) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z

over Rational Field

sage: J.elimination_ideal([x,yl)

Ideal (0) of Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over Rational Field

Mathematisch interpretieren wir diese Resultate so: wir haben J N Qy,z2] = (y +3z — 1) C
Qly, z] und L N Q[z] = Q[z], d.h. Q[z] C J. (Tatséchlich entspricht das Ideal von (0) dem
reduzierten System mit der einzigen trivialen Gleichung 0 = 0, von der jedes Polynom eine
Losung ist.) Freilich ist das keine empfehlenwerte Vorgehensweise zur Losung eines linearen
Systems: die in Kapitel 8 diskutierten spezifischen Werkzeuge sind viel effizienter!

Als weniger triviales Beispiel greifen wir das System (S7) aus Unterabschnitt 9.2.3 wieder auf
(siehe Abb. 9.1 (a)):

sage: R.<x,y> = QQI]
sage: J1 = ideal(x"2 + y~2 - 1, 16*x"2xy~2 - 1)

Die Eliminierung von y liefert ein Ideal von Q[z] - daher Haupideal -, das von einem Polynom
g erzeugt wird. Dessen Wurzeln sind die Abszissen

+v2++3
2

der acht Losungen von (S7):

sage: g = Jl.elimination_ideal(y).gens(); g

[16*%x~4 - 16%x~2 + 1]

sage: SR(g[0]).solve(SR(x)) # geldst durch Radikale

[x == -1/2*sqrt(sqrt(3) + 2), x == 1/2%sqrt(sqrt(3) + 2),
x == -1/2%sqrt(-sqrt(3) + 2), x == 1/2*sqrt(-sqrt(3) + 2)]

Durch Wiedereinsetzten jedes der zu (51) gefundenen z-Werte erhalten wir ein (redundantes)
Gleichungssystem nur in y, welches die entsprechenden beiden Werte von y zu berechnen
erlaubt.

Eliminieren = Projizieren. Das vorstehende Ergebnis illustriert, dass die Elimination von y
aus einem Gleichungssystem geometrisch der Projektion m der Losung der Varietit auf einer
Hyperebene der Gleichung y =const. entspricht. Aber betrachten wir getrennt davon die ideale
C = (x> +9?>—1) und H = (162%y> — 1), deren J; die Summe ist, und eliminieren wir y
erneut:

sage: C.elimination_ideal(y).gens()
(o]
sage: H.elimination_ideal(y) .gens()

[o]

Was C' betrifft, ist das keine Uberraschung. Der Kreis {(z,y) € R? | 2% 4+ y* = 1} wird zwar
auf [—1, 1] projiziert, doch es ist klar, dass es nicht darauf ankommt, welcher x-Wert in die
eindeutige Gleichung 22 4 y? — 1 = 0 wieder eingesetzt wird und dass die erhaltene Gleichung
in y kompleze Losungen hat. Was die Eliminierung von gy in C iibertrigt, ist die Projektion
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auf die erste Koordinate des komplexen Kreises {(z,y) € C? | 2? + y? = 1}, und das ist das
ganze C.

Die Situation bei H ist ein klein wenig komplizierter. Die Gleichung 162%y? = 1 hat keine,
auch keine komplexe Losung. Diesmal haben wir

Ve(H NQ[z]) = C ¢ w(Ve(H)) = C\{0} .

Tatséchlich ist die Projektion der Hyperbel C\ {0} keine algebraische Subvarietdt. Die Moral
von der Geschicht’: die Elimination entspricht wohl der Projektion (auf einen algebraisch
abgeschlossenen Korper), doch berechnet sie nicht die exakte Projektion einer affinen Varietét,
sondern nur deren Zariski-Abschluss.

Abb. 9.2 - Ein Teil der durch (9.6) definierten Kurve in (z,y,t) und ihre Projektion auf die Ebene ¢ = 0.

Anwendungen: ein wenig Geometrie der Ebene. Wenn X C CF durch eine rationale Pa-
rametrisierung gegeben ist:

X = {(fl(t)’fQ(t)v' . 'afk(t))}’ fla .. ~afk € Q(tla .. -atn)a

soll eine implizite Gleichung fiir X gefunden werden, die den Teil von C*¥*™ auf den Unterraum
von (z1, ..., x;) =~ C¥ projiziert, der durch die Gleichungen x; = f;(#) definiert ist. Das ist eine
Aufgabe fiir die Elimination. Betrachten wir die klassische Parametrisierung des Kreises

1—¢2 2t

_ _ 2 9.6
TTi1re YT ixe (9:6)

der dem Ausdruck von (siné, cos#) als Funktion von tan(6/2) zugeordnet ist. Sie wird durch
polynomiale Beziehungen tibertragen, die ein Ideal von Q[x,y, ] definieren:
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sage: R.<x,y,t> = QQ[]

sage: Param = R.ideal ((1-t"2)-(1+t72)*x, 2*t-(1+t"2)*y)
Eliminieren wir ¢:

sage: Param.elimination_ideal(t).gens()

Wir erhalten eine Kreisgleichung. Wir konnen bemerken, dass diese Gleichung in (z,y) =
(—1,0) null wird, obwohl die Parametrisierung (9.6) diesen Punkt nicht enthilt, denn der
Kreis, der einen Punkt nicht enthilt, ist keine algebraische Subvarietét.

Ein anderes Beispiel: Zeichnen wir mit Sage (sieche Abb. 9.3) einige Kreise (C;) der Gleichung

241
2

C: 22+ (y—t)7?= (9.7)

sage: R.<x,y,t> = QQ[]

sage: eq = x"2 + (y-t)"2 - 1/2%(t"2+1)

sage: fig = add((eq(t=k/5)*QQ[x,y]).plot() for k in (-15..15))
sage: fig.show(aspect_ratio=1, xmin=-2, xmax=2, ymin=-3, ymax=3)
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Abb. 9.3 - Eine Familie von Kreisen und ihre Evolvente

Wir sehen die Ewvolvente der Familie der Kreise zum Vorschein kommen, eine ,Grenzkurve®,
die alle C; beriihrt, die man informell als Menge der ,Schnittpunkte der unendlich nahe ange-
ndherten Kreise der Familie beschreiben kann.

Genauer, wenn f eine differenzierbare Funktion ist und die Kurve C; hat fiir alle ¢ die Gleichung
f(z,y,t) = 0, dann ist die Evolvente von (C;) die Menge der (z,y), fiir die gilt

d
Jt, f(z,y,t) =0 und F{(z,y, z) =0. (9.8)
Bei den Kreisen (9.7) ist die Funktion f(x,y, z) ein Polynom. Ihre Evolvente ist die Projektion

auf die x,y-Ebene der Losungen von (9.8), weshalb wir durch Berechnung des Eliminations-
ideals folgende Gleichung bestimmen kdénnen:
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sage: env = ideal(eq, eq.derivative(t)).elimination_ideal(t)
sage: env.gens()
[2¥x~2 - 2*xy~2 - 1]

Die gefundene Kurve ist nur noch zu zeichnen:

sage: env.change_ring(QQ[x,y]l).plot((x,-2,2), (y,-3,3))

Resultante und Elimination. Die Operationen der Elimination in den vorstehenden Bei-
spielen stiitzen sich implizit auf Grébnerbasen, die von Sage automatisch berechnet werden.
Wir sind in diesem Buch jedoch zuvor schon einem anderen Werkzeug fiir die Elimination
begegnet: der Resultanten.

Ungleichungen

Betrachten wir ein Dreieck mit den Ecken A = (0,0), B = (1,0) und C = (z,y).
Setzen wir die Winkel ZBAC = A und ZCBA = B als gleich voraus und versuchen
wir durch Rechnung zu beweisen, dass das Dreieck dann gleichschenklig ist. Nach
Einfiihrung des Parameters t = tan A = tan B wird die Situation durch die Glei-
chungen y = tx = t(1 — x) kodiert und dann muss gezeigt werden, dass aus ihnen
folgt

x2+y2:(1_$)2+y2.

Mit Sage bekommen wir

sage: R.<x,y,t> = QQ[]

sage: J = (y-t*x, y-t*(1-x))#*R

sage: (x"2+y~2) - ((1-x)"2+y~2) in J

False

Und das aus gutem Grund: fiir x = y = ¢t = sind zwar die Voraussetzungen erfiillt,
aber die Konklusion ist falsch! Geometrisch gesehen miissen wir den Fall ebener
Dreiecke ausschliefsen, die zwei gleiche Winkel haben kénnen, ohne gleichschenklig
zu sein.

Wie ist beispielsweise die Bedingung ¢ # 0 zu kodieren? Der Trick besteht darin, eine
Hilfsvariable u einzufiihren und tu = 1 vorzuschreiben. Die Rechnung wird dann:
sage: R.<x,y,t,u> = QQ[]

sage: J = (y-t*x, y-t*(1-x), t*u-1)#*R

sage: (x"2+y~2) - ((1-x)"2+y~2) in J

True

und diesmal erhalten wir das erwartete Ergebnis. Nebenbei bemerken wir, dass wir
durch eine Gleichung des Typs tits - - -t,u = 1 mehrere Ausdriicke gleichzeitig ver-
arbeiten kénnen, damit keine einzige Hilfsvariable null wird.

Betrachten wir zwei nicht konstante Polynome p,q € K[z1,...,x,,y]. Wir bezeichnen mit
Resy (p, q) die Resultante von p und g, die als Polynome in einer Unbestimmten y angesehen
werden. In Unterabschnitt 7.3.3 haben wir gesehen, dass es ein Polynom von K[zy,...,z,]
gibt, das in u € K" genau dann zu null wird, wenn p(uq,...,u,,y) und q(ug,...,u,) (zwei
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Polynome aus K[y]) eine Nullstelle gemeinsam haben, aufier vielleicht wenn die Leitkoeffizi-
enten (in y) von p in u selbst null sind. Wir kénnen noch mehr sagen: in der Tat erzeugt
Resy(p, ¢) das Eliminationsideal” (p,q) N K[z ..., xp)].

Somit kénnen alle Berechnungen zur Elimination, die wir zu zwei Polynomen angestellt haben,
durch die Resultanten ersetzt werden. Beispielsweise ist die Gleichung der Evolvente der Kreise
(9.7)

sage: eq.derivative(t).resultant(eq, t)
X"2 - y°2 - 1/2

Wir werden hier bei zwei Polynomen bleiben. Es ist méglich, das Ergebnis oder seine Verallge-
meinerungen fiir allgemeinere Aufgaben der Eliminierung zu verwenden, jedoch ist die Theorie
komplizierter und die entsprechenden Werkzeuge stehen in Sage noch nicht zur Verfiigung.

9.2.5. Systeme der Dimension null

Wir kénnen die Probleme mit der alleinigen Berechnung der Eliminationsideale 16sen, und Sage
bietet kaum anderes ,black box* - Werkzeug zur Losung allgemeiner polynomialer Systeme.
Die Situation ist anders, wenn es um Systeme mit Dimension null geht.

Wir sagen, ein Ideal J C K[z| hat die Dimension null, wenn der Quotientenring K[x|/J ein
endlichdimensionaler Vektorraum ist. Auf einem algebraisch abgeschlossenen Kérper ist das
dquivalent zu der Aussage, dass die Varietét V(J) von einer endlichen Anzahl von Punkten
gebildet wird. Somit erzeugen die Systeme (9.1) und (9.3) Ideale der Dimension null - wir
sagen auch, dass sie ihrerseits die Dimension null haben. Andererseits hat das Ideal ((2? +
y?) (22 + y? + 1)) von Q[z,y] die Dimension 1, obwohl die einzige reelle Losung (0, 0) ist:

sage: R.<x,y> = QQ[]
sage: ((x72 + y~2)*(x"2 + y~2 + 1)*R) .dimension()
1

Systeme der Dimension null werden klarer gelost als diejenigen, welche die allgemeinen Werk-
zeuge des vorigen Abschnitts zulassen. Wir haben bei der Arbeit mit dem Beispiel in Unter-
abschnitt 9.2.1 bereits mehrere dieser Moglichkeiten gesehen.

Auflisten der Losungen. Zunéchst ermoglicht die Tatsache, nur eine endliche Anzahl von
Lésungen zu haben, ihre Auflistung entweder exakt oder niherungsweise.

Der Sage-Ausdruck J.variety(L) dient zur Berechnung der Varietit Vi (J). Er zeitigt einen
Fehler, wenn J nicht die Dimension null hat. In der Voreinstellung sucht er die Losungen des
Systems mit Koordinaten im allgemeinen Bagiskérper des Polynomrings. Beispielsweise ist die
durch J; definierte Subvarietit von Q™ leer.

sage: J1 = (x°2 + y°2 - 1, 16#x"2%y"2 - 1)*R
sage: Jl.variety(Q)|
(]

"Die Punkte, an denen die Leitkoeffizienten verschwinden und die Eigenschaft der Spezialisierung der Re-
sultanten nicht gilt, sind diejenigen, die bei der Projektion durch den Ubergang zum Zariski-Abschluss
hinzugefiigt worden sind.
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Doch ebenso wie die Methode roots der Polynome mit einer Unbestimmten funktioniert
variety bei allen Arten von Definitionsmengen L. Fiir uns ist der wichtigste der Korper der
algebraischen Zahlen. Man kann tatsichlich beweisen, dass die Losungen eines Systems der
Dimension null mit Koeffizienten in K ihrerseits Koordinaten im algebraischen Abschluss von
K besitzen. Somit ist es moglich, die einem Ideal J C Q[z] zugeordnete komplexe Varietit
Ve(J) = Vg(J) direkt zu berechnen;

sage: Jl.variety(QQbar) [0:2]
[{y: -0.96592582628906837, x: -0.25881904510252087},
{y: -0.96592582628906837, x: 0.25881904510252087}]

Ubung 35. Es ist zu beweisen, dass die Losungen von (S1) Koordinaten in Q[v/2 — v/3]
haben. Sie sind mit Radikalen anzugeben.

Dreieckszerlegung. Intern geht J.variety(L) {iber die Berechnung einer Dreieckszerlegung
des Ideals J. Diese Zerlegung ist selbst schon interessant, denn sie ergibt fiir den Fortgang
der Rechnung oft eine bequemere Beschreibung der Varietdt V' (J), die némlich einfacher zu
interpretieren ist als die Ausgabe von variety (siehe Unterabschnitt 9.2.1), besonders dann,
wenn die Losungen zahlreich sind.

Ein polynomiales System heift dreieckig, wenn es die Form

di—1

pr(z.1) =2 4 a1, 4+ ... Faip =0
p(r1,T2) = J:g2 + a27d2_1(x1)mg2_1 +...4+a(z1) =0
e dn dn—1 _
(X1, ... 2n) =i 4+ ang,—1(T1,. ., Tp_)zir T 40 =0
hat, anders gesagt, wenn in jedem Polynom p; nur Variablen z1, ..., z; vorkommen. und wenn

es in der Variablen z; unitér ist. Liegt ein System der Dimension null in dieser Gestalt vor,
wird seine Losung auf eine endliche Anzahl polynomialer Gleichungen mit einer Variablen
zuriickgefiihrt: es geniigt, die Wurzeln z; von p; zu finden, sie in ps einzusetzen, dann die
Wurzeln x5 von pe zu suchen und so weiter. Diese Strategie funktioniert bei der Suche sowohl
nach exakten wie auch gendherten Losungen.

Nicht jedes System ist zu einem Dreieckssystem dquivalent. Es sei zum Beispiel das Ideal J
definiert durch:

sage: R.<x,y> = PolynomialRing(QQ, order=’lex’)
sage: C = ideal(x~2+y~2-1)

sage: D = ideal ((x+y-1)*(x+y+1))

sage: J =C + D

Als Bild (siehe Abb. 9.4):

sage: opts = {’axes’:True, ’gridlines’:True, ’frame’:False,
’aspect_ratio’:1, ’axes_pad’:0, ’xmin’:-1.3, ’xmax’:1.3,
’ymin’:-1.3, ’ymax’:1.3, ’fontsize’: 8%

show(C.plot() + D.plot(), figsize=[2,2], **¥opts)

Die Varietdt V(J) enthélt zwei Punkte mit der Abszisse 0, doch nur einen mit der Abszisse
—1, und ebenso einen Punkt mit der Ordinate —1, gegeniiber zwei Punkten mit der Ordinate
null. Das Ideal J kann deshalb nicht durch ein System in Dreiecksform beschrieben werden.
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Abb. 9.4 - In beiden Fillen ist die dem Ideal J zugeordnete Varietdt der Schnitt eines Kreises mit der

Vereinigung zweier Geraden.

Man kann auf der anderen Seite zeigen, dass jedes Ideal der Dimension null als endliche
Schnittmenge von den Dreieckssystemen erzeugten Ideale geschrieben wird. Die Methode
triangular_decomposition berechnet eine solche Zerlegung:

sage: J.triangular_decomposition()

[Ideal (y, x"2 - 1) of Multivariate Polynomial Ring in x, y

over Rational Field,

Ideal (2b*%y~2 - 16, 4*x + 3xy) of Multivariate Polynomial Ring in x, y
over Rational Field]

Geometrisch erhalten wir eine Darstellung der Varietét als Vereinigung der den einfacheren
Systemen zugeordneten Varietdten, die oft einfach genug sind, um eine gute Beschreibung der
Lésungen zu formulieren.

Etliche Schwierigkeiten Zu Recht kdnnen wir uns fragen, welche Bedeutung die Dreiecks-
zerlegung fiir die Auflistung der Losungen hat. Nach all dem ist es bei einem System der
Dimension null immer moglich, durch eine Berechnung des Eliminationsideals ein Polynom
mit einer einzigen Variablen zu finden, dessen Wurzeln exakt die ersten Koordinaten der Lo-
sungen sind. Durch Riickwérts-Einsetzen dieser Wurzeln in das Gleichungssystem vermindern
wir die Anzahl der Variablen, was erlaubt, den Vorgang zu wiederholen, bis wir das System
vollstdndig geldst haben.

Doch der ,Aufstieg” im System durch Verbreitung der Teilergebnisse kann heikel sein. Modi-
fizieren wir das obige System ein wenig:

sage: D = ideal((x+2*y-1)*(x+2*y+1)); J =C + D

sage: J.variety()

({y: -4/5, x: 3/5}, {y: 0, x: -1}, {y: 0, x: 1}, {y: 4/5, x: -3/5}]
sage: [T.gens() for T in J.triangular_decomposition()]

[y, x*2 - 1], [2B*y~2 - 16, 4*x + 3xy]]

Die Form der Dreieckszerlegung veréindert sich nicht: fiir jede Komnponente verfiigen wir
iiber eine Gleichung nur in y und eine andere Gleichung, die erlaubt, z als Funktion von y
auszudriicken.

Eliminieren wir deshalb x, um eine Gleichung in y allein zu erhalten, wobei das Produkt der
beiden vorhergehenden auftritt:
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sage: Jy = J.elimination_ideal(x); Jy.gens()
[25%y~3 - 16%y]

Um 2z zu finden, gibt es nun nichts weiter einzusetzen als die Wurzeln dieser Gleichung in die
Gleichungen, die das Ideal J definieren. Mit der ersten Gleichung x? 4+ y? — 1 = 0 kommt

sage: ys = QQ[’y’]1(Jy.0) .roots(); ys
[(4/5, 1), (0, 1), (-4/5, 1]

sage: QQ[’x’]1(J.1(y=ys[0][0])).roots()
[(-3/5, 1), (-13/5, 1)]

Einer der beiden erhaltenen Werte ist korrekt - wir haben (—3/5,4/5) € V(J) - doch der
andere entspricht keiner Losung: wir miissen die gefundenen Werte mittels der zweiten Aus-
gangsgleichung (z + 2y — 1)(z + 2y + 1) iiberpriifen, um ihn auszuschliefen.

Das Problem kompliziert sich, wenn wir die univariaten Gleichungen numerisch 16sen, was
wegen des Aufwands bei algebraischen Zahlen zuweilen erforderlich ist:

sage: ys = CDF[’y’](Jy.0).roots(); ys

[(-0.8000000000000002, 1), (0.0, 1), (0.8, 1)]

sage: [CDF[’x’](p(y=ys[0][0])).roots() for p in J.gens()]

[[(-0.5999999999999999 - 1.306289919090511e-16*I, 1),
(0.6000000000000001 + 1.3062899190905113e-16%I, 1)],
[(0.6000000000000001 - 3.1350958058172247e-16+I, 1),
(2.600000000000001 + 3.135095805817224e-16*I, 1)]11]

Durch Eingetzen von y >~ —0.8 in die beiden Erzeugenden von J finden wir hier zwei Werte
von z nahe 0.6. Wie konnen wir sicher sein, dass dies Ndherungen der Koordinate x einer
exakten Losung (z,y) = (0.6, —0.8) sind und keine Gespenster wie im vorigen Beispiel? Diese
Erscheinungen verstarken sich, wenn die Anzahl der Variablen und der Gleichungen zunimmt.
Wenn das System andererseits dreieckig ist, gibt es bei jedem Schritt des Aufstiegs nur eine
Gleichung zu betrachten, und da diese immer unitér ist, beeinflussen die numerischen N&he-
rungen die Anzahl der Lésungen nicht.

Fahren wir in dieser Richtung fort. Fiir das folgende System berechnet J.variety() (exakt)
eine Dreieckszerlegung von J und sucht dann numerisch die reellen Losungen des oder der
erhaltenen Systeme. Das ergibt eine eindeutige reelle Losung:

sage: R.<x,y> = QQ[1; J = ideal([ x~7-(100%*x-1)"2, y-x~7+1 1)
sage: J.variety(RealField(51))
[{y: 396340.890166545, x: -14.1660266425312}]

Fiihrt man jedoch die Rechnung konsequent exakt aus, sicht man, dass nicht nur Lésungen
fehlen, sondern die numerisch gefundene Losung auch fehlerhaft ist:

sage: J.variety(AA)

[{x: 0.009999999000000357, y: -0.9999999999999907},
{x: 0.010000001000000357, y: -0.9999999999999907},
{x: 6.3055689986413857, y: 396340.89016654507}]

Moral: die Dreieckszerlegung ist kein Allheilmittel und entbindet den Anwender nicht davon,
die Ergebnisse von Ndherungsrechnungen mit Sorgfalt zu interpretieren.
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Es existiert eine grofe Anzahl weiterer Verfahren, um Losungen von Systemen der Dimension
null zu parametrieren und anzunshern, die den Problemen mehr oder weniger gut angepasst
sind, die in Sage aber nicht implementiert sind. Ubung 36 gibt einen Einblick in bestimmte
dabei verwendete Ideen.

Quotientenalgebra. Quotienten durch Ideale der Dimension null sind im Allgemeinen viel
besser handhabbar als die Quotienten von Polynomringen, denn Rechnungen in der Quotien-
tenalgebra werden auf endlichdimensionale lineare Algebra zuriickgefiihrt.

Anspruchsvollere Mathematik

Sage verfiigt auch iiber eine grofse Zahl von Funktionen der kommutativen Algebra
und der algebraischen Geometrie, die das Niveau dieses Buches jedoch weit iiber-
steigen. Der interessierte Leser ist eingeladen, die Dokumentation der Ideale von
Polynomen zu erkunden wie auch diejenige des Moduls sage.schemes. Uber das
Interface zu den spezialisierten Programmen Singular, CoCoA und Macauley2 sind
noch weitere Funktionalitdten zugénglich.

Wenn J C KJ[z] ein Ideal der Dimension null ist, dann ist die Dimension dim K[z]/J des Quoti-
entenrings als K-Vektorraum eine Schranke fiir die Anzahl der Punkte von V' (J). (Tatséchlich
existiert zu jedem u € V(J) ein Polynom mit Koeffizienten aus K, das in jedem anderen
Punkt von V den Wert 0 oder 1 annimmt. Zwei dieser Polynome kénnen nicht dquivalent
sein modulo J.) Man kann sich diese Dimemsion als Anzahl der Losungen des Systems ,mit
Multiplizitdten im algebraischen Abschluss von K vorstellen. Beispielsweise hatten wir fest-
gestellt, dass die vier Losungen des in Unterabschnitt 9.2.3 eingefiihrten Systems (S2) jeweils
die ,doppelte” Schnittmenge der beiden Kurven sind. Das erklirt, weshalb gilt:

sage: len(J2.variety(QQbar)), J2.vector_space_dimension()
(4, 8)

Die Methode normal_basis berechnet eine Liste von Monomen, deren Projektionen in K[z]/J
eine Basis bilden:

sage: J2.normal_basis()
[xxy~3, y73, x*y~2, y°2, x*y, y, x, 1]

Die zuriickgegebene Basis hingt von der Ordnung ab, die bei der Bildung des Polynomrings
gewahlt worden ist; genauer beschreiben wir sie in Unterabschnitt 9.3.3.

Ubung 36. Sei J ein Ideal der Dimension null aus Q[z,y] und x, das charakteristische
Polynom der linearen Abbildung

= zp+ J.

Berechnen Sie y, fiir den Fall J = Jy = (22 +y? — 1,422y — 1). Zeigen Sie, dass jede Wurzel
die Abszisse eines Punktes der Varietat Vi (J) ist.
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9.3. Grobnerbasen

Bis jetzt haben wir die Funktionalitdten der algebraischen Elimination und der Lésung poly-
nomialer Systeme benutzt, die Sage als black box anbietet. Dieser Abschnitt fiilhrt nun einige
mathematische Werkzeuge und ihnen zugrunde liegende Algorithmen ein. Das Ziel ist, von
ihnen Gebrauch zu machen und gleichzeitig Funktionen, die zuvor vorgesteltt worden sind,
auf hoherem Niveau klug anzuwenden.

Wichtige monomiale Ordnungen fiir das Beispiel Q|z, y, 2]
lex % < 2P < a; < B oder (a; = 1 und a2 < B2) oder ...
oder (Oq = /81, e, Q1 = ﬁn—l und a, < ﬁn)
x3>x2y>x22>x2>xy2>xyz>:ry>xz2>:rz>x>y3
SyPz>yt >yt >yz>y>2>22>2>1
invlex 2% < 2? = an < B, oder (an = betar, und o1 < Bn_1) oder ...
oder (an = Bn,...,a2 = P2 und a1 < 1)
2>yl >x > >’z >ayr>yz >tz >az> 2> 90
Seyi>yP>ly>ay>y>at >t >e>1
deglex z® < 2? < |a|] < |B] oder (Ja| = |B| und 2% <oy z°)
x3>31:2y>:1cg/2>xyz>:1c;:2>y3>y2z>yzz>Z3>ac2
>xy>xz>y2>yz>z2>x>y>z>1
degrevlex z%< 2 = la] < |B| oder (Ja] = |8] und % >inviex xﬁ)
x3>x2y>xy2>y3>:c2,z>:cyz>y22>:cz2>y22>23>m2
>a:y>y2>a:z>yz>22>at>y>z>1

Bildung der monomialen Ordnungen
Objekt, das eine vordefinierte Ordnung auf n Elementen darstellt TermOrder(’nom’, n)
Matrizenordnung: =% <z 2® = Ma <textlex M  TermOrder (M)
Blocke: 2%y® < 27y® <= a <1y oder (0 =~ und 8 <2 6) T1 + T2

Tab. 9.5 - Monomiale Ordnungen

Die von Sage fiir Rechnungen auf Eliminationsidealen angewandten Techniken beruhen auf
dem Begriff der Grobnerbasis. Wir kénnen sie uns als Erweiterung der Darstellung durch
den Hauptgenerator der Ideale von K[z] auf mehrere Unbestimmte vorstellen. Das zentrale
Problem dieses Abschnitts sind die Definition und die Berechnung einer Normalform der Ele-
mente der Quotientenringe K[x]. Unser Standpunkt bleibt der des Anwenders.: wir defineren
die Grobnerbasen, zeigen, wie wir sie in Sage bekommen und wozu sie dienen kénnen, wir
gehen aber nicht auf die zur Berechnung verwendeten Algorithmen ein.

9.3.1. Monomiale Ordnungen

Eine monomiale Ordnung oder (globale) zuldssige Ordnung ist eine totale Ordnung auf den
Monomen z% eines Polynomrings K[z], die folgenden Bedingungen geniigt:

P <xP = 2 <P und v#£0 = 1<) (9.9)

fiir alle Exponenten «, 3,~. Auf die gleiche Weise kénnen wir < als eine Ordnung auf den
Exponenten o € N™ betrachten oder auch auf den Termen cx®. Die Leitmonome, Leitko-
effizienten und Leitterme eines Polynoms p (siehe Unterabschnitt 9.1.3) fiir die vorliegende
Ordnung sind die mit den groften Exponenten; wir bezeichnen sie mit Im p, lep und 1t p.

Die erste der Aussagen (9.9) driickt eine Bedingung der Kompatibilitdt mit der Multiplikation
aus: das Produkt mit einem festen Monom verdndert die Ordnung nicht. Die zweite Aussage
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bestimmt, dass < eine Wohlordnung ist, d.h. dass keine streng abnehmende endliche Folge
von Monomen existiert. Wir stellen fest, das die allein zuléssige Ordnung auf K[z] die iibliche
ist mit 2" > 2" 1 > .. > 1.

In Unterabschnitt 9.1.1 haben wir gesehen, dass Sage bei der Definition eines Ringes die
Festlegung einer Ordnung erlaubt, und zwar mit einer Konstruktion wie

sage: R.<x,y,z,t> = PolynomialRing(QQ, order=’lex’)

Tabelle 9.5 verzeichnet die wichtigsten vordefinierten Ordnungen®: 1ex ist die lexikographische
Ordnung der Exponenten, invlex die von rechts nach links gelesene lexikographische Ordnung
der Exponenten. Die Definition von degrevlex ist etwas komplizierter: die Monome sind nach
der Summe der Exponenten geordnet und dann in absteigender lexikographischer Ordnung
der won rechts gelesenen Ezponenten. Diese merkwiirdige Ordnung ist dennoch die, welche
angewendet wird, wenn die Option order weggelassen wird, denn fiir bestimmte Rechnungen
ist sie effizienter als die anderen.

Gemeinhin (aber nicht immer!) legen wir die Reihenfolge der Variablen und der Monome
x1 > 9 > ... > T, zusammen fest, und wir sprechen beispielsweise oft von der ,Ordnung
lex, sodass x > y > z“ ist statt von der ,Ordnung lex auf K|z, y, z]“. Die vordefinierten Ord-
nungen lex, deglex und degrevlex gehorchen dieser Konvention; was die Ordnung invlex
auf Kz, y, z] betrifft, ist das auch die Ordnung lex, sodass z > y > x, d.h. die Ordnung auf
K[z, y, x].

9.3.2. Division durch eine Familie von Polynomen

Sei G ={g1,92,...,9s} eine endliche Menge von Polynomen von K[z] mit festgelegter mono-
mialer Ordnung <. Mit (G) bezeichnen wir das durch G erzeugte Ideal von K[z].

Die Division eine Polynoms p € K[z] durch G ist ein multivariates Analogon zur euklidschen
Division in K|z]. Wie letztere ordnet sie p einen Rest zu, der in Sage durch den Ausdruck
p.reduce(G) gegeben wird. Das ist ein ,kleineres“ Polynom, welches zur selben Aquivalenz-
klasse modulo (G) gehort:

sage: ((xt+y+z)~2).reduce([x-t, y-t~2, z"2-t])
2%z*xt"2 + 2%zxt + t74 + 2%t73 + t72 + ¢t

Der Rest wird erhalten, indem von p soviele Vielfache der Elemente von G abgezogen werden
wie moglich. Bei der Subtraktion heben sich der Leitterm von G und ein Term von p auf. Im
Unterschied zum univariaten Fall kann es vorkommen, dass sich ein Term von p heraushebt,
der kein Leitterm ist. Wir fordern daher nur, dass ein im Sinne der monomialem Ordnung
grofter Term zu null wird.

8Sage kennt noch weitere Ordnungen (sog. lokale Ordnungen), bei denen 1 das gréfite Monom ist statt das
kleinste zu sein. Beispielsweise haben wir bei der Ordnung neglex auf Q[z,y,2] 1 > 2z > 22 > zu® > y >
yz > yz® >y > %2 > > > > 1z > 22° > xy > xyz > wy® > 2° > 22z > 2%y > 23, Die lokalen
Ordnungen sind im Sinne der Definition (9.9) nicht zuléssig, und wir verwenden sie auch nicht in diesem
Buch, doch kann der interessierte Leser die Tabelle 9.5 mit der in Unterabschnitt 9.1.1 definierten Funktion
test_poly vervollstindigen.
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Formell bezeichnen wir fiir p € K[z] mit ltgp den Term von p mit dem groften Exponenten,
der durch einen Leitterm eines Elementes von G teilbar ist. Wir nennen elementare Reduktion
jede Transformation der Form

p—=p=p—cx®g, worin g € G und ltgp = cx*ltg. (9.10)

Eine elementare Reduktion erhélt die Aquivalenzklasse von p modulo (G) und lasst das grofte
Monom von p, das sie zuordnet, verschwinden: wir haben

p—pe(G) und ltgp < ltgp.
Da < eine Wohlordnung ist, ist es nicht moglich, unendlich viele elementare Reduktionen

nacheinander auf p anzuwenden. Jede Folge elementarer Reduktionen endet deshalb bei einem
Polynom, das nicht reduziert werden kann, und das ist der Rest der Division.

Halten wir fest, dass dieses Verfahren die bekannten Eliminationsmethoden sowohl fiir Polyno-
me mit einer Unbestimmten wir fiir lineare Systeme verallgemeinert. Gibt es nur eine Variable,
reduziert sich die Division durch eine Einsermenge G = {g} genau auf die euklidsche Division
von p durch g. Im anderen Extremfall eines Polynoms mit mehreren Unbestimmten, wobei
jedoch alle Monome vom 1. Grade sind, stimmt sie mit der elementaren Reduktionsoperation
des Gauf-Jordan-Verfahrens iiberein.

Doch anders als das, was in diesen Spezialfillen geschieht, héngt der Rest generell von der
Wabhl der elementaren Reduktionen ab. (Man sagt, das Regelsystem der Transformation (9.10)
ist nicht konfluent.) Somit fiihrt die Anderung der Reihenfolge, in der die Elemente von G
gegeben sind, im folgenden Beispiel zur Wahl verschiedener Reduktionen:

sage: R.<x,y> = PolynomialRing(QQ, order=’lex’)
sage: (g, h) = (x-y, x-y°2); p = x*y - x
sage: p.reduce([g, h]) # zwei Reduktionen durch h

y3 - y2
sage: p.reduce([h, g]) # zwei Reduktionen durch g
y2 -y

Selbst wenn die Ordnung der Elemente von G als determiniert angesehen wird (sodass fiir
gegebene p und G ein eindeutiges Ergebnis erhalten wird), wie stellt man beispielsweise sicher,
dass die Folge der gewéhlten elementaren Reduktionen von p durch {g, h} die folgende Relation
zeitigen wird, die beweist, dass p € (g, h) ist?

sage: p - y*g + h
0

9.3.3. Grobnerbasen

Die Einschrinkungen bei der multivariaten Division erkldren die im Unterabschnitt 9.2.3
erwihnten Schwierigkeiten, fiir die Elemente der Algebren K[z|/J eine Normalform zu be-
kommen: die Division durch die Erzeugenden des Ideals reicht nicht aus... zumindest nicht
generell! Es existieren ndmlich spezielle Generatoren, fiir welche die Division konfluent ist und
eine Normalform berechnet. Diese Systeme heiken Gribnerbasen oder Standardbasen.
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Treppen. Eine schéne Mdglichkeit Grobner-Bassen kennen zu lernen, ergibt sich durch den
Begriff der Treppe eines Ideals. Wir mdéchten jedes von null verschiedene Polynom aus
K[z1,...,x,] auf einen Punkt N™ abbilden, der durch seinen Leitexponenten gegeben ist, und
die Teilmenge F C N™ markieren, die durch ein Ideal J belegt ist (siche Abb. 9.5 bis 9.7).
Die erhaltene Darstellung (die von der monomialen Ordnung abhéngt), hat Treppenform:
tatséchlich haben wir a + N" C F fiir jedes a € E. Die Elemente von J\ {0} befinden sich
im grau unterlegten Bereich oberhalb oder an der Treppenline. Die Punkte streng unterhalb
der Treppenlinie entsprechen ausschlieflich den Polynomen aus K[x]\J, es liegen jedoch nich
alle Polynome aus K[z]\J unter der Treppenlinie.

Beispielsweise ist jedes Monom in einem Polynom aus (2, zy?z, x22), Leitmonom oder nicht,
ein Vielfaches eines der Polynome 23, 2%z und x22. Die Leitmonome sind deshalb genau die
x2yP 27, die Exponent fiir Exponent einer der Ungleichungen (o, 3,7) > (3,0,0), (o, 3,7) >
(1,2,1) oder (o, B,7) > (1,0,2) geniigen (Abb. 9.5). Ein Polynom, dessen Leitexponenten
diese Bedingungen nicht erfiillen, zum Beispiel 22 4+ 222 bei lexikographischer Ordnung mit
x >y > z, kann dem Ideal nicht angehoren. Bestimmte Polynome wie 2 + 2 sind nicht mehr
im Ideal, obwohl ein Monom unterhalb der Treppenlinie liegt. Die Situation ist fiir jedes von
Monomen erzeugte Ideal entsprechend.

Fiir ein beliebiges Ideal wird die Gestalt der Treppe nicht einfach aus den Erzeugenden ab-
gelesen. Wenn wir also mit d; ..., ds die Leitexponenten der Erzeugenden bezeichnen, haben
wir in allen Beispielen der Abb. 9.6 und 9.7 |J7_,(6 + N") C E, auker in der zweiten. Wir
konnen indessen zeigen, dass E immer als Vereinigung einer endlichen Anzahl von Mengen
der Form o + N™ geschrieben wird. Intuitiv heift das, die Treppenlinie hat nur endlich viele
Ecken. Dieses Ergebnis heifft manchmal Lemma von Dickson.

Grébnerbasen Eine Grobnerbasis ist schlicht eine Familie von Erzeugenden, die die Form
der Treppenlinie ausmachen, genauer, die an jeder ihrer Ecken ein Polynom z&hlt.

DEFINITION. Eine Grébnerbasis eines Ideals J C K[x] bezogen auf eine monomiale Ordnung
< ist eine endliche Teilmenge G von J, sodass fiir jedes von null verschiedene p € J ein g € G
existiert, fiir dessen Leitmonom (zur Ordnung <) gilt: Im g teilt lm p.

Die Priifung, ob die Erzeugenden, die ein Ideal definieren, eine Grobnerbasis bilden, wird in
Sage mit der Methode basis_is_groebner durchgefiithrt. Wir haben schon bemerkt, dass jede
Menge von Monomen eine Grébnerbasis ist:

sage: R.<x,y> = PolynomialRing(QQ, order=’lex’)
sage: R.ideal(x*y~4, x~2%y~3, x~4xy, x"b).basis_is_groebner()
True

Andererseits ist das System {x2 +y? — 11,1622y — 1}, das den Schnitt von Kreis und Hyper-
beln kodiert, keine Grébnerbasis:

sage: R.ideal(x"~2+y~2-1, 16%x~2%y~2-1) .basis_is_groebner()
False
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. . X
x
Abb. 9.5 - Treppen der von Monomen erzeugten Ideale.
Yy 5o o o Yp SR Yy o e e e e
x X T
(x? +y* — 1,16 2%y? — 1) (16 2%y — 1) (> +y* =1, (z+y)*—1)

Abb. 9.6 - Treppen der in diesem Kapitel angefiihrten Ideale von Q[z, y]. In diesen drei Fillen sind die Treppen
und die Positionen der Generatoren fiir die Ordnungen lex, deglex und degrevlex dieselben.

Yp o o o o . Ygp oo oo Y\
H ¢ o o . | e o o e o o

x ' x x

lex(z,y) invlex(z,y) = lex(y, x) degrevlex(z,y)

Abb. 9.7 - Treppe des Ideals (xy + = +y> + 1, 2%y + 23°> + 1) C QQ[z, y] bezogen auf verschiedene monomiale
Ordnungen.

In jedem Schema entspricht das grau unterlegte Gebiet den Leittermen der Elemente des Ideals. Die schwarzen
Quadrate geben die Positionen der fiir seine Beschreibung verwendeten Generatoren an.

Gemif der Gestalt der Treppenlinie (Abb. 9.6) fehlt dafiir ein Polynom von J; des Leitmonoms

y.

Das oben angedeutete und auf dem Dickson-Lemma griindende Argument zeigt, dass jedes
Ideal Grobnerbasen zulisst?. Berechnen wir Grébnerbasen von J; und weiteren Idealen, deren

Dieses Ergebnis kann man auch als eine effektive Version des Hilbertschen Basissatzes sehen, der besagt,
dass die Ideale von K[z] durch eine endliche Anzahl von Elementen erzeugt werden. Ein klassischer Beweis
dieses Satzes erinnert stark an die Bildung einer Grébnerbasis fiir die lexikographische Ordnung.
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Treppenlinien in Abb, 9.6 dargestellt sind. Fiir J; kommt

sage: R.ideal(x"2+y~2-1, 16%x~2%y~2-1).groebner_basis()
[x°2 +y2 -1, y4 - y°2 + 1/16]

Wie erwartet erscheinen hier die Leitmonome x? und y*. Ihr Auftreten erklirt, wie sich die
Treppenlinie auf die Achsen zuriickzieht, woraus wir erkennen, dass das fiir Systeme der
Dimension null charakteristisch ist. Bezogen allein auf die Doppelhyperbel finden wir

sage: R.ideal(16*x~2*y~2-1).groebner_basis()
[x~2%y~2 - 1/16]

d. h. ein Vielfaches des erzeugenden Polynoms. Ganz generell ist jedes einzelne Polynom eine
Grobnerbasis. Das dritte Beispiel zeigt, dass eine Grobnerbasis mehrere Polynome bendtigen
kann als ein beliebiges System von Erzeugenden:

sage: R.ideal(x~2+y~2-1, (x+y)~2-1).groebner_basis()
[x"2 + y°2 - 1, x*xy, y°3 - y]

Aufgrund der Einfachheit der vorstehenden Beispiele hingen diese drei Grébnerbasen nicht
oder nur wenig von der monomialen Ordnung ab. Das ist im allgeneinen nicht so. Die Abb.
9.7 stellt Treppenlinien fiir drei klassische monomiale Ordnungen dar, die demselben Ideal
von Q[vx] zugeordnet sind. Die entsprechenden Grébnerbasen sind:

sage: R_lex.<x,y> = PolynomialRing(QQ, order=’lex’)

sage: J_lex = (x*y+tx+y~2+1, x"2%y+x*y~2+1)*R_lex; J_lex.gens()
[x¥y + x + y°2 + 1, x72%xy + xxy~2 + 1]

sage: J_lex.groebner_basis()

[x - 1/2%y~3 + y~2 + 3/2, y°4 - y°3 - 3xy - 1]

sage: R_invlex = PolynomialRing(QQ, ’x,y’, order=’invlex’)
sage: J_invlex = J_lex.change_ring(R_invlex); J_invlex.gens()
[y~2 + x*¥y + x + 1, x*xy~2 + x"2xy + 1]

sage: J_invlex.groebner_basis()

[y"2 + x¥y + x + 1, x°2 + x - 1]

sage: R_drl = PolynomialRing(QQ, ’x,y’, order=’degrevlex’)
sage: J_drl = J_lex.change_ring(R_drl); J_drl.gens()

[x¥y + y°2 + x + 1, x72%xy + xxy~2 + 1]

sage: J_drl.groebner_basis()

[y"3 - 2%y°2 - 2%x - 3, x"2 + x - 1, xxy + y°2 + x + 1]

Reduktion
multivariate Divison von p durch G p.reduce(G)
zwischenreduzierte Erzeugende J.interreduced_basis()

Grobnerbasen
Test, ob Grébnerbasis  J.basis_is_groebner ()
Grobnerbasis (reduziert) J.groebner_basis()
Wechsel der Ordnung fiir lex J.transformed_basis()
Wechsel der Ordnung R; +— R2 J.transformed_basis(’fglm’, other_ring=R2)

Tab. 9.6 - Grobnerbasen
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Die Grobnerbasis zur Ordnung lex hebt die Regel fiir die neue Schreibweise z = %yS —
y? — % deutlich hervor, dank der wir die Elemente des Quotientenrings als Funktion nur
einer Variablen y ausdriicken kénnen. Die verldngerte Form der entsprechenden Treppenlinie
spiegelt diese Moglichkeit wieder. Ebenso zeigt die Grobnerbasis zur Ordnung invlex an, dass
wir die Potenzen von y durch die Gleichung y?> = —zy — x — 1 eliminieren kénnen. Darauf

kommen wir am Ende des Kapitels noch einmal zuriick.

9.3.4. Eigenschaften der Grébnerbasen

Die Grobnerbasen dienen zur Implementierung der in Abschnitt 9.2 untersuchten Operationen.
Wir benutzen sie ndimlich zu Berechnung der Normalformen von Idealen von Polynomringen,
und der Elemente der Quotienten durch diese Ideale, zur Eliminierung von Variablen in po-
lynomialen Systemen oder auch zur Bestimmung der Charakteristik der Losungen wie ihrer
Dimension.

Division durch eine Grdbnerbasis. Die Division durch eine Grobnerbasis G eines Polynoms
aus (G) kann bei einem von null verschiedenen Element aus (G) nicht terminieren. Das ist
eine unmittelbare Konsequenz der Definition: ein solches Element befinde sich oberhalb der
zu (G) gehorenden Treppenlinie und wére daher auch durch G teilbar. Jedes Element in (G)
reduziert sich somit bei der Division durch G auf null. Insbesondere erzeugt eine Grobnerbasis
eines Ideals J wiederum J.

Ebenso kann die Division eines Polynoms p ¢ J durch eine Grobnerbasis von J nur bei einem
Polynom ,unter der Treppe* terminieren, nun gehoren aber zwei verschiedene Polynome ,,un-
ter der Treppe“ zu verschiedenen Aquivalenzklassen modulo J (weil ihre Differenz auch ,unter
der Treppe® ist). Die Division durch eine Grobnerbasis liefert daher eine Normalform fiir die
Elemente des Quotientenrings K[x]/J, und das unabhéngig von der Reihenfolge, in der die
elementaren Reduktionen vorgenommen werden. Die Normalform einer Aquivalenzklasse p+.J
ist ihr einziger Reprisentant, der unter der Treppenlinie liegt oder null ist. Es ist diese Nor-
malform, welche die in Unterabschnitt 9.2.3 vorgestellten Operationen der Quotientenalgebra
berechnen. Um das Beispiel der Abb. 9.7 fortzusetzen, wird die Reduktion

sage: p = (x + y)°5
sage: J_lex.reduce(p)
17/2*y“3 - 12%xy~2 + 4xy - 49/2

zerlegt in eine Berechnung der Grobnerbasis und eine anschliefende Division

sage: p.reduce(J_lex.groebner_basis())
17/2*y“3 - 12%xy~2 + 4xy - 49/2

Das Ergebnis einer Projektion in den Quotienten ist im Wesentlichen dasselbe:

sage: R_lex.quo(J_lex) (p)
17/2xybar~3 - 12*ybar~2 + 4xybar - 49/2

Natiirlich verursacht ein Wechsel der monomialen Ordnung eine andere Bestimmung der Nor-
malform:

sage: R_drl.quo(J_drl)(p)
S5*ybar~2 + 17*xbar + 4*ybar + 1
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Die Monome, die in der Normalform auftreten, entsprechen Punkten unter der Treppenlinie.

Somit hat das Ideal J die Dimension null genau dann, wenn die Anzahl der Punkte unter
seiner Treppe endlich ist, und diese Anzahl der Punkte ist die Dimension des Quotientenrings
K[z]/J. In diesem Fall ist die in Unterabschnitt 9.2.5 beschriebene Basis, die von der Methode
normal _basis zuriickgegeben wird, einfach die Menge der Monome unter der Treppenlinie fiir
die vorliegende monomiale Ordnung.:

sage: J_lex.normal_basis()
[y~3, v°2, vy, 1]

sage: J_invlex.normal_basis()
[x*y, v, x, 1]

sage: J_drl.normal_basis()
ly~2, y, x, 1]

Nebenbei bemerken wir, dass die Anzahl der Monome unter der Treppenlinie unabhéngig von
der monomialen Ordnung ist.

Dimension. Wir sind nun geriistet, eine Definition der Dimemsion eines Ideals fiir den all-
gemeinen Fall zu geben: J hat die Dimemsion d, wenn die Anzahl der Punkte unter der
Treppenlinie, die den Monomen des Totalgrades hichstens ¢ entspricht, von der Ordnung t¢
ist, wenn ¢ — oo geht. Zum Beispiel hat das Ideal (162222 —1) (Abb. 9.6) die Dimension 1:

sage: ideal(16#x~2%y~2-1).dimension()
1

In der Tat ist die Anzahl der Monome m unter der Treppenlinie so, dass deg, m +deg, m <t
fiir t > 3 gleich 4t — 2 ist. Genauso haben die beiden Ideale in Abb. 9.5 die Dimensionen
1 bzw. 2. Man kann zeigen, dass der Wert der Dimension von der monomialen Ordnung
nicht abhingt, sondern bis auf entartete Falle der ,geometrischen Dimension der dem Ideal
zugehdrigen Varietdt entspricht.

Reduzierte Basen. Eine endliche Menge von Polynomen, die eine Grobnerbasis enthiilt, ist
selber eine Grobnerbasis, weshalb ein von null verschiedenes Ideal unendlich viele Grobner-
basen hat. Eine Grobnerbasis G = {¢1,. .., gs} heift reduziert, wenn

o die Leitkoeffizienten der g; sind sdmtlich 1 (und 0 ¢ G);
e kein g; ist im Sinne der Regeln (9.10) durch den Rest der Basis G\ {g¢;} reduzierbar.

Bei festgelegter monomialer Ordnung lasst jedes Ideal eine eindeutige reduzierte Grébnerbasis
zu. Beispielsweise ist die reduzierte Grobnerbasis des Ideals (1) die einelementige Menge {1}
fiir welche Ordnung auch immer. Die reduzierten Grébnerbasen liefern daher fiir die Ideale
von KJz] eine Normalform.

Eine reduzierte Grobnerbasis ist in dem Sinne minimal, dass das, was nach Wegnahme eines
beliebigen Elements {ibrig bleibt, kein Erzeugendensystem des Ideals mehr ist. Konkret um-
fasst sie genau ein Polynom pro ,Ecke* der Treppenlinie. Sie kann aus einer beliebigen Grob-
nerbasis G berechnet werden, indem jedes Element g € G durch seinen Rest der Division durch
G\ {g}, soweit das moglich ist, ersetzt wird. Das ist es, was die Methode interreduced_basis
macht. Die zu null reduzierten Polynome werden gelscht.
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Elimination. Die lexikographischen Ordnungen erfreuen sich folgender grundlegender Eigen-
schaft: wenn G eine Grobnerbasis fir die lexikographische Ordnung von J C K[z, ..., x,)] ist,
dann sind die GNK[zgy1  4,] Grobnerbasen der Eliminationsideale!? JNK[zg41,... 2, Eine
lexikographische Grobnerbasis wird in Blocke zerlegt, deren letzter nur von z, abhingt, der
vorletzte von x,, und z,_; usw.':

sage: R.<t,x,y,z> = PolynomialRing(QQ, order=’lex’)

sage: J = R.ideal(t+x+y+z-1, £t72-x72-y~2-2"2-1, t-x*y)

sage: [u.polynomial(u.variable(0)) for u in J.groebner_basis()]
[t+x+y+2z-1,

(y+ Dxx +y+2z -1,

(z - 2)*x + y*z - 2%y - 2%z + 1,

(z - 2)xy™2 + (-2%z + 1)*y - 272 + z - 1]

In diesem Beispiel hingt das letzte Basispolynom nur von y und z ab. Zunédchst kommt ein
Block von zwei Polynomen in z, y und 2z und als erstes ein Polynom, in dem sdmtliche Variablen
vorkommen. Die aufeinander folgenden Eliminationsideale werden unmittelbar abgelesen.

Wir haben indessen gesehen (Unterabschnitt 9.2.5), dass die letzteren keine vollstandige Be-
schreibung des Ideals liefern. Hier ist der Block mit z allein leer, daher erscheint jeder Wert
von z, vielleicht bis auf endlich viele Ausnahmen, als letzte Koordinate einer Lésung. Wir
sind versucht, die moglichen y-Werte fiir jedes z mittels der letzten Gleichung auszudriicken.

Es sind zwei an der Zahl, aufier fiir z = 2, wozu nur y = —1 passt. Nur beim Ubergang zur
vorstehenden Gleichung sehen wir, dass die Festlegung z = 2 widerspriichlich ist. Umgekehrt
folgt gemafs der letzten Gleichung wiederum z = 2 aus y = —1 und ist daher ausgeschlossen.

Es erweist sich daher, dass jeder Leitkoeffizient der Polynome (geschrieben in ihrer jeweiligen
Haupvariablen, wie im Auszug weiter oben) fiir z # 2 zu null wird.

Ubung 37 (Trigonometrische Beziehungen,). Es soll (sin #)° als Polynom in u(6) = sin #+cos 6
und v(#) = sin(260) + cos(26) geschrieben werden.

9.3.5. Berechnung

Wir verweisen den an Algorithmen zur Berechnung von Grébnerbasen interessierten Leser
nochmals auf die in der Einleitung erwéhnte Literatur [CLO07, FSED09, EM07]. Als Ergén-
zung bieter der Modul sage.rings.polynomial.toy_buchberger eine ,pddagogische” Imple-
mentierung des Buchberger-Algorithmus und weiterer damit verbundener Algorithmen, die
seiner theoretischen Beschreibung eng folgt.

"OFiir gegebenes k stimmt dies noch allgemeiner bei jeder Ordnung mit ¢ < k < j = x; > ;. Eine Ordnung
mit dieser Eigenschaft heiflt blockweise (siehe auch Tab. 9.5).

"Das ist deshalb eine ,Dreiecksform® des Systems, die von den Erzeugenden des Ideals gebildet wird, wenn
auch in schwécherem Sinne als die in Unterabschnitt 9.2.5 definierte: a priori konnen wir iiber die Anzahl
der Polynome jedes Blocks oder ihre Leitterme nichts aussagen.
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Wechsel der Ordnung

Die interessantesten Grobnerbasen sind nicht die, die am einfachsten zu berechnen
sind: oft ist die Ordnung degrevlex am wenigsten aufwendig, doch mehr Informa-
tionen entnimmt man einer lexikographischen Grobnerbasis. Aufserdem braucht man
manchmal Grébnerbasen eines Ideals zu verschiedenen Ordnungen.

Das motiviert zur Einfiihrung weiterer allgemeiner Algorithmen zur Berechnung von
Grébnerbasen, sogenannten Algorithmen fiir den Ordnungswechsel. Sie berechnen
aus einer Grobnerbasis zu einer monomialen Ordnung zum selben Ideal eine Gréb-
nerbasis zu einer anderen monomialen Ordnung. Oft sind sie effizienter als dieje-
nigen, die von einem beliebigen Erzeugendensystem ausgehen. So besteht eine oft-
mals fruchtbare Strategie, eine lexikographische Grébnerbasis zu erhalten, darin, eine
Grobnerbasis zur Ordnung degrevlex zu berechnen und dann ein Verfahren fiir den
Ordnungswechsel anzuwenden.

Die Methode transformed_basis ermdglicht die Berechnung von Groébnerbasen
durch Ordnungswechsel ,von Hand“, wenn das Ideal die Ordnung null hat oder die
Zielordnung lex ist. Notfalls beginnt die Methode mit der Berechnung einer Gréb-
nerbasis zu der Ordnung, die zum Polynomring gehort.

Merken wir uns jedenfalls, dass die Berechnung einer Grébnerbasis eine aufwendige Operation
ist, aufwendig hinsichtlich Rechenzeit und Speicherbedarf, in ungiinstigen Fillen sogar sehr
aufwendig. Die Methode groebner_basis lisst aukerdem zahlreiche Optionen'? zu, die dem
erfahrenen Anwender erlauben, einen Algorithmus zur Berechnung einer Grébnerbagis je nach
Eigenart des Problems von Hand festzulegen.

Betrachten wir die Ideale Cy,(K) C K[z1,...,2,—1], die definiert sind durch

CQ(K) = <.1'0 + T, 2071 — 1)

C3(K) = (xo + @1 + T2, Tox1 + Xox2 + 2121, Tor122 — 1)

(9.11)
k n—2
Cn(K) = < Z Hxi+j>k:0 + <l’0 e Tp—1 — 1>,
1€Z/nZ j=0

und in Sage zu bilden durch Befehle wie

sage: from sage.rings.ideal import Cyclic

sage: Cyclic(QQl’x,y,z’1)

Ideal (x + y + z, x*y + x*z + y*z, x*y*xz - 1) of
Multivariate Polynomial Ring in x, y, z over Rational Field

Dies sind klassische Testaufgaben zur Leistungsbewertung von Werkzeugen zur Losung poly-
nomialer Systeme. Auf einer Maschine, wo Sage fiir die Berechnung der reduzierten Grébner-
basis von Cs(Q) weniger als eine Sekunde benétigt:

sage: def C(R, n): return Cyclic(PolynomialRing(R, ’x’, n))

sage: %time len(C(QQ, 6).groebner_basis())
CPU times: user 0.25 s, sys: 0.01 s, total: 0.26 s

12Wegen Details siche ihre Hilfeseite sowie diejenigen der internen Methoden des betreffenden Ideals, deren

Namen mit _groebner_basis beginnt.
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Wall time: 0.97 s
45

endet die Berechnung der Grobnerbasis von C7(Q) nicht in einem Dutzend Stunden und
bendtigt 3 Go Speicher.

Statt die Grobnerbasis auf den rationalen Zahlen berechnen zu lassen, versuchen wir, Q durch
einen endlichen Kérper F,, zu ersetzen. Die Idee, normal bei symbolischer Rechnung, ist die
Eingrenzung des Aufwands der Operationen mit den Koeffizienten: Operationen mit den Ele-
menten von F, bendtigen eine konstante Zeit, wihrend die Anzahl der Ziffern der rationalen
Zahlen die Tendenz hat, im Verlauf der Rechnung gewaltig anzuwachsen. Wir wihlen p hin-
reichend klein, damit die Rechnungen auf F, direkt auf den ganzen Zahlen der Maschine
ausgefiihrt werden kénnen. Doch p darf auch nicht zu klein gewdhlt werden, damit die Gréb-
nerbasis auf IF,, die Chance hat, an einem guten Teil der Struktur von Q teilzuhaben.

Mit einem vertretbaren p hat beispielsweise die Grébnerbasis von Cg(F,) die gleiche Anzahl
von Elementen wie diejenige von Cs(Q):

sage: p = previous_prime(2~30)
sage: len(C(GF(p), 6).groebner_basis())
45

Bei Vergroferung des zu behandelnden Systems sehen wir den Einfluss des Koeffizientenkor-
pers auf die Rechenzeit und der ist weit davon entfernt, vernachlissigbar zu sein: die Félle
n = 7 und n = 8 werden problemlos machbar.

sage: %time len(C(GF(p), 7).groebner_basis())

CPU times: user 3.71 s, sys: 0.00 s, total: 3.71 s
Wall time: 3.74 s
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sage: time len(C(GF(p), 8).groebner_basis())

CPU times: user 104.30 s, sys: 0.07 s, total: 104.37 s
Wall time: 104.49 s

372

Diese Beispiele illustrieren noch ein weiteres wichtiges Phéinomen: die Ausgabe einer Berech-
nung der Grobnerbasis kann viel grofer werden als die Eingabe. Somit zeigt die letze Rechnung
oben, dass jede Grébnerbasis, reduziert oder nicht, von Cg(F,) (mit diesem Wert fiir p) zur
Ordnung degrevlex mindestens 372 Elemente zdhlt, wenn Cg von nur 8 Polynomen erzeugt
wird.
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10. Differentialgleichungen und rekursiv definierte Folgen

Betrachten Sie diese Differentialgleichung solange,
bis sich die Losung von selbst einstellt.
George Polya

10.1. Differentialgleichungen

10.1.1. Einfiihrung

Wenn die Methode von George Polya nicht verfangen will, ziehen Sie Sage hinzu, auch wenn
das Gebiet der symbolischen Lisung von Differentialgleichungen eine Schwiche vieler Rechen-
programme bleibt. Sage ist jedoch in voller Entwicklung und vergréfsert sein Leistungsspek-
trum mit jeder neuen Version.

Wenn man mdchte, kann man Sage aufrufen, um eine qualitative Untersuchung zu erhalten,
und in der Tat leiten dann Sages numerische und grafische Werkzeuge die Intuition. Das ist
Gegenstand von Abschnitt 14.2 des Kapitels, das der numerischen Integration gewidmet ist.
Werkzeuge zur grafischen Untersuchung werden in Unterabschnitt 4.1.6 angegeben. Losungs-
verfahren mit Hilfe von Reihen finden sich in Unterabschnitt 7.5.2.

Man kann die exakte Losung von Differentialgleichungen vorziehen. Sage kann hier zuwei-
len helfen, indem es direkt eine symbolische Antwort gibt, wie wir in diesem Kapitel sehen
werden.

In den meisten Féllen muss Sage mit einer geschickten Umstellung dieser Gleichungen geholfen
werden. Vor allen Dingen muss man beachten, dass die erwartete Losung einer Differential-
gleichung eine in einem bestimmten Intervall differenzierbare Funktion ist, dass Sage aber
Ausdriicke ohne Definitionsbereich manipuliert. Die Maschine benotigt daher einen mensch-
liche Eingriff, um zu einer hinreichend genauen Losung zu gelangen.

Wir werden zunéchst gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung allgemein studieren und
einige besondere Fille wie die linearen Gleichungen, die Gleichungen mit trennbaren Varia-
blen, die homogenen Gleichungen, eine Gleichung, die von einem Parameter abhingt Un-
terabschnitt 10.1.2), dann eher summarisch die Gleichungen 2. Ordnung, sowie ein Beispiel
einer partiellen Differentialgleichung (Unterabschnitt 10.1.3). Wir werden mit dem Gebrauch
der Laplace-Transformation (Unterabschnitt 10.1.4) und der Losung bestimmter Systeme von
Differentialgleichungen schliefsen.

Wir erinnern uns, dass eine gewéhnliche Differentialgleichung (mannchmal mit GDG abge-
kiirzt oder ODE auf englisch) eine Gleichung ist, in der eine (unbekannte) Funktion einer
Verénderlichen auftritt sowie eine oder mehrere Ableitungen dieser Funktion.

In der Gleichung ¢/(z) + z - y(z) = sin(z) wird die unbekannte Funktion y die abhdngige
Variable genannt und z die unabhdngige Variable, mit deren Grofe sich y dndert.
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10. Differentialgleichungen und rekursiv definierte Folgen

Eine partiellen Differentialgleichung (manchmal mit PDG abgekiirzt oder PDE auf englisch)
ist eine Funktion, in der mehrere unabhéngige Variablen auftreten und somit auch partielle
Ableitungen der abhingigen Variablen nach diesen unabhéngigen Variablen.

Wenn nicht anders erwahnt, betrachten wir in diesem Kapitel Funktionen einer reellen Varia-

blen.

10.1.2. Gewdhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung

Grundlegende Befehle. Wir wollen eine GDG 1. Ordnung lésen

F(a,y(x),y'(z)) =0

Wir beginnen mit der Definition einer Variablen x und einer von ihr abhéngigen Variablen
y:

sage: x = var(’x’)
sage: y = function(’y’) (x)

Dann schreibt man

sage: desolve(gleichung, variable, ics = ..., ivar = ...,
o show_method = ..., contrib_ode = ...)

worin

- gleichung die Differentialgleichung ist. Gleichheit wird durch == symbolisiert. Beispiels-
weise wird die Gleichung ¢y’ = 2y + x so geschrieben: diff (y,x) == 2%y + x;

- variable ist der Name der abhéngigen Variablen, d.h. in ¢ = 2y + z ist das die Funktion
Y;

- ics ist ein optionales Argument, mit dem die Anfangsbedingungen angegeben werden kén-
nen. Fiir eine Gleichung 1. Ordnung ist das eine Liste [z, yo], fiir eine Gleichung 2. Ordnung

ist das [zo, Y0, x1,y1] oder [z, yo, yp;

- ivar ist ein optionales Argument, mit dem die unabhéngige Variable prizisiert werden kann,
d.h. in ¥/ = 2y + x ist das x. Dieses Argument muss unbedingt dann angegeben werden,
falls Gleichungen von Parametern abhingen wie zum Beispiel v’ = ay + bz + ¢;

- show_method ist ein optionales Argument, das mit False voreingestellt ist. Andernfalls ver-
langt es von Sage, das Losungsverfahren anzugeben. Das kénnen sein linear, separabel,
exact, homogeneous, bernoulli, generalzed homogeneous. Sage gibt dann eine Liste zu-
riick,deren erstes Argument die Losung ist und deren zweites das verwendete Losungsver-
fahren;

- contrib_ode ist ein optionales Argument, das mit False voreingestellt ist. Bei True kann
Sage mit Gleichungen von Riccati, Lagrange, Clairaut und mit anderen pathologischen
Fillen umgehen.
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Gleichungen 1. Ordnung koénnen mit Sage direkt gelost werden. Wir werden in
diesem Abschnitt studieren, wie mit Sage die linearen Gleichungen mit trennbaren Variablen,
die Gleichungen von Bernoulli, die homogenen Gleichungen, die exakten Gleichungen, sowie
die Gleichungen von Riccati, Lagrange und Clairaut zu 16sen sind.

LINEARE GLEICHUNGEN. Dabei handelt es sich um Gleichungen des Typs

Y = P(z)y = Q(x),

wobei es sich bei P und () um Funktionen handelt, die auf den gegebenen Intervallen stetig
sind.
Beispiel: ¢’ + 3y = €”.

sage: x=var(’x’); y = function(’y’) (x)

sage: desolve(diff(y,x)+3*y==exp(x), y, show_method=True)
[1/4%(4%_C + e~(4#*x))*e~(-3%x), ’linear’]

GLEICHUNGEN MIT TRENNBAREN VARIABLEN. Hierbei handelt es sich um Gleichungen des
Typs

P(z) =y'Q(y),
wobei es sich bei P und @ um Funktionen handelt, die auf den gegebenen Intervallen stetig
sind.
Beispiel: yy' = x.

sage: desolve(y*diff(y,x) == x, y, show_method=True)
[1/2xy(x)~2 == 1/2*x~2 + _C, ’separable’]

Achtung! Manchmal erkennt Sage nicht, dass es sich um eine Gleichung mit trennbaren Va-
riablen handelt und behandlet sie als exakte Gleichungen. Beispiel: ¢/ = e* Y.

sage: desolve(diff(y,x) == exp(xty), y, show_method=True)
[-(e~(x + y(x)) + D*e~(-y(x)) == _C, ’exact’]

GLEICHUNGEN VON BERNOULLI. Das sind Gleichungen des Typs

Y = P(x)y = Qx)y",

wobei es sich bei P und () um Funktionen handelt, die auf den gegebenen Intervallen stetig
sind.
Beispiel: ¢/ —y = 2y

sage: desolve(diff(y,x)-y == xxy~4, y, show_method=True)
[e~x/(-1/3%(3*%x - 1)*e~(3*x) + _C)~(1/3), ’bernoulli’]
HOMOGENE GLEICHUNGEN. Es handelt sich um Gleichungen des Typs
/ — P(.’L’, y)
Q(z,y)’

wobei es sich bei P und @ um Funktionen handelt, die auf den gegebenen Intervallen stetig
sind.
Beispiel: 2%y’ = y? + xy + 2.

sage: desolve(x~2xdiff(y,x) == y~2 + x*y + x~2, y, show_method=True)
[_Cxx == e~(arctan(y(x)/x)), ’homogeneous’]
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10. Differentialgleichungen und rekursiv definierte Folgen

Die Losungen werden nicht in expliziter Form ausgegeben. Spiter werden wir sehen, wie wir
uns in bestimmten Fillen helfen kénnen.

EXAKTE GLEICHUNGEN. Es handelt sich um Gleichungen des Typs

of of
"= 2d —d
/ oz + dy Y
mit einer differenzierbaren Funktion f zweier Variablen.
-2
Beispiel: ¢/ = M mit f = 2% — xcosy + y%/2.
y + xsin(y)

sage: desolve(diff(y,x) == (cos(y)-2*x)/(y+x*sin(y)), v,
et show_method=True)
[x~2 - x*cos(y(x)) + 1/2*xy(x)~2 == _C, ’exact’]

Auch hier werden die Lisungen nicht explizit ausgegeben.

GLEICHUNGEN VON RICCATI. Es handelt sich um Gleichungen des Typs

y' = P(z)y* + Q(z)y + R(x),

wobei es sich bei P, Q) und R um Funktionen handelt, die auf den gegebenen Intervallen stetig
sind.

1 1
Beispiel: ¥/ = zy? + ~y — —-
0

In diesem Fall muss die Option contrib_ode auf True gesetzt werden, damit Sage mit kom-
plexeren Verfahren nach einer Losung sucht.

sage: desolve(diff(y,x) == x*y~2 + y/x - 1/x°2, vy,
e contrib_ode=True, show_method=True) [1]
‘riccati’

GLEICHUNGEN VON LAGRANGE UND VON CLAIRAUT. Wenn die Gleichung die Form y =
xP(y") + Q(y') hat mit auf einem bestimmten Intervall stetigen Funktionen P und @, spricht
man von einer Lagrange-Gleichung. Ist P = 1, spricht man von einer Clairaut-Gleichung.
Beispiel: y = zy/ — ¢/%.

sage: desolve(y == x*diff(y,x) - diff(y,x)"2, y,
e contrib_ode=True, show_method=True)
[[y(x) == -_C"2 + _Cxx, y(x) == 1/4*x~2], ’clairault’]

Lineare Gleichung. Losen wir beispielsweise v/ 4 2y = 22 — 2z + 3;
sage: x = var(’x’); y = function(’y’) (x)

sage: DE = diff(y,x) + 2%y == x**2 - 2%x + 3

sage: desolve(DE, y)

1/4%((2%x~2 - 2*%x + 1)*e~(2*x) - 2*%(2*x - 1)*e~(2*x) + 4*_C
+ B*xe” (2%x))*e”~ (-2*x)

Wir ordnen das ein wenig mit der Methode expand:

sage: desolve(DE, y).expand()
1/2%x72 + _C*e~(-2*%x) - 3/2*%x + 9/4
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Wir gewbhnen uns daher an, desolve(...).expand() zu schreiben. Welches Verfahren ist
zur Anwendung gekommen?

sage: desolve(DE, y, show_method=True) [1]
’linear’

Nun wollen wir Anfangsbedingungen hinzufiigen, zum Beispiel 2(0) = 1:

sage: desolve(DE, y, ics=[0,1]).expand()
1/2%x~2 - 3/2*x - 5/4%e~(-2%x) + 9/4

Gleichungen mit separierbaren Variablen. Untersuchen wir die Gleichung
y'In(y) = ysin(z):

sage: x = var(’x’); y = function(’y’) (x)

sage: desolve(diff(y,x)*log(y) == y*sin(x), y, show_method=True)
[1/2%1log(y(x))~2 == _C - cos(x), ’separable’]

Sage ist mit uns einer Meinung: das ist tatséchlich eine Gleichung mit trennbaren Variablen.

Gewdhnen wir uns an, unsere Losungen zu benennen, damit wir sie spiter wiederverwenden
kénnen:

sage: ed = desolve(diff(y,x)*log(y) == y*sin(x), y); ed
1/2%1og(y(x))~2 == _C - cos(x)

1
Hier ist y(x) nicht in expliziter Form gegeben: 5 * log(y(z))? == _C — cos(x).

Man kann mit solve einen Ausdruck fiir y(x) verlangen. Wir schauen uns nun ed und y
genauer an:

sage: solve(ed, y)
[y(x) == e~(-sqrt(2*_C - 2*cos(x))), y(x) == e~ (sqrt(2x_C - 2*cos(x)))]

Wir miissen dabei besonders auf den Term sqrt(2*x_C - 2*cos(x)) achten, auch wenn Sage
uns nicht gleich warnt, miissen wir deshalb dafiir sorgen, dass _C > 1 bleibt.

Um das Verhalten der Kurven der Losungen zu erhalten, miissen wir die rechte Seite der Glei-
chung mit der Methode rhs () weiterverwenden. Statt beispielsweise die rechte Seite der ersten
Losung nach Einsetzen von 5 fiir _C zu bekommen, sehen wir zunéchst eine Fehlermeldung:

sage: solve(ed, y)I[0].subs_expr(_C==5).rhs()

NameError Traceback (most recent call last)
<ipython-input-5-77ebca8fafla> in <module>()
----> 1 solve(ed, y)[Integer(0)].subs_expr(_C==Integer(5)).rhs()

NameError: name ’_C’ is not defined

In der Tat haben wir _C nicht definiert. Sage hat es gemerkt. Um auf _C zugreifen zu kénnen,
miissen wir die Methode variables() verwenden, welche die Liste der in einem Ausdruck
vorkommenden Variablen ausgibt.
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sage: ed.variables()
(_C, x)

Nur C und x werden also als Variablen angesehen, denn y ist als Funktion der Variablen x
definiert worden. Wir bekommen (' daher mit ed.variables() [0]:

sage: _C = ed.variables() [0]
sage: solve(ed, y)[0].subs(_C == 5).rhs()
e~ (-sqrt (-2%cos(x) + 10))

Ein anderes Beispiel: Um den Graphen der ersten Lésung mit _C=2 zu erhalten, schreiben wir
sage: plot(solve(ed, y)[0].subs(_C == 2).rhs(), x, -3. 3)

und wir erhalten

Um mehrere Kurven zu bekommen (sieche Abb. 10.1) arbeiten wir mit einer Schleife:

sage: P = Graphics()
sage: for k in range(1,20,2):
P += plot(solve(ed, y)[0].subs(_C == 1 + k/4).rhs(Q, x, -3, 3)
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Abb. 10.1 - Mehrere Losungen von y' Iny = ysin(z).

Mit zwei Schleifen kénnten wir versuchen, die Bilder zweier Losungen einzufangen,

sage: P = Graphics()

sage: for j in [0, 1]:

for k in range(1,10,2):
f = solve(ed, y)[0].subs(_C == 2 + k/4).rhs()
P += plot(f, x, -3, 3) sage: P

doch die Differenz der Mafistdbe beider Losungen verhindert, dass man die Kurven der ersten
Lésung unterscheiden kann:
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Ubung 38. (Differentialgleichungen mit trennbaren Variablen). Losen Sie folgende Differen-
tialgleichungen mit trennbaren Variablen auf R:

L (B wyi—yg (a2 (B2)s o = S

Homogene Gleichungen. Wir wollen die homogene Gleichung zy’ = y + /92 + z2 16sen. In
der Tat ist dies eine homogene Gleichung, denn man kann sie auch so schreiben:

dy _y+Vy*+a*> _ N(y2)
de x - M(y,x)

oder N(ky, kz) = kN (y,x) und M (ky, kx) = kM (y, ).

Daher geniigt es, diese Gleichung durch die Substitution y(z) = x-u(z) in eine Gleichung mit
trennbaren Variablen zu {iberfiihren:

sage: u = function(’u’)(x)
sage: y = x*u
sage: DE = x*diff(y,x) == y + sqrt(x**2 + y*x2)

Wir wenden die Substitution auf die Ausgangsgleichung an.

Da die Gleichung fiir x = 0 nicht definiert ist, werden wir sie auf den Intervallen | — oo, 0] und
10, oo[ 16sen. Arbeiten wir zunichst auf |0, oof.

sage: assume x > O
sage: desolve(DE, u)
x == _Cxe~arcsinh(u(x))

Wir erhalten w nicht in expliziter Form. Um dem zu begegnen, werden wir mit dem Maxima-
Befehl ev (wie evaluieren) und der Option logarc=True, die angibt, dass die Areafunktionen
mit Hilfe von Logarithmen umgewandelt werden. Danach kénnen wir v durch den Befehl
solve erhalten:

sage: S = desolve(DE, u)._maxima_().ev(logarc=True).sage().solve(u); S
[u(x) == -(sqrt(u(x)"2 + 1)*_C - x)/_C]

Hier ist S eine Liste, die nur aus einer Gleichung besteht; S[0] ist daher die Gleichung selbst.

Trotzdem wird die Gleichung nicht immer explizit gelost. Wir werden Sage ein wenig zur Hand
gehen, indem wir es zur Losung der dquivalenten Gleichung

C?P ) =(z—u-_C)?
mit folgenden Befehlen auffordern:

sage: _C = S[0].variables() [0]

sage: solu = (x-S5[0]*_C)"2; solu
(_LCxu(x) - x)°2 == (u(x)~2 + 1)*_C"2
sage: sol = solu.solve(u); sol

[u(x) == -1/2%(_C~2 - x~2)/(_C*x)]

Wir miissen jetzt nur noch zuriick zu y gelangen:
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sage: y(x) = x*s0l[0].rhs(); y(x)
-1/2x(_C~2 - x~2)/_C

Nunmehr erhalten wir die Losungen in expliziter Form:

Jetzt miissen die Losungen auf ]0, co[ noch gezeichnet werden, wobei darauf zu achten ist,
dass _ C nicht null wird.

60 |
40 |

20 -

20

40 b

-80 |

80 |

sage: P = Graphics()
sage: for k in range(-19,19,2):
P += plot(y(x).subs(_C == 1/k), x, 0, 3)

Ubung 39. (Homogene Differentialgleichungen). Losen Sie auf R folgende Differentialglei-
chung: (E3) : xyy = 2% + 3>

Eine Parametergleichung: das Modell von Verhulst. Die relative Rate des Wachstums
einer Bevdlkerung ist eine mit der Grofhe der Bevolkerung linear abnehmende Funktion. Bei
ihrer Untersuchung kann eine Gleichung der Form

y =ay -y’
zu 16sen sein mit den positiv reellen Parametrern a und b.

sage: x = var(’x’); y = function(’y’)(x); a, b = var(’a, b?)
sage: DE = diff(y,x) - axy == -bxy~ 2

sage: sol = desolve(DE, [y,x]); sol

-(log(bxy(x) - a) - log(y(x)))/a == _C + x
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Wir erhalten damit y nicht explizit. Versuchen wir, es mit solve zu isolieren.

sage: Sol = solve(sol, y)[0]; Sol
log(y(x)) == (_C + x)*a + log(bxy(x) - a)

Die explizite Losung haben wir immer noch nicht. Wir werden die Terme auf die linke Seite
umgruppieren und diesen Ausdruck mit Hilfe von simplify_log() vereinfachen:

sage: Sol(x) = S.lhs() - Sol.rhs(); Sol(x)
-(_C + x)*a - log(b*xy(x) - a) + log(y(x))
sage: Sol.simplify_log(); Sol(x)

-(_C + x)*a + log(y(x)/(bxy(x) - a))

sage: solve(Sol, y)[0].simplify()

y(x) == axe~(_Cxa + ax*x)/(bxe~(_C*a + a*x) - 1)

10.1.3. Gleichungen 2. Odnung

Lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten. Ldsen wir jetzt eine lineare Gleichung
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, zum Beispiel

y" + 3y = z? — Tz + 31.

Wir verwenden die gleiche Syntax wie fiir Gleichungen 1. Grades. Die 2. Ableitung von y nach
x bekommt man mit diff(y,x,2).

sage: x = var(’x’); y = function(’y’) (x)

sage: DE = diff(y,x,2) + 3%y == x°2 - T7*x + 31

sage: desolve(DE, y).expand()

1/3%x~2 + _K2*cos(sqrt(3)*x) + _Kl*sin(sqrt(3)*x) - 7/3*x + 91/9

Fiigen wir noch Anfangsbedingungen hinzu, beispielsweise y(0) = 1 und 3'(0) = 2:

sage: desolve(DE, y, ics=[0,1,2]).expand()
1/3*xx~2 + 13/9*sqrt(3)*sin(sqrt(3)*x) - 7/3*x - 82/9*cos(sqrt(3)*x) + 91/9

oder auch y(0) =1 und y(—1) = 0:

sage: desolve(DE, y, ics=[0,1,-1,0]).expand()
1/3*%x~2 - 7/3*x - 82/9*cos(sqrt(3))*sin(sqrt(3)*x)/sin(sqrt(3)) +
115/9*sin(sqrt (3)*x) /sin(sqrt(3)) - 82/9*cos(sqrt(3)*x) + 91/9

das heifst

3 3" 9sin(v/3) - 9sin(v/3) 9

le T 82 sin(v/3z) cos(v/3)  115sin(v/32) 82 cos(v3x) + %
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Losung einer PDG: die Warmeleitungsgleichung. Wir untersuchen die berithmte Warme-
leitungsgleichung. Die Temperatur z verteilt sich in einem geraden homogenen Stab der Linge
[ geméfs der Gleichung (in der = die Abszisse langs des Stabes und ¢ die Zeit ist):

02z 0z

Wir geben folgende Anfangs- und Randbedingungen vor:
VteRT: 2(0,t)=0 =2(,t)=0 Vz€]0,i]: z(x,0=1).
Wir suchen die nicht verschwindenden Losungen der Form

z(x,t) = f(x)g(t).
Dies ist das Verfahren der Trennung der Variablen:

sage: x, t = var(’x, t’); f = function(’f’)(x); g = function(’g’) (x)
sage: z = fxg

sage: eq(x,t) = diff(z,x,2) == diff(z,t); eq(z,t)

g(t)*diff(£(x), x, x) == £(x)*diff(g(t), t)

Das ist Gleichung

d? f(x) dgt

t = =

Wir dividieren durch f(x)g(t), das wir ungleich null voraussetzen:

sage: eqn = eq/z; eqn(x,t)
diff (f(x), x, x)/f(x) == diff(g(t), t)/g(t)

Wir bekommen dann eine Gleichung, bei der jede Seite nur von einer Variablen abhéngt:

1 d2f(z) 1 dg(t)
f(x) dz2  g(t) dt °

Beide Seiten miissen konstant sein, und wir fithren eine Konstante k ein:

sage: k = var(’k’)
sage: eql(x,t) = egn(x,t).lhs() == k; eq2(x,t) = eqn(x,t).rhs() ==

Losen wir jede der Gleichungen fiir sich und beginnen mit der zweiten;

sage: g(t) = desolve(eq2(x,t),[g,t]); g(t)
_Cxe~ (k*t)

kt mit einer Konstanten c.

also ist g(t) = ce
Bei der ersten kommen wir nicht gleich weiter:

sage: desolve(eql, [f,x])
Traceback (click to the left of this block for traceback)

Is k positive, negative or zero?

Verwenden wir assume:
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sage: assume(k>0); desolve(eql, [f,x])
_Kixe~(sqrt(k)*x) + _K2*e~(-sqrt(k)*x)

Das bedeutet
F(@) = k1™ + kye*VE,

10.1.4. Laplace-Transformation

Die Laplace-Transformation erlaubt die Umwandlung einer Differentialgleichung mit Anfangs-
bedingungen in eine algebraische Gleichung, und die Riicktransformation ermdglich dann die
Riickkehr zu einer eventuell existierenden Losung der Differentialgleichung. Zur Erinnerung:
wenn f eine auf R definierte Funktion ist, die im Intervall | — oo, 0] verrschwindet, dann nennen
wir die unter bestimmten Bedingungen durch

+o0o

L(f(x)) = F(s) = / e f(x) dz

0
definierte Funktion F' die Laplace-Transformierte von f.

Leicht erhalten wir die Laplace-Transformierten von polynomialen Funktionen, von trigono-
metrischen Funktionen, Exponentialfunktionen usw. Diese Transformierten haben héchst in-
teressante Eigenschaften, insbesondere was die Transformierten einer Ableitung betrifft: wenn
f auf R, stiickweise stetig ist, dann ist

und wenn f’ den fiir f geltenden Bedingungen geniigt, dann ist

L(f"(x)) = s*L(f(x)) = s£(0) = £(0).

Beispiel. Wir wollen die Differentialgleichung 3" — 3y’ — 4y = sin(z) mit den Anfangsbedin-
gungen y(0) =1 und ¢'(0) = —1 mit Hilfe der Laplace-Transformierten 16sen. Dann ist:

L(y" -3y —4y) = L(sin(x)),
das heifdt:
(s> — 35— 4)L(y) — sy(0) — /' (0) + ey(0) = L(sin(x)).

Sollten wir die Listen der Laplace-Transformierten der gangigen Funktionen vergessen haben,
konnen wir die Transformierte des Sinus auch mit Sage finden:

sage: x, s = var(’x, s’); f = function(’f’,x)
sage: f(x) = sin(x); f.laplace(x,s)
x |-->1/(s"2 + 1)

Somit erhalten wir einen Ausdruck fiir die Laplace-Transformierte von y:

1 s—4

L(y) = (52 —3s —4)(s2 + 1) +82—3S—4.

Mit Sage erhalten wir nun die Riicktransformierte:
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sage: X(8) = 1/(s872-3%s-4)/(s"2+1) + (s-4)/(872-3%s-4)
sage: X(s).inverse_laplace(s, x)
3/34xcos(x) + 1/85*%e~(4*x) + 9/10%e”~(-x) - 5/34*sin(x)

Mit etwas Schummelei konnen wir X (s) zunéchst in einfachere Elemente zerlegen:

sage: X(s).partial_fraction()
1/34%(3%s - 5)/(s”2 + 1) + 9/10/(s + 1) + 1/85/(s - 4)

Wir miissen nur noch eine Liste der Riicktransformationen zur Hand nehmen. Indessen kénn-
ten wir auch direkt die Blackbox desolve_laplace benutzen, die uns die Losung sofort lie-
fert:

sage: x = var(’x’); y = function(’y’,x)

sage: eq = diff(y,x,x) - 3*diff(y,x) - 4%y - sin(x) ==

sage: desolve_laplace(eq, y)

1/85%x(17*xy(0) + 17+xD[0](y) (0) + 1)*e~(4*x) + 1/10*(8*y(0) - 2+D[0] (y) (0)
- D*xe~(-x) + 3/34*cos(x) - 5/34*sin(x)

sage: desolve_laplace(eq, y, ics=[0,1,-1])

3/34xcos(x) + 1/85xe~(4#*x) + 9/10xe~(-x) - 5/34*sin(x)

10.1.5. Lineare Differentialsysteme

Ein Beispiel eines einfachen linearen Differentialsystems 1. Ordnung. Wir wollen das
folgende Differentialsystem l6sen:

y(0) =c
mit
2 =20 y1(x) 2
A= -2 0 2 ) y(fE) = yZ(x) ; Cc= 1
0o 2 2 y3(x) -2

Wir schreiben:

sage: x = var(’x’); yl1 = function(’y1’, x)

sage: y2 = function(’y2’, x); y3 = function(’y3’, x)

sage: y = vector([yl, y2, y31)

sage: A = matrix([[2,-2,0],[-2,0,2],[0,2,2]])

sage: system = [diff(y[i]l, x) - (A * y)[i] for i in range(3)]
sage: desolve_system(system, [y1l, y2, y3], ics=[0,2,1,-2])
[yl(x) == e~ (4*x) + e~ (-2%x),

y2(x) == -e~(4x*x) + 2*e”~(-2*x),

y3{(x) == -e~(4*x) - e~ (-2%x)]

Fiir die Anfangsbedingungen gilt diese Syntax: ics = [x0,y1(x0),y2(x0),y3(x0)].
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10. Differentialgleichungen und rekursiv definierte Folgen

Mit einer Matrix komplexer Eigenwerte. Diesmal nehmen wir

]

Mit Sage:

sage: x = var(’x’); yl1 = function(’y1’, x); y2 = function(’y2’, x)
sage: y = vector([yl,y2])

sage: A = matrix([[3,-4]1,[1,3]])

sage: system = [diff(y[i], x) - (A * y)[i] for i in range(2)]
sage: desolve_system(system, [yl, y2], ics=[0,2,0])
[yl(x) == 2#cos(2*x)*e~(3*x), y2(x) == e~ (3*x)*sin(2*x)]

kommt

{ y1(x) = 2cos(2x)e3”
yo(z) = sin(2z)e3”.

Ein System 2. Ordnung. Wir wollen dieses System 16sen:

{ yi (x) — 2y1(x) + 6ya(z) — yi(x) — Byh(z) =0
Yy () — 2y1(x) — 6y2(z) — vy (z) — ya(x) =0

Wir fithren es auf ein System 1. Ordnung zuriick und setzen dazu
u = (uy,ug, uz, us) = (Y1, Y2, Y1, Y2)-

Dann haben wir

uh = uy
ufy = 2uy — 6ug + u3 + 3uy
uly = —2uq + 6ug + ug — uy,
das heift v/ = A - u(z) mit
0 0 1 0
0 0 0 1
A= 2 -6 1 3
-2 6 1 -1

Mit Sage:

sage: x = var(’x’); ul = function(’ul’, x); u2 = function(’u2’, x)
sage: u3 = function(’u3’, x); u4 = function(’ud’, x)

sage: u = vector([ul,u2,u3,udl)

sage: A = matrix([[0,0,1,0],[0,0,0,1],[2,-6,1,3],[-2,6,1,-1]])
sage: system = [diff(ulil, x) - (A*u)[i] for i in range(4)]

sage: sol = desolve_system(system, [ul, u2, u3, u4l)

Wir beriicksichtigen nur die beiden ersten Komponenten, denn es sind y; und yo, die uns
interessieren, d.h. uy und wo:

sage: sol[0]

ul(x) == 1/12%(2*ul(0) - 6%u2(0) + 5%u3(0) + 3*ud(0))*e~(2*x) +
1/24% (2*xul1(0) - 6*u2(0) - u3(0) + 3*ud(0))*e~(-4*x) + 3/4*ul(0) +
3/4*xu2(0) - 3/8%u3(0) - 3/8*u4(0)
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sage: sol[1]
u2(x) == -1/12%(2%u1(0)

- 6%u2(0) - u3(0)

10.2. Rekursiv definierte Folgen

- 3%ud(0))*e~(2%x) -

1/24%(2%xul(0) - 6*xu2(0) - u3(0) + 3*ud(0))*e~(-4*xx) + 1/4%ul(0) +
1/4%u2(0) - 1/8%u3(0) - 1/8%ué(0)

Das kann bei guter Beobachtungsgabe zusammengefasst werden zu

{ Y1 (I’) = k162‘r + /{26741 + 3ks3

yo(z) = kqe?® —

k26_4$ + k3

mit ki, ko, ks und k4 als Parametern, die von den Anfangsbedingungen abhingen.

10.2. Rekursiv definierte Folgen

10.2.1. Durch w41 = f(uy,) definierte Folgen

Definition einer Folge.

Wir betrachten eine durch die Beziehung uy,4+1 = f(uy) mit ug = a

rekursiv definierte Folge. Natiirlich kénnen wir die Folge mit einem rekursiven Algorithmus
definieren. Nehmen wir als Beispiel eine logistische Folge (eine durch eine Beziehung der Form

Tnt1 = rxn (1 — x,) definierte Folge):

fraes 3.83. (1

X
ﬂﬁ&ﬁ> und g = 20000.

Diese Folge kénnen wir in Sage definieren durch

Differentialgleichungen

Variablendeklaration
Funktionsdeklaration

Losung einer Gleichung

Losung eines Systems
Anfangsbedingungen 1. Ordnung
Anfangsbedingungen 2. Ordnung

Anfangsbedingungen fiir Systeme
unabhéngige Variable
Losungsverfahren

Aufruf sdpezieller Verfahren

x=var(’x’)

y=function(’y’) (x)
desolve(gleichung, y, <optionen>)
desolve_system([gll, ...11, [y1, ..
[z0, y(zo)]

[z, y(x0), 21, y(1)]

[z0,y(20),y' (20)]

[z0, y1(%0), y2(20), - - ]

ivar=x

show_method=True

contrib_ode=True

.11, <optiomen>)

Laplace-Transformierte

Transformation einer Funktion f: z — f(z)
Riicktransformation von X (s)
Losung durch Laplace-Transformation

f.laplace(x,s)
X(s) .inverse_laplace(s,x)
desolve_laplace(gleichung,funktion)

Verschiedene Befehle

Ausdruck der 1. Ableitung
ausmultiplizierte Form eines Ausdrucks

In einem Ausdruck vorkommende Variablen
Substitution einer Variablen

rechte Seite eine Gleichung

linke Seite einer Gleichung

diff(y,x)
expr.expand ()
expr.variables()
expr.subs (var==val)
gleichung.rhs()
gleichung.lhs

Tab. 10.1 - Befehle fiir die Losung von Differentialgleichungen
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10. Differentialgleichungen und rekursiv definierte Folgen

sage: x = var(’x’); f = function(’f’,x)
sage: f(x) = 3.83xxx(1 - x/100000)
sage: def u(n):

R if n==0: return(20000)

else: return f(u(n-1))

Wir kénnen eine iterative Definition vorziehen:

sage: def v(n):

V = 20000;
for k in [1..n]:
V= £(V)
return V

Graphische Darstellung. Wir kénnen die Punkte mit den Koordinaten (&, ux) zeichnen las-
ser:

sage: def wolke(u,n):

L = [[0,u(0)]];
for k in [1..n]:

L += [[k,u(k)]]
et points(L) .show()

Ausgehend von der folgenden Abbildung vermuten wir die Existenz von drei Hiufungspunk-
ten:

sage: wolke(u,50)

90000 - .

80000

70000

60000 -

50000 + . . . . . . . .

40000 |

30000

20000

‘.
.
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10.2. Rekursiv definierte Folgen

Wir hétten stattdessen auch eine Darstellung wihlen kénnen, wo der Graph von f auf die
Winkelhalbierende trifft. Da diese nicht von sich aus in Sage vorhanden ist, werden wir eine
kleine Prozedur schreiben, welche die Arbeit erledigt:

sage: def schnecke(f,x,u0,n,xmin,xmax):

el u = u0

e P = plot(x, x, xmin, xmax, color=’gray’)

ceeat for i in range(n):

RN P += line([[u,u], [u,f(w)], [f(u),f(u)]], color = ’red’)
R u = f(u)

el P += f.plot(x, xmin, xmax, color=’blue’) # Courbe de f
R P.show()

Beispielsweise beobachten wir fiir die gleiche Folge:

sage: f(x) = 3.83*xxx(1 - x/100000)
sage: schnecke(f,x,20000,100,0,100000)

ebenfalls drei Haufungspunkte:

8ed |

2e4

e

2e4 de4 6e4 8e4d le5

10.2.2. Lineare rekursiv definierte Folgen

Sage kann auch mit Folgen des Typs
ApUnik + Qg—1Upip—1 + -+ + Q1Upt1 + AUy =0

umgehen, wobei (a;)o<i<) eine Familie von Skalaren ist.
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10. Differentialgleichungen und rekursiv definierte Folgen

Wir betrachen als Beispiel die Folge

3 1
up = —1, u1 =1, Upy2 = JUpt1 — S Un-

2 2

In Sage 7 ist die bekannte Funktion rsolve nicht direkt nutzbar. Man findet sie in Sympy,
was gewisse Unanehmlichketen zur Folge hat, wie die Syntaxénderung bei der Deklaration
der Variablen. Hier der ndtige Vorspann fiir die Definition der Folge:

sage: from sympy import Function, Symbol
sage: u = Function(’u’); n = Symbol(’n’, integer=True)

Anschlieffend muss die lineare Relation in der Form aguy,+x+. . .+aou, = 0 definiert werden:
sage: f = u(nt+2)-(3/2)*u(n+1)+(1/2)*u(n)

Schliefslich rufen wir rsolve auf und achten dabei genau darauf, wie die Anfangsbedingungen
deklariert werden:

sage: from sympy import rsolve
sage: rsolve(f, u(n), {u(0):-1,u(1):1})
3 - 4x2xx(-n)

das heifst u, = 3 — 2,1%2

BEMERKUNG. Zu beachten sind gewisse Einschriankungen bei rsolve. Zum Beispiel wird bei
rekursiv definierten Folgen 2. Ordnung ein korrektes Resultat nur erhalten, wenn die charakte-
ristische Gleichung zwei verschiedene reelle Wurzeln hat wie im vorstehendem Beispiel. Sonst
driickt Sage die Losung mit Hilfe des Pochhammer-Symbols aus (RisingFactorial(x,n)),
und das ist wenig ergiebig.

10.2.3. Rekursiv definierte Folgen ,mit zweitem Glied*

Sage kann auch mit Folgen dieses Typs umgehen:
ar(n)uptk + ag—1(N)Untk—1 + ... + a1 (n)upy1 +a — 0(n)u, = f(n)

mit einer Familie von Polynomen (a;)o<i<k in n und einer polynomialen, einer gebrochen
rationalen oder einer hypergeometrischen Funktion f vonh n.

Entsprechend der Natur von f(n) sind die Befehle verschieden:
e rsolve_poly wenn f eine Polynomfunktion ist,
e rsolve_ratio, wenn f eine gebrochen rationale Funktion ist,

e rsolve_hyper, wenn f eine hypergeometrische Funktion ist.
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10.2. Rekursiv definierte Folgen

Wir definieren die a;(n) als Liste [ag(n),...,ax—1(n),arx(n)]. Um beispielsweise die Komple-
xitdt von Mergesort zu untersuchen, sind wir gehalten, die Folge

Un+1 = 2uy, + 2n+27 up =10
zu studieren. Die Rechnung ergibt

sage: from sympy import rsolve_hyper
sage: n = Symbol(’n’, integer=True)
sage: rsolve_hyper([-2,1],2%x(n+2),n)
2%xn*CO + 2*x(n + 2)*(CO + n/2)

und wegen ug = 0 ist C0=0, daher ist u, = n - 2"+,
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11. Gleitpunktzahlen

In den folgenden Kapiteln stehen die Gleitpunktzahlen im Zentrum der Aufmerksamkeit. Es
ist sinnvoll, sie zu studieren, denn ihr Verhalten folgt genauen Regeln.

Wie sollen reelle Zahlen maschinell dargestellt werden? Da diese Zahlen im allgemeinen nicht
mit einer endlichen Menge an Information kodiert werden konnen, sind sie auf einem Rechner
nicht immer darstellbar: man muss sie also durch eine Gréfe mit endlichem Speicherbedarf
anndhern.

Es hat sich zur ndherungsweisen Darstellung reeller Zahlen mit einer festen Menge von Infor-
mation ein Standard herausgebildet: die Gleitpunkt-Darstellung.®

In diesem Kapitel findet man: eine summarische Beschreibung der Gleitpunktzahlen und ver-
schiedener in Sage verfiigbarer Typen dieser Zahlen sowie die Demonstration einiger ihrer
Eigenschaften. Etliche Beispiele zeigen bestimmte Schwierigkeiten, denen man beim Rechnen
mit Gleitpunktzahlen begegnet, einige Kniffe, mit denes es gelegentlich gelingt, sie zu umschif-
fen, wobei wir erwarten, dass der Leser die nétige Bedachtsamkeit entwickelt. Als Konsequenz
versuchen wir einige Eigenschaften zu benennen, welche die numerischen Methoden haben
miissen, um mit diesen Zahlen verwendet werden zu kénnen.

Fiir weitere Informationen kann der Leser die im Netz verfiigharen Dokumente [BZ10] und
[Go191] konsultieren oder das Buch [MBdD~+10].

11.1. Einfiihrung

11.1.1. Definition

Eine Menge F'(j3,r,m, M) von Gleitpunktzahlen ist durch vier Parameter definiert: eine Basis
B > 2, eine Anzahl von Ziffern r und zwei ganze Zahlen m bzw. M. Die Elemente von
F(B,r,m, M) sind Zahlen der Form

r=(—1)°0.dydy...dy - B,

worin die Ziffern d; ganze Zahlen sind, die 0 < d; < B fiir i > 1 und 0 < d; < § erfiillen. Die
Anzahl r der Ziffern ist die Genauigkeit, das Vorzeichenbit s kann 0 oder 1 sein, der Ezponent
j liegt zwischen den beiden ganzen Zahlen m und M und 0.dydsz ... d, ist die Manlisse.

'In der deutschsprachigen Literatur hilt sich noch der Begriff Gleitkomma, auch wenn in der Informatik
grundsédtzlich der Punkt als Dezimaltrennzeichen dient und das Komma als Trennzeichen in Listen und
dergleichen fungiert.
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11. Gleitpunktzahlen

11.1.2. Eigenschaften, Beispiele

Die Normalisierung 0 < d; < § garantiert, dass alle Zahlen dieselbe Anzahl von signifikanten
Ziffern haben. Man bemerkt, dass die Zahl null mit der Konvention d; > 0 nicht darstellbar
ist: null braucht eine spezielle Darstellung.

Als Beispiel: die —0.028 gschriebene Zahl zur Basis 10 (Festpunkt-Darstellung) wird als
—0.28 - 107! dargestellt (vorbehaltlich natiirlich, dass » > 2 und m < —1 < M). Da zur
rechnerinternen Bindrdarstellung die Basis 2 dient, ist 8 gleich 2 in den verschiedenen von
Sage angebotenen Mengen von Gleitpunktzahlen und wir werden uns daher im Verlaufe dieses
Kapitels immer in diesem Rahmen bewegen. Um ein Beispiel zu geben, 0.101 - 2! stellt mit
den Werten aus der Menge F'(2,3,—1,2) die Zahl 5/4 dar..

Da fiir 8 = 2 der einzige mogliche Wert von d; gleich dj = 1 ist, kann er in einer Maschinenim-
plementierung weggelassen werden und, immer mit den Werten aus der Menge F'(2,3,—1,2),
kann beispielsweise 5/4 mit 5 bits, ndmlich als 00110 maschinencodiert werden, worin die
erste Ziffer von links das Vorzeichen + darstellt, die beiden folgenden Ziffern, ndmlich 01 die
Mantisse (101) und die letzten beiden Ziffern den Exponenten (00 codiert den Wert —1 des
Exponenten, 01 den Wert 0 usw.).

Dem Leser muss vollig klar sein, dass die Mengen F'(3,r, m, M) nur eine endliche Untermenge
der reellen Zahlen beschreiben. Zur Darstellung einer reellen Zahl xz, die zwischen zwei auf-
einander folgenden Zahlen aus F(3,r, m, M) liegt, wird eine Rundung genannte Anwendung
bendtigt, die festlegt, welche Zahl eine Niherung von x ist: man kann die Zahl nehmen, die
x am néchsten liegt, doch sind auch andere Entscheidungen moglich; die Norm bestimmt,
dass die Rundung F(8,r, m, M) unverindert ldsst. Die Menge der darstellbaren Zahlen ist
beschriankt, und die Mengen der Gleitpunktzahlen enthalten auch die Sonderwerte +o0o und
—00, die nicht nur unendliche Werte (wie 1/0) darstellen?, sondern auch alle Werte oberhalb
der grofsten darstellbaren positiven Zahl (oder unterhalb der kleinsten darstellbaren negativen
Zahl). Es gibt auch ein Zeichen zur Darstellung undefinierter Operationen wie 0/0.

11.1.3. Normalisierung

Nach einigen tastenden Versuchen wird die Notwendigkeit einer Norm spiirbar, damit identi-
sche Programme auf vschiedenen Rechnern gleiche Resiultate liefern. Seit 1985 definiert die
Norm IEEE-754% mehrere Zahlenmengen, darunter die in 64 Bits gespeicherten Zahlen ,dop-
pelter Genauigkeit“): Das Vorzeichen s ist mit 1 Bit codiert, die Mantisse bekommt 53 Bits
(wovon nur 52 gespeichert werden), der Exponent 11 Bits. Die Zahlen haben die Gestalt

(=1)°0.d1dz . . . ds3 - 9J—1023

Sie entsprechen dem Typ double in C.

2Diese Festlegungen entsprechen der Norm IEEE-754.
3siehe https://de.wikipedia.org/wiki/IEEE_ 754
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11.2. Die Gleitpunktzahlen

Sage stellt zwei Arten von Gleitpunktzahlen bereit:

1. Gleitpunktzahlen ,doppelter Genauigkeit“, wie in 11.1.3 beschrieben: das sind die vom
Prozessor des Rechners gelieferten Zahlen. In Sage gehoren diese Zahlen zur Klasse RDF':

sage: xrdf = RDF(3.0)

2. Gleitpunktzahlen beliebiger Genauigkeit: jede Instanz der Klasse RealField definiert
eine Menge von Gleitpunktzahlen gegebener Genauigkeit (und eventuell mit einem ge-
gebenen Rundungsmodus: siehe 11.3.2). Um eine Zahl x100 mit 100 Bits Genauigkeit
zu deklarieren, wird man beispielsweise schreiben:

sage: R100 = RealField(100) # Genauigkeit: 100 bit
sage: x100 = R100(3/8); x100
0.37500000000000000000000000000

Die Zahlen der Menge RealField(p) haben die Form
(—1%)0.dvdz .. .d, - 2¢

mit s € {0, 1}: die Mantisse ist p Binérziffern breit, und e kann 30 Bits haben (auf manchen
Maschinen auch mehr). Man kann die Genauigkeit auch offen lassen:

sage: Rdefaut = RealField() # voreingestellte Genauigkeit 53 Bits
sage: xdefault = Rdefault(2/3)

und man kann die Genauigkeit aller Gleitpunktzahlen mit der Methode prec()
testen:

sage: xrdf.prec()

53

sage: x100.prec()

100

sage: xdefault.prec()
53

Also haben die Zahlen der Menge RealField () und die der Menge RDF dieselbe Genauigkeit,
doch akzeptiert RealField() auch grofere Exponenten. Die Menge RealField() mit der
Genauigkeit 53 Bits ist in Sage der voreingestellte Typ fiir ,reelle* Zahlen.

sage: x = 1.0; print type(x)

<type ’sage_rings.real_mpfr.Realliteral’>
sage: x.prec()

53

Hier zeigt real_mpfr.ReallLiteral an, dass die Menge der Zahlen, zu der z gehdrt, mit der
Bibliothek GNU MPFR implementiert ist.

Erinnern wir uns, dass der Typ einer Zahl durch die rechte Seite einer Zuweisung automatisch
definiert ist:

1.0 # x gehdrt zum RealField()
0.1le+l # idem: x gehdrt zum RealField()

sage: x
sage: x
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11. Gleitpunktzahlen

sage: x = 1 # x ist eine ganze Zahl

sage: x = RDF(1) # x ist Gleitpunktzahl doppelter Maschinengenauigkeit
sage: x = RDF(1.) # idem: x ist Gleitpunktzahl doppelter Genauigkeit
sage: x = RDF(0.le+l) # idem

sage: x = 4/3 # x ist eine rationale Zahl

sage: R = RealField(20)

sage: x = R(1) # x ist Gleitpunktzahl mit 20 Bits Genauigkeit

und es werden normale Konversionen rationaler Zahlen bewerkstelligt:

sage: RDF(8/3)

2.66666666667

sage: R100 = RealField(100); R100(8/3)
2.6666666666666666666666666667

sowie auch die Konversion zwischen Zahlen, die zu verschiedenen Mengen von Gleitpunktzah-
len gehoren:

sage: x = R100(8/3)

sage: R = RealField(); R(x)
2.66666666666667

sage: RDF(x)

2.66666666667

Die verschiedenen Mengen von Gleitpunktzahlen enthalten auch die speziellen Werte +0, -0,
+infinity, -infinity und NaN:

sage: 1.0/0.0

+infinity

sage: RDF(1)/RDF(0)

+infinity

sage: |RDF(-1.0)/RDF(0.)]

-infiniy

Der Wert NaN ist nicht definierten Ergebnissen zugeordnet.
sage: 0.0/0.0

NaN

sage: RDF(1)/RDF(0)
NaN

x R2 RDF (x) .ulp () R100(x) .ulp()

10730 3.9e-31  1.751623080406e-46  1.2446030555722283414288128108e-60
10719 2.9e-11  1.292469707114e-26  9.1835496157991211560057541970e-41
1073 0.00049 2.168404344980e-19  1.5407439555097886824447823541e-33
1 0.50 2.220446049260e-16  1.5777218104420236108234571306e-30
10® 510. 1.136868377216e-13  8.0779356694631608874161005085e-28
1010 4.3e9 1.907348632812e-6 1.3552527156068805425093160011e-20
1030 3.2e29 1.407374883554e14 1.0000000000000000000000000000

Tabelle 11.1 - Abstande zwischen Gleitpunktzahlen.
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11.3. Einige Eigenschaften der Gleitpunktzahlen

11.2.1. Welchen Zahlentyp wihlen?

Die Gleitpunktzahlen beliebiger Genauigkeit erméglichen Rechnungen sehr hoher Genauig-
keit, wihrend die Genauigkeit fiir die Zahlen RDF konstant ist. Im Gegensatz dazu rufen
Rechnungen mit Zahlen aus RealField die Softwarebibliothek GNU MPFR auf, sodass bei
den Zahlen RDF die Rechnungen durch die Gleitpunkt-Arithmetik des Prozessors ausgefiihrt
werden, was erheblich schneller ist. Wir geben in 13.2.10 einen Vergleich, wo sich die Effizi-
enz der Maschinenzahlen mit dem Gebrauch der fiir diese Zahlen optimierten Bibliotheken
verbindet. Halten wir fest, dass unter den numerischen Berechnungsverfahren, denen man in
den folgenden Kapiteln begegnet, viele sind, die allein die Gleitpunktzahlen RDF verwenden,
und, was immer man auch tut, Gleitpunktzahlen jeweils in dieses Format konvertieren.

R2, eine Zahlenmenge zum Spielen. Die Gleitpunktzahlen beliebiger Genauigkeit, die
fiir Rechnungen, die hohe Genauigkeit verlangen, unersetzlich sind, erlauben daneben auch
die Definition einer Klasse von Gleitpunktzahlen, die sehr ungenau sind und deshalb quasi als
deren Karikatur Eigenschaften der Gleitpunktzahlen verdeutlichen: die Menge R2 der Zahlen
mit 2 Bits Genauigkeit.

sage: R2 = RealField(2)

11.3. Einige Eigenschaften der Gleitpunktzahlen

11.3.1. Mengen voller Locher

In jeder Menge von Gleitpunktzahlen gibt die Methode ulp() (unit in the last place) die
Grofe des Intervalls an, das eine Zahl von der néchstgelegenen darstellbaren Zahl (in der
Richtung von null weg) trennt.

sage: x2 = R2(1.); x2.ulp()
0.50
sage: xr = 1.; xr.ulp()

2.22044604925031e-16
Der Leser wird den fiir x2.ulp() angegebenen Wert leicht verifizieren kénnen.

Die Tabelle 11.1 gibt die Grofe des Intervalls an, das eine Zahl x - oder genauer R(z), wobei
R die betrachtete Menge ist - von ihrem néchsten Nachbarn trennt (in der Richtung von null
weg) fiir verschiedene Zahlenmengen (R100 ist die Menge RealField(100)) und verschiedene
Werte von z.

Wie leicht zu sehen ist, wichst die Ausdehnung der Licher, die zwei aufeinander folgende
Zahlen trennen, mit der Groke der Zahlen.

Ubung 40 (ein etwas tberraschender Wert). Zu zeigen ist, dass R100(10%°).ulp() genau
1.0000000000000000000000000000 ist.
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11.3.2. Das Runden

Wie ist eine Zahl anzun&hern, die in einer Menge von Gleitpunktzahlen nicht enthalten ist?
Man kann das Runden auf verschiedene Weisen definieren:

zur néchstgelegenen darstellbaren Zahl hin - so wird in der Menge RDF vorgegangen und
das ist auch das voreingestellte Verhalten der mit RealField erzeugten Zahlen. Fiir eine
Zahl genau zwischen zwei darstellbaren Zahlen wird zur geraden Mantisse hin gerundet;

- in Richtung —oo; RealField(p,rnd="RNDD’) ergibt dieses Verhalten mit einer Genauigkeit
von p Bits;

- in Richtung null; Beispiel: RealField (p,rnd=’RNDZ’);

- in Richtung +oo; Beispiel: RealField(p,rnd=’RNDU’.

11.3.3. Einige Eigenschaften

Das notwendige Runden in Mengen von Gleitpunktzahlen ruft etliche gefdhrliche Effekte her-
vor. Sehen wir uns einige davon genauer an.

Eine gefihrliche Erscheinung. Hierbei handelt es sich um die als Ausloschung (engl. ca-
tastrophic cancellation) bekannte Einbufie an Genauigkeit, die aus der Subtraktion zweier
benachbarter Zahlen folgt: genauer handelt es sich um eine Vergréfserung der Fehler:

sage: a = 10000.0; b = 9999.5; ¢ = 0.1; ¢
0.100000000000000

sage: al = atc # a wird beeintridchtigt
sage: al-b

0.600000000000364

Hier bewirkt der an a angebrachte Fehler ¢ die ungenaue Berechnung der Differenz (die letzten
drei Stellen sind falsch).

Anwendung: Berechnung der Wurzeln eines Trinoms zweiten Grades. Sogar die
Losung einer Gleichung zweiten Grades ax? + bz + ¢ = 0 kann Probleme bereiten. Betrachten
wir den Fall a = 1.0, b = 10.0%, ¢ = 1:

sage: a =1.0; b=10.0"4; c =1

sage: delta =b"2-4*axc

sage: x = (-b-sqrt(delta)))/(2*a); y = (-b+sqrt(delta)))/(2*a)
sage: X, y

(-9999.99990000000, -0.000100000001111766)

Die Summe der Wurzeln ist korrekt, das Produkt aber nicht:

sage: xtxtb/a
0.000000000000000
sage: x*y-c/a
1.11766307320238e-9

Der Fehler resultiert aus der Ausléschung, die eintritt, wenn man -b und sqrt (delta) addiert,
nachdem y berechnet ist. Hier kann man eine bessere Nédherung von y erzielen:

242



11.3. Einige Eigenschaften der Gleitpunktzahlen

sage: y = (c/a)/x; y
-0.000100000001000000
sage: xtytb/a
0.000000000000000

Wir stellen fest, dass bei der Rundung die Summe der Wurzeln korrekt bleibt. Der Leser mag
alle fiir die Wahl von a, b und c mdglichen Félle ins Auge fassen, um sich zu iiberzeugen,
dass das Schreiben eines robusten numerischen Programms zur Berechnung der Wurzeln eines
Trinoms 2. Grades keine simple Angelegenheit ist.

Die Mengen der Gleitpunktzahlen sind beziiglich der Addition keine Gruppen. Tatséich-
lich ist die Addition nicht assoziativ. Nehmen wir die Menge R2 (mit 2 Bits Genauigkeit):

sage: x1 = R2(1/2); x2 = R2(4); x3 = R2(-4)
sage: xl1, x2, x3

(0.50, 4.0, -4.0)

sage: : x1+(x2+x3)]

0.50

\sage: (x1+x2)+x3

0.00

Daraus konnen wir folgern, dass die verschiedenen moglichen Reihenfolgen der Rechnungen
in einem Programm nicht ohne Einfluss auf das Ergebnis sind!

Rekursiv definierte Folgen mit Gleitpunktzahlen. Betrachten wir? die rekursiv definierte
Folge upy1 = 4u, — 1. Fiir ug = 1/3 ist die Folge stationér: u; = 1/3 fiir alle i.

sage: x = RDF(1/3)

sage: for i in range(1,100): x = 4*x-1; print x
0.333333333333

0.333333333333

0.333333333333

-5.0
-21.0
-85.0
-341.0
-1365.0
-5461.0
-21845.0

Die berechnete Folge divergiert! Wir kénnen erkennen, dass dieses Verhalten ziemlich selbst-
verstdndlich ist, denn es handelt sich um eine klassische Erscheinung von Instabilitat. Ein
Fehler von ug wird bei jeder Iteration mit 4 multipliziert, und wir wissen, dass die Gleitpunkt-
arithmetik Fehler mit sich bringt, die dann bei jeder Iteration vergrofert werden.

“Dank an Marc Deléglise (Institut Camille Jordan, Lyon) fiir dieses Beispiel.
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Berechnen wir nun die rekursiv definierte Folge w1 = 3u, — 1 mit ug = 1/2. Wir erwarten
ein dhnliches Ergebnis: die exakt berechnete Folge ist konstant, doch ein Fehler wird bei jedem
Schritt verdreifacht.

sage: x = RDF(1/2)

sage: for i in range(1,100): x = 3*x-1; print x
0.5

0.5

0.5

0.5
Diesmal bleibt die Folge konstant. Wie sind die unterschiedlichen Verhaltensweisen zu erklé-
ren? Betrachten wir jeweils die bindre Darstellung von wyg.

Im ersten Beispiel (u,+1 = 4u,, — 1) haben wir

1 11
dFTilmw
=0 =0

also ist 1/3 in den Mengen der Gleitpunktzahlen, iiber die wir verfiigen (mit 8 = 2), nicht exakt
darstellbar, mit welcher Genauigkeit auch immer. Der Leser ist eingeladen, die vorstehende
Rechnung mit Zahlen groffer Genauigkeit, zum Beispiel aus RealField (1000) zu wiederholen,
um zu verifizieren, dass die berechnete Folge immer divergiert. Wir wollen erwidhnen, dass
wenn man im ersten Programm die Zeile

=

1
=

sage: x = RDF(1/3)
ersetzt durch
sage: x = 1/3,

dass dann die Rechnungen in der Menge der rationalen Zahlen ausgefiihrt werden und die
iterierten Werte immer 1/3 ergeben.

Im zweiten Beispiel (up4+1 = 3u, — 1) werden ug und 3/2 mit der Basis 2 als 0.1 bzw.
1.1 geschrieben; sie sind daher mit den verschiedenen Mengen von Gleitpunktzahlen ohne
Rundung exakt darstellbar. Die Rechnung ist somit genau und die Folge bleibt konstant.

Die folgende Ubung zeigt, dass eine Folge, die mit einer Menge von Gleitpunktzahlen pro-
grammiert ist, gegen einen falschen Grenzwert konvergieren kann.

Ubung 41 (Beispiel von Jean-Michel Muller). Man betrachte die rekursiv definierte Folge

(siche [MBsD+10, S. 9]):
1130 n 3000

Up—1 Up—1Un—2

up = 111 —
Es kann gezeigt werden, dass die allgemeine Losung diese Form hat:

alOO"‘H + ﬁ6n+1 + ,75n+1
«100” + B6™ + 75"

Up —

1. Man wéhle ug = 2 und u; = —4: welches sind die Werte von «, 8 und 7?7 Gegen welchen
Grenzwert konvergiert die Folge?
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2. Die rekursiv definierte Folge ist zu programmieren (immer mit up = 2 und u; = —4)
mit der Menge RealField() (oder mit RDF). Was kann festgestellt werden?

3. Erldutern Sie dieses Verhalten.

4. Fiihren Sie die gleiche Rechnung mit einer Menge grofser Genauigkeit aus, beispielsweise
mit RealField (5000). Kommentieren Sie das Ergebnis.

5. Die Folge ist auf Q definiert. Programmieren Sie sie mit rationalen Zahlen und kom-
mentieren Sie das Ergebnis.

Gleitpunktzahlen und die Summenbildung bei numerischen Reihen. Wir betrachten eine
reelle numerische Reihe mit dem positiven allgemeinen Term u,. Die Berechnung der Partial-
summen » . u; mit einer Menge von Gleitpunktzahlen wird durch Rundungsfehler gestort
werden. Der Leser kann sich damit vergniigen zu zeigen, dass u,, gegen 0 strebt, wenn n iiber
alle Grenzen wichst, und wenn die Partialsummen im Bereich der darstellbaren Zahlen blei-
ben, dann ist ab einem bestimmten m die mit Rundung berechnete Folge >~ u; stationér
(siehe [Sch91]). Kurzum, in der Welt der Gleitpunktzahlen ist das Leben einfach: Reihen de-
ren positiver allgemeiner Term gegen 0 tendiert, konvergieren unter der Bedingung, dass die
Partialsummen nicht zu sehr anwachsen!

Schauen wir uns das bei der (divergenten) harmonischen Reihe mit dem Term u,, = 1/n an:

sage: def sumharmo(p):

RFP = RealField(p)

y = RFP(1.); x = RFP(0.); n =1
while x <> y:

y=x; x+=1/n; n += 1
return p, n, X

Testen wir diese Funktion mit verschiedenen Genauigkeiten p:

sage: sumharmo (2)
(2, 5, 2.0)

sage: sumharmo(20)
(20, 131073, 12.631)

Der Leser kann mit Papier und Stift nachvollziehen, dass mit unserer Spielmenge von Gleit-
punktzahlen R2 die Funktion nach 5 Iterationen gegen den Wert 2.0 konvergiert. Offenbar
hiangt das Ergebnis von der Genauigkeit p ab; und ebenso kann der Leser (immer mit Papier
und Stift) verifizieren, dass fiir n > (P die berechnete Summe stationér ist. Trotzdem Vor-
sicht: mit der voreingestellten Genauigkeit von 53 Bits und bei 10° Operationen pro Sekunde
braucht es 253/10°/3600 Stunden, das sind etwa 104 Tage, bis man einen stationdiren Wert
erhilt!
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Verbesserte Berechnung bestimmer rekursiv definierter Folgen. Mit einiger Vorsicht ist
es moglich, manche Resultate zu verbessern: hier ein Beispiel.

Hiufig tritt eine rekursiv definierte Folge dieser Form auf:

Ynt1 =Y + On,

wobei die Zahlen §,, dem absoluten Wert nach klein sind gegeniiber y,,: zu denken ist beispiels-
weise an die Integration von Differentialgleichungen in der Himmelsmechanik zur Simulation
des Sonnensystems, wo grofe Werte (von Entfernungen oder Geschwindigkeiten) iiber lange
Zeitrdume kleine Stoérungen erleiden [HLWO02|. Auch wenn wir die Terme 4, genau berech-
nen koénnen, fithren die Rundundungsfehler bei der Addition y,4+1 = y + d,, zu betrichtlichen
Abweichungen. Nehmen wir als Beispiel die durch 39 = 10'3, 69 = 1 und 6,411 = ad, mit
a =1— 1078 definierte Folge. Hier das naive Programm zur Berechnung von ,:

sage: def iter(y,delta,a,n):
for i in range(0O,n):

y += delta
delta *= a
return y

Mit den rationalen Werten, die wir fiir 4o, dp und a gewéhlt haben, kdnnen wir mit Sage den
exakten Wert der Iterierten exakt berechnen:

sage: def exakt(y,delta,a,n):
coa return y+delta*(l-a"n)/(1-a)

Berechnen wir jetzt 100000 Iterierte (zum Beispiel) mit Gleitpunktzahlen RDF und vergleichen
das Ergebnis mit dem genauen Wert:

sage: yO = RDF(10~13); delta0 = RDF(1); a = RDF(1-10"(-8)); n = 100000
sage: ii iter(y0,delta0,a,n)

sage: s = exact(10~13,1,1-10~(-8),n)

sage: print "exakt - klassische Summierung:", s-ii

exakt - klassische Summierung: -45.498046875

Jetzt der Algorithmus fiir die kompensierte Summierung:

sage: def sumcomp(y,delta,e,n,a):

for i in range(0O,n):

ol b=y

e += delta

ol y = bte

e += (b-y)

delta = a*delta # nouvelle valeur de delta
ceent return y

Um dessen Verhalten zu verstehen, betrachten wir das untenstehende Schema (wir folgen
hier den Darstellungen in [Hig93] und [HLW02]), worin die Késten die Mantissen der Zahlen
darstellen. Die Position der Késten entspricht dem Exponenten (je weiter links der Kasten
steht, desto grofer ist der Exponent):
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b=un bh | b |

e ’ el I 0
5y o | e
e=e+d, ’ 01 I e1+ o2 ‘

Yni1 =b+e | b | bt |

e=e+ (b—ynt1) ’ e1 + 02 | 0

Der Rundungsfehler wird in e angesammelt, und wir stellen fest, dass keine Ziffer von §,, ver-
loren geht, wihrend mit dem naiven Verfahren die Bits d2 aus der Rechnung verschwinden.

Fiihren wir die Berechnung der 100000 Iterierten mit dem Verfahren der kompensierten Sum-
mierung nochmals aus:

sage: ¢ = sumcomp(y0,delta0,RDF(0.0),n,a)

sage: print "exakt - kompensierte Summierung: %.5f" %\
et RDF(s-RR(c) .exact_rational())

exakt - kompensierte Summierung: -0.00042

Der absolute Fehler betrégt mit dem naiven Algorithmus —45.5, und —0.00042 mit der kom-
pensierten Summierung! Nebenbei sehen wir auch, dass wir fiir die relativen Fehler bei naiver
Summierung 4.55 - 10712 bekommen und 4.16 - 107! bei kompensierter Summierung.

11.3.4. Komplexe Gleitpunktzahlen

Sage schldgt zwei Familien von komplexen Zahlen vor, die rechnerintern als Paare von Gleit-
punktzahlen dargestellt werden, wie sie in den vorstehehenden Beispielen schon aufgetreten
sind:

1. Komplexe Zahlen doppelter Genauigkeit ComplexDoubleField (oder abgekiirzt CDF). Es
sind Zahlen der Form x + i - y, wobei x und y Gleitpunktzahlen doppelter Genauigkeit
sind. Die Zahlen werden wie folgt erzeugt:

sage: x = CDF(2,1.); x

2.0 + 1.0xI
sage: y = CDF(20,0); y
20.0

oder auch so:

sage: z = ComplexDoubleElement(2.,1.); z
2.0 + 1.0%I

2. Komplexe Zahlen beliebiger Genauigkeit ComplexField. Das sind Zahlen der Form x +
i -y, wobei x und y dieselbe Genauigkeit von p Bits besitzen. Eine Instanz der Klasse
ComplexField erzeugt ein Zahlenpaar gegebener Genauigkeit (voreingestellt ist 53):

sage: C = ComplexField(); C(2,3)

2.00000000000000 + 3.00000000000000*I

sage: C100 = ComplexField(100); C100(2,3)
2.0000000000000000000000000000 + 3.0000000000000000000000000000*I
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Wohlgemerkt, Rechnungen mit diesen Zahlen werfen die gleichen Rundungsprobleme auf wie
die mit reellen Gleitpunktzahlen.

11.3.5. Die Methoden

Wir haben bereits die Methoden prec und ulp kennengelernt. Die verschiedenenen Zahlen-
mengen, denen wir hier begegnen, stellen eine grofse Anzahl weiterer Methoden bereit. Geben
wir einige Beispiele:

- Methoden, die Konstanten zuriickgeben. Beispiele:

sage: R200 = RealField(200); R200.pi()
3.1415926535897932384626433832795028841971693993751058209749
sage: R200.euler_constant ()
0.57721566490153286060651209008240243104215933593992359880577

- trigonometrische Funktionen sin, cos, arcsin, arccos usw. Beispiele:

sage: x = RDF.pi()/2; x.cos() # Gleitpunkt-N&dherungswert fiir null!
6.123233995736757e-17

sage: x.cos().arccos() - x

0.0

- Logarithmen (log, logl0, log2 usw.), hyperbolische Winkelfunktionen und deren Inverse
(sinh, arcsinh, cosh, arccosh usw.),

- spezielle Funktionen (gamma, jO, ji, jn(k) usw.)

Der Leser moge die Dokumentation von Sage konsultieren, um eine vollstdndige Liste der sehr
zahlreichen Methoden zu bekommen, die verfiighbar sind. Wir erinnern uns, dass diese Liste
online erhalten werden kann durch Eingabe von

sage: x = 1.0; x.

und ansschlieffendes Driicken der Tabulator-Taste. Zu jeder Methode erhalten wir ihre Defi-
nition, ihre eventuellen Parameter und ein Beispiel fiir die Anwendung, wenn wir eingeben
(hier fiir die Gamma-Funktion von Euler I'(x)):

sage: x.gamma?

Mengen der Gleitpunktzahlen
reelle Zahlen mit Genauigkeit p Bits RealField(p)
Maschinen-Gleitpunktzahlen = RDF
komplexe Zahlen mit Genauigkeit p Bits ComplexField(p)
komplexe Maschinenzahlen CDF

Tab. 11.2 - Zusammenfassung: Gleitpunktzahlen
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11.4. Schlussbemerkungen

Die in Sage implantierten numerischen Verfahren, die in den folgenden Kapiteln beschrie-
ben werden, sind alle theoretisch untersucht worden; ihre theoretische Analyse besteht unter
anderem in der Untersuchung des Konvergenzverhaltens der iterativen Methoden, des durch
Vereinfachung eines Problems verursachten Fehlers, um es iiberhaupt berechenbar zu machen,
aber auch des Verhaltens der Rrechnungen bei Auftreten von Stérungen, zum Beispiel solchen
die durch die ungenaue Gleitpunktarithmetik entstehen.

Betrachten wir einen Algorithmus F, der aus den Daten d das Ergebnis © = F(d) berechnet.
Dieser Algorithmus wird nur brauchbar sein, wenn er die Fehler von d nicht iiberméfig ver-
grofert; einer Storung € von d entspricht eine gestorte Losung x. = F(d+¢). Der entstehende
Fehler 2. — 2 muss in verniinftiger Weise von ¢ abhéngen (er muss stetig sein, nicht zu schnell
wachsen,. .. ): die Algorithmen miissen Stabilitdt besitzen, um brauchbar zu sein. In Kapitel
13 erdrtern wir die Stabilitdtsprobleme der in der linearen Algebra benutzten Algorithmen.

Wir miissen auch sagen, dass bestimmte Probleme mit endlicher Genauigkeit definitiv nicht
realisierbar sind wie beispielsweise die Berechnung der in Ubung 41 gegebenen Folge: jede
Storung, so klein sie auch sein mag, bewirkt die Konvergenz der Folge gegen einen falschen
Grenzwert. Dies ist eine typische Erscheinung der Instabilitit bei dem Problem, das wir zu
16sen versuchen: die experimentelle Untersuchung einer Folge mittels Gleitpunktzahlen muss
mit groféer Vorsicht erfolgen.

Der Leser kann die Praxis des Rechnens mit Gleitpunktzahlen vielleicht fiir hoffnungslos hal-
ten, doch dieses Urteil muss abgemildert werden: die grofse Mehrheit der fiir das Rechnen
verfligbaren Ressourcen wird fiir Operationen auf diesen Zahlenmengen benutzt: Ndherungs-
l6sungen von partiellen Differentialgleichungen, Optimierungen der Signalverarbeitung usw.
Die Gleitpunktzahlen miissen mit Misstrauen betrachtet werden, sie haben die Entwicklung
der Rechnung und deren Anwendung aber nicht verhindert: es sind nicht die Rundungsfehler,
die die Zuverldssigkeit der Wettervorhersage begrenzen, um nur dieses Beispiel zu erwéah-
nen.
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12. Nichtlineare Gleichungen

Dieses Kapitel erklart, wie mit Sage eine nichtlineare Gleichung zu [dsen ist. In einem ersten
Abschnitt untersuchen wir polynomiale Gleichungen und zeigen die Grenzen bei der Suche
nach exakten Losungen. Danach beschreiben wir die Wirkungsweise einiger klassischer Me-
thoden fiir eine numerischen Lésung. Dabei weisen wir darauf hin, welche Algorithmen fiir
die Losung in Sage implementiert sind.

12.1. Algebraische Gleichungen

Unter einer algebraischen Gleichung verstehen wir eine Gleichung der Form p(x) = 0, wobei p
ein Polynom einer Unbestimmten bezeichnet, dessen Koeffizienten zu einem Integritatsring A
gehoren. Wir sagen, dass ein Element a € A eine Wurzel des Polynoms p ist, wenn p(a) = 0
gilt.

Sei « ein Element von A. Die euklidsche Division von p durch p — « sichert die Existenz eines
konstanten Polynoms r, sodass gilt:

p=(r—a)g+r.

Wenn wir diese Gleichung in a auswerten, bekommen wir r = p(«). Daher wird p von dem
Polynom x — o genau dann geteilt, wenn o« eine Wurzel von p ist. Diese Bemerkung erlaubt
die Einfiihrung des Begriffs der Vielfachheit einer Wurzel « eines Polynoms: es handelt sich
um die grokte ganze Zahl m, sodass (z — «)™ p teilt. Wir stellen fest, dass die Summe der
Vielfachheiten aller Wurzeln von p kleiner oder gleich dem Grad von p ist.

12.1.1. Die Methode Polynomial.roots()

Die Losung der algebraischen Gleichung p(z) = 0 besteht in der Identifizierung der Wurzeln
des Polynoms p mitsamt ihrer Vielfachheiten. Die Methode Polynomial.roots() liefert die
Waurzeln eines Polynoms. Sie erhilt bis zu drei Parameter, die alle optional sind. Der Parame-
ter ring ermoglicht die Prézisierung, in welchem Ring die Wurzeln zu suchen sind. Wird fiir
diesen Parameter kein Wert festgelegt, wird der Ring der Koeflizienten des Polynoms angenom-
men. Der boolesche Wert multiplicities bezeichnet die Art der von Polynomial.roots()
zuriickgegebenen Informationen: jede Wurzel kann von ihrer Vielfacheit begleitet werden. Der
Parameter algorithm dient zur Festlegung des zu verwendenden Algorithmus; die moglichen
Werte werden im weiteren Verlauf erklart (siehe Unterabschnitt 12.2.2).

sage: R.<x> = PolynomialRing(RealField(prec=10))

sage: p = 2%x77 - 21%x76 + 64*x~5 - 67*x"4 + 90*x~3 + 265*xx~2 - 900*x + 375
sage: p.roots()

[((-1.7, 1), (0.50, 1), (1.7, 1), (5.0, 2)]

sage: p.roots(ring=ComplexField(10), multiplicities=False)

[-1.7, 0.50, 1.7, 5.0, -2.2%I, 2.2%I]
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sage: p.roots(ring=RationalField())
(172, 1), (5, 2)]

12.1.2. Zahlendarstellung

Erinnern wir uns, wie in Sage die gingigen Ringe bezeichnet werden (siehe Abschnitt 5.2). Die
ganzen Zahlen werden durch Objekte der Klasse Integer dargestellt, und fiir Umwandlungen
wird der Vorfahr ZZ benutzt oder die Funktion IntegerRing, der das Objekt ZZ zuriickgibt.
Genauso werden die rationalen Zahlen durch Objekte der Klasse Rational dargestellt; der
gemeinsame Vorfahr dieser Objekte ist das Objekt QQ, das die Funktion RationalField zu-
riickgibt. In beiden Féllen verwendet Sage fiir Rechnungen mit beliebiger Genauigkeit die
Bibliothek GMP. Ohne auf Einzelheiten der Realisierung dieser Bibliothek einzugehen, sind
die mit Sage manipulierten ganzen Zahlen von beliebiger Gréfe, die einzige Beschriankung
ergibt sich aus der verfiigbaren Speichergréfse der Maschine, auf der das Programm lauft.

Es stehen mehrere gendherte Darstellungen reeller Zahlen zur Verfiigung (siehe Kapitel 11).
Es gibt ein RealField() fiir Darstellungen mit Gleitpunktzahlen einer gegebener Genauigkeit,
inshbesondere RR mit einer Genauigkeit von 53 Bits. Es gibt aber auch RDF und die Funktion
RealDoubleField() fiir Maschinenzahlen doppelter Genauigkeit; und dann noch die Klassen
RIF und ReallntervalField, bei denen eine reelle Zahl durch ein Intervall dargestellt wird,
in dem sie liegt. Die Grenzen dieses Intervalls sind Gleitpunktzahlen.

Die analogen Darstellungen von komplexen Zahlen heiften: CC, CDF und CIF. Auch hier ist
jedem Objekt eine Funktion zugeordnet; es sind ComplexField (), ComplexDoubleField, und
ComplexIntervalField().

Die von Polynomial.roots() ausgefilhrten Rechnungen sind exakt oder je nach Art der
Darstellung der Koeffizienten des Polynoms bzw. einem eventuellen Wert des Parameters
ring gendhert: beispielsweise sind die Rechnungen mit ZZ oder QQ exakt, mit RR gendhert. Im
zweiten Teil dieses Kapitels prézisieren wir den Algorithmus fiir die Berechnung der Wurzeln
und die Rolle der Parameter ring und algorithm (siche Abschnitt 12.2).

Die Losung algebraischer Gleichungen ist mit dem Zahlbegriff eng verbunden. Der Zerle-
gungskorper des Polynoms p (als nicht konstant vorausgesetzt) ist die kleinste Erweiterung
des Koérpers der Koeflizienten von p, worin p ein Produkt der Polynome 1. Grades ist; wir
zeigen, dass eine solche Erweiterung immer existiert. Mit Sage kénnen wir den Zerlegungskor-
per eines irreduziblen Polynoms mit der Methode Polynomial.root_field() bilden. Danach
kénnen wir mit den im Zerlegungskorper implizit enthaltenen Wurzeln rechnen.

sage: R.<x> = PolynomialRing(QQ, ’x’)

sage: p=x4+x"3+x2+x+1

sage: K.<alpha> = p.root_field()

sage: p.roots(ring=K, multiplicities=None)

lalpha, alpha~2, alpha~3, -alpha~3 - alpha~2 - alpha - 1]
sage: alpha~b

1
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12.1.3. Der GauB-d’Alembertsche Fundamentalsatz der Algebra

Der Zerlegungskérper des Polynoms mit reellen Koeffizienten 22 + 1 ist nichts anderes als
der Korper der komplexen Zahlen. Es ist bemerkenswert, dass jedes nicht konstante Polynom
mit komplexen Koeffizienten mindestens eine komplexe Wurzel besitzt: das besagt der Funda-
mentalsatz der Algebra. In der Konsequenz ist jedes komplexe, nicht konstante Polynom ein
Produkt von Polynomen 1. Grades. Etwas weiter oben haben wir bemerkt, dass die Summe
der Vielfachheiten der Wurzeln eines Polynoms p kleiner oder gleich dem Grad von p ist. Wir
wissen jetzt, dass im Korper der komplexen Zahlen diese Summe genau gleich dem Grad von
p ist. Anders gesagt besitzt jede polynomiale Gleichung n-ten Grades n komplexe Wurzeln,
die samt ihrem Vielfachheiten gez&hlt werden.

Schauen wir einmal, wie die Methode Polynomial.roots() dieses Resultat zu illustrieren ver-
mag. Im folgenden Beispiel bilden wir den Ring der Polynome mit reellen Koeffizienten (wir
begniigen uns mit einer Darstellung, die mit Gleitpunktzahlen der Genauigkeit 53 Bit arbei-
tet). Dann wird aus diesem Ring ein Polynom mit einem Grad unter 15 zuféllig ausgewéhlt.
Schlieflich summieren wir Vielfachheiten der mit der Methode Polynomial.roots() berech-
neten komplexen Wurzeln auf und vergleichen diese Summe mit dem Grad des Polynoms.

sage: R.<x> = PolynomialRing(RR, ’x’)

sage: d = ZZ.random_element (1, 15)

sage: p = R.random_element(d)

sage: p.degree() == sum(r[1] for r in p.roots(CC))
True

12.1.4. Verteilung der Wurzeln

Wir fahren fort mit einer iiberraschenden Demonstration der Leistungsfihigkeit der Methode
Polynomial.roots: wir zeichnen alle Punkte der komplexen Ebene, deren Zahlenwert Wurzel
eines Polynoms 12. Grades mit den Koeffizienten 1 oder —1 ist. Die Wahl des Grades ist
ein mehr oder weniger willkiirlicher Kompromiss; wir erhalten damit eine genaue Zeichnung
in annehmbarer Zeit. Der Gebrauch von Naherungswerten filir die komplexen Zahlen erfolgt
ebenfalls aus Leistungsgriinden (siehe Kapitel 13).

Abb. 12.1 - Verteilung der Wurzeln aller Polynome 12. Grades mit Koeffizienten 1 oder —1.
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sage: def build_complex_roots(degree):

R R.<x> = PolynomialRing(CDF, ’x’)

celt v =[]

R for ¢ in cartesian_product([[-1, 111 * (degree + 1)):
R v.extend(R(1ist(c)) .roots(multiplicities=False))
return v

sage: data = build_complex_roots(12)

sage: points(data, pointsize=1, aspect_ratio=1)

12.1.5. Lésung durch Wurzelausdriicke

In bestimmten Féllen ist es mdglich, die exakten Werte der Wurzeln eines Polynoms zu be-
rechnen. Das ist beispielsweise der Fall, sobald man die Wurzeln als Funktion der Koeffizienten
oder durch Wurzelausdriicke (Quadratwurzeln, Kubikwurzeln usw.) ausdriicken kann. In sol-
chen Fallen sprechen von Lésung durch Wurzelausdriicke.

Um diesen Losungstyp mit Sage auszufiihren, miissen wir mit Objekten der Klasse Expression
arbeiten, die symbolische Ausdriicke darstellen. Wir haben gesehen, dass die durch Objekte der
Klasse Integer dargestellten ganzen Zahlen denselben Vorfahr haben, ndmlich das Objekt ZZ.
Ebenso haben die Objekte der Klasse Expression einen gleichen Vorfahr: es handelt sich um
das Objekt SR (kurz fiir Symbolic Ring); er bietet nicht zuletzt Moglichkeiten der Konversion
zur Klasse Expression.

Quadratische Gleichungen.

sage: a, b, ¢, x = var(’a, b, ¢, x’)

sage: p=a * x"2+b *xx +c

sage: type(p)

<type ’sage.symbolic.expression.Expression’>
sage: p.parent()

sage: Symbolic Ring

sage: p.roots(x)

[(-1/2%(b + sqrt(b~2 - 4*axc))/a, 1),
(-1/2%(b - sqrt(b~2 - 4*axc))/a, 1)]

Ein Grad groBer als 2. Es ist auch moglich, komplexe algebraische Gleichungen 3. und
4. Grades mit Wurzelausdriicken zu l6sen. Umgekehrt ist es unmoglich, polynomiale Glei-
chungen hoheren als 4. Grades mit Wurzelausdriicken zu l6sen (siehe Unterabschnitt 7.3.4).
Diese Unméglichkeit ldsst uns numerische Losungsverfahren ins Auge fassen (siche Abschnitt
12.2).

sage: a, b, ¢, d, e, £, x = var(’a, b, c, d, e, f, x7)
sage: p = a*x~b+b*x"4+ckx"3+d*x"2+exx+f

sage: p.roots(x)

Traceback (most recent call last):

RuntimeError: no explicit roots found
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Wir wollen mit Sage ein Losungsverfahren fiir Gleichungen 3. Grades auf dem Korper der
komplexen Zahlen vorfithren. Zuerst zeigen wir, dass sich die allgemeine Gleichung 3. Grades
auf die Form 22 + pz + ¢ = 0 zuriickfiihren lisst.

sage: x, a, b, ¢, d = var(’x, a, b, ¢, d7)

sage: P=a * x"3 +b*x"2+c*xx+d

sage: alpha = var(’alpha’)

sage: P.subs(x = x + alpha).expand().coefficient(x, 2)
3*axalpha + b

sage: P.subs(x = x - b/ (3 * a)).expand().collect(x)
a*x~3 - 1/3*%(b~2/a - 3*c)*x + 2/27%b"3/a"2 - 1/3*bxc/a + d

Um die Wurzeln einer Gleichung der Form 3 +px +¢q = 0 zu erhalten, setzen wir z = u+w.

sage: p, q, u, v = var(’p, q, u, v’)

sage: P=x"3 +p *x x + q

sage: P.subs(x = u + v).expand()

u~3 + 3%u"2%v + 3%xukxv”"2 + v°3 + pxu + p*v + ¢

Wir nehmen den letzten Ausdruck gleich null an. Wir sehen dann, dass u® +v3 + ¢ = 0 gleich
3uv + p = 0 ist; und weiter, wenn die Gleichheit verifiziert ist, sind «® und v3 Wurzeln einer
Gleichung 2. Grades: (X — u3)(X —v3) = X2 — (43 + v*) X + (w)? = X% + ¢X — p3/27.

sage: P.subs({x: u + v, q: -u~3 - v~3}).factor()
sage: (3xuxv + p)*x(u + v)
sage: P.subs({x: utv, q: -u"3 - v~3, p: -3 * u * v}).expand()
0
sage: X = var(’X?)
sage: solve([X"2 + g*X - p~3 / 27 == 0], X, solution_dict=True)
[{X: -1/2xq - 1/18*sqrt(12*p~3 + 81%q~2)},
{X: -1/2%q + 1/18xsqrt(12*p~3 + 81*xq~2)1}]

Die Losungen der Gleichung x2 + px 4+ ¢ = 0 sind daher die Summen u + v, wobei v und v
die Kubikwurzeln sind von

Vap3 +27¢%V/3 Vap3 + 27423

q q
— — = und - =
18 2 18 2

was 3uv + p = 0 verifiziert.

12.1.6. Die Methode Expression.roots()

Die vorstehenden Beispiele verwenden die Methode Expression.roots(). Diese Methode
gibt eine Liste mit exakten Wurzeln zuriick, doch ohne die Garantie, tatsichlich alle zu fin-
den. Unter den optionalen Parametern dieser Methode findet man die Parameter ring und
multiplicities, die uns schon bei der Methode Polynomial.roots() begegnet sind. Es ist
wichtig, sich daran zu erinnern, dass die Methode Expression.roots() nicht allein auf poly-
nomiale Ausdriicke angewendet wird.

sage: e = sin(x) * (x"3 + 1) * (x°5 + x~4 + 1)
sage: roots = e.roots(); len(roots)

9

sage: roots
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[¢(o, 1),

(-1/2%(1/18*sqrt (23) *sqrt (3) - 1/2)~(1/3)*(I*sqrt(3) + 1)

- 1/6%(-I*sqrt(3) + 1)/(1/18*sqrt(23)*sqrt(3) - 1/2)~(1/3), 1),
(-1/2%(1/18%sqrt (23) *sqrt (3) - 1/2)~(1/3)*(-I*sqrt(3) + 1)

- 1/6%(Ixsqrt(3) + 1)/(1/18*sqrt(23)*sqrt(3) - 1/2)"(1/3), 1),
((1/18*sqrt (23) *sqrt(3) - 1/2)~(1/3) + 1/3/(1/18*sqrt(23)*sqrt(3)
- 1/2)~(1/3), 1),

(-1/2%Ixsqrt(3) - 1/2, 1), (1/2%I*sqrt(3) - 1/2, 1),
(1/2*I*sqrt(3)*(-1)~(1/3) - 1/2%(-1)~(1/3), 1),
(-1/2%Ixsqrt(3)*(-1)~(1/3) - 1/2x(-1)~(1/3), 1), ((-1)~(1/3), 1)]

Da in Sage der Parameter ring nicht definiert ist, delegiert die Methode roots() der Klas-
se Expression die Berechnung der Wurzeln an das Programm Maxima, das den Ausdruck
zu faktorisieren sucht, um dann eine Lésung mit Wurzelausdriicken fiir jeden Faktor auszu-
geben, dessen Grad kleiner ist als 5. Wenn der Parameter ring definiert ist, wird der Aus-
druck in ein Objekt der Klasse Polynomial konvertiert, dessen Koeffizienten als Vorfahr das
durch den Parameter ring festgelegte Objekt haben; danach wird das Resultat der Methode
Polynomial.roots() zuriickgegeben. Im weiteren Verlauf werden wir den hier verwendeten
Algorithmus beschreiben (siehe Unterabschnitt 12.2.2).

Wir stellen ebenfalls Rechenbeispiele mit impliziten Wurzeln vor, zu denen wir iiber die Ob-
jekte QQbar und AA gelangen, welche den Korper der algebraischen Zahlen darstellen (siehe
Unterabschnitt 7.3.2).

Elimination von Mehrfachwurzeln. Ist ein Polynom p mit Mehrfachwurzeln gegeben, dann
kann ein Polynom mir Einfachwurzeln (d.h. mit der Vielfachheit 1) gebildet werden, das mit p
identisch ist. Wenn wir also die Wurzeln eines Polynoms berechnen, kénnen wir immer davon
ausgehen, dass die Wurzeln einfach sind. Weisen wir nun die Existenz eines Polynoms mit
Einfachwurzeln nach und sehen wir zu, wie es gebildet wird. Das gestattet uns, eine neue
Veranschaulichung der Methode Expression.roots() zu geben.

Sei a eine Wurzel des Polynoms p, deren Vielfachheit m eine Zahl gréfler als 1 ist. Das ist eine
Wurzel des abgeleiteten Polynoms p’ mit der Vielfachheit m—1. In der Tat, wenn p = (z—a)™q
ist, dann haben wir p’ = (z — @)™ !(mq + (z — a)q).

sage: alpha, m, x = var(’alpha, m, x’); q = function(’q’) (x)
sage: p = (x - alpha)™m * ¢

sage: p.derivative(x)

(-alpha + x)~(m - 1)*m*q(x) + (-alpha + x) "m*xdiff(q(x), x)
sage: simplify(p.derivative(x) (x=alpha))

0

In der Konsequenz ist der ggT von p und p’ das Produkt [],cp(z — )™ ! mit ' als der
Menge der Wurzeln von p mit einer Vielfachheit grofer als 1, und m,, ist die Vielfachheit der
Wurzel ae. Wenn d diesen ggT bezeichnet, dann hat der Quotient p durch d die erwarteten

Eigenschaften.

Wir bemerken, dass der Grad des Quotienten von p durch d kleiner als der Grad von p ist.
Wenn insbesondere der Grad kleiner ist als 5, dann ist es méglich, die Wurzeln des Polynoms
mit Wurzelausdriicken anzugeben. Das folgende Beispiel veranschaulicht dies fiir ein Polynom
13. Grades mit rationalen Koeffizienten.
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sage: R.<x> = PolynomialRing(QQ, ’x’)

p = 128 * x~13 - 1344 x x~12 + 6048 * x~11 - 15632 * x~10 \
....: + 28056 * x~9 - 44604 * x~8 + 71198 * x~7 - 98283 * x~6 \
....: + 105840 * x~5 - 101304 * x~4 + 99468 * x~3 - 81648 * x~2 \
...t + 40824 * x - 8748

sage: d = gcd(p, p.derivative())

sage: (p // d).degree()

4

sage: roots = SR(p // d).roots(multiplicities=False)

sage: roots

[1/2%I*sqrt(3)*2~(1/3) - 1/2%x2~(1/3),

-1/2%Ixsqrt(3)*2~(1/3) - 1/2%2~(1/3), 2~(1/3), 3/2]

sage: [QQbar(p(alpha)).is_zero() for alpha in roots]

[True, True, True, True]

12.2. Numerische L&sung

In der Mathematik ist es Tradition, diskret und kontinuiertlich gegeniiberzustellen. Die nume-
rische Analyse relativiert diesen Gegensatz auf gewisse Art: ein wichtiger Aspekt der numeri-
schen Analyse besteht tatséchlich darin, sich Fragen beziiglich der reellen Zahlen zuzuwenden,
im Kern also dem Kontinuum, indem wir einen experimemtellen Standpunkt einnehmen, der
sich auf den Rechner stiitzt, der seinerseits vom Diskreten abhéngt.

Wenn es um das Losen von nichtlinearen Gleichungen geht, stellt sich natiirlich aufer der
Berechnung von Naherungswerten der Losung eine Reihe von Fragen: wieviele reelle Wurzeln
besitzt eine gegebene Gleichung? Wieviele imaginire, positive oder negative?

Im Folgenden beginnen wir damit, Teilantworten zu Sonderfillen algebraischer Gleichungen zu
geben. Danach beschreiben wir einige Approximationsverfahren, mit denen Naherungswerte
von Loésungen einer nichtlinearen Gleichung berechnet werden kénnen.

12.2.1. Lokalisierung der Lésungen algebraischer Gleichungen

Vorzeichenregel von Descartes. Die Regel von Descartes besagt, dass die Anzahl der posi-
tiven Wurzeln eines Polynoms mit reellen Koeffizienten kleiner ist oder gleich der Anzahl der
Vorzeichenwechsel in der Folge der Koeffizienten des Polynoms.

sage: R.<x> = PolynomialRing(RR, ’x’)

sage: p = x°7 - 131/3*x~6 + 1070/3*x"5 - 2927/3*x"4 \

....: + 2435/3*x"~3 - 806/3*x"~2 + 3188/3*x - 680

sage: sign_changes = \

voo.t [pli] * p[i + 1] < 0 for i in range(p.degree())].count(True)
sage: real_positive_roots = \

....: sum([alphal[1] if alpha[0] > O else O for alpha in p.roots()])
sage: sign_changes, real_positive_roots

Seien nun p ein Polynom mit reellen Koeffizienten vom Grad d und p’ das abgeleitete Polynom.
Wir bezeichnen mit u und «’ die Folgen der Vorzeichen der Koeffizienten der Polynome p und
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p’: wir haben u; = +1, je nachdem, ob der Koeffizient des Grades 7 positiv oder negativ ist.
Die Folge ' ergibt sich aus u durch einfaches Abschneiden: wir bekommen u = wu;yq fiir
0 < i < d. Daraus folgt, dass die Anzahl der Vorzeichenwechsel der Folge u hochsten gleich
der Anzahl der Vorzeichenwechsel der Folge ’ plus 1 ist.

Aufberdem ist die Anzahl der positiven Wurzeln von p héchstens gleich der Anzahl positiver
Wurzeln von p’ plus 1: ein Intervall, dessen Grenzen Wurzeln von p sind, enthilt immer eine
Wurzel von p'.

Da die Regel von Descartes auch fiir ein Polynom 1. Grades richtig ist, zeigen die beiden
vorstehenden Beobachtungen, dass sie auch fiir ein Polynom 2. Grades stimmt usw.

Es ist moglich, die Beziehung zwischen den Anzahlen positiver Wurzeln und der Anzahl der
Vorzeichenwechsel der Folge der Koeflizienten zu prazisieren: die Differenz dieser beiden Zahlen
ist immer gerade.

Isolation der reellen Wurzeln der Polynome. Wir haben gesehen, dass man bei Polynomen
mit reellen Koeffizienten eine Obergrenze der im Intervall [0, 00 enthaltenen Wurzeln be-
stimmen kann. Noch allgemeiner, es gibt Mittel, die Anzahl der Wurzeln in einem gegebenen
Intervall zu prézisieren.

Nehmen wir beispielsweise den Satz von Sturm. Seien p ein Polynom mit reellen Koeffizienten,
d dessen Grad und [a,b] ein Intervall. Rekursiv bilden wir eine Folge von Polynomen. Am
Anfang seien pg = p und p; = p’. Dann ist p;1o das Negative des Restes der euklidschen
Division von p; durch p;+1. Wenn wir diese Folge von Polynomen an den Stellen a und b
auswerten, erhalten wir zwei endliche reelle Folgen (po(a),...,pq(a)) und (po(b),...,pq(d)).
Der Satz von Sturm besagt: die Anzahl der Wurzeln von p im Intervall [a,b] ist gleich der
Anzahl der Vorzeichenwechsel der Folge (po(a),...,p4(a)) vermindert um die Anzahl der
Vorzeichenwechsel der Folge (po(b),...,pq(b)) unter der Annahme, dass die Wurzeln von p
einfach sind sowie p(y) # 0 und p(b) # 0.

Wir zeigen, wie dieser Satz mit Sage implementiert wird.

sage: def count_sign_changes(p):

1 = [c for ¢ in p if not c.is_zero()]

changes = [1[i]*1[i + 1] < O for i in range(len(l) - 1)]
et return changes.count (True)

sage: def sturm(p, a, b):

AU assert p.degree() > 2

ceeat assert not (p(a) == 0)

ceel assert not (p(b) == 0)

N assert a <= b

et remains = [p, p.derivative()]

cet for i in range(p.degree() - 1):

celut remains.append(-(remains[i] % remains[i + 1]))
ceelt evals = [[], []]

e for q in remains:

e evals[0] .append(q(a))

et evals[1] .append(q(b))

et return count_sign_changes(evals[0]) - count_sign_changes(evals[1])
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Hier nun eine Illustration dieser Funktion sturm() .

sage: R.<x> = PolynomialRing(QQ, ’x’)
sage: p = (x - 34) * (x - 5) * (x - 3) x (x-2) * (x - 2/3)
sage: sturm(p, 1, 4)

2
sage: sturm(p, 1, 10)
3
sage: sturm(p, 1, 200)
4

sage: p.roots(multiplicities=False)
(34, 5, 3, 2, 2/3]

sage: sturm(p, 1/2, 35)

5

12.2.2. Verfahren der sukzessiven Approximation

Der Begriff der Approzimation ist von fundamentaler Bedeutung fiir das Verstind-
nis der Beziehung zwischen Realitdt und wissenschaftlicher Modellbildung. Schon
der Versuch, Aspekte der Wirklichkeil in einer Theorie zu erkldaren, bedeutet die
Vernachldssigung gewisser fir die spezielle Fragestellung nicht so wesentlicher Fin-
zelheiten. Nur die Wirklichkeit selbst beschreibt die Wirklichkeit vollstandig, jedes
Modell leistet dies nur approzimativ.

Walter Trockel, Ein mathematischer Countdown zur Wirtschaftswissenschaft!

In diesem Unterabschnitt veranschaulichen wir verschiedene Verfahren der Approximation an
die Losungen einer nichtlinearen Gleichung f(z) = 0. Es gibt im wesentlichen zwei Vorgehens-
weisen zur Berechnung solcher Niaherungen. Der leistungsfahigste Algorithmus kombiniert sie
beide.

Bei der ersten Vorgehensweise bilden wir eine Folge von geschachtelten Intervallen, die eine
Losung der Gleichung enthalten. Wir steuern die Genauigkeit, die Kovergenz ist gesichert,
doch ist die Konvergenzgeschwindigkeit nicht immer gut.

Die zweite Vorgehensweise nimmt einen Naherungswert einer Losung als bekannt an. Wenn das
lokale Verhalten der Funktion f hinreichend gleichférmig ist, konnen wir einen neuen N&he-
rungswert berechnen, der ndher an der Losung liegt. Durch Rekursion bekommen wir deshalb
eine Folge von Niherungswerten. Diese Vorhensweise setzt also eine erste Approximation an
die gesuchte Zahl als bekannt voraus. Aufkerdem héngt ihre Effizienz vom lokalen Verhalten
der Funktion f ab. Von vornherein beherrschen wir die Genauigkeit der Naherungswerte nicht;
aber schlimmer noch, die Konvergenz der Folge der Naherungswerte ist nicht garantiert.

Im Folgenden betrachten wir eine nichtlineare Gleichung f(z) = 0, wobei f eine numerische
Funktion bezeichnet, die auf einem Interval [a,b] definiert und stetig ist. Wir setzen voraus,
dass die Funktion an den Grenzen des Intervalls nicht verschwindet, sondern verschiedene

Im Original heift es:
Approzimation: Gén. au sing. Opération par laquelle on tend & se rapprocher de plus en plus de la valeur
réelle d’une quantité ou d’une grandeur sans y parvenir rigoureusement.
Trésor de la Langue Francaise
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Vorzeichen hat: anders gesagt, das Produkt f(a)f(b) ist negativ. Die Stetigkeit von f sichert
dann die Existenz von mindestens einer Losung der Gleichung f(z) = 0.

Bei jedem Verfahren experimentieren wir mit folgender Funktion:

sage: f(x) = 4 * sin(x) - exp(x) / 2 + 1
sage: a, b = RR(-pi), RR(pi)

sage: bool(f(a) * f£(b) < 0)

True

Der Hinweis ist angebracht, dass bei diesem Beispiel der Befehl solve nicht von Nutzen ist.

sage: solve(f(x) == 0, x)

[sin(x) == 1/8%e"x - 1/4]

sage: f.roots()

Traceback (most recent call last):

RuntimeError: no explicit roots found

Die Algorithmen zur Suche von Losungen nichtlinearer Gleichungen kénnen aufwendig sein:
zweckmaéafigerweise trifft man vor der Programmausfiihrung einige Vorsichtsmafnahmen. Wir
versichern uns der Existenz von Losungen, indem wir Stetigkeit und Differenzierbarkeit der
Funktion priifen, die gleich null gesetzt werden soll, sowie auch eventueller Vorzeichenwechsel.
Dafiir kann die Zeichnung des Graphen eine Hilfe sein (siehe Kapitel 4).

10 -

Abb. 12.2 - Graph der Funktion f.
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Die Bisektion. Dieses Verfahren beruht auf der ersten Vorgehensweise: dabei ist eine Folge
von geschachtelten Intervallen zu bilden, von denen jedes eine Losung der Gleichung f(z) = 0
enthilt.

Wir teilen das Intervall [a,b] an seiner Mitte, die wir ¢ nennen. Wir nehmen f(c) # 0 an
(andernfalls haben wir schon eine Losung gefunden). Ist f(a)f(c) kleiner als null, enthélt das
Intervall [a, c] notwendigerweise eine Losung der Gleichung; ist f(c)f(b) kleiner als null, dann
enthélt das Intervall [b, ¢] eine Losung der Gleichung. So kénnen wir ein Intervall finden, das
eine Losung enthilt und dessen Lénge nur halb so grof ist wie das Intervall [a,b]. Durch
Wiederholung dieses Schrittes erhalten wir eine Folge von Intervallen mit den erwarteten
Eigenschaften. Um dieses Vorgehensweise ins Werk zu setzen, definieren wir die Python-
Funktion intervalgen:

sage: def phi(s, t): return (s + t) / 2
sage: def intervalgen(f, phi, s, t):
cet msg = ’Wrong arguments: f({0})*f({1})>=0)’.format(s, t)
ceelt assert (f(s) * £(t) < 0), msg
yield s

- yield t

ca while True:

R u = phi(s, t)

yield u

cet if £(u) * £(s) < O:

el t=u

ceeat else:

e s=u

Die Definition dieser Funktion verdient einige Erlduterungen. Die Anwesenheit des Schliissel-
wortes yield in der Definition von intervalgen macht daraus einen Generator (siehe Unter-
abschnitt 15.2.4). Bei einem Aufruf der Methode next eines Generators werden alle lokalen
Daten gesichert, wenn der Interpreter auf das Schliisselwort yield trifft, die Ausfithrung wird
unterbrochen, und der unmittelbar rechts vom Schliisselwort stehende Ausdruck wird zuriich-
gegeben. Der auf die Methode next folgende Aufruf fahrt mit der Anweisung fort, die dem
Schliisselwort yield folgt und den lokalen Daten, die vor der Unterbrechung gesichert wor-
den sind. In einer Endlosschleife (while True:) erlaubt das Schliisselwort yield daher die
Prgrammierung einer rekursiv definierten Folge mit eine Syntax, die ihrer mathematischen
Beschreibung nahe ist. Die Ausfithrung kann mit dem iiblichen Schliisselwort return beendet
werden.

Der Parameter phi stellt eine Funktion dar. Fiir das Verfahren der Bisektion berechnet diese
Funktion die Mitte eines Intervalls. Um ein anderes Verfahren der sukzessiven Approximati-
on zu testen, das ebenfalls auf der Bildung geschachtelter Intervalle basiert, geben wir eine
neue Definition der Funktion phi an und bilden mit der Funktion intervalgen wieder den
entsprechenden Generator.

Die Parameter s und t der Funktion stehen fiir die Grenzen des ersten Intervalls. Ein Aufruf
von assert priift, ob die Funktion f zwischen den Grenzen des Intervalls das Vorzeichen
wechselt; wir wissen, dass gegebenenfalls eine Losung existiert.

Die beiden ersten Werte des Generators entsprechen den Parametern s und t. Der dritte
Wert ist die Mitte des jeweiligen Intervalls. Danach reprisentieren die Parameter s und t
die Grenzen des zuletzt berechneten Intervalls. Nach Auswertung von f in der Mitte dieses
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Intervalls d&ndern wir eine Grenze des Intervalls so ab, dass das neue Intervall wieder eine
Losung enthélt. Als Ndherungswert der gesuchten Losung bietet sich die Mitte des zuletzt
berechneten Intervalls an.

Experimentieren wir mit unserem Beispiel: es folgen drei Approximationen mit dem Verfahren
der Bisektion, das auf das Intervall [—7, 7] angewendet wird.

sage: a, b

(-3.14159265358979, 3.14159265358979)

sage: bisection = intervalgen(f, phi, a, b)
sage: bisection.next()

-3.14159265358979

sage: bisection.next()

3.14159265358979

sage: bisection.next()

0.000000000000000

Um die verschiedenen Niherungsverfahren zu vergleichen, ist es sinnvoll, iiber einen Mecha-
nismus zu verfiigen, der die Berechnung des Naherungswertes einer Lésung der Gleichung
f(z) = 0 mit Hilfe von mit Sage fiir jedes dieser Verfahren definierten Generatoren automa-
tisiert. Dieser Mechanismus muss die Steuerung der Rechengenauigkeit und der Maximalzahl
der Iterationen ermdéglichen. Das ist die Aufgabe der Funktion iterate, deren Definition hier
folgt.

sage: from types import GeneratorType, FunctionType

sage: def checklength(u, v, w, prec):

R return abs(v - u) < 2 * prec

sage: def iterate(series, check=checklength, prec=10"-5, maxit=100):
R assert isinstance(series, GeneratorType)

et assert isinstance(check, FunctionType)

ce niter = 2

R v, w = series.next(), series.next()

ceeas while niter <= maxit:

cat niter += 1

R u, v, w = v, w, series.next()

AT if check(u, v, w, prec):

R print ’After {0} iterations: {1}’.format(niter, w)
cet return

et print ’Failed after {0} iterations’.format(maxit)

Der Parameter series muss ein Generator sein. Wir speichern die letzten drei Werte dieses
Generators, damit wir einen Konvergenztest machen kénnen. Das ist die Aufgabe des Parame-
ters check: eine Funktion, die die Iterationen notfalls beendet. In der Voreinstellung benutzt
die Funktion iterate die Funktion checklength, die die Iterationen abbricht, wenn das letzte
berechnete Intervall kleiner ist als das Doppelte des Parameters prec; das garantiert, dass der
mit dem Verfahren der Bisektion berechnete Wert ein Ndherungswert ist mit einem Fehler,
der kleiner ist als prec.

Sobald die Anzahl der Iterationen den Parameter maxit iibersteigt, wird eine Exzeption aus-
gelost.
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sage: bisection = intervalgen(f, phi, a, b)
sage: iterate(bisection)
After 22 iterations: 2.15847275559132

Ubung 42. Die Funktion intervalgen ist so zu modifizieren, dass der Generator anhilt,
wenn eine der Intervallgrenzen verschwindet.

Ubung 43. Programmieren Sie mit den Funktionen intervalgen und iterate die Berech-
nung eines Niherungswertes einer Losung der Gleichung f(z) = 0 mit verschachtelten Inter-
vallen, wobei jedes Intervall durch eine zufillige Teilung des vorhergehenden Intervalls erhalten
wird.

Verfahren der falschen Position. Auch dieses Verfahren basiert auf der ersten Vorgehens-
weise: zu bilden ist eine Folge von verschachtelten Intervallen, von denen jedes eine Losung
der Gleichung f(z) = 0 enthélt. Um die Intervalle zu teilen, verwenden wir diesmal jedoch
eine lineare Interpolation der Funktion f.

Genauer gesagt betrachten wir den Abschnitt des Graphen von f, der von den beiden Punkten
von f mit den Abszissen a und b begrenzt wird. Da f(a) und f(b) entgegengesetzte Vorzeichen
haben, schneidet dieser Abschnitt die Abszissenachse. Er teilt daher das Intervall [a, b] in zwei
Intervallle. Wie beim Verfahren der Bisektion identifizieren wir das eine Ldsung enthaltende
Intervall, indem wir den Wert berechnen, den f an der Stelle annimmt, die beide Intervalle
gemeinsam haben.

Abb. 12.3 - Verfahren der falschen Position auf [—,7].
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Die Gerade durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) hat die Gleichung:

y=TOTO oy la) (121)

—a

Wegen f(b) # f(a) schneidet diese Gerade die Abszisse an der Stelle

Wir konnen dieses Verfahren nunmehr folgendermafien testen:

sage: phi(s, t) = s - f(s) * (t - 8) / (£(t) - £(s))
sage: falsepos = intervalgen(f, phi, a, b)

sage: iterate(falsepos)

After 8 iterations: -2.89603757331027

Wichtig ist, dass die mit den Verfaren der Bisektion wie auch der falschen Position gebildeten
Folgen nicht notwendig gegen die gleiche Lésung konvergieren. Durch Verkleinerung des unter-
suchten Intervalls findet man auch die positive Losung, die mit dem Verfahren der Bisektion
erhalten wurde.

10 F

Abb. 12.4 - Verfahren der falschen Position auf [—7/2, 7].

sage: a, b = RR(pi/2), RR(pi)

sage: phi(s, t) =t - £(t) * (s - t) / (£(s) - £(t))
sage: falsepos = intervalgen(f, phi, a, b)

sage: phi(s, t) = (s +t) / 2

sage: bisection = intervalgen(f, phi, a, b)
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sage: iterate(falsepos)
After 15 iterations: 2.15846441170219
sage: iterate(bisection)
After 20 iterations: 2.15847275559132

Das Newton-Verfahren. Wie das Verfahren der falschen Position verwendet auch das New-
ton-Verfahren eine lineare Approximation der Funktion f. Graphisch gesehen handelt es sich
darum, eine Tangente an den Graphen von f als Ndherung dieser Kurve zu betrachten.

Wir setzen jetzt voraus, dass f differenzierbar ist und dass die Ableitung f’ im Intervall
[a, b] dasselbe Vorzeichen hat. Somit ist f hier monoton. Wir setzen auch voraus, dass f das
Vorzeichen im Intervall [a,b] wechselt. Die Gleichung f(x) = 0 hat somit in diesem Intervall
eine eindeutige Losung; diese Zahl bezeichnen wir mit «.

Sei ug € [a,b]. Die Tangente an den Graphen von f an der Stelle ug hat die Gleichung

y = f'(uo)(x — uo) + f(uo). (12.2)

Die Koordinaten des Schnittpunktes dieser Gerade mit der Abszisse sind

(uo — f(uo)/f'(uo),0).

Mit ¢ bezeichnen wir die Funktion z — 2z — f(z)/f’(z). Sie ist unter der Bedingung definiert,
dass f’ im Intervall [a,b] nicht verschwindet. Wir interessieren uns fiir die rekursiv durch
Uni1 = ¢(u,) definierte Folge u. Wenn die Folge u konvergiert,? dann erfiillt ihr Grenzwert [
die Bezehung I =1 — f(1)/f'(1), woraus sich f(l) = 0 ergibt; der Grenzwert ist gleich «, und
das ist die Losung der Gleichung f(z) = 0. Damit das Beispiel die Bedingung der Monotonie
erfiillt, reduzieren wir das untersuchte Intervall.

-10 -

Abb. 12.5 - Newton-Verfahren.

2Ein Satz von Leonid Witaljewitsch Kantorowitsch liefert eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz
des Newton-Verfahrens.
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sage: f.derivative()
x |--> 4xcos(x) - 1/2%e"x
sage: a, b = RR(pi/2), RR(pi)

Wir definieren einen Python-Generator newtongen, der eine rekursiv zu definierende Folge
darstellt. Dann formulieren wir einen neuen Konvergenztest checkconv, der terminiert, wenn
die beiden zuletzt berechneten Wert nahe genug beieinander liegen, doch ist zu beachten, dass
dieser Test die Konvergenz keineswegs garantiert.

sage: def newtongen(f, u):

cLe while True:

ce yield u

ceel u -= f(u) / f.derivative() (u)
sage: def checkconv(u, v, w, prec):

ceel return abs(w - v) / abs(w) <= prec

Wir kénnen nun das Newton-Verfahren mit unserem Beispiel testen.

sage: iterate(newtongen(f, a), check=checkconv)
After 6 iterations: 2.15846852566756

Sekantenverfahren Beim Newton-Verfahren kann die Berechnung der Ableitung sehr auf-
wendig sein. Es ist bei dieser Rechnung méglich, die Ableitung durch eine lineare Interpolation
zu ersetzen: wenn wir iiber zwei Naherungswerte fiir die Losung, und damit {iber zwei Punkte
des Graphen von f verfiigen, und wenn die Gerade durch diese beiden Punkte die Abszis-
senachse trifft, dann betrachten wir die Abszisse des Schnittpunktes als neue Niherung. Zu
Beginn und wenn beide Geraden parallel sind, berechnen wir die néchste Approximation mit
dem Newton-Verfahren.

-10 -

Abb. 12.6 - Sekantenverfahren.
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Das fiihrt auf dieselbe Iterationsmethode wie das Verfahren der falschen Position, aber mit
anderen Punkten. Anders als das Verfahren der falschen Position bestimmt das Sekantenver-
fahren kein Intervall mit einer Wurzel.

Wir definieren einen Python-Generator, der das Verfahren in Gang setzt:

sage: def secantgen(f, a):

R yield a

R estimate = f.derivative() (a)
R b = a - f(a) / estimate
yield b

el while True:

fa, fb = £(a), £(b)

e if fa == £fb:

R estimate = f.derivative() (a)
else:

estimate = (fb - fa) / (b - a)
a=>bo

b -= fb / estimate

yield b

Nun kénnen wir das Sekantenverfahren an unserem Beispiel ausprobieren.

sage: iterate(secantgen(f, a), check=checkconv)
After 8 iterations: 2.15846852557553

Das Muller-Verfahren. Wir konnen das Sekantenverfahren erweitern, indem wir f durch
ein Polynom beliebigen Grades ersetzen. Beispielsweise arbeitet das Muller-Verfahren® mit
quadratischen Approximationen.

Angenommen, wir haben schon drei Naherungslosungen r, s und ¢ der Gleichung f(z) =
0 berechnet. Wir betrachten das Interpolationspolynom von Lagrange, das durch die drei
Kurvenpunkte mit den Abszissen 7, s und ¢ bestimmt ist. Das ist ein Polynom zweiten Grades.
Sinnvollerweise nehmen wir als neue Ndherung die Wurzel des Polynoms, die am néchsten bei
t liegt. Vorher werden die drei Anfangsterme der Folge auf beliebige Weise fixiert, a, b und
dann (e + 0)/2. Es muss gesagt werden, dass die Wurzeln des Polynoms - und damit die
berechneten N&herungswerte - komplexe Zahlen sein kénnen.

Die Programmierung dieses Verfahrens in Sage ist nicht schwierig; sie erfolgt nach dem glei-
chen Muster wie das Sekantenverfahren. Unsere Realisierung verwendet allerdings eine Da-
tenstruktur, die an die Auflistung der Terme einer rekursiv definierten Folge besser angepasst
ist.

sage: from collections import deque

sage: basering = PolynomialRing(CC, ’x’)

sage: def quadraticgen(f, r, s):

t=(r+3s8)/2

R yield t

R points = deque([(r,f(r)), (s,f(s)), (t,f(t))], maxlen=3)

3Es handelt sich um David E. Muller, bekannt auch als Erfinder des Reed-Muller-Codes, nicht um den in
Kapitel 11 erwdhnten Jean-Michel Muller
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R while True:

et pol = basering.lagrange_polynomial (points)

R roots = pol.roots(ring=CC, multiplicities=False)
et u = min(roots, key=lambda x: abs(x - points[2][0]))
R points.append((u, f(u)))

s yield points[2][0]

Das Modul collections aus Pythons Referenzbibliothek implementiert mehrere Datenstruk-
turen. In quadraticgen wird die Klasse deque benutzt, um die zuletzt berechneten Appro-
ximationen zu speichern. Ein Objekt deque speichert Daten bis zur Grenze maxlen, die bei
seiner Erzeugung festgelegt wurde; hier ist die maximale Datenanzahl gleich der Rekursions-
tiefe der Ndherungen. Wenn ein Objekt deque seine maximale Speicherkapazitét erreicht hat,
fiigt die Methode deque.append() die neuen Daten nach dem Prinzip FIFO (first in, first
out) hinzu.

Zu erwihnen ist, dass die Iterationen dieses Verfahrens keine Berechnung der Ableitungswerte
erfordern. Jede Iteration verlangt nur eine Auswertung der Funktion f.

sage: generator = quadraticgen(f, a, b)
sage: iterate(generator, check=checkconv)
After 5 iterations: 2.15846852554764

Zuriick zu den Polynomen. Kehren wir zu der Situation zuriick, die wir zu Beginn dieses
Kapitels untersucht haben. Es geht um die Berechnung der Wurzeln eines Polynoms mit
reellen Koeffizienten; wir nennen diese Polynom P. Wir wollen P als unitir voraussetzen:

P =ag +a1x+...+ad_1xd_1 + a4,

Es ist einfach zu verifizieren, dass P das charakteristische Polynom der Begleitmatrix ist (siehe
Unterabschnitt 8.2.3):

o o0 0 ... 0 —ag

1 0 0 ... 0 —a]
A=|(0 1 0 ... 0 —an

0O 0 0 ... 1 —ag

Folglich sind die Wurzeln des Polynoms P die Eigenwerte der Matrix A. Deshalb werden hier
die Verfahren aus Kapitel 13 angewendet.

Wir haben gesehen, dass die Methode Polynomial.roots() bis zu drei Parameter aufnimmt,
die alle optional sind: ring, multiplicities und algorithm. Wir wollen annehmen, dass ein
Sage-Objekt der Klasse Polynomial dem Namen p zugeordnet ist (deshalb gibt isinstance (p,
’Polynomial’) den Wert True zuriick). Welchen Algorithmus der Befehl p.roots() benutzt,
héngt dann von den Parametern ring und algorithm sowie vom Koeffizientenring des Poly-
noms ab, d.h. von p.base_ring().

Der Algorithmus priift, ob die in ring und p.base_ring() ausgefiihrten arithmetischen Ope-
rationen exakt sind. Sollte dies nicht der Fall sein, werden die Ndherungswerte der Wurzeln mit
der Bibliothek NumPy berechnet, falls RDF der p.base_ring() ist, und wenn CDF, dann mit
der Bibliothek PARI (der Parameter algorithm ermdglicht dem Anwender eine abweichende
Wahl der Bibliothek fiir die Berechnung). Im Quellcode von NumPy sieht man, dass das von
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dieser Bibliothek fiir die Wurzeln benutzte Approximationsverfahren aus der Berechnung der
Eigenwerte der Begleitmatrix besteht.

Der folgende Befehl gestattet die Identifikation derjenigen Objekte, bei denen die arithmeti-
schen Operationen exakt sind (der von der Methode Ring.is_exact () zuriickgegebene Wert
ist in diesem Fall True).

sage: for ring in [ZZ, QQ, QQbar, RDF, RIF, RR, AA, CDF, CIF, CC]:
sage: print("{0:50} {1}".format(ring, ring.is_exact()))

Integer Ring True
Rational Field True
Algebraic Field True
Real Double Field False
Real Interval Field with 53 bits of precision False
Real Field with 53 bits of precision False
Algebraic Real Field True
Complex Double Field False
Complex Interval Field with 53 bits of precision  False
Complex Field with 53 bits of precision False

Wenn der Parameter ring gleich AA oder RIF ist, wihrend p.base_ring() gleich ZZ,

QQ oder AA ist, ruft der Algorithmus die Funktion real_roots() aus dem Modul sage.rings.
polynomial.real_roots auf. Diese Funktion konvertiert das Polynom zur Bernstein-Basis,
wendet dann den Algorithmus von Casteljau an (um das in Bernstein-Basis ausgedriickte
Polynom auszuwerten) und die Regel von Descartes (siehe Unterabschnitt 12.2.1), um die
Wurzeln zu lokalisieren.

Ist der Parameter ring gleich QQbar oder CIF und p.base_ring() gleich ZZ, QQ, AA oder
stellt er Gaufsche rationale Zahlen dar, delegiert der Algorithmus die Berechnungen an Num-
Py und PARI, deren Ergebnisse in die erwarteten Ringe konvertiert werden. In der Dokumen-
tation zur Methode Polynomial.roots() kann man alle Situationen kennen lernen, die von
dieser Methode abgedeckt werden.

Konvergenzgeschwindigkeit. Betrachten wir eine konvergente numerische Folge u und be-
zeichnen wir mit [ ihren Grenzwert. Wir sagen, dass die Konvergenzgeschwindigkeit linear ist,
wenn ein K existiert, sodass
im ———
n—oo |y, —

=K.

Die Konvergenzgeschwindigkeit der Folge v wird quadratisch genannt, wenn ein K > 0 exis-
tiert, sodass
—1

lim 7‘u”+1 | =K.

n—oc0 |uy, — |2
Wenden wir uns wieder dem Newton-Verfahren zu. Wir haben eine Folge u durch u,+1 = ¢(u)
rekursiv definiert mit ¢ als der Funktion x — x — f(z)/f’(x). Unter der Annahme, dass f
zweimal differenzierbar ist, kann die Taylorgleichung fiir die Funktion ¢ und mit « in der
N&he der Wurzel « so geschrieben werden:

¢"(a) + Oal(z — a)?).
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Nunmehr ist ¢(a) = a, ¢'(a) = 0 und ¢"(a) = f’(a)/f (). Durch Einsetzen in die vorste-

hende Gleichung und Riickkehr zur Definition der Folge u erhalten wir:

(un — @)? f"()
2 fa)

Da das Newton-Verfahren konvergiert, ist die Geschwindigkeit der gebildeten Folge quadra-
tisch.

+ Oso((un — @)?).

Up+1 — X =

Konvergenzbeschleunigung. Aus einer konvergenten Folge, deren Geschwindigkeit linear
ist, konnen wir eine Folge bilden, deren Konvergenzgeschwindigkeit quadratisch ist. Diese
Technik ist bei Anwendung auf das Newton-Verfahren unter der Bezeichnung Steffensen-
Verfahren bekannt.

sage: def steffensen(sequence):

R assert isinstance(sequence, GeneratorType)
el values = deque(maxlen=3)

cet for i in range(3):

ceel values.append(sequence.next())

el yield values[i]

Lol while True:

et values.append(sequence.next())

et u, v, w = values

yieldu - (v - w2/ (w-2*v + u

sage: g(x) = sin(x"2 - 2) * (x"2 - 2)

sage: sequence = newtongen(g, RR(0.7))

sage: accelseq = steffensen(newtongen(g, RR(0.7)))
sage: iterate(sequence, check=checkconv)

After 17 iterations: 1.41422192763287

sage: iterate(accelseq, check=checkconv)

After 10 iterations: 1.41421041980166

Man sieht, dass die Konvergenzgeschwindigkeit asymptotisch verlduft: sie sagt {iber den Fehler
|un, — 1] fiir gegebenes n nichts aus.

sage: sequence = newtongen(f, RR(a))

sage: accelseq = steffensen(newtongen(f, RR(a)))
sage: iterate(sequence, check=checkconv)

After 6 iterations: 2.15846852566756

sage: iterate(accelseq, check=checkconv)

After 7 iterations: 2.15846852554764

Losung von nichtlinearen Gleichungen
angendherte Wurzeln eines Polynoms Polynomial.roots()
exakte Wurzeln ohne Garantie alle zu finden Expression.roots()
angendherte Wurzeln auf den reellen Zahlen real_roots
angendherte Wurzeln mit dem Brent-Verfahren Expression.find_root()

Tab. 12.1 - In diesem Kapitel beschriebene Befehle
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Die Methode Expression.find_root(). Wir interessieren uns jetzt fiir die allgemeinste
Situation: die Berechnung eines Naherungswertes der Losung einer Gleichung f(z) = 0. In
Sage erfolgt diese Berechnung mit der Methode Expression.find_root().

Die Parameter der Methode Expression.find_root() gestatten die Angabe eines Intervall,
wo eine Wurzel zu suchen ist, der Rechengenauigkeit oder der Anzahl der Iterationen. Der
Parameter full_output gibt Informationen zur Berechnung, insbesondere zur Anzahl der
Iterationen und zur Anzahl der Auswertungen der Funktion.

sage: result = (f == 0).find_root(a, b, full_output=True)
sage: result[0], result[1l].iterations
(2.1584685255476415, 9)

In Wirklichkeit implementiert die Methode Expression.find_root() keinen Suchalgorith-
mus fiir das Losen von Gleichungen: die Rechnung wird an das Modul SciPy delegiert. Die
von Sage fiir die Losung eine Gleichung benutzte Funktionalitit von SciPy implementiert das
Brent-Verfahren, das drei uns schon bekannte Verfahren kombiniert: die Bisektion, das Se-
kantenverfahren und die quadratische Interpolation. Die ersten beiden Niherungswerte sind
die Grenzen des Suchintervalls fiir die Losung der Gleichung. Den folgenden Naherungswert
erhilt man durch lineare Interpolation, wie das beim Sekantenverfahren gemacht wird. Bei
den dann folgenden Iterationen wird die Funktion durch quadratische Interpolation angené-
hert, und die Abszisse des Schnittpunktes der Interpolationskurve mit der Achse ist der neue
Néaherungswert, es sei denn, dieser Wert liegt nicht zwischen den beiden vorhergehenden; in
diesem Fall wiirde mit Bisektion fortgefahren.

Die Bibliothek SciPy ermoglicht keine Rechnung mit beliebiger Genauigkeit (aufer bei Rech-
nung mit ganzen Zahlen); auferdem beginnt die Methode Expression.find_root, die Gren-
zen in Maschinenzahlen doppelter Genauigkeit zu konvertieren. Demgegeniiber funktionieren
alle anderen in diesem Kapitel erlduterten Lésungsverfahren mit beliebiger Genauigkeit oder
sogar symbolisch.

sage: a, b = pi/2, pi

sage: generator = newtongen(f, a)

sage: generator.next(); generator.next()
1/2*pi

1/2xpi - (e~ (1/2%pi) - 10)*e~(-1/2%pi)

Ubung 44. Fiir das Brent-Verfahren ist ein Generator zu schreiben, der mit beliebiger Ge-
nauigkeit funktioniert.

271






13. Numerische lineare Algebra

Hier behandeln wir die numerischen Aspekte der linearen Algebra, nachdem die symbolische
lineare Algebra in Kapitel 8 prisentiert worden ist. An franzosischen Lehrbiichern zur nu-
merischen Analyse der linearen Algebra kann man die Biicher von M. Schatzman |Sch91|, P.
Ciarlet [Cia82] oder die mehr spezialisierten von Lascaux-Théodor [LT93, LT94| heranziehen.
Das auf englisch geschriebene Buch von Golub und Van Loan [GVL96] ist als Referenz ein
absolutes Muss.

Numerische lineare Algebra spielt beim sogenannten wissenschaftlichen Rechnen eine Rolle.
Diese Bezeichnung ist nicht ganz passend, um die Probleme zu beschreiben, die bei der mathe-
matischen Untersuchung der numerischen Analyse begegnen: bei der ndherungsweisen Losung
von Systemen gewthnlicher und partieller Differentialgleichungen, bei Optimierungsaufgaben,
bei der Signalverarbeitung usw.

Die numerische Losung der Mehrzahl dieser Aufgaben, auch linearer Probleme, basiert auf
Algorithmen, die mit Endlosschleifen arbeiten. Im tiefsten Grunde solcher Schleifen ist sehr
oft ein lineares System zu 16sen. Haufig findet das Newton-Verfahren zur Lésung nichtlinearer
algebraischer Systeme Anwendung: auch dabei sind lineare Systeme zu 16sen. Leistungsfahig-
keit und Robustheit der Verfahren der numerischen linearen Algebra sind daher ausschlagge-
bend.

Dieses Kapitel umfasst drei Abschnitte: im ersten bemiihen wir uns den Leser fiir den Ein-
fluss der Ungenauigkeiten von Rechnungen in der linearen Algebra zu sensibilisieren; der
zweite Abschnitt (13.2) behandelt, ohne erschopfend zu sein, klassische Probleme (Losung
von Gleichungssystemen. Berechnung von Eigenwerten, kleinste Quadrate); im dritten Ab-
schnitt (13.3) zeigen wir, wie bestimmte Probleme zu 16sen sind, wenn Matrizen als diinn
besetzt angesehen werden kénnen. Dieser letzte Teil will ebenso eine Einfiithrung in Methoden
geben, die in einem aktiven Forschungsgebiet benutzt werden, wie auch eine Anleitung zu
ihrer Anwendung.

13.1. Ungenaues Rechnen in der linearen Algebra

Wir interessieren uns fiir klassische Aufgaben der linearen Algebra (Losung von Gleichungssys-
temen, Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren usw.), die mit ungenauer Rechnung
gelost werden. Die erste Quelle von Ungenauigkeiten entspringt aus der Benutzung von (re-
ellen oder komplexen) Fliefspunktzahlen, also nicht nur aus der Arbeit mit Objekten, von
denen man weif, das sie nicht exakt sind, sondern auch daraus, dass sdmtliche Rechnungen
fehlerbehaftet sind. Die verschiedenen in Sage angebotenen Typen von Fliefpunktzahlen sind
in Kapitel 12 beschrieben.

Es ist beispielsweise das Gleichungssystem Ax = b zu l6sen, wobei A eine Matrix mit reellen
Koeffizienten ist. Welchen Fehler §z macht man, wenn A mit A und b mit §b gestort ist? In
diesem Kapitel tragen wir dazu Teilantworten zusammen.
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13. Numerische lineare Algebra

13.1.1. Normen von Matrizen und Kondition

Sei A € R™™ (oder C™*™). Wir statten R™ (oder C™) mit einer Norm aus: ||z||cc = max |z;]|
oder [|z|[1 = Y1 |ziu| oder auch mit der euklidschen Norm |[|z]l2 = (37, :p%)l/Q; dann
definiert die Grofe
[|A]] = max [|Az|]
[|||=1

eine Norm auf der Menge der n x n-Matrizen. Man sagt, dass es sich um eine der auf R”
(oder C™) definierten Norm wuntergeordnete Norm handelt. Die Kondition von A ist durch
k(A) = ||A7|| - ||A|| definiert. Das wichtigste Ergebnis besteht darin, dass die Losung z des
linearen Gleichungssystems Ax = b mit dx gestort ist, wenn man A eine (kleine) Stérung 0 A
aufprigt und b eine Storung db:

15 r(A) [6A]l [d0]
el = T= <(A[SAT/TAT ( PR >

Die Normen || - [oc und || - |1 sind leicht zu berechnen: [|Allcc = maxi<i<n(3 7 [445]) und
|All1 = maxi<j<n(d_i ;)| Aij|. Im Gegensatz dazu erhalten wir die Norm ||-||2 nicht so einfach,
denn [|A|l2 = \/p(tAA), der Spektralradius p einer Matrix A ist der Absolutwert des absolut
grofsten seiner Eigenwerte.

Die Frobeniusnorm ist definiert durch

1Alr = [ D0 Jayl

i=1 j=1

1/2

Anders als die iibrigen Normen ist sie nicht untergeordnet. Man verifiziert leicht, dass || A||% =
Spur(*AA) ist.

Die Berechnung der Normen einer Matrix in Sage. Matrizen besitzen eine Methode
norm(p). Je nach Wert des Argumentes p bekommen wir:

p=1: 1Al p=2: 1Az,
p = Infinity: |Ale, p=’frob’: |A|Fr

Diese Methode ist nur anwendbar, wenn die Koeffizienten der Matrix in komplexe Zahlen
CDF konvertiert werden kénnen. Anzumerken ist, dass man zwar A.norm(Infinity) schreibt,
doch A.norm(’frob’). Mit A.norm() bekommen wir die Norm || A2 (Voreinstellung).

Fehler und Kondition - eine lllustration: zuerst mit exakter Rechnung, dann genihert.
Wir wollen in Sage die Moglichkeit nutzen, exakte Rechnungen auszufiihren, wenn die Koef-
fizienten rational sind. Wir betrachten die Hilbertmatrix

Das folgende Programm berechnet die Kondition von Hilbertmatrizen in der Norm || - ||oo:

sage: def cond_hilbert(n):
A = matrix(QQ, [[1/(i+j-1) for j in [1..n]] for i in [1..n]])
et return A.norm(Infinity) * (A~-1).norm(Infinity)

Hier nun die Ergebnisse als Funktion von n:
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Kondition

27.0

28375.0
33872791095.0
5.06277478751e+4-22
1.35710782493e-+47

D S 00k NS

Wir beobachten ein dufierst rasantes Wachstum der Kondition in Abh#ngigkeit von n. Man
kann zeigen, dass k(A) ~ e™/2 was offensichtlich eine GroRe ist, die die sehr schnell wichst.
Immer mit exakter Rechnung mit rationalen Zahlen konnen wir die Matrix A stéren und
die Losung des originalen linearen Gleichungssystems mit der des gestorten Systems verglei-
chen:

sage: def diff_hilbert(n):

x = vector(QQ, [1 for i in range(O,n)])

..... A = matrix(QQ, [[1/(i+j-1) for j in [1..n]] for i in [1..n]])
y = A*x

Aln-1,n-1] = (1/(2*n-1))*(1+1/(10°5)) # veridndert die Matrix
sol = A\y

R return max(abs(float(sol[il-x[i])) for i in range(O,n))

Wir erhalten

Fehler (diff_hilbert)
3.9998400064e-05
0.00597609561753
4.80535658002
67.9885057468

32 20034.3477421

(=2 NN I NGy

sodass die Rechnungen sehr bald mit einem nicht mehr tolerierbaren Fehler erfolgen.

Rechnen wir nun mit Matrizen und Vektoren mit Fliekpunktkoeffizienten. Diesmal stéren wir
die Matrix A nicht explizit, doch bringt die Fliefspunktarithmetik kleine Stérungen mit sich.
Wir wiederholen obige Rechnung: das zweite mit y = Ax berechnete Glied versuchen wir auch
durch Losung des linearen Gleichungssystems As = y zu finden:

sage: def hilbert_diff(n):

matrix(RR, [[1/(i+j-1) for j in [1..n]] for i im [1..n]])
= vector(RR, [1 for i in range(O,n)])

Axx

A.solve_right(y)

return max(abs(float(s[i]l-x[i])) for i in range(O,n))

n < H =
|

Abhéngig von n erhalten wir:
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n  Fehler (diff_hilbert)
2 5.55111512313e-16

4 4.7384318691e-13

8  6.82028985288e-07
16 8.68515288279

32 378.704279105

Wir sehen, dass zum Beispiel fiir n = 16 der Fehler (mit Unendlich-Norm) so grofs ist, dass
alle Ziffern des Ergebnisses falsch sind (bei unserer Wahl von x mit x; = 1 fallen absoluter
und relativer Fehler zusammen).

Bemerkungen. Warum also mit Flielkpunktzahlen rechnen? Die Frage der Leistungsfahigkeit
ist nicht so vordringlich, da Bibliotheken existieren, welche die Algorithmen der linearen Alge-
bra in rationaler Arithmetik effizient implementieren (Sage verwendet Linbox), Algorithmen,
die ohne so leistungfsfihig zu sein wie wie ihre Fliekpunkt-Entsprechungen, fiir bestimmte
Aufgaben wie die Losung von linearen Gleichungssystem moderater Grofe vorteilhaft ver-
wendet werden kénnen. Doch hier kommt ein zweiter Unsicherheitsfaktor ins Spiel: bei reellen
Anwendungen koénnen die Koeffizienten nur ndherungsweise bekannt sein. Beispielsweise 1ésst
die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems mit dem Newton-Verfahren Terme auftre-
ten, die unexakt berechnet worden sind.

Schlecht konditionierte lineare Gleichungssysteme (auch ohne so extreme Félle wie die Hilbert-
Matrix) sind eher die Regel als die Ausnahme: hiufig treffen wir (in Pysik, Chemie, Biolo-
gie usw.) auf Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen der Form du/dt = F(u), wo die
Jacobi-Matrix DF'(u), also die Matrix der partiellen Ableitungen 0F;/0Ou; ein schlecht kon-
ditioniertes lineares System definiert: die Eigenwerte sind in einer sehr ausgedehnten Menge
verteilt, was die schlechte Kondition von DF(u) nach sich zieht; diese Eigenschaft rithrt da-
her; dass das System aus mehreren Zeitskalen zusammengesetzte Erscheinungen modelliert.
Leider miissen in der Praxis lineare Systeme mit der Matrix DF(u) gelost werden.

Alle Rechnungen (Zerlegung von Matrizen, Berechnung von Eigenwerten und -vektoren, Kon-
vergenz von iterativen Verfahren) werden durch die Kondition beeinflusst. Deshalb sollten
wir diesen Begriff immer im Hinterkopf haben, wenn wir mit Fliefspunkt-Darstellungen reeller
Zahlen arbeiten.

13.2. Voll besetzte Matrizen

13.2.1. Losung linearer Gleichungssysteme

Zu vermeidende Verfahren. Was man (fast) nie verwenden sollte, ist die Cramersche Regel.
Uberlegungen zur Rekursion zeigen. dass der Aufwand fiir die Berechnung der Determinante
einer n X m-Matrix mit der Cramerschen Regel von der Ordnung n! Multiplikationen ist (und
ebenso vielen Additionen). Fiir die Losung eines System der Grofe n sind n+1 Determinanten
zu berechnen. Nehmen wir n = 20:

sage: n = 20; aufwand = (n+l1)x*factorial(n); aufwand
51090942171709440000
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Wir bekommen den respektablen Wert von 51090942171709440000 Multiplikationen. Wenn
wir annehmen, dass unser Compoter pro Sekunde 3 - 10° Multiplikationen ausfiihrt (was rea-
listisch ist), kommt die folgende Rechenzeit zustande:

sage: v = 3%x1079
sage: print "%3.3f"%float(aufwand/v/3600/24/365)
540.028

Die Berechnung braucht also etwa 540 Jahre! Selbstversténdlich kénnen Sie eine 2 x 2-System
mit der Cramerschen Regel l6sen, dartiber aber nicht! Allen in der Praxis benutzten Verfahren
ist polynomialer Aufwand gemein, d.h. die Ordnung n? mit kleinem p ({iblicherweise p = 3).

Praktikable Verfahren. Die Losung linearer Gleichungssysteme Az = b basiert meistens auf
einer Faktorisierung der Matrix A in ein Produkt von zwei Matrizen A = M M>, wobei M,
und My lineare Systeme definieren, die leicht 16sbar sind. Zur Lésung von Ax = b 16st man
nacheinander erst My = b und dann Msx = b.

Beispielsweise kénnen M; und My Dreiecksmatrizen sein; in diesem Fall sind zwei Gleichungs-
systeme in Dreiecksgestalt zu 16sen, nachdem die Faktorisierung bewerkstelligt ist. Der Auf-
wand fiir die Faktorisierung ist deutlich hoher als der fiir die Losung der beiden Gleichungssys-
teme (z.B. O(n?) fiir die LU-Zerlegung gegeniiber O(n?) fiir die Losung der Systeme in Drei-
ecksgestalt). Daher ist es bei der Lésung von mehreren Gleichungssystemen mit der gleichen
Matrix zweckmikig, die Zerlegung nur einmal vorzunehmen. Wichtig ist, dass eine Matrix zur
Losung eines Gleichungssystems niemals invertiert wird. Die Inversion erfordert die Zerlegung
der Matrix und dann die Losung von n Gleichungssystemen, statt eines einzigen.

13.2.2. Direkte LGsung

Dies ist die einfachste Vorgehensweise:

sage: A = matrix(RDF, [[-1,2],[3,411)
sage: b = vector(RDF, [2,3])

sage: x = A\b; x

(-0.20000000000000018, 0.9000000000000001)

In Sage besitzen Matrizen zur Losung linearer Gleichungssysteme eine Methode solve_right
(die auf der QR-Zerlegung basiert); diesen Befehl rufen wir jetzt auf:

sage: x = A.solve_right(b)

Die Syntax ist praktisch die gleiche wie in Matlab, Octave oder Scilab.
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13.2.3. Die LU-Zerlegung

sage: A = matrix(RDF, [[-1,2],[3,411)
sage: P, L, U = A.LUQ

Diese Methode liefert die Faktoren L und U sowie die Permutationsmatrix P, sodass A = PLU
ist (oder damit gleichwertig: PA = LU, wie der aufmerksame Leser bemerkt haben wird).
Es ist die Wahl der Pivotstellen, wodurch die Bildung von P bestimmt wird. L ist eine un-
tere Dreiecksmatrix mit einer Einser-Diagonalen und U ist eine obere Dreiecksmatrix. Dieses
Verfahren ist direkt aus dem in Unterabschnitt 8.2.1 beschriebenen Gaufs-Algorithmus abge-
leitet. Der Ubersichtlichkeit halber iibergehen wir die Wahl der Pivotstellen. Dann bewirkt
der Gauf-Algorithmus, dass Nullen in der ersten Spalte unter der Diagonale erscheinen, dann
in der zweiten Spalte unter der Diagonalen usw. Diese Eliminierung kann man so schreiben:

Lyp_1---Lo[h1A=T.

Setzen wir L = (L, _1---LoL1)™!, erhalten wir A = LU und wir verifizieren ohne Schwierig-
keit, dass L in unterer Dreiecksgestalt ist mit einer Einser-Diagonalen.

Wir machen darauf aufmerksam, dass Sage die Faktorisierung von A speichert: der Befehl
A-LU_valid gibt True genau dann zuriick, wenn die LU-Zerlegung bereits berechnet worden
ist. Besser noch, der Befehl A.solve_right(b) berechnet die Faktorisierung nur, wenn das
notwendig ist, also wenn sie zuvor noch nicht berechnet worden ist oder wenn die Matrix A
verdndert wurde.

BEISPIEL. Wir erzeugen eine Zufallsmatrix der Grofe 1000 und einen Vektor dieser Grofe,

sage: A = random_matrix(RDF, 1000)
sage: b = vector(RDF, range(1000))

faktorisieren A

sage: %time A.LU()
CPU times: user 204 ms, sys: 16 ms, total: 220 ms
Wall time: 252 ms

und 16sen jetzt das System Az = b:

sage: %time x = A.solve_right(b)
CPU times: user 116 ms, sys: 8 ms, total: 124 ms
Wall time: 122 ms

Die Losung geht schneller, weil sie die schon berechnete LU-Zerlegung verwendet.

13.2.4. Die Cholesky-Zerlegung reeller positiv definiter symmetrischer Matrizen

Eine symmetrische Matrix A heifst positiv definit, wenn fiir jeden Vektor x, der nicht der
Nullvektor ist, txAx > 0 gilt. Zu jeder symmetrischen positiv definiten Matrix existiert eine
untere Dreiecksmatrix C, sodass A = C*C. Diese Faktorisierung ist die Cholesky-Zerlegung. In
Sage wird sie durch Aufruf der Methode cholesky berechnet. Im folgenden Beispiel erzeugen
wir eine Matrix A, die fast sicher positiv definit ist:
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sage: m = random_matrix(RDF, 10)
sage: A = transpose(m)*m
sage: C = A.cholesky()

Wir haben anzumerken, dass es mit vertretbarem Aufwand nicht mdoglich ist zu testen, ob
eine symmetrische Matrix positiv definit ist. Wenn wir die Methode von Cholesky auf eine
Matrix anwenden, die es nicht ist, kann die Zerlegung nicht berechnet werden und es wird im
Verlauf der Rechnung von cholesky() ein ValueError ausgegeben.

Um ein Gleichungssystem Ax = b mit der Cholesky-Zerlegung zu losen, gehen wir vor wie
bei der LU-Zerlegung. Ist die Zerlegung einmal berechnet, fiihren wir A.solve_right (b) aus.
Auch hier wird die Zerlegung nicht wiederholt.

Warum verwendet man die Cholesky-Zerlegung und nicht die LU-Zerlegung zur Losung von
Systemen mit symmetrischen positiv definiten Matrizen? Natiirlich benétigen die Faktoren
nur halb soviel Speicherplatz, doch es geht vor allem um die Anzahl der Operationen, wo sich
die Cholesky-Zerlegung als vorteilhaft erweist. Fiir eine Matrix der Grofse n miissen bei der
Cholesky-Zerlegung n Quadratwurzeln berechnet werden, n(n — 1)/2 Divisionen, (n® —n)/6
Additionen und ebenso viele Multiplikationen. Zum Vergleich: die LU-Zerlegung benétigt
auch n(n — 1)/2 Divisionen, aber (n® —n)/3 Additionen und Multiplikationen.

13.2.5. Die QR-Zerlegung

Sei A € R™™ mit n > m. Hier sind zwei Matrizen ) und R zu finden, sodass A = QR ist,
wobei Q@ € R™ ™ orthogonal ist (!QQ = I) und R € R™™™ in oberer Dreiecksgestalt ist. Ist
die Zerlegung einmal berechnet, kann man sie natiirlich zur Losung von linearen Gleichungs-
systemen benutzen, wenn die Matrix A quadratisch und invertierbar ist. Wie wir aber sehen
werden, ist sie vor allem eine interessante Zerlegung fiir die Losung von Systemen kleinster
Quadrate und fiir die Berechnung von Eigenwerten. Zu beachten ist, dass A nicht quadratisch
sein muss. Die Zerlegung existiert, wenn der Rang maximal ist, also gleich m. Beispiel:

sage: A = random_matrix(RDF,6,5)
sage: Q, R = A.QRQ)

Ubung 45 (Stérung eines linearen Systems). Sei A eine invertierbare quadratische Matrix,
zu der eine Zerlegung berechnet worden ist (LU, QR, Cholesky usw.). Seien v und v zwei
Vektoren. Wir betrachten die Matrix B = A + u'v und setzen 1 + ‘vA~u # 0 voraus. Wie
ist das System Bx = f mit geringstem Aufwand (d.h. ohne B zu faktorisieren) zu l6sen?

Zu verwenden ist die Gleichung von Sherman und Morrison (die man beweisen oder einfach
iibernehmen kann):

A ytpA—L

A Yy l=a"t - — =
(A+u’v) 1+ tvA-1ly

13.2.6. Die Singuldrwertzerlegung

Diese Zerlegung wird zwar selten unterrichtet, ist aber dennoch reich an Anwendungen! Sei
A eine n x m-Matrix mit reellen Koeffizienten. Dann existieren zwei orthogonale Matrizen
U e R"™ und V € R™*"™ g0 dass

tU-A-V:E:diag(al,ag,...,op),
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wobei 01 > 09 > ... > 0 > 0 (mit p = min(m, n)). Die Zahlen 01 > 03 > ... > 0, sind die
Singuldrwerte von A.

Die Matrizen U und V sind orthogonal (U - ‘U = I) und V - 'V = I), woraus folgt:
A=UX'V.
Beispiel (die Rechnungen sind offensichtlich niemals exakt):

sage: A = matrix(RDF, [[1,3,2],[1,2,3],[0,5,2],[1,1,11])

sage: U, Sig, V = A.SVD()

sage: Al = A - UxSigxtranspose(V); Al

[ 2.220446049250313e-16 0.0 0.0]
[3.3306690738754696e-16 -4.440892098500626e-16 -4.440892098500626e-16]
[-9.298117831235686e-16 1.7763568394002505¢-15 -4.440892098500626¢-16]
[ 4.440892098500626e-16 -8.881784197001252¢-16 -4.440892098500626¢-16]

Es kann gezeigt werden, dass die Singuldrwerte einer Matrix A die Quadratwurzeln der Ei-
genwerte von ‘AA sind. Es ist leicht zu verifizieren, dass bei einer quadratischen Marix der
Grofe n die euklidsche Norm || A||2 gleich o1 ist und dass, wenn die Matrix aufserdem nicht
singulér ist, die Kondition von A mit der euklidschen Norm gleich o1 /0y, ist. Der Rang von
A ist die natiirliche Zahl r, die definiert ist durch

012022 ...20,20p41=...=0p=0.

13.2.7. Anwendung auf kleinste Quadrate

Wir méchten das iiberbestimmte Gleichungssystem Ax = b 16sen, wobei A eine Matrix mit
reellen Koeflizienten ist, rechtwinklig mit n Zeilen und m Spalten und n > m. Selbstverstind-
lich hat dieses System nicht immer eine Ldsung. Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, das
Quadrat der euklidschen Norm || - |2 des Restes zu minimieren:

min || Az — b||3.
xT

Die Matrix A kann einen Rang kleiner als m haben.

Das Lésen normaler Gleichungen. Wenn wir bei der Minimierungsaufgabe die Ableitung
nach x gleich null setzen, stellen wir ohne grofie Miihe fest, dass die Losung dieser Bedingung
geniigt:

tAAx = TAb.

Wenn wir voraussetzen, dass A den maximalen Rang m hat, kénnen wir die Matrix ! AA bilden
und das System 'AAz =t Ab 16sen, beispielsweise durch Berechnung der Cholesky-Zerlegung
von 'AA. Das ist auch der Ursprung des Verfahrens des Kommandeurs Cholesky' Welches ist
die Kondition von ‘AA? Die wird die Genauigkeit der Rechnung konditionieren. Die Singu-
lirwerte von YA A (Dimension m x m) sind die Quadrate der Singulirwerte von A; Kondition
mit euklidscher Norm ist daher o3 /02, also recht grof. Wir ziehen daher Verfahrewn vor, die
entweder auf der Q R-Zerlegung von A basieren oder auf der Singulirwertzerlegung?.

!Ingenieur und Offizier der Artillerie (1875-1918); das Verfahren ist zur Lésung geoditischer Aufgaben er-
funden worden.

2Der Kommandeur Cholesky hatte noch keinen Computer und sah sich wahrscheinlich nur der Losung kleiner
Systeme gegeniiber, bei denen schlechte Kondition nicht wirklich problematisch ist.
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Trotz allem ist das Verfahren fiir kleine Systeme, die nicht zu schlecht konditioniert sind,
brauchbar. Hier der entsprechende Code:

sage: A = matrix(RDF, [[1,3,2],[1,4,2],[0,5,2]1,[1,3,2]11)
sage: b = vector(RDF, [1,2,3,4])

sage: Z = transpose(A)*A

sage: C = Z.cholesky()

sage: R = transpose(A)*Db

sage: Z.solve_right(R)

(-1.5, -0.5, 2.75)

Wohlgemerkt, die Cholesky-Zerlegung ist hier verborgen, und Z.solve_right (R) verwendet
sie ohne erneute Berechnung.

Mit QR-Zerlegung. Wir setzen A mit maximalem Rang® voraus. Es sei A = QR. Dann
gilt
| Az — blf3 = |QRx — bl| = [|[Rz — "Qb]3.

Ry

Wir haben R = [0

], wobei R; ein Block der Grofe m in oberer Dreiecksgestalt ist und

Qb= [ZJ mit ¢ der Groke m. Daher ist ||Az — b]|3 = |R1x — c||3 + ||d||3, und wir bekommen

das minimale z als Losung des dreieckigen Systems Rix = c:

sage: A = matrix(RDF, [[1,3,2],[1,4,2],[0,5,2]1,[1,3,2]11)
sage: b = vector(RDF, [1,2,3,4])

sage: Q, R = A.QRO

sage: Rl = R[0:3,0:3]

sage: bl = transpose(Q)*b

sage: ¢ = b1[0:3]
sage: Rl.solve_right(c)
(-1.499999999999999, -0.49999999999999867, 2.749999999999997)

Wir berechnen die Konditionszahl von tAA mit der Unendlich-Norm:

sage: Z = A.transpose()*A
sage: Z.norm(Infinity)*(Z~-1).norm(Infinity)
1992.3750000000168

Da das System nur klein ist, ist es nicht zu schlecht konditioniert. Die Q R-Zerlegung und das
Verfahren fiir normale Gleichungen (Seite 280) ergeben deshalb das gleiche Resultat.

Mit Singuldrwertzerlegung. Auch die Singulirwertzerlegung A = UX 'V erméglicht die
Berechnung einer Lésung; mehr noch, sie ist sogar dann anwendbar, wenn A nicht den maxi-
malen Rang hat. Wenn A nicht identisch null ist, besitzt > r < m positive Koeffizienten o;
(in fallender Ordnung). Mit u; bezeichnen wir die Spalten von U. Dann haben wir:

|Az — b||2 = | 'UAV 'V =t Ub|j3.

®Diese Einschrankung kann entfallen, wenn wir Q R-Zerlegung mit Pivotstellen verwenden.
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Mit der Abkiirzung A =! Vi erhalten wir

p

1Az — b3 = "(oihi =t uib)® + > (fuib)*.

i=1 i=p+1

Das Minimum ist daher zu erwarten, wenn wir \; = (‘u;b)/0; setzen mit 1 < i < p. Wir
wihlen dann A; = 0 mit ¢ > p und erhalten schlieflich die Losung © = V' A.

Hier das Sage-Programm (wir miissen U.column(i) nicht transponieren):

sage: A = matrix(RDF, [[1,3,2],[1,3,2],[0,5,2]1,[1,3,211)
sage: b = vector(RDF, [1,2,3,4])

sage: U, Sig, V = A.SVD()

sage: m = A.ncols()

sage: x = vector(RDF, [0]xm)

sage: lamb = vector(RDF, [0]*m)

sage: for i in range(O,m):

s = Sigli,il
if s < le-12:
break

lamb[i] = U.column(i)*b / s
sage: x = V¥lamb; x
(0.2370370370370367, 0.4518518518518521, 0.3703703703703702)

Man sieht, dass die obige Matrix den Rang 2 hat (was wir mit dem Befehl A.rank() verifizie-
ren konnen), also nicht den maximalen Rang, der 3 betragen wiirde. Es gibt somit mehrere
Lésungen fiir das Problem der kleinsten Quadrate, und der oben angegebene Beweis zeigt,
das z die Losung der minimalen euklidschen Norm ist.

Betrachten wir die Singuldrwerte:

sage: m = 3
sage: [ Sigl[i,i] for i in range(O,m) ]
[8.309316833256451, 1.3983038884881154, 0.0]

Da die Matrix A den Rang 2 hat, ist der dritte Singuldrwert zwangsldufig 0. Um eine Division
durch 0 zu vermeiden, ignorieren wir Singuldrwerte, die sich von 0 zu wenig unterscheiden
(das ist der Grund fiir den Test if s < le-12 im Programm).

BEispIEL. Unter den schonsten Anwendungen der Singuldrwertzerlegung (SVD engl. fiir Sin-
gular Value Decomposition, SWZ auf deutsch), die mit einem anderen Verfahren wohl kaum
losbar wire: es seien A und B € R™*™ die Ergebnisse eines zweimal wiederholten Experiments.
Wir fragen uns, ob B auf A gedreht werden kann, d.h. existiert eine orthogonale Matrix @,
sodass A = B(Q ist. Wird den Messungen ein Rauschen hinzugefiigt, hat die Aufgabe ge-
nerell offensichtlich keine Losung. Zweckmékigerweise wird sie dann in kleinsten Quadraten
gestellt; dafiir muss deshalb die orthogonale Matrix @ berechnet werden, die das Quadrat der
Frobenius-Norm minimiert:

1A - BQ|%,

Wir erinnern uns an ||A||% = Spur(*AA). Dann ist

|A — BQ||% = Spur(*AA) + Spur(*BB) — 2Spur(*Q‘BA) > 0,
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und daher ist Spur(*Q *BA) zu maximieren. Wir berechnen nun die SWZ von ' BA: wir haben
tU(*BA)V = X. Seien die o; die Singulirwerte und O =! V !QU. Diese Matrix ist orthogonal
und deshalb sind alle Koeffizienten absolut kleiner oder gleich 1. Dann gilt:

Spur(*Q*BA) = Spur(*QUX'V) = Spur(0OX) = Z Ojio; < Zai
i=1 i=1

und das Maximum wird fiir Q = U 'V erwartet.
sage: A = matrix(RDF, [[1,2],[3,4],[5,6],[7,811)

Man erhélt B durch Hinzufiigen eines zufilligen Rauschens zu A und durch eine Rotation um
den Winkel 9 (Rotationsmatrix R):

sage: th = 0.7

sage: R = matrix(RDF, [[cos(th),sin(th)],[-sin(th),cos(th)]])
sage: B = (A + O.1*random_matrix(RDF,4,2)) * transpose(R)
sage: C = transpose(B)*A

sage: U, Sigma, V = C.SVD()

sage: Q = Uxtranspose(V)

Die zuféllige Storung ist schwach, und wie erwartet ist () nahe bei R:

sage: Q

[ 0.7628142512578093 0.6466176753522814]
[-0.6466176753522812 0.7628142512578091]
sage: R

[0.7648421872844885 0.644217687237691]
[-0.644217687237691 0.7648421872844885]

Ubung 46 (Quadratwurzel einer symmetrischen positiv semidefiniten Matriz.) Sei A eine
symmetrische positiv semidefinite Matrix (d.h. sie erfiillt tx Az > 0 fiir jeden Vektor z). Zu
beweisen ist, dass man eine Matrix X berechnen kann, die ebenfalls symmetrisch und positiv
semidefinit ist und zwar so, dass X2 = A ist.

13.2.8. Eigenwerte, Eigenvektoren

Bis jetzt haben wir nur direkte Verfahren verwendet (LU-, QR- und Cholesky-Zerlegung), die
nach einer endlichen Anzahl von Operationen (den vier Grundrechenarten und dem Ziehen der
Quadratwurzel bei der Cholesky-Zerlegung) eine Losung liefern. Das kann bei der Berechnung
der Eigenwerte nicht der Fall sein: Tatsdchlich kann man (siehe Seite 287) jedem Polynom
eine Matrix zuordnen, deren Eigenwerte die Wurzeln des Polynoms sind; wir wissen aber, dass
keine explizite Formel fiir die Berechng der Wurzeln eines Polynoms héheren als 4. Grades
existiert, eine Formel also, die ein direktes Verfahren ergidbe. Andererseits wire die Bildung
des charakteristischen Polynoms, um daraus die Wurzeln zu berechnen, extrem aufwendig
(siehe Seite 277): jedenfalls stellen wir fest, dass der Algorithmus von Faddeev-Le Verrier die
Berechnung des charakterischen Polynoms einer Matrix der Groke n mit O(n*) Operationen
ermoglicht, was trotzdem als recht aufwendig betrachtet wird. Die numerischen Verfahren fiir
die Berechnung von Eigenwerten und -vektoren sind sémtlich iterativ.
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Wir werden deshalb Folgen bilden, die gegen die Eigenwerte (und die Eigenvektoren) konver-
gieren und die Iterationen beenden, sobald wir der Losung nahe genug sind?.

Das Verfahren der iterierten Potenz. Sei A eine Matrix C"*". Wir legen eine beliebige
Norm || - || auf C™ fest. Beginnend mit x¢ betrachten wir die Folge der zy, die definiert ist

durch
Axy,

O A

Wenn fiir die Eigenwerte |A1| > [Aa] > -+ > |\, gilt, dann konvergiert die Folge gegen einen
Eigenvektor, der dem betragsgroften (dominanten) Eigenwert |A;| zugeordnet ist. Zudem
konvergiert die Folge v, = xj, 17 gegen |\1|. Die Voraussetzung der Trennung der Eigenwerte
kann entfallen.

sage: n = 10
sage: A = random_matrix(RDF, n); A = Axtranspose(4)
sage: # A vérifie (presque slirement) les hypothéses

sage: x = vector(RDF, [l for i in range(O,n)])
sage: for i in range(0,1000):

e y = A*x

z = y/y.norm()

cee lam = z*y

e s = (x-z).norm()

print i, "\ts=", s, "\tlambda=", lam
if s < 1e-10: break

R X =z

.56148717112 lambda= 5.91815343752
.444153427849 lambda= 4.73636969543
.213992596115 1lambda= 5.81702900649
.203955698809 lambda= 6.33996055612
.191707607395 1lambda= 6.8703557299
.158957852503 1lambda= 7.31614890304
.120059107245 1lambda= 7.61071410257
.0859426802981 lambda= 7.77514327789
.0599388946502 1lambda= 7.85860456973
.0413557016799 lambda= 7.89908221139
10 s= 0.028440512895 1lambda= 7.91835470562

© 0 N Ok WD~ O
[ )]
1

O O O OO OO O oOoN

Jetzt verwenden wir

sage: A.eigenvalues()
[7.9357467710246175,
.039892714739813435,
.34784684826304274,
.2880284207988963,
.05659522706787432,
.58212362822616,
.416559364279167,

W N, P, OO

*In den nachstehenden Beispielen wird die Wahl des Kriteriums fiir den Abbruch der Iteration aus Griinden
der Einfachheit ausgespart.
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5.537503736446404,
4.365136545605719,
4.954088504781742]

Wir haben den dominanten Eigenwert berechnet.

Das Interesse an diesem Verfahren mag begrenzt scheinen, es wichst aber an, sobald diinn
besetzte Matrizen zu untersuchen sind. Es motiviert auch das, was nun folgt, und das ist von
groklem Nutzen.

Das Verfahren der inversen Potenz mit Translation. Wir setzen eine Approzimation p
eines Eigenwertes A\; mit A; (u und A; € C) als bekannt voraus. Wie berechnet man einen \;
zugordneten Eigenvektor?

Wir treffen die Annahme, dass Vk ¢ j, 0 < |u—A;| < |p—Ag] gilt, und somit ist A; ein einfacher
Eigenwert. Wir betrachten dann den Ausdruck (A—pul)™1, dessen grokter Eigenwert (Aj—p)~*
ist, und wenden das Verfahren der iterierten Potenz auf diese Matrix an.

Nehmen wir als Beispiel:
sage: A = matrix(RDF, [[1,3,2],[1,2,3],[0,5,2]11)

Mit Aufruf der Methode A.eigenvalues() finden wir die Eigenwerte 6.392947916489187,
0.5605194761119395, -1.9534673926011217. Wir werden den zum zweiten Eigenwert ge-
horigen Eigenvektor suchen und dazu von einem Ndherungswert ausgehen:

sage: mu = 0.50519

sage: AT = A - muxidentity_matrix(RDF, 3)

sage: x = vector(RDF, [1 for i in range(O,A.nrows())])

sage: P, L, U = AT.LUQ)

sage: for i in range(1,10):

cet y = AT.solve_right(x)

et x = y/y.norm()

R lamb = x*A*xx

R print x, lamb

(0.9607985552565431, 0.18570664546988727, -0.2058620364352333)
1.08914936279

(0.927972943625375, 0.1044861051800865, -0.3576994125289455)
0.563839629189

(0.9276916133832703, 0.10329827357690813, -0.35877254233619243)
0.560558807639

(0.9276845318283404, 0.10329496332009931, -0.35879180586954856)
0.560519659839

(0.9276845648427788, 0.1032947552966817, -0.3587917803972978)
0.560519482021

(0.9276845629124328, 0.10329475732310033, -0.3587917848049623)
0.560519476073

(0.9276845629447148, 0.10329475725254855, -0.3587917847418061)
0.560519476114

(0.9276845629438836, 0.1032947572539018, -0.3587917847435661)
0.560519476112
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(0.9276845629439012, 0.10329475725386913, -0.35879178474352963)
0.560519476112

Wir fiigen einige Bemerkungen an:

- wir berechnen das Inverse der Matrix A — p/ nicht, sondern verwenden ihre LU-Zerlegung,
die (mit solve_right) ein fiir alle Mal berechnet wird;

- wir profitieren fiir die verbesserte Schiatzung des Eigenwertes von den Iterationen;

- die Konvergenz erfolgt sehr schnell; man kann gut zeigen (mit der obigen Annahme sowie der
Wabhl eines Anfangsvektors, der zu dem Eigenvektors ¢;, der zu \; gehort, nicht orthogonal
ist), dass wir als Tterierte £ und A\

0 =ail =0 (|35 )

N0 -y =0 ([£=2 )

bekommen, wobei Ag der zu pu zweitnéchste Eigenwert ist;

und

- die Konditionszahl von (A — ul) (gebunden an das Verhéltnis von groftem unf kleinstem
Eigenwert von (A — pl)) ist schlecht; man kann jedoch zeigen (siehe [Sch91|, wo Parlett
zitiert wird), dass die Fehler trotz allem unbedeutend sind!

Das QR-Verfahren. Sei A eine quadratische nichtsinguldre Matrix. Wir betrachten die Folge
Ag, Ay, Ay, .. A, Ay, . ... In der Rohform des QR-Verfahrens wird der Ubergang von Ay,
nach Ag11 so bewerkstelligt:

1. wir berechnen die QR-Zerlegung von Ag: Ar = Qi Ry,
2. wir berechnen Ay = RipQy
Programmieren wir dieses Verfahren mit einer reellen symmetrischen Matrix fiir A:

sage: m = matrix(RDF, [[1,2,3,4],[1,0,2,6],[1,8,4,-2],[1,5,-10,-20]1)
sage: Aref = transpose(m)*m

sage: A = copy(Aref)

sage: for i in range(0,20):

Q, R = A.QRO

A = RxQ

print A.str(lambda x: RealField(30)(x).str())

[ 347.58031 -222.89331 -108.24117 -0.067928252]
[ -222.89331 243.51949 140.96827  0.081743964]
[ -108.24117 140.96827 90.867499 -0.0017822044]
[ -0.067928252  0.081743964 -0.0017822044 0.032699348]

[ 585.03056 -3.2281469e-13 -6.8752767e-14 -9.9357605e-14]
[-3.0404094e-13 92.914265 -2.5444701e-14 -3.3835458e-15]
[-1.5340786e-39 7.0477800e-25 4.0229095 2.7461301e-14]
[ 1.1581440e-82 -4.1761905e-68 6.1677425e-42 0.032266909]
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Wir beobachten eine schnelle Konvergenz gegen eine quasi-diagonale Matrix. Die Koeffizienten
auf der Diagonalen sind die Eigenwerte von A. Wir verifizieren

sage: Aref.eigenvalues()
[685.0305586200212, 92.91426499150643, 0.03226690899408103, 4.022909479477674]

Man kann die Konvergenz beweisen, wenn die hermitesche Matrix positiv definit ist. Rechnet
man mit einer nichtsymmetrischen Matrix, ist es sinnvoll, auf C zu arbeiten, wo die Eigenwerte
a priori komplex sind, und wenn das Verfahren konvergiert, tendieren die dreieckigen Teile
unterhalb von Aj gegen null, wihrend die Diagonale zu den Eigenwerte tendiert.

Das QQR-Verfahren bendtigt etliche Verbesserungen, um effizient zu sein, insbesondere weil
die sukzessiven Q) R-Zerlegungen aufwendig sind; bei den gebriuchlichen Verfeinerungen wird
im allgemeinen mit der Reduktion der Matrix in eine einfachere Form begonnen (Hessenberg-
Form: obere Dreiecksgestalt mit einer Subdiagonalen), was die Q R-Zerlegung deutlich weniger
aufwendig macht; dann miissen zur Beschleunigung der Konvergenz die geschickt gewihlten
Translationen A := A + ol ausgefiihrt werden (siehe z.B [GVL96]). Wir verraten noch, dass
dieses Verfahren von Sage angewendet wird, wenn man mit voll besetzten Matrizen (CDF oder
RDF) zu tun hat.

In der Praxis. Die obigen Programme sind hier als pddagogische Beispiele angefiithrt. Man
wird daher im Rahmen des Moglichen die von Sage bereitgestellten Methoden verwenden
und die optimierten Routinen der Bibliothek Lapack benutzen. Die Schnittstellen erlauben
entweder die Berechnung nur der Eigenwerte oder der Eigenwerte und Eigenvektoren:

sage: A = matrix(RDF, [[1,3,2],[1,2,3]1,[0,5,2]11)
sage: A.eigenmatrix_right()

(

[ 6.39294791648918 0.0 0.0]
[ 0.0 0.560519476111939 0.0]
[ 0.0 0.0 -1.9534673926011215],
[ 0.5424840601106511 0.9276845629439008 0.09834254667424457]
[ 0.5544692861094349 0.10329475725386986 -0.617227053099068]
[ 0.6310902116870117 -0.3587917847435306 0.780614827194734]
)

Dieses Beispiel berechnet die Diagonalmatrix der Eigenwerte und die Matrix der Eigenvekto-
ren der Eigenwerte (Eigenvektoren sind die Spalten).

BeispIEL (Berechnung der Wurzeln eines Polynoms). Ist ein Polynom (mit reellen oder kom-
plexen Koeffizienten) p(z) = 2" +a,_12" ' +...+a1x+ag gegeben, dann kann leicht verifiziert
werden, dass die Eigenwerte der Begleitmatrix M, die durch M;1q1; = 1 und M; ,,—1 = —a;
definiert ist, die Wurzeln von p sind (siehe Unterabschnitt 8.2.3), was somit ein Verfahren zur
Ermittlung der Wurzeln von p liefert:

sage: def pol2companion(p):

n = len(p)

R m = matrix(RDF,n)
for i in range(l,n):
m[i,i-1]=1

for i in range(O,n):
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m[i,n-1]=-p[i]
- return m

sage: q = [1,-1,2,3,5,-1,10,11]
sage: comp = pol2companion(q); comp

[ 0.00.00.00.00.00.00.0-1.0]
[ 1.00.00.00.00.00.00.01.0]

[ 0.01.0 0.0 0.00.00.00.0-2.0]
[ 0.00.01.00.00.00.00.0-3.0]
[ 0.00.00.01.00.00.00.0 -5.0]
[ 0.00.00.00.01.00.00.01.0]

[ 0.0 0.00.00.00.01.00.0 -10.0]
L 0.00.00.00.00.00.01.0-11.0]

sage: racines = comp.eigenvalues(); racines
[0.3475215101190289 + 0.5665505533984981%*1,
0.3475215101190289 - 0.5665505533984981*1I,
0.34502377696179265 + 0.43990870238588275*1,
0.34502377696179265 - 0.43990870238588275%*1I,
-0.5172576143252197 + 0.5129582067889322*1I,
-0.5172576143252197 - 0.5129582067889322%1,
-1.3669971645459291, -9.983578180965276]

In diesem Beispiel wird das Polynom durch die Liste ¢ seiner Koeffizienten von 0 bis n — 1
dargestellt. Das Polynom x? — 3z + 2 wird so durch die Liste ¢ = [2, —3] abgebildet.

13.2.9. Polynomiale Angleichung: die Riickkehr des Teufels

Stetige Version. Wir mochten die Funktion f(x) auf dem Intervall [, 5] durch ein Polynom
P(z) hochstens n-ten Grades anndhern. Wir formulieren das Problem in kleinsten Quadra-
ten.

CLo,.‘.,CLnER

ﬁ n
min _ J(ag,...,an) = /(f($) - Zaixi)de.
o =0

Durch Ableitung von J(aq, ..., a,) nach den Koeffizienten a; finden wir, dass die ag,...,a,
Losungen eines linearen Gleichungssystems Ma = F sind mit M;; = | f z'zddr und F; =
faﬁ 27 f(z)dz. Wenn wir den Fall @ = 0 und 3 = 1 betrachten, sehen wir sofort, dass M, ; die
Hilbert-Matrix ist! Es gibt aber ein Mittel: es reicht hin, eine Basis der orthogonalen Polynome
zu verwenden (beispielsweise die Basis der Legendre-Polynome, wenn o = —1 ist und g = 1):
dann wird die Matrix M zur Einheitsmatrix.

Diskrete Version. Wir betrachten m Beobachtungen i, ...,y eines Phinomens an den
Punkten z1,...,2n,. Wir méchten ein Polynom n-ten Grades > . ,a;z' anpassen, das an
hochstens m — 1 dieser Punkte iibereinstimmt. Wir minimieren also das Funktional:

m n 2
J(ao,...,an)zz<2aix§yj> .
j=1 \i=0

So geschrieben wird die Aufgabe eine Matrix ergeben, die einer Hilbert-Matrix sehr nahe
kommt, und das System wird schwer losbar sein. Wir bemerken jetzt aber, dass (P, Q) =
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> iy P(zj) - Q(x;) ein Skalarprodukt von Polynomen des Grades n < m — 1 definiert. Wir
kénnen deshalb zun#chst n Polynome mit abgestuften Graden bilden, die fiir das Skalarpro-
dukt orthonormiert sind, und dann das lineare System diagonalisieren. Wenn wir uns daran
erinnern,® dass das Verfahren von Gram-Schmidt sich fiir die Berechnung der orthogonalen
Polynome zu einer Rekursion mit drei Termen vereinfacht, suchen wir das Polynom P, 11(z)
in der Form P,;1(x) = xPy(x) — apPph-1(x) — BpPr—2(x): genau das macht die Funktion
orthopoly hierunter (wir stellen hier die Polynome durch die Liste ihrer Koeffizienten dar:
zum Beispiel reprisentiert [1, —2,3] das Polynom 1 — 2z + 322).

Die Auswertung eines Polynoms mit dem Horner-Schema wird nun so programmiert:

sage: def eval(P,x):

if len(P) == O:

e return O

el else:

e return P[0]+x*eval(P[1:],x)

Nun kénnen wir das Skalarprodukt der beiden Polynome programmieren:

sage: def pscal(P,Q,lx):
return float(sum(eval(P,s)*eval(Q,s) for s in 1x))

und die Operation P < P + a( fiir die Polynome P und Q:

sage: def padd(P,a,Q):
for i in range(0,len{(Q)):
et P[i] += axQ[il

Ein etwas ernsthafteres Programm muss eine Exzeption auswerfen, sobald es unpassend ver-
wendet wird; in unserem Fall veranlassen wir die Exzeption wenn n > m ist:

sage: class BadParamsforOrthop(Exception):

R def __init__(self, degreplusun, npoints):
celn self.deg = degreplusun

R self.np = npoints

ceel def __str__(self):

return "degre: " + str(self.deg) + \
" nb. points: " + repr(self.np)

Die folgende Funktion berechnet die n orthogonalen Polynome:

sage: def orthopoly(n,x):

ceel if n > len(x):

R raise BadParamsforOrthop(n-1, len(x))
R orth = [[1./sqrt(float(len(x)))]]

cet for p in range(l,n):

el nextp = copy(orth[p-1])

R nextp.insert(0,0)

s =[]

AT for i in range(p-1,max(p-3,-1),-1):
ceel s.append(pscal (nextp, orth[i], x))

®Der Beweis ist nicht schwierig!
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e j=0

e for i in range(p-1,max(p-3,-1),-1):

R padd (nextp, -s[jl, orth[i])

j+=1

R norm = sqrt(pscal(nextp, nextp, x))

celat nextpn = [nextp[il/norm for i in range(len(nextp))]
et orth.append(nextpn)

ce return orth

Wenn die orthogonalen Polynome Py(z),..., P,(x) berechnet sind, ist die Losung gegeben
durch P(z) = 1" vP;(z) mit

m

v =Y Pix;)y;,
j=1
was wir offensichtlich auf die Basis der Monome 1, z,...,z" zuriickfiihren kénnen.

0.8

0.6 |

Abb. 13.1 - Polynomiale Anpassung

Beispiel (n = 15):

sage: L = 40

sage: X = [100%float(i)/L for i in range(40)]

sage: Y = [float(1/(1+25%X[i]~2)+0.25*random()) for i in range(40)]
sage: n 15; orth = orthopoly(n, X)

Berechnen wir nun die Losung mit der Basis der orthogonalen Polynome:

sage: coeff = [sum(Y[jl*eval(orth[i],X[j]) for j in
range(0,1len(X))) for i in range(O,n)]

Jetzt konnen wir dieses Resultat in die Basis der Monome 1,x,...,z" transformieren, um
beispielsweise den Graphen zeichnen zu kénnen:

sage: polmin = [0 for i in range(O,n)]
sage: for i in range(O,n):
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el padd(polmin, coeff[i], orthl[il)
sage: p = lambda x: eval(polmin, x)
sage: plot(p(x), x, 0, X[len(X)-1])

Wir setzen hier weder die Berechnung der naiven Anpassung mit den Monomen z° als Basis
auseinander, noch ihre graphische Darstellung. Wir erhalten die Abbildung 13.1. Beide Kur-
ven, die eine entspricht der Anpassung mit orthogonalen Polynomen als Basis, die andere dem
naiven Verfahren, liegen dicht beieinander, doch wenn wir ihren Rest berechnen (der Wert
des Funktionals J), finden wir 0.1202 fiir die Anpassung mit orthogonalen Polynomen und
0.1363 fiir die naive Anpassung.

13.2.10. Implementierung und Leistung

Rechnungen mit Maztrizen mit Koeffizienten aus RDF werden mit der Flielspunkt-Arithmetik
des Prozessors ausgefiihrt, diejenigen mit Matzrizen {iber RR mit Hilfe der Bibliothek GNU
MPFR. Auferdem bedient sich Sage im ersten Fall der Python-Module NumPy/SciPy, die auf
die Bibliothek Lapack zugreifen (die in Fortran codiert ist) und diese Bibliothek verwendet
wiederum BLAS® und ATLAS, die fiir jede Maschine optimiert sind. So bekommen wir bei
der Berechnung der Produkte zweier Matrizen der Grofe 1000 die Angaben

sage: a = random_matrix(RR, 1000)

sage: b = random_matrix(RR, 1000)

sage: /time axb

CPU times: user 421.44 s, sys: 0.34 s, total: 421.78 s
Wall time: 421.79 s

sage: ¢ = random_matrix(RDF, 1000)

sage: d = random_matrix(RDF, 1000)

sage: %time cxd

CPU times: user 0.18 s, sys: 0.01 s, total: 0.19 s
Wall time: 0.19 s

und die Rechenzeiten unterscheiden sich um den Faktor 2000!

Wir bemerken auch die Geschwindigkeit der Rechnungen mit Matrizen mit Koeffizienten aus
RDF: wir sehen sofort, dass das Produkt zweier quadratischer Matrizen der Groke n® Mul-
tiplikationen erfordert (und ebenso viele Additionen); hier werden also 10° Additionen und
Multiplikationen in 0.18 Sekunden ausgefiihrt. Das sind ungefihr 10'° Operationen, die pro
Sekunde ausgefiihrt werden oder auch 10 Gigaflops’. Die Zentraleinheit der Testmaschine ist
mit 3.1 GHz getaktet, es wird also mehr als eine Operation je Takt ausgefiithrt, was nur mog-
lich wird durch quasi direkten Aufruf der entsprechenden Routine der Bibliothek ATLAS®.
Wir weisen darauf hin, dass auch ein Algorithmus existiert, der den Aufwand bei der Mul-
tiplikation zweier Matrizen kleiner macht als n3: das Verfahren von Strasser. Es ist in der
Praxis (fiir Gleitpunktrechnungen) aus Griinden der numerischen Stabilitét nicht implemen-
tiert. Der Leser kann sich anhand der obigen Programme iiberzeugen, dass die Rechnung in

Sage proportional zu n? ist.

Basic Linear Algebra Subroutines

"flop fiir floating point operation

®Diese Bibliothek arbeitet blockweise, wobei die Gréfe der Blocke wihrend der Compilierung automatisch
angepasst wird. Sie ist teilweise fiir die betrdchtliche Dauer der Erstellung von Sage aus den Quellen
verantwortlich.
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13. Numerische lineare Algebra

13.3. Diinn besetzte Matrizen

Diinn besetzte Matrizen treten in wissenschaftlichen Rechnungen haufig auf: diinne Besetzung
(sparsity auf englisch) ist eine gut erforschte Eigenschaft, die das Losen von umfangreichen
Problemen ermdglicht, die mit voll besetzten Matrizen nicht angegangen werden kénnten.

Eine vorliufige Definition: wir sagen, dass eine Menge von Matrizen {M,,}, (der Groke n) eine
Familie diinn besetzter Matrizen ist, wenn die Anzahl der von null verschiedenen Koeffizienten
von der Ordnung O(n) ist.

Selbstversténdlich werden solche Matrizen rechnerintern mit Datenstrukturen dargestellt, bei
denen nur die von null verschiedenen Elemente gespeichert werden. Durch Bertiicksichtigung
der diinnen Besetzung von Matrizen will man natiirlich Speicherplatz sparen und darauthin
sehr groffe Matrizen handhaben konnen, aber auch die Rechenzeiten deutlich senken.

13.3.1. Vorkommen diinn besetzter Matrizen

Randwertaufgaben. Das hiufigste Vorkommen ist die Diskretisierung partieller Differen-
tialgleichungen. Betrachten wir beispielsweise die Poisson-Gleichung (stationdre Wirmelei-
tung):

—Au=f

mit u = u(x,y), f = f(x,y),
p o Py, P
YT a2 oy?’

Die Gleichung ist im Quadrat [0, 1]2 mit der Bedingung u = 0 an den Rindern des Quadrats
aufgestellt. Das eindimensionale Analogon ist das Problem

9%u

o= (13.1)

mit u(0) = u(l) = 0.

Eins der einfachsten Verfahren fiir eine Naherungslosung dieser Gleichung ist das Finite-
Differenzen-Verfahren. Wir zerschneiden das Intervall [0, 1] in eine endliche Anzahl N von
Intervallen konstanter Schrittweite h. Mit u; bezeichnen wir den Ndherungswert von u im
Punkt x;h. Wir ndhern die Ableitung von u durch (u;+1 — u;)/h an und die zweite Ableitung
mit
(i1 —ug)/h — (wi —ui—1)/h wipr — 2u; + w1
h N h? '
Man sieht sofort, dass die ug,...,un, die v in den Punkten ih anndhern, ein lineares Glei-
chungssystem bilden, das nur drei von null verschiedene Terme je Zeile aufweist (und deshalb

konnen wir sagen, dass die Matrix symmetrisch positiv definit ist.)

Bei zwei Dimensionen kénnen wir ein Netz mit der Maschenweite h iiber das Einheitsquadrat
legen und wir bekommen ein System mit fiinf Diagonalen (4/h? auf der Hauptdiagonalen, zwei
Diagonalen dariiber und zwei darunter mit den Koeffizienten —1/h?). Bei drei Dimensionen
gehen wir in einem Wiirfel entsprechen vor und bekommen ein System, wo jede Zeile sieben
von null verschiedene Koeffizienten hat. Somit haben wir jeweils diinn besetzte Matrizen.
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Zufallsweg durch einen groBen diinn besetzten Graphen. Wir betrachten einen Graphen,
in dem jeder Knoten mit einer kleinen Anzahl von Knoten (klein in Bezug auf die Gesamtzahl
der Knoten) verbunden ist. Wir kénnen uns beispielsweise einen Graphen vorstellen, dessen
Knoten Internetseiten sind: jede Seite ist nur mit einer kleinen Anzahl von Seiten verlinkt
(was die Kanten des Graphen ausmacht), doch handelt es sich mit Sicherheit um einen grofen
Graphen. Ein Zufallsweg durch diesen Graphen wird durch eine stochastische Matrix beschrie-
ben, also eine Matrix mit reellwertigen Koeffizienten, die alle zwischen 0 und 1 (einschlieflich)
liegen und deren Summe in jeder Zeile gleich eins ist. Wir zeigen, dass eine solche Matrix einen
dominanten Eigenwert von eins hat. Die stationdre Verteilung des Zufallsweges ist der Eigen-
vektor von links, der dem dominanten Eigenwert zugeordnet ist, d.h. der Vektor, der Az = x
verifiziert. Eine der spektakulirsten Anwendungen ist der Pagerank-Algorithmus von Google,
wo der Vektor x dazu dient, die Suchergebnisse zu gewichten.

13.3.2. Sage und diinn besetzte Matrizen

Sage gestattet mit diinn besetzten Matrizen zu arbeiten, indem bei der Erzeugung der Ma-
trix sparse = True angegeben wird. Es handel sich um eine interne Speicherung als Diktio-
nér. Andererseits werden Berechnungen bei grofsen diinn besetzten Matrizen mit FlieRpunkt-
Koeffizienten (RDF oder CDF) von Sage mit der Bibliothek SciPy ausgefiihrt, die fiir diinn
besetzte Matrizen eigene Klassen bereitstellt. Beim gegenwirtigen Stand der Dinge gibt es
kein Interface zwischen Sages sparse-Matrizen und den diinn besetzten Matrizen von SciPy.
Zweckmibigerweise verwendet man direkt die SciPy-Objekte.

Die von SciPy fiir die Darstellung diinn besetzter Matrizen angebotenen Klassen sind:

- eine Struktur in Gestalt einer Liste von Listen (die aber mit der von Sage verwendeten nicht
identisch ist) geeignet fiir die Erzeugung und Modifizierung von Matrizen, die 111_matrix;

- immutable Strukturen, die nur die von null verschiedenen Koeffizienten speichern und prak-
tisch Standard fiir die diinn besetzte lineare Algebra sind (Formate csr undcsv).

13.3.3. Losung linearer Systeme

Fiir ein- und zweidimensionale Systeme mittlerer Grofe, wie wir sie oben besprochen haben,
konnen wir ein direktes Verfahren benutzen, das auf der LU-Zerlegung basiert. Ohne grofe
Probleme kann man sich davon iiberzeugen, dass bei der LU-Zerlegung einer diinn besetzten
Matrix A die Faktoren L und U im allgemeinen zusammen mehr von null verschiedene Terme
enthalten als A. Wir miissen Algorithmen der Umnummerierung von Unbekannten verwenden,
um die Grofe des erforderlichen Speichers zu begrenzen, wie in der von Sage auf transparente
Weise benutzten Bibliothek SuperLU:

sage: from scipy.sparse.linalg.dsolve import *
sage: from scipy.sparse import lil_matrix
sage: from numpy import array

sage: n = 200

sage: n2 = n*n

sage: A = lil_matrix((n2, n2))

sage: h2 = 1./float((n+1)"2)

sage: for i in range(0,n2):

R Ali,i]=4%h2+1.
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o if i+1<n2: A[i,int(i+1)]=-h2

if i>0: A[i,int(i-1)1=-h2

R if i+n<n2: A[i,int(i+n)]=-h2

R if i-n>=0: A[i,int(i-n)]=-h2

sage: Acsc = A.tocsc()

sage: b = array([l for i in range(0,n2)])
sage: solve = factorized(Acsc) # LU-Zerlegung
sage: S = solve(b) # Losung

Nach Erzeugung der Matrix als 1i1_matrix (Achtung: dieses Format verlangt Indizes vom
Python-Typ int) muss sie in das Format csc konvertiert werden. Dieses Programm ist
nicht besonders leistungsfahig: die Bildung der 1i1_matrix geht langsam und die Strukturen
1il_matrix sind nicht besonders effizient. Dafiir sind die Konversion in eine csc-Matrix und
die Zerlegung schnell, und die sich ergebende Lésung ist es noch mehr.

Die wichtigsten Befehle

Losung eines linearen Gleichungssystems
LU-Zerlegung

Cholesky-Zerlegung

QR-Zerlegung

Singuldrwertzerlegung

Eigenwerte und -vektoren

x = A\b

P, L, U= A.LUQ

C = A.cholesky()

Q, R = A.QRO

U, Sig, V = A.SVD()

Val, Vect = A.eigenmatrix_right()

Tab. 13.1 - Zusammenfassung

Iterative Verfahren. Das Prinzip dieser Verfahren ist die Bildung einer Folge, die gegen die
Losung des Systems Ax = b konvergiert. Moderne iterative Verfahren verwenden den Krylow-
Vektorraum K,,, der durch b, Ab, ..., A™b aufgespannt wird. Von den bekanntesten Verfahren
nenn wir:

- das Verfahren des konjugierten Gradienten: es kann nur mit Systemen verwendet werden,
deren Matrix A symmetrisch und positiv definit ist. In diesem Fall ist ||z||4 = VizAx eine
Norm und die Iterierte z, wird durch Minimierung der Abweichung ||z — x,||4 zwischen
der Losung  und z,, berechnet mit x,, € K,, (es gibt explizite, leicht zu programmierende
Formeln, siehe z.B. [LT94]|, [GVL96]);

- das GMRES-Verfahren (Akronym fiir Generalized Minimal RESidual): es hat den Vorteil,
bei nichtsymmetrischen linearen Systemen eingesetzt werden zu konnen. Bei der n-ten Ite-
ration ist es die euklidsche Norm || Az, — b||2, die fiir 2, € K,, minimiert wird. Man sieht,
es handelt sich um eine Aufgabe der kleinsten Quadrate.

In der Praxis sind diese Verfahren nur workonditioniert effizient: statt Ax = b zu losen,
16st man M Ax = Mb, wobei M eine Matrix ist, sodass M A besser konditioniert ist als
A. Die Untersuchung und das Auffinden von effizienten Vorkonditionierern ist ein aktuelles
Gebiet und reich an Entwicklungen der numerischen Analyse. Als Beispiel hier die Lésung
des oben mit dem Verfahren des konjugierten Gradienten untersuchten Systems, wobei der
Vorkonditionierer M diagonal ist und die Inverse der Diagonalen von A. Das ist ein einfacher,
aber wenig effizienter Vorkonditionierer:

sage: b = array([l for i in range(0,n2)])
sage: m = lil_matrix((n2, n2))
sage: for i in range(0,n2):

m[i,i] = 1./A[1,1]
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sage: msc = m.tocsc()
sage: from scipy.sparse.linalg import cg
sage: x = cg(A, b, M = msc, tol=1.e-8)

13.3.4. Eigenwerte, Eigenvektoren

Das Verfahren der iterierten Potenz. Das Verfahren der iterierten Potenz ist besonders an
den Fall sehr grofer diinn besetzter Matrizen angepasst; tatasichlich reicht es aus zu wissen,
wie Matrix-Vektor-Produkte (und Skalarprodukte) gebildet werden, um diesen Algorithmus
implementieren zu kénnen. Als Beispiel greifen wir den Zufallsweg durch einen diinn besetzten
Graphen wieder auf und berechnen mit dem Verfahren der iterierten Potenz die stationére
Verteilung:

sage: from scipy import sparse

sage: from numpy.linalg import *

sage: from numpy import array

sage: from numpy.random import rand

sage: def power(A,x): # iterierte Potenz
cet for i in range(0,1000):

- y = Axx

y/norm(y)

coa lam = sum(x*y)

et s = norm(x-z)

ceen print i,"s= "+str(s)+" lambda= "+str(lam)

Z

cet if s < 1le-3:

cee break

X =2z

R return x

sage: n = 1000

sage: m = 5

sage: # Bilden eine stochstischen Matrix der Grofe n

sage: # mit m von null verschiedenen Koeffizienten je Zeile

sage: Al = sparse.lil_matrix((n, n))

sage: for i in range(O,n):

R for j in range(O0,m):

e 1 = int(n*rand())

R A1[1,i] = rand()

sage: for i in range(O,n):

R s = sum(A1[i,0:n])

R A1[i,0:n] /= s

sage: At = Al.transpose().tocsc()

sage: x = array([rand() for i in range(O,n)])
sage: # Berechnen des dominanten Eigenwertes und
sage: # des zugehdrigen Eigenvektors

sage: y = power(At, x)

0 s= 17.637122289 lambda= 255.537958336

1 s= 0.374734872232 lambda= 0.91243996321

2 8= 0.215216267956 lambda= 0.968970901784

3 s= 0.120794893336 lambda= 0.98672095617
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4 s= 0.071729229056 lambda= 0.990593746559

Fithren wir dieses Beispiel aus, kdnnen wir uns damit amiisieren, die Rechenzeiten fiir die
verschiedenen Teile zu messen. Wir werden dann feststellen, dass fast die gesamte Rechenzeit
fiir die Erstellung der Matrix verbraucht wird; die Berechnung der Transponierten ist nicht
sehr zeitaufwendig; die Iterationen beanspruchen eigentlich nur eine vernachlissigbar kleine
Zeit (etwa 2% der gesamten Rechenzeit auf dem Testrechner). Das Speichern grofer Matrizen
als Listen ist nicht sehr effizient, und solche Probleme sollten besser mit kompilierten Sprachen
und angepassten Datenstrukturen behandelt werden.

13.3.5. Gegenstand des Nachdenkens: Lésung von sehr groBen nicht-linearen Systemen

Das Verfahren der iterierten Potenz und die auf dem Krylow-Vektorraum basierenden Ver-
fahren teilen eine wertvolle Eigenschaft: es geniigt zu wissen, wie Matrix-Vektor-Produkte
berechnet werden, um sie implementieren zu kénnen. Wir miissen noch nicht einmal die Ma-
trix kennen, es reicht aus zu wissen, was die Matrix mit einem Vektor macht. Wir kénnen
daher auch dann Rechnungen ausfiihren, wenn wir die Matrix nicht genau kennen oder sie
nicht berechnen kénnen. Die Methoden von SciPy akzeptieren tatséchlich lineare Operatoren
als Argumente. Hier nun eine Anwendung, {iber die man nachdenken (und die man imple-
mentieren) kann.

Sei FF: R® — R". Wir wollen F(xz) = 0 16sen. Das Verfahren der Wahl ist das Newton-
Verfahren, bei dem wir ausgehend von zq die Iterierten x, 11 = 2, —.J(x,)"!-F(x,) berechnen.
Die Matrix J(z,,) ist die Jacobi-Matrix von F nach z,,, die Matrix der partiellen Ableitungen
von F nach z,. In der Praxis wird man nacheinander J(x,)y=F(r) und dann @41 = z, —
yn 16sen. Wir miissen also ein lineares Gleichungssystem losen. Ist F' ein etwas kompliziert
zu berechnendes Objekt, dann sind seine Ableitungen im allgemeinen noch viel schwieriger
zu berechnen und zu kodieren, und die Rechnung kann sich als praktisch undurchfiihrbar
erweisen. Dann nimmt man seine Zuflucht zur numerischen Ableitung: ist e; der Vektor auf
R™, der iiberall 0 ist auer der j-ten Komponente, die gleich 1 ist, dann liefert (F(x + he;) —
F(z))/h eine (gute) Ndherung der j-ten Spalte der Jacobi-Matrix. Wir miissen also n +
1 Auswertungen von F' vornehmen, um J ndherungsweise zu erhalten, was sehr aufwendig
ist, wenn n grofs ist. Und wenn wir ein iteratives Verfahren vom Krylow-Typ zur Losung
des Systems J(zy,)y, einsetzen? Wir sehen dann, dass J(z,)V =~ (F(x, + hV) — F(xy,))/h
fiir hinreichend kleines h wird, und das vermeidet die Berechnung der gesamten Matrix.
In SciPy muss also nur ein ,linearer Operator” definiert werden wie es die Funktion V' —
(F(xp+hV)—F(x,))/hist. Solche Verfahren werden aktuell zur Losung grofer, nichtlinearer
Gleichungssysteme eingesetzt. Ist die ,Matrix“ nicht symmetrisch, wird man beispielsweise
GMRES benutzen.
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Dieses Kapitel behandelt die numerische Berechnung von Integralen (Abschnitt 14.1) sowie
die numerische Losung von gewohnlichen Differentialgleichungen (Abschnitt 14.2) mit Sage.
Wir wiederholen die theoretischen Grundlagen der Integrationsverfahren, danach besprechen
wir die verfiigharen Funktionen und ihren Gebrauch im einzelnen (Unterabschnitt 14.1.1).

Die symbolische Integration mit Sage ist bereits behandelt worden (Unterabschnitt 2.3.8),
und wird hier nur kursorisch erwdhnt als eine Méglichkeit fiir die Berechnung des nume-
rischen Wertes eines Integrals. Dieses Vorgehen (erst symbolisch, dann rechnerisch) bildet,
sofern es moglich ist, eine der Stirken von Sage und ist vorzuziehen, denn die Anzahl der aus-
zufilhrenden Rechenschritte und damit die Grofe der Rundungsfehler ist gemeinhin kleiner
als bei der numerischen Integration.

Wir geben eine knappe Einfilhrung in die klassischen Verfahren fiir die Losung von Diffe-
rentialgleichungen, sodann wird die Behandlung eines Beispiels (Unterabschnitt 14.2.1) das
Inventar der verfiigbaren Funktionen anfiihren.

14.1. Numerische Integration

Wir interessieren uns fiir die numerische Berechnung von Integralen reeller Funktionen; fiir
eine Funktion f: 1 — R, worin [ ein Intervall von R ist, wollen wir

/f(a:)d:c
1

berechnen. Wir berechen beispielsweise

3
/exp(—xQ) In(x)dx.
1

0.2

Abb. 14.1 - Die Funktionen z + exp(—2?) In(z) und = sz(i;z)
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sage: x = var(’x?); f(x) = exp(-x~2)*log(x)
sage: N(integrate(f, x, 1, 3))
0.035860294991267694

sage: plot(f, 1, 3, fill=’axis’)

Die Funktion integrate berechnet das symbolische Integral des Ausdrucks; um einen Zah-
lenwert zu erhalten, muss das explizit verlangt werden.

Es ist im Prinzip auch moglich, Integrale auf einem Intervall zu berechnen, das nicht begrenzt
ist:

N(integrate(sin(x~2)/(x"2), x, 1, infinity))
0.285736646322853 + 6.93889390390723e-18%1
plot(sin(x~2)/(x~2), x, 1, 10, fill=’axis’)

Es existieren in Sage mehrere Verfahren zur numerischen Berechnung eines Integrals, und
wenn sich ihre Implementierungen auch technisch unterscheiden, beruhen sie alle auf einem
der beiden folgenden Prinzipien:

- polynomiale Interpolation (insbesondere das Verfahren von Gaufs-Kronrod);

- Transformation der Funktion (doppelt exponentielles Verfahren).

Interpolierende Verfahren. Bei diesen Verfahren wertet man die zu integrierende Funktion
f an einer bestimmten Zahl n von zweckmifig gew#hlten Punkten x1,xo,...,x, aus und
berechnet einen N#herungswert des Integrals von f auf [a, b] mit

b n
/ Flaydt = 3 wif (o).
a =1

Die Koeflizienten w; werden die Gewichte des Verfahrens genannt. Sie werden durch die Bedin-
gung bestimmt, dass das Verfahren fiir jedes Polynom f vom Grade n—1 genau sein muss. Fiir
die festen Punkte (z;) sind die Gewichte (w;) durch diese Bedingung eindeutig bestimmt. Die
Ordnung des Verfahrens wird als der héchste Grad der exakt integrierten Polynome bestimmt;
diese Ordnung ist daher mindestens n — 1, kann aber auch grofer sein.

So wihlt auch die Familie der Integrationsverfahren von Newton-Cotes (zu denen auch die
Rechteck- die Trapez- und die Regel von Simpson gehoren) dquidistante Integrationspunkte
auf dem Intervall [a, b]:

sage: fp = plot(f, 1, 3, color=’red’)

sage: n = 4

sage: interp_points = [(1+2*u/(n-1), N(f(1+2*u/(n-1)))) for u in xrange(n)]
sage: A = PolynomialRing(RR, ’x’)

sage: pp = plot(A.lagrange_polynomial(interp_points), 1, 3, fill=’axis’)
sage: show(fp+pp)
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0.04 -

0.03 |-

0.02 -

0.01 -

Bei den interpolierenden Verfahren kann man deshalb davon ausgehen, dass wir das Lagrange-
Interpolationspolynom der gegebenen Funktion berechnen und dass der Wert dieses Integrals
als Ndherungswert des gesuchten Integrals ausgegeben wird. Diese beiden Etappen werden in
Wirklichkeit in einer Formel zusammengefasst, welche die ,Regel“ der Quadratur genannt wird.
Das Interpolationspolynom von Lagrange wird aber nicht explizit berechnet, doch beeinflusst
die Wahl der Stiitzstellen die Giite der Ndherung erheblich, und die Wahl gleichverteilter
Stiitzstellen stellt die Konvergenz nicht sicher, wenn deren Anzahl steigt (Phdnomen von
Runge). Dieses Integrationsverfahren kann daher zu Erscheinungen fiithren, wie sie in Abb.
14.2 zu sehen sind.

-10 \/ 5 5 \/ 10

Abb. 14.2 - Interpolation durch ein Polynom 10. Grades (blau) der Funktion x + 1/(1 + 2?) (rot) mit 11
dquidistanten Stiitzstellen im Intervall [—10,10]. Das Phinomen von Runge zeigt sich an den Réndern.
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Wenn wir von Sage verlangen, ein Integral auf einem beliebigen Intervall numerisch zu berech-
nen, wird das Integrationsverfahren nicht direkt auf das gesamte Intervall angewendet; wir
unterteilen den Integrationsbereich in hinreichend kleine Intervalle, damit das elementare Ver-
fahren ein hinreichend genaues Resultat liefert (wir sprechen von Komposition der Verfahren).
Als Strategie fiir die Unterteilung kann man sich beispielsweise dem Verlauf der zu integrieren-
den Funktion dynamisch anpassen: wenn wir I2(f) den Wert des vom Integrationsverfahren

berechneten Wertes von f; f(x)dz nennen, vergleichen wir

Io = I;(f)
mit
L= IP(f) 4+ I, ()
und wir beenden die Unterteilung, sobald |Iy — I;| klein ist gegeniiber der bei der Rechnung
verwendeten Genauigkeit. Hier ist der Begriff der Ordnung eines Verfahrens wichtig: bei einem

Verfahren n-ter Ordnung teilt die Zweiteilung des Integrationsbereiches den theoretischen
Fehler ohne Beriicksichtigung des Rundungsfehlers durch 2.

Ein in Sage zur Verfiigung stehendes besonderes Interpolationsverfahren ist das Verfahren
von Gauk-Legendre. Bei diesem Verfahren werden die n Integrationspunkte als Wurzeln des
Legendre-Polynoms n-ten Grades bestimmt (mit einem Definitionsbereich, der in das Inter-
vall der vorliegenden Integration, [a, b], korrekt iibersetzt ist). Die Eigenschaften der fiir das
Skalarprodukt orthogonalen Legendre-Polynome

b
(f.0) = / f(2)g(x)de

bewirken, dass das Integrationsverfahren die Integrale bis 2n — 1-ten Grades genau berechnet
und nicht nur bis zum n — 1-ten Grad, wie man erwarten kénnte. Zudem sind die entspre-
chenden Gewichte der Integration stets positiv, was das Verfahren gegeniiber den numerischen
Problemen des Typs Ausldschung' weniger verwundbar macht.

Um mit den Interpolationsverfahren zum Ende zu kommen ist das Verfahren von Gauf-
Kronrod an 2n + 1 Punkten eine ,Verbesserung” des Verfahrens von Gauf-Legendre an n
Punkten:

- unter den n + 1 Punkten befinden sich die n Punkte des Verfahrens von Gauf-Legendre,
- das Verfahren ist exakt fiir jedes Polynom hochstens 3n + 1-ten Grades.

Ganz unvoreingenommen koénnen wir sehen, dass die 3n 4+ 2 Unbekannten (2n + 1 Gewichte
und n + 1 hinzugenommene Punkte) a priori dadurch bestimmt sind, das verlangt wird,
dass das Verfahren mindesten 3n 4 1-ter Ordnung sein soll (was 3n + 2 Bedingungen ergibt).
Aber Vorsicht: die mit dem Verfahren von Gaufs-Kronrod verbundenen Gewichte an den n
Punkten von Gaufs-Legendre miissen nicht diejenigen sein, die ihnen bei dem Verfahren von
Gauf-Legendre zugeordnet werden.

Das Interesse an einem solchen verbesserten Verfahren erwéchst, sobald wir {iberlegen, dass
der Hauptaufwand bei einem Integrationsalgorithmus die Anzahl der Auswertungen der zu
integrierenden Funktion f ist (besonders dann, wenn die Punkte und Gewichte tabelliert

!Diese Erscheinung zeigt sich, wenn eine Summe absolut signifikant kleiner ist als die Summanden: jeder
Rundungsfehler kann dann gréfer werden als das Endergebnis, wobei die Genauigkeit vollig verloren geht;
siehe auch Unterabschnitt 11.3.3.
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14.1. Numerische Integration

sind). Da das Verfahren von Gauf-Kronrod im Prinzip genauer ist als das Verfahren von
Gauk-Legendre, kénnen wir sein Ergebnis I; verwenden, um das Frgebnis Iy des letzteren zu
bestétigen und eine Abschitzung des Fehlers von |17 — Ip| zu bekommen, was die Anzahl der
Aufrufe von f verringert. Diese fiir das Verfahren von Gaufi-Legendre eigentiimliche Strategie
konnen wir mit der allgemeineren Strategie der Unterteilung vergleichen, die wir auf Seite 300
gesehen haben.

Doppelt exponentielle Verfahren. Die doppelt exponentiellen Verfahren (DE) beruhen ei-
nerseits auf einem Wechsel der Variablen, der auf R einen beschrinkten Integrationsbereich
transformiert und andererseits auf der mit dem Trapezverfahren auf R erhaltenen sehr guten
Genauigkeit fiir analytische Funktionen.

Fiir eine auf R integrierbare Funktion f und eine Schrittweite h besteht das Trapezverfahren
aus der Berechnung von

+o00
Iy=h > f(hi)

1=—00

als Naherungswert von fj;o f(x)dz. Die doppelt exponentielle Transformation ist 1973 von
Takahasi und Mori entwickelt worden und wird aktuell von Programmen fiir die numerische
Integration verwendet. Eine Einfiihrung in die Transformation und ihre Entdeckung wird in
[Mor05] mitgeteilt; hier soll das Wesentliche wiedergegeben werden. Man findet darin insbe-
sondere eine Erklarung fiir die frappierende Genauigkeit, die mit dem Trapezverfahren (das
in gewissem Sinne optimal ist) bei analytischen Funktionen erreicht wird.

Zur Berechnung von

kann eine Transformation x = ¢(t) benutzt werden, wobei ¢ auf R analytisch ist und die
Bedingungen
lim ¢(t) =—1 und lim ¢(t) =1
t—o0

t——o00

erfillt. Dann ist

1= [ few

0.5F

Abb. 14.3 - Die im doppelt exponentiellen Verfahren verwendete Transformation ¢(t) = tanh(% sinht) (links)
und die Abnahme von ¢'(¢) (rechts).
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14. Numerische Integration und Differentialgleichungen

Wir wenden die Trapezformel auf den letzten Ausdruck an und berechnen

N
IV =h Y flp(kh)¢'(kh)
k=—N

mit einer bestimmten Schrittweite h, wobei wir die Summe auf die Terme von —N bis N
beschrianken. Die vorgeschlagene Transformation ist

o(t) = tanh (g sinh t) :
Das ergibt die Formel

N _p al L T . Wk 5 cosh kh
h = kZ_:Nf<tan (58111 )) m,

Die Formel verdankt ihren Namen der doppelt exponentiellen Abnahme von

% cosht

/
f)=—2 """
70 coshQ(g sinh t)

wenn |t| — oo geht (siehe Abb. 14.3). Das Prinzip der Transformation besteht darin, das
Wesentliche des Beitrags der zu integrierenden Funktion um 0 herum zu konzentrieren, von wo
die starke Abnahme rithrt, wenn |¢| wichst. Es gilt einen Kompromiss zu finden zwischen der
Festlegung der Parameter und der verwendeten Transformation : eine schnellere Abnahme als
die doppelt exponentielle vermindert den durch den Abbruch entstehenden Fehler, vergrokert
jedoch den Fehler durch die Diskretisierung.

Nach der Entwicklung der DE-Transformation wird dieses Verfahren allein oder zusammen mit
anderen Transformationen angewendet, je nach der Art des Integranden, seiner Singularitdten
und des Integrationsbereiches. Ein solches Beispiel ist die Kardinalsinus-Zerlegung ,sinc“:

N
fle)~ Y f(kh)Skn(h)

k=—N

Viad

Abb. 14.4 - Die Kardinalsinus-Funktion
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14.1. Numerische Integration

mit
sin(w(x — kh)/h)
w(x —kh)/h
was zusammen mit dem doppelt exponentiellen Verfahren in [TSMO05] zur Verbesserung der

vorstehenden Formeln verwendet wird, die nur eine einfach exponentielle Transformation
©(t) = tanh(t/2) benutzen. Die Funktion sinc ist definiert durch

Ska(r) =

1 fir x = 0,

sinc = ¢ sin(7x) ;
sonst.

T

Ihren Graphen zeigt die Abbildung 14.4.

Die Auswahl der zu benutzenden Transformation bestimmt zu grofen Teilen die Qualitdt
des Ergebnisses bei Vorhandensein von Singularitéiten an den Grenzen (bei Singularitdten
im Inneren des Intervalls gibt es hingegen keine gute Losung). Spiter werden wir sehen,
dass in der betrachteten Version von Sage nur die Integrationsfunktionen von PARI doppelt
exponentielle Transformationen benutzen mit der Moglichkeit, das Verhalten an den Grenzen
Zu prazisieren.

14.1.1. Funktionen fiir die Integration

Wir werden uns nun die verschiedenen Arten der Berechnung eines numerischen Integrals
anhand einiger Beispiele der Berechnung von Integralen genauer ansehen:

42 1

1

L = /e:np(—wQ)log(x)d:n, I, = /a:log(l + x)dz = 7
17 0

1
Igz/\/l—aﬂdxzz,

jus

I = /1 max(sin(z), cos(z))dz = / cos(x)dz + /1 sin(z)dz
0 0 %

:singqtcos%—cosl:\/ﬁ—cosl,

T

1
sin(sin(x))dz, Is = /sin(:c) exp(cos(z))dxr = e — —,

||
O\H

€
0
1.1
1

_[7 = / mdx = 10 arctan ].05 eXp 100 Z,

0
10
1
Iy = /x2 sin(23)dz = 3(1 —cos(1000)), 0= /\fd:p ==

0

Wir behandeln die Funktionen zur Integration hier nicht erschépfend - das findet man in der
Online-Hilfe - vielmehr nur deren eher normale Verwendung.
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14. Numerische Integration und Differentialgleichungen

N(integrate(...)). Das erste Verfahren, das wir mit Sage zur numerischen Berechnung
verwenden konnen, ist N(integrate(...)):

sage: N(integrate(exp(-x~2)*log(x), x, 17, 42))
2.5657285006962035e-127

Es ist nicht garantiert, dass die Integrale auf diese Weise wirklich numerisch berechnet werden,
in der Tat verlangt die Funktion integrate eine symbolische Integration. Wenn diese moglich
ist, wird Sage den erhaltenen symbolischen Ausdruck nur auswerten:

sage: integrate(log(l+x)#*x, x, 0, 1)
1/4

sage: N(integrate(log(l+x)*x, x, 0, 1))
0.250000000000000

Die Funktion numerical_integral verlangt im Gegenteil explizit eine numerische Integration
der als Parameter gegebenen Funktion. Dafiir benutzt sie die numerische Bibliothek GSL
(GNU Scientific Library), welche das Verfahren von Gauf-Kronrod fiir eine feste Zahl n von
Integrationspunkten implementiert. Die Punkte und Gewichte sind vorberechnet, und die
Genauigkeit ist auf die Genauigkeit der Fliefpunktzahlen der Maschine begrenzt (53 Bits
der Mantisse). Das Resultat ist ein Paar, das sich aus dem berechneten Ergebnis und einer
Abschétzung des Fehlers zusammensetzt:

sage: numerical_integral(exp(-x~2)*log(x), 17, 42)
(2.5657285006962035e-127, 3.3540254049238093e-128)

Die Abschétzung des Fehlers ist keine garantierte Schranke fiir den eingetretenen Fehler,
sondern ein Wert, der einfach auf die Schwierigkeit der Berechnung des gegebenen Integrals
verweist. Bei obigem Beispiel stellen wir fest, dass aufgrund der gegebenen Fehlerabschitzng
alle Ziffern des Ergebnisses (aufier der ersten) zweifelhaft sind.

Die Argumente von numerical_integral erlauben vor allem

- die Anzahl der verwendeten Punkte festzulegen (sechs Einstellungen von rule=1 fiir 15
Punkte bis rule=6 fiir 61 Punkte, den voreingestellten Wert);

- eine adaptive Unterteilung zu verlangen (Festlegung voreingestellt) oder eine direkte An-
wendung des Verfahrens ohne Zusitze auf dem Integrationsbereich (durch Hinzufiigung von
algorithm=’qng’);

- die Anzahl der Aufrufe des Integranden zu begrenzen.

Wird GSL an einer adaptiven Integration gehindert, kann das zu einem Verlust an Genauigkeit
fithren:

sage: numerical_integral(exp(-x~100), 0, 1.1)
(0.994325851191501, 4.077573041369464e-09)

sage: numerical_integral(exp(-x~100), 0, 1.1, algorithm=’qng’)
(0.9943275385765318, 0.016840666914688864)

Findet die Funktion integrate den analytischen Ausdruck nicht, der dem geforderten Integral
entspricht, gibt sie den symbolischen Ausdruck unveridndert zuriick:
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14.1. Numerische Integration
sage: integrate(exp(-x~2)*log(x), x, 17, 42)
integrate (e~ (-x~2)*log(x), x, 17, 42)

und die numerische Rechnung, die mit N angestofsen wird, verwendet numerical_integral.
Dies erklart insbesondere, weshalb der Genauigkeitsparameter in diesem Fall ignoriert wird:

sage: N(integrate(exp(-x~2)*log(x), x, 17, 42), 200)
2.5657285006962035e-127

doch wir bekommen

sage: N(integrate(sin(x)*exp(cos(x)), x, 0, pi), 200)
2.3504023872876029137647637011912016303114359626681917404591

denn hier ist die symbolische Integration mdéglich.

sage.calculus.calculus.nintegral. Bei den symbolisch definierten Funktionen ist es mog-
lich, von Maxima zu verlangen, ein Integral numerisch zu berechnen:

sage: sage.calculus.calculus.nintegral(sin(sin(x)), x, 0, 1)
(0.4306061031206906, 4.78068810228705¢-15, 21, 0)

doch ist es ebenso moglich, die Methode integral bei einem Objekt des Typs Expression
direkt aufzurufen:

sage: g(x) = sin(sin(x))
sage: g.nintegral(x, 0, 1)
(0.4306061031206906, 4.78068810228705e-15, 21, 0)

Maxima setzt die numerische Integrationsbibliothek QUADPACK ein, die wie GSL auf die
Fliefspunktzahlen der Maschine beschrankt ist. Die Funktion nintegral verwendet eine Stra-
tegie der adaptiven Unterteilung des Integrationsbereiches und wir kénnen prézisieren:

- die fiir die Ausgabe gewiinschte Genauigkeit;
- die maximale Anzahl der Teilintervalle, die bei der Rechnung betrachtet werden.
Die Ausgabe ist ein Tupel:

1. der Naherungswert des Integrals,

2. eine Abschitzung des absoluten Fehlers,

3. die Anzahl der Aufrufe des Integranden,

4. ein Fehlercode (0, wenn kein Problem aufgetreten ist; wegen der anderen Werte kénnen
Sie mit sage.calculus.calculus.nintegralk? die Dokumentation befragen).

gp(’intnum(...)’) . In Sage steht das Programm PARI zur Verfiigung und enthélt auch den
Befehl intnum zur numerischen Integration von Funktionen:

sage: gp(’intnum(x=17, 42, exp(-x~2)*log(x))?)
2.5657285005610514829176211363206621657 E-127

Die Funktion intnum arbeitet nach dem doppelt exponentiellen Verfahren.
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14. Numerische Integration und Differentialgleichungen

Es ist moglich, die globale Genauigkeit des Interpreters PARI und damit die Genauigkeit des
Ergebnisses festzulegen:

sage: gp(’intnum(x=0, 1, sin(sin(x)))?)
0.43060610312069060491237735524846578643

sage: old_prec = gp.set_precision(50)

sage: gp(’intnum(x=0, 1, sin(sin(x)))’)
0.43060610312069060491237735524846578643360804182200

Ein grokerer Nachteil dieser Methode ist, dass die zu integrierende Funktion wegen der Syn-
tax von PARI als Zeichenkette angegeben werden muss. Deshalb kann nicht jede beliebige
Funktion integriert werden.

Die Funktion intnum gestattet die Angabe des Verhaltens des Integranden an den Grenzen des
Integrationsbereiches. Das folgende Beispiel illustriert den Einfluss, den das auf die Genauig-
keit des Ergebnisses haben kann. Integrieren wir 2 — =2 zunichst ohne diese Angabe:

sage: p = gp.set_precision(old_prec) # die voreingestellte Genauigkeit
sage: gp(’intnum(x=0, 1, x~(-99/100))7)
73.62914262423378369

Mit Angabe der Art der Singularitdt, dass sich namlich die Funktion bei x = 0 wie z —
2799100 yerhilt, kommt richtig

sage: gp(’intnum(x=[0, -99/100], 1, x~(-99/100))7)
100.00000000000000000000000000000000000

Der Anwender ist fiir die Richtigkeit der Angabe des Verhaltens verantwortlich; wird irrtiimlich
beispielsweise gesagt, dass sich die Funktion bei z = 0 wie 2 — /42 verhilt, wird der Fehler
erheblich bleiben:

sage: gp(’intnum(x=[0, -1/42], 1, x~(-99/100))7)
74.47274932028288503

mpmath.quad*. Die Bibliothek mpmath ist eine in Python geschriebene Bibliothek fiir be-
liebig genaues numerisches Rechnen. Sie kann mit reellen und komplexen Fliefpunktzahlen
rechnen, mit Matrizen und Intervallen von reellen Fliekpunktzahlen.

Sie verfiigt iiber Funktionen zur numerischen Integration (die wichtigste ist quad) und kann
in Sage importiert werden:

sage: import mpmath

sage: mpmath.mp.prec = 53

sage: mpmath.quad(lambda x: mpmath.sin(mpmath.sin(x)), [0, 1])
mpf (°0.43060610312069059°)

Es gibt keine Garantie, dass der Ausgabewert die geforderte Genauigkeit aufweist, wie wir
anhand des folgenden Beispiels sehen kénnen:

sage: mpmath.mp.prec = 113
sage: mpmath.quad(lambda x: mpmath.sin(mpmath.sin(x)), [0, 1])
mpf (°0.430606103120690604912377355248465809°)
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sage: mpmath.mp.prec = 114
sage: mpmath.quad(lambda x: mpmath.sin(mpmath.sin(x)), [0, 11)
mpf (°0.4306061031206906049123773552484657857)

Es ist moglich, die geforderte Genauigkeit als Anzahl der Dezimalstellen anzugeben (mpmath.mp.dps)
oder als Anzahl der Bits (mpmath.mp.prec). Zwecks Ubereinstimmung mit der Funktion N von
Sage verwenden wir nur die Genauigkeit in Bits.

Die Funktion mpmath.quad kann entweder das Verfahren von Gauk-Legendre aufrufen oder
die doppelt exponentielle Transformation (letztere ist voreingestellt). Mit den Funktionen
mpmath.quadgl und mpmath.wuadts? kann die zu verwendende Methode direkt angegeben
werden.

Eine wichtige Einschrinkung bei der Benutzung der Funktionen von mpmath zur Integration
ist, dass sie nicht mit beliebigen in Sage definerten Funktionen zurechtkommen:

sage: mpmath.quad(sin(sin(x)), [0, 11)
Traceback (most recent call last):

TypeError: no canonical coercion from
<type ’sage.libs.mpmath.ext_main.mpf’> to Symbolic Ring

Die Situation ist jedoch nicht so problematisch wie bei PARI, welches auf eine Interaktion in
Textform angewiesen ist. Tatsdchlich kénnen namlich fiir Auswertung und Konversion notige

Funktionen hinzugefiigt werden, um beliebige Funktionen mit mpmath.quad integrieren zu

konnen?:

sage: g(x) = max_symbolic(sin(x), cos(x))
sage: mpmath.mp.prec = 100

0.95f
o.9f
0.85f
o.sf

0.75}

0.7F

1 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abb. 14.5 - Die Funktion z — max(sin(z), cos(x)). Die Irregularitit bei 7 /4 fiihrt zu einer sehr

problematischen Integration

’Die verwendete Transformation ¢ : ¢ — tanh (7 sinh(t)) wurde schon vorgestellt.
3Der Leser, der wissen mochte, weshalb wir max_symbolic verwendet haben, wird es mit max probieren und
dann die Dokumentation von max_symbolic konsultieren.
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sage: mpmath.quadts(lambda x: g(N(x, 100)), [0, 11)
mpf (°0.873912416263035435957979086252)

Wir stellen fest, dass die Integration von nichtreguldren Funktionen (wie das Beispiel Iy weiter
oben) einen Genauigkeitsverlust zur Folge haben kann, selbst dann, wenn wir ein Ergebnis
mit hoher Genauigkeit forden:

sage: mpmath.mp.prec = 170

sage: mpmath.quadts(lambda x: g(N(x, 190)), [0, 1])

mpf (’0.873910907574009752053930059819624763440541483541887947)
sage: N(sqrt(2) - cos(1), 100)
0.87391125650495533140075211677

Nur fiinf Stellen sind hier korrekt. Man kann mpmath dennoch helfen, indem eine Unterteilung
des Integrationsbereiches vorgenommen wird (hier im irreguléren Punkt, sieche Abb. 14.5):

sage: mpmath.quadts(lambda x: g(N(x, 170)), [0, mpmath.pi / 4, 11)
mpf (°0.87391125650495533140075211676672147483736145475902551 )

Nichtstetige Funktionen stellen fiir die Integrationsverfahren eine klassische ,Falle* dar. Trotz-
dem kann eine Strategie der automatischen Anpassung durch Unterteilung den Schaden be-
grenzen.

Ubung 47 (Berechnung der Koeffizienten von Newton-Cotes). Wir versuchen, die Koeffizien-
ten des Verfahrens von Newton-Cotes in n Punkten zu berechnen, das in Sage nicht verfiigbar
ist. Zur Vereinfachung iiberlegen wir, dass der Integrationsbereich I = [0,n — 1] ist, demnach
die Integrationspunkte 1 =0, 2 = 1,..., 2, = n — 1. Die Koeffizienten (w;) des Verfahrens
sind derart, dass die Gleichung

n—1

n—1
/ F)de = 3 wif () (14.1)
4 i=0
fiir jedes Polynom f héchstens n — 1-ten Grades exakt ist.
n—1
1. Wir betrachten fiir ¢ € {0,...,n — 1} das Polynom P;(X) = (X — ;). Die Glei-
=0,j#i

chung (14.1) ist auf P; anzuwenden, um w; als Funktion von P; zu erhalten.

2. Daraus ist eine Funktion NCRule herzuleiten, welche den n Punkten auf dem Intervall
[0,n — 1] die Koeffizienten des Verfahrens von Newton-Cotes zuordnet.

3. Zeigen Sie, wie diese Gewichte auf einen beliebigen Integrationsbereich [a, b] anzuwenden
sind.

4. Schreiben Sie eine Funktion QuadNC, die das Integral einer Funktion auf einer Teilmenge
von R berechnet, die durch einen Parameter gegeben ist. Vergleichen Sie das Resultat
mit den Ergebnissen der in Sage zur Verfiigung stehenden Funktionen fiir die Integrale
I 1 bis I 10-
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14.2. Numerische L6sung gewdhnlicher Differentialgleichungen

Wir interessieren uns in diesem Abschnitt fiir die numerische Lésung von gewthnlichen Dif-
ferentialgleichungen. Die in Sage fiir die Lésung verfligbaren Funktionen sind in der Lage,
Gleichungssysteme der Form

d
ﬂ(t

t = [t y1(t),y2(t), - .. yn(t))
i
dt

)
(t> = f2(tay1(t)>y2(t)> s 7yn(t))

%(t) = falt,y1(2),52(), ., yn(t))

mit den Anfangsbedingungen y1(0),y2(0),...,y,(0) zu behandeln.

Diese Formeln machen es moéglich, dass wir uns auch fiir Probleme mit Ordnungen iiber
1 interessieren, indem wir zusdtzliche Variablen einfithren (siehe das in 14.2.1 entwickelte
Beispiel). Sie gestatten jedoch nicht, das durch die p-Funktion von Dickman

up/(u) +plu—1) =0 firu>1,
p(u) =1 fir0<u<l1

beschriebene Gleichungssystem auszudriicken. Die Werkzeuge zur Losung von gewdhnlichen
Differentialgleichungen sind an eine solche Gleichung nédmlich nicht angepasst (sog. retardierte
Differentialgleichung).

Die sog. ,Einschritt-Verfahren“ zur numerischen Losung machen alle von demselben allgemei-
nen Prinzip Gebrauch: fiir einen Schritt & und bekannte Werte von y(tp) und 3/ (to) berechnet
man einen Niherungswert von y(to+h) und geht dabei von einem Schétzwert fir y/(¢) aus, der
auf dem Intervall [tg, to + h] genommen wird. Beispielsweise besteht das einfachste Verfahren
in der Naherung

Vt € [to, to + h], ' (t) = ¥/ (t0),
to+h
/wwmw%x
to
y(to + h) = y(to) + hy'(to)-

Wenn hier ¢’ durch eine konstante Funktion angenihert wird, erinnert das an das numerische
Integrationsverfahren mit Rechtecken. Das vorliegende Verfahren ist von 1. Ordnung, d.h.
dass der nach einem Rechenschritt erhaltene Fehler unter der Annahme, dass f hinnreichend
gleichmiRig verliuft, im Bereich O(h?) liegt. Allgemein ist ein Verfahren von der Ordnung p,
wenn der bei einem Schritt erhaltene Fehler im Bereich O(hP*1) bleibt. Der fiir t; = to + h
erhaltene Wert dient dann als Ausgangspunkt fiir den néchsten Schritt und so lange weiter
wie gewtlinscht.

Dieses nach Euler benannte Verfahren 1. Ordnung ist nicht wegen seiner Genauigkeit be-
rithmt (genauso wie die Integration mit Rechtecken), und es gibt Verfahren hoherer Ord-
nung, beispielsweise das Verfahren von Runge-Kutta 2. Ordnung zur Losung der Gleichung
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y = f(t,y):
ki = hf(tn, y(tn))
ko = hf(t, + %h,y(tn) + %kl)
Y(tns1) = y(ta) + k2 + O(h?)

Bei diesem Verfahren wird versucht, y/(t, + h/2) auszuwerten, um einen besseren Schitzwert
fiir y(t, + h) zu erhalten.

Man findet auch Mehrschritt-Verfahren (zum Beispiel die Verfahren von Gear), die darin beste-
hen, y(t,,) ausgehend von schon fiir [ Schritte erhaltenen Werten (y(tn—1), y(tn—2), ..., y(tn—-1))
zu berechnen. Diese Verfahren starten notwendigerweise mit einer Initialierungsphase bis eine
ausreichende Zahl von Schritten ausgefiihrt ist.

Genau wie das Verfahren zur numerischen Integration von Gauf-Kronrod existieren hybride
Verfahren zur Losung von Differentialgleichungen. So berechnet das Verfahren von Dormand
und Prince mit den gleichen Stiitzstellen einen Wert 4. und 5. Ordnung, wobei letztere zur
Abschétzung des Fehlers der ersteren dient. Wir sprechen hier von einem adaptiven Verfah-
ren.

Wir unterscheiden noch die sogenannten expliziten Verfahren von den impliziten: bei einem
expliziten Verfahren ist der Wert y(t,11) durch eine Formel gegegeben, die nur bekannte
Werte benutzt; bei einem impliziten Verfahren muss eine Gleichung gelost werden. Nehmen
wir als Beispiel das implizite Euler-Verfahren:

Y(tn—1) = y(tn) + hf (tns1, y(tns1))-

Wir stellen fest, dass der gesuchte Wert y(¢,41) auf beiden Seiten der Gleichung vorkommt;
ist die Funktion f hinreichend komplex, muss ein nichtlineares algebraisches Systen geldst
werden, typischerweise mit dem Newton-Verfahren (siehe Unterabschnitt 12.2.2).

A priori erwarten wir umso genauere FErgebnisse zu bekommen, je kleiner wir den Integrati-
onsschritt A machen; aufser dem Aufwand fiir zusétzliche Rechnungen, den das kostet, wird
der erhoffte Gewinn an Genauigkeit teilweise wieder aufgezehrt durch eine grofsere Anzahl
von Rundungsfehlern, die das Ergebnis auf lange Sicht belasten.

14.2.1. Beispiellosung

Betrachten wir den van-der-Pol-Oszillator mit dem Parameter p, der der folgenden Differen-
tialgleichung geniigt:

21‘ xr
o)~ =) S0+ a(t) = 0.

Setzen wir yo(t) = z(t) und y1(¢) = i—f, erhalten wir dieses System 1. Ordnung:

dyo _

dt U1

dy1 2

= — (1 — —
g (1= y5)y1 — Yo

Um es zu l6sen, werden wir ein ,Lioser“-Objekt verwenden, das wir mit dem Befehl ode_solver
bekommen:
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sage: T = ode_solver()

Ein Loser-Objekt dient zur Aufnahme der Parameter und zur Definition des zu 16senden Sys-
tems; es verschafft Zugriff auf die in der Bibliothek GSL vorhandenen und im Zusammenhang
mit der numerischen Integration bereits erwihnten Funktionen zur numerischen Ldsung von
Differentialgleichungen.

Die Gleichungen des Systems werden als Funktion angegeben:

sage: def f_1(t, y, params): return [y[1],params[0]*(1-y[0]~2)*y[1]-y[0]]
sage: T.function = f_1

Der Parameter y steht fiir den Vektor der unbekannten Funktionen und wir sollten den Vek-
tor der rechten Seite des System als Funktion von ¢ und eines optionalen Parameters (hier
params [0], der fiir u steht) zuriickgeben.

Bestimmte Algorithmen von GSL bendtigen zusétzlich die Jacobi-Matrix des Systems (die
g?ﬁ an der Stelle (4, ) und deren letzte Zeile % enthalt):

Matrix mit den Eintrégen

sage: def j_1(t, y, params):

return [[0,1],

R [-2*params [0] ¥y [0]*y [1]-1, params[0]*(1-y[0]~2)],
R [0,0]]

sage: T.jacobian = j_1

Nun kann eine numerische Losung verlangt werden. Wir legen den Algorithmus und das
Intervall fest, auf dem die Losung zu berechnen ist und die Anzahl der gewiinschten Schritte
(wodurch h bestimmt wird):

sage: T.algorithm = "rk8pd"

sage: T.ode_solve(y_0=[1,0], t_span=[0,100], params=[10],
el num_points=1000)

sage: f = T.interpolate_solution()

Hier haben wir fiir die Losung auf [0,100] den Algorithmus von Runge-Kutta Dormand-
Prince genommen; die Anfangsbedingungen und die Werte der Parameter (hier nur einer) sind
ebenfalls gegeben: hier steht y_0=[1,0] fiir yo(0) =1, y1(0) = 0, d.h. (0) = 1, 2/(0) = 0.

Der Graph der Losung zeigt (mit plot (£, 0, 2)), dass die Ableitung bei ¢ = 0 gleich null
ist),

sage: plot(f, 0, 100)

311



14. Numerische Integration und Differentialgleichungen
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14.2.2. Verfiigbare Funktionen

Unter den Loser-Objekten von GSL haben wir das Verfahren rk8pd bereits erwdhnt. Weitere
Verfahrenen sind:

rkf45: Runge-Kutta-Fehlberg, ein adaptives Verfahren 5. und 4. Ordnung,

rk2: adaptives Runge-Kutta 3. und 2. Ordnung,

rk4: das klassische Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung,

rk2imp: ein implizites Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung mit Auswertung in Intervallmitte,

rk4imp: eim implizites Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung mit Auswertung an den ,Gauf-
Punkten®

bsimp: das implizite Verfahren von Burlisch-Stoer,
gearl: das implizite Einschritt-Verfahren von Gear,
gear?2: das implizite Zweischritt-Verfahren von Gear.

Den an Einzelheiten zu diesen Verfahren interessierten Leser verweisen wir auf [AP98] oder
[CM84].

Es ist anzumerken, dass die Beschrankung von GSL auf Maschinenzahlen - und damit auf
eine feste Genauigkeit -, die bei der numerischen Integration schon angesprochen worden ist,
auch fiir die Losungsverfahren von Differentialgleichungen giiltig bleibt.

*Es handelt sich um die Wurzeln des Legendre-Polynoms 2. Grades auf dem Intervall [t,t + h]. Sie sind nach
dem Integrationsverfahren von Gauf-Legendre benannt.
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Maxima stellt mit seiner eigenen Syntax ebenfalls numerische Routinen fiir die Losung be-
reit:

sage: t, y = var(’t, y?)
sage: desolve_rk4(txy*(2-y), y, ics=[0,1], end_points=[0, 1], step=0.5)
[[0, 1], [0.5, 1.12419127424558], [1.0, 1.461590162288825]]

Die Funktion desolve_rk4 benutzt das Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung (genau wie rk4
in GSL) und erhilt als Parameter

- die rechte Seite der Gleichung y'(t) = f(t,y(t)), hier ¢ = ty(2 — y);
- den Namen der unbekannten Funktionsvariablen, hier y;

- die Anfangsbedingungen ics, hier t = 0 und y = 1,

- das Intervall fiir die Losung end_points, hier [0, 1];

- die Schrittweite step, hier 0.5.

Wir besprechen hier nicht den dhnlichen Befehl desolve_system_rk4, der schon im 4. Kapitel
erwahnt wurde und der auf ein System von Differentialgleichungen angewendet wird. Auch
Maxima wird durch die Maschinengenauigkeit begrenzt.

Sucht man Losungen, die mit beliebig grofer Genauigkeit berechnet werden, kann man sich
odefun aus dem Modul mpmath zuwenden.

sage: import mpmath

sage: mpmath.mp.prec = 53

sage: sol = mpmath.odefun(lambda t, y: y, O, 1)
sage: sol(1)

mpf (?2.7182818284590451°)

sage: mpmath.mp.prec = 100

sage: sol(1)

mpf (?2.7182818284590452353602874802307)

sage: N(exp(1), 100)
2.7182818284590452353602874714

Die Argumente der Funktion mpmath.odefun sind:

- die rechte Seite des Gleichungssystems als Funktion (¢,y) — f(¢,y(t)), hier ¥/ = y wie bei
der Funktion ode_solver. Die Dimension des Systems wird automatisch aus der Dimension
des Riickgabewertes der Funktion hergeleitet;

- die Anfangsbedingungen ¢y und y(to), hier y(0) = 1.

Beispielsweise ist fiir das System der Dimension 2

{ Y1 = Y2
Yo =1
mit den Losungen (cos(t),sin(¢)) und den Anfangsbedingungen y;(0) = 1 und y2(0) = 0:

sage: mpmath.mp.prec = 53
sage: f = mpmath.odefun(lambda t, y: [-y[1]l, y[0l], 0, [1, 01)
sage: f(3)
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[mpf (’-0.98999249660044542°), mpf(0.141120008059867217)]
sage: (cos(3.), sin(3.))
(-0.989992496600445, 0.141120008059867)

Die Funktion mpmath.odefun wendet das Taylorverfahren an. Fiir einen Grad vom p nimmt
man

dy h? d%y hP dPy
the1) = y(tn) + h—=(tp) + — —=(tp) + ... + — —=(t,, hPT1.
W(twn) = (tn) + B 0) + 57 G ) + -+ TG ) + O
Die Frage nach den Ableitungen ist die wichtigste. Dafiir berechnet odefun die Naherungs-
werte

[t +h), o y(tn +ph)] = [y(tn + h), .. y(tn + ph)]
mit p Schritten des weniger genauen Euler-Verfahrens. Daraufhin berechnen wir

e —_—

dy ,  _yltn+h) —gt,) dy Y(tn +2h) — y(tn + h)

tn) = , —(thp +h) =
dt( ) h dt( +h) h
und dann o o o

daez2v" h ’

und so fort bis man die Schitzwerte der Ableitungen von y(t,) bis zur Ordnung p erhilt.

Wir miissen aufpassen, sobald die Flielspunkt-Genauigkeit von mpmath verdndert wird. Um
dieses Problem zu illustrieren, greifen wir die Losung der Differentialgleichung 3’ = y wieder
auf, die mit der weiter oben gegebenen Funktion exp verifiziert wird:

sage: mpmath.mp.prec = 10

sage: sol = mpmath.odefun(lambda t, y: y, 0, 1)
sage: sol(1)

mpf (°2.71487)

sage: mpmath.mp.prec = 100

sage: :sol(1l)

mpf (’2.71352042354595113238246995024387)

Die Néherung von exp(1l) ist sehr schlecht, und das, obwohl mit einer Genauigkeit von 100
Bits gerechnet wurde! Die Losung sol (ein ,Interpolant® im Jargon von mpmath) ist mit nur
10 Bits Genauigkeit berechnet worden und ihre Koeffizienten sind nach der Anderung der
Genauigkeit nicht neu berechnet worden, was das Ergebnis erldrt.
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Kombinatorik
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15. Abzdhlende Kombinatorik

Dieses Kapitel spricht haupséchlich die Behandlung der folgenden kombinatorischen Probleme
mit Sage an: das Abzdhlen (wieviele Elemente gibt es in einer Menge S7), die Angabe (Be-
rechnen aller Elemente von S oder die Iteration iiber sie), das zuféliige Ziehen (Zufallswahl
eines Elements aus S geméfs einer Vorschrift, z.B. Gleichverteilung) . Diese Fragen stellen sich
natiirlich bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeiten (wie grof ist die Wahrscheinlichkeit
beim Poker einen Straight Flush oder vier Asse zu erhalten?), in der statistischen Physik,
aber auch beim symbolischen Rechnen (Anzahl der Elemente eines endlichen Korpers) oder
bei der algorithmischen Analysis. Die Kombinatorik deckt ein viel weiteres Gebiet ab (par-
tielle Ordnungen, Theorie der Abbildungen usw.). Wir begniigen uns mit Hinweisen auf von
Sage angebotenen Moglichkeiten. Graphen werden in Kapiel 16 behandelt.

Ein Charakteristikum rechnender Kombinatorik ist die Fiille an Typen von Objekten und
Mengen, die man bearbeiten méchte. Es wire nicht mdéglich, sie alle zu beschreiben oder gar
zu implementieren. Nach einigen Beispielen (Abschnitt 15.1) veranschaulicht dieses Kapitel
die zugrunde liegende Methodik: Bausteine zum Fundament zu liefern, um die iblichen kombi-
natorischen Mengen zu beschreiben (in Abschnitt 15.2), um Werkzeuge zu ihrer Kombination
zwecks Bildung neuer Mengen zu liefern (in Abschnitt 15.3) und auch generische Algorithmen,
mit denen eine grofse Klasse von Aufgaben behandelt werden kann (in Abschnitt 15.4). Zu-
néchst kann dieses Kapitel quer gelesen werden, die Zusammenfassungen von Unterabschnitt
15.1.2 und Abschnitt 15.3 aber schon genauer.

Das ist ein Gebiet, wo Sage mehr Funktionalitdten hat als die meisten anderen Systeme zum
symbolischen Rechnen und in voller Entwicklung begriffen ist; gleichzeitig ist es immer noch
sehr jung mit vielen unnétigen Briichen und Einschrinkungen.

15.1. Erste Beispiele

15.1.1. Poker und Wahrscheinlichkeiten

Wir beginnen mit der Losung eines klassischen Problems: des Abzdhlens bestimmter Kombi-
nationen von Karten beim Poker, um deren Wahrscheinlichkeit abzuleiten.

Beim Poker ist eine Karte durch eine Farbe (Herz, Karo, Pik, Kreuz) und einen Wert (2,
3, ..., 10, Bube, Dame, Konig, As) charakterisiert. Das Spiel wird mit allen Karten gespielt,
die moglich sind; es handelt sich um das cartesische Produkt der Menge der Farben und der
Menge der Werte:

Karten = Farben x Werte = {(f,w) | f € Farben und w € Werte}

Diese Mengen bilden wir in Sage:
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sage: Farben = Set([’Karo’,’Herz’,’Pik’,’Kreuz’])
sage: Werte = Set([2..10] + [’Bube’, ’Dame’, ’Koenig’, ’As’])
sage: Karten = cartesian_product([Farben, Werte])

Beim Poker gibt es 4 Farben und 13 mogliche Werte, also 4x13 = 52 Karten.

sage: Farben.cardinality()

4

sage: Werte.cardinality()
verb|13|

sage: Karten.cardinality()
52

Wir ziehen eine Karte:

sage: Karten.random_element ()
[’Kreuz’, 6]

Nun ziehen wir zwei Karten:

sage: Set([Karten.random_element(), Karten.random_element()])
{(Herz’, 2), (’Pik’, 4)}

Zuriick zu unserem Vorhaben. Wir betrachten hier eine vereinfachte Form von Poker, wo jeder
Spieler unmittelbar fiinf Karten zieht, die sein Blatt oder seine Hand bilden. Alle Karten sind
verschieden und die Reihenfolge, in der sie gezogen werden, spielt keine Rolle; eine Hand ist
also eine Untermenge der Grofe 5 der Menge aller Karten. Um eine Hand zu ziehen, beginnen
wir mit der Bildung der Menge aller moglichen Hande, dann entnehmen wir daraus zufillig
eine Hand.

sage: Haende = Subsets(Karten, 5)
sage: Haende.random_element ()
{(°Herz’, 4), (’Karo’, 9), (’Pik’, 8), (’Kreuz’, 9), (’Herz’, 7)}

Die Gesamtzahl der Héande ist durch die Anzahl der Teilmengen der Grofie 5 einer Menge der
Grofe 52, d.h. durch den Binomialkoeffizienten (552) gegeben:

sage: binomial(52,5)
2598960

Man kann sich um das Berechnungsverfahren auch keine Sorgen machen und einfach nach der
Grofe der Menge der Hiande fragen:

sage: haende.cardinality()
2598960

Der Rang oder die Wertigkeit einer Hand beim Poker hingt von der Art der Kombination
dieser Karten ab. Eine dieser Kombinationen ist der Flush; das ist eine Hand mit lauter Karten
derselben Farbe (grundsatzlich sind hier Straight Flush und Royal Flush auszuschliefen; diese
sind Gegenstand einer Ubung weiter unten). Eine solche Hand ist also charakterisiert durch
eine bestimmte Farbe von vier méglichen und durch fiinf Werte von 13 mdglichen. Wir bilden
die Menge aller Flushes, um deren Anzahl zu berechnen:
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sage: Flushes = cartesian_product([Subsets(Werte, 5), farben])
sage: Flushes.cardinality()
5148

Die Wahrscheinlichkeit, beim Ziehen einer Hand zufillig einen Flush zu bekommen, ist da-
her:

sage: Flushes.cardinality()/Haende.cardinality()
33/16660

oder ungefihr zwei Promille:

sage: 1000.0+Flushes.cardinality()/Haende.cardinality()
1.98079231692677

Machen wir eine kleine numerische Simulation. Die folgende Funktion priift, ob eine gegebene
Hand ein Flush ist:

sage: def is_Flush(Hand):
return len(set(Farbe for (Farbe, Wert) in Hand)) ==

Wir ziehen jetzt zuféllig 10000 Hande und berechnen die Anzahl der erhaltenen Flushes (das
dauert etwa 10 Sekunden):

sage: n = 10000; nFlushes = 0

sage: for i in range(n):

ceelt Hand = Haende.random_element ()
R if is_Flush(hand):

R nFlushes += 1

R print n, nFlushes

10000 18

Ubung 48. Eine Hand mit vier Karten gleichen Wertes heiftt Vierling. Bilden Sie eine Menge
solcher Vierlinge. (Hinweis: verwenden Sie Arrangements zum zufilligen Ziehen eines Paares
mit verschiedenen Werten, und wihlen Sie dann eine Farbe fiir den ersten Wert). Berechnen
Sie die Anzahl moglicher Vierlinge, listen Sie sie auf und bestimmen Sie anschliefend die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ziehen einer Hand mit einem Vierling.

Ubung 49. Eine Hand mit lauter Karten gleicher Farbe und aufeinander folgenden Werten ist
ein Straight Flush oder ein Royal Flush, aber kein Flush. Berechnen Sie die Anzahl méglicher
Straight Flushes und Royal Flushes und leiten Sie dann die korrekte Wahrscheinlichkeit dafiir
her, einen Flush zu erhalten, wenn eine Hand zufillig gezogen wird.

Ubung 50. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit jeder Kartenkombination beim Poker (siche
https://de.wikipedia.org/wiki/Hand_(Poker)) und vergleichen Sie sie mit den Ergebnis-
sen von Simulationen.
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15.1.2. Abzdhlen von Bdaumen durch erzeugende Reihen

In diesem Unterabschnitt diskutieren wir das Beispiel vollstdndiger Bindrbdume und veran-
schaulichen in diesem Zusammenhang viele Abzdhltechniken, unter denen die formalen Po-
tenzreihen eine natiirliche Rolle spielen. Diese Techniken sind ziemlich allgemein und koénnen
immer dann angewendet werden, wenn das in Rede stehende kombinatorische Objekt eine
rekursive Definition (rekursive Grammatik) zulésst (siehe Unterabschnitt 15.4.4 wegen einer
automatisierten Behandlung). Das Ziel ist keine formale Darstellung dieser Verfahren; die
Rechnungen sind streng, die Begriindungen werden aber meistens weggelassen.

Ein vollstandiger Bindrbaum ist entweder ein Blatt F oder ein Knoten mit zwei Bindrbdumen

(siche Abb. 15.1).

Ubung 51. Suchen Sie ohne Rechnerhilfe alle vollstindigen Bindrbiume mit n = 1,2,3,4,5
Blittern (siehe auch Ubung 59, um sie mit Sage zu finden.)

® ® ® ®
® & ® ©
® ® ® ® & ® ® ® # ® ® ®

Abb.15.1 - Die fiinf vollstéindigen Bindrbdume mit vier Bléttern.

Unser Ziel ist, die Anzahl ¢, der vollstidndigen Bindrbdume mit n Blattern zu suchen (in diesem
Abschnitt steht ,Bdume” immer fiir vollstindige Bindrbdume, wenn nicht ausdriicklich etwas
anderes gesagt ist). Das ist eine typische Situation, in der wir nicht nur an einer einzelnen
Menge interessiert sind, sondern an einer Familie von Mengen, die typischerweise mit n € N
parametrisiert werden.

Entsprechend der Losung von Ubung 51 sind die ersten Terme durch cq,...,c5 = 1,1,2,5,14
gegeben. Die einfache Tatsache diese Zahlen zu kennen, ist bereits sehr wertvoll. Sie erlaubt
némlich die Suche in einer Goldmine von Informationen: auf der Seite Online Encyclopedia of
Integer Sequences http://oeis.org/, die nach ihrem wichtigsten Autor gemeinhin ,Sloane”
genannt wird. Sie enthilt mehr als 282892 ganzzahlige Folgen:

sage: oeis([1,1,2,5,14])

0: A000108: Catalan numbers: C(n) = binomial(2n,n)/(n+l) =
(2n)!/(nt(n+1)!). Also called Segner numbers.

1: A120588: G.f. satisfies: 3*A(x) = 2 + x + A(x)~2, with a(0) = 1.

2: A080937: Number of Catalan paths (nonnegative, starting and ending at
0, step +/-1) of 2*n steps with all values <= 5.

Das Ergebnis lasst erkennen, dass die Bdume mit einer der berithmtesten Folgen abgezihlt
werden, den Catalan-Zahlen. Bei Durchsicht der Ausgabe der Enzyklopidie sehen wir, das
dies tatsédchlich so ist: die wenigen eingebenen Zahlen bilden einen Fingerabdruck unserer
Objekte, der uns in einer umfangreichen Literatur in wenigen Sekunden ein genaues Ergebnis
finden lésst.
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Abzdhlen mit erzeugenden Reihen. Unser Aufgabe ist es, dieses Resultat nun auch mit
Sage zu finden. Sei C), die Menge der Bdume mit n Blittern, also ¢, = |C,|. Wie iiblich
definieren wir Cy = () und ¢g = 0. Die Menge aller Badume ist dann die disjunkte Vereinigung
der Mengen Cj:
C=4Cn.

neN
Nachdem wir die Menge C aller Bdume benannt haben, konnen wir die rekursive Definition
in eine mengentheoretische Gleichung iibersetzen:

C~{L} W CxC.

In Worten: ein Baum ¢ (der definitionsgemaf in C liegt) ist entweder ein Blatt (also in {L})
oder ein Knoten mit den beiden Bdumen t; und t2, die wir deshalb mit dem Paar (t1,t3) (im
cartesischen Produkt C' x C') identifizieren kénnen.

Die Griindungsidee der algebraischen Kombinatorik, die von Euler in einem Brief an Gold-
bach von 1751 zur Behandlung eines dhnlichen Problems eingefiihrt worden ist [Vie07], besteht
darin, alle Zahlen ¢, simultan zu behandeln, indem sie als Koeffizienten einer formalen Po-
tenzreihe kodiert werden, welche die erzeugende Funktion der c, genannt wird:

C(z) = Z 2",
neN

wobei z eine symbolische Unbestimmte ist (weshalb wir uns um die Frage der Konvergenz nicht
sorgen miissen). Die Schonheit dieser Idee besteht darin, dass die Mengenoperationen (AW B,
A x B) ganz natiirlich in algebraische Operationen mit den Reihen (A(z)+ B(z), A(z)-B(z))
iibersetzt werden, und zwar so, dass die Mengengleichung, die von C erfillt wird, in eine
algebraische Gleichung mit C(z) iiberfithrt wird:

C(z) =2+ C(z)-C(2).

Nun konnen wir diese Gleichung mit Sage 16sen. Dazu fiihren wir die beiden Variablen C' und
z ein und definieren die Gleichung

sage: C, z = var(’C, z’); sys = [C = z + CxC]|
Es gibt zwei Losungen, die zufillig geschlossene Formen haben:

sage: sol = solve(sys, C, solution_dict=True); sol
[{C: -1/2xsqrt(-4*z + 1) + 1/2}, {C: 1/2*sqrt(-4*z + 1) + 1/2}]
sage: s0 = sol[0][C]; sl = sol[1][C]

und deren Taylor-Entwicklung beginnt mit

sage: s0O.series(z, 6)

1xz + 1%z°2 + 2*%z"3 + bxz"4 + 14*xz"5 + Order(z"6)

sage: sl.series(z,6)

1+ (-Dx*z + (-1)*%z"°2 + (-2)%2"3 + (-5)*z~4 + (-14)*z"5 + Order(z"6)

Die zweite Losung ist offensichtlich unbrauchbar, wohingegen die erste die erwarteten Koeffi-

zienten liefert. Daher setzen wir

sage: C = s0
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Wir konnen nun die nadchsten Terme berechnen:

sage: C.series(z, 11)
1z + 1%z"°2 + 2%z"3 + b*z"4 + 14*xz~5 + 42%z"6 +
132%z"7 + 429%z"8 + 1430%z"9 + 4862%z~10 + Order(z"11)

oder im Nu den 100. Koeffizienten:

sage: C.series(z, 101).coefficient(z, 100)
227508830794229349661819540395688853956041682601541047340

Leider muss alles nochmals berechnet werden, falls wir einmal den 101.Koeffizienten brauchen.
Faule Potenzreihen (siche Unterabschnitt 7.5.3) machen hier Sinn, zumal wir sie direkt aus
einem Gleichungssystem definieren kénnen, ohne es zu lésen und auch deshalb, weil wir fiir
die Antwort keine geschlossene Form brauchen. Wir beginnen mit der Definition von faulen
Potenzreihen

L.<z> = LazyPowerSeriesRing(QQ)

Dann erzeugen wir eine ,freie“ Potenzreihe, der wir einen Namen geben und die wir dann
durch eine rekursive Gleichung definieren:

sage: C = LQ)
sage: C._name = ’C’
sage: C.define(z + C*C)

sage: [C.coefficient(i) for i in range(11)]
o, 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862]

Wir kénnen nun einen beliebigen Koeffizienten erfragen, ohne C' neu definieren zu miissen:

sage: C.coefficient(100)
227508830794229349661819540395688853956041682601541047340

sage: C.coefficient (200)
129013158064429114001222907669676675134349530552728882499810851598901419\
013348319045534580850847735528275750122188940

Rekursion und geschlossene Form. Wir kommen nun auf die geschlossenen Form von C(z)
zuriick:

sage: z = var(’z’); C = s0; C
-1/2*sqrt(—4*z + 1) + 1/2

Der n-te Koeffizient der Taylorentwicklung von C(z) ist durch %C(")(O) gegeben. Wir be-
trachten dazu die sukzessiven Ableitungen C™(2):

sage: derivative(C, z, 1)
1/sqrt(-4*z + 1)

sage: derivative(C, z, 2)
2/(-4*xz + 1)~(3/2)

sage: derivative(C, z, 3)
12/ (-4*xz + 1)~ (5/2)
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Das lédsst die Existenz einer einfachen expliziten Formel vermuten, nach der wir jetzt suchen
werden. Die folgende kleine Funktion gibt d,, = nlc, zuriick:

sage: def d(n): return derivative(C, n).subs(z=0)
Mit Verwendung sukzessiver Quotienten

sage: [ (d(n+1) / d(n)) for n in range(1,17) 1]
(2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38, 42, 46, 50, 54, 58, 62]

bemerken wir, dass d, der rekursiven Bezehung d,+1 = (4n — 2)d,, geniigt, aus der wir
herleiten, dass c, die Gleichung c, 1 = dn=2 . erfiillt. Wir vereinfachen und finden, dass ¢,

n+1
die (n — 1)-te catalansche Zahl ist:

60 = Catatan (n - 1) = - (%" 7 V).

n\ n—1

Das priifen wir:

sage: def c(n): return 1/n*binomial(2+(n-1),n-1)
sage: [c(k) for k in range(1l, 11)]

(1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862]

sage: [catalan_number(k-1) for k in range(l, 11)]
(1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862]

Wir kénnen nun auch die viel spiteren Koeffizienten berechnen; hier berechnen wir c19g000,
das mehr als 60000 Ziffern hat:

sage: time cc = c(100000)
Time: CPU 0.35 s, Wall: 0.37 s
sage: ZZ(cc).ndigits()

60198

Systematische Behandlung mit algebraischen Differentialgleichungen. Das Verfahren, das
wir verwendet haben, wird auf alle rekursiv definierten Objekte verallgemeinert: die Glei-
chungssysteme fiir Mengen werden in Gleichungssysteme fiir die erzeugende Reihe iibersetzt;
das gestattet die rekursive Berechnung ihrer Koeffizienten. Wenn die Gleichungssysteme fiir
Mengen hinreichend einfach sind (wenn beispielsweise nur cartesische Produkte und disjunkte
Vereinigungen vorkommen), erhalten wir eine algebraische Gleichung in C'(z). Diese hat nicht
immer eine Losung in geschlossener Form; indessen konnen wir aus ihr durch Eingrenzung
eine lineare Differentialgleichungen herleiten, die ihrerseits in eine Rekursionsgleichung fes-
ter Lange fiir die Koeffizienten ¢, umgeformt wird (die Reihe wird nun D-endlich genannt).
Schlieflich geht die Berechnung der Koeffizienten nach diesen Vorberechnungen sehr schnell.
Alle diese Schritte sind rein algorithmisch, und es ist vorgesehen, alle in Maple (die Pakete gfun
und combstruct) oder MuPAD-Combinat (die Bibliothek decomposableObjects) vorhandenen
Implementierungen nach Sage zu iibertragen.

Fir den Moment veranschaulichen wir das allgemeine Vorgehen fiir den Fall vollsténdi-
ger Bindrbdume. Die erzeugende Funktion C(x) ist Losung einer algebraischen Gleichung
P(z,C(z)) =0, wobei P = P(x,y) ein Polynom mit Koeffizienten aus Q ist. Im vorliegenden
Fall ist P = y? — y 4+ 2. Wir differenzieren diese Gleichung symbolisch nach z:
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15. Abzihlende Kombinatorik

sage: x, y, z = var(’x, y, 2’)

sage: P = function(’P’)(x, y); C = function(’C’)(z)
sage: equation = P(x=z, y=C) ==

sage: diff(equation, z)

diff(C(z), z)*D[1]1(P)(z, C(z)) + DIO]I(P)(z, C(z)) ==

oder in besser lesbarer Form

dC(z) OP oP
- >y<z,c<z>> + 5 (2C(2)) = 0.
Daraus leiten wir her: op
dC'(z o
B2 )

Bei vollstdndigen Bindrb&dumen ergibt das:

sage: P = y™2 - y + x; Px = diff(P, x); Py = diff(P, y)
sage: - Px / Py
-1/(2xy - 1)

Nun ist aber P(z,y) = 0. Wir kénnen deshalb diesen Bruch modulo P berechnen und so die
Ableitung von C(z) als Polynom in C(z) mit Koeffizienten aus Q(z). Dazu bilden wir den
Quotientenring R = Q(x)[y]/(P):

sage: Qx = QQ[’x’].fraction_field(); Qxy = Qx[’y’]
sage: R = Qxy.quo(P); R

Univariate Quotient Polynomial Ring in ybar

over Fraction Field of Univariate Polynomial Ring in x
over Rational Field with modulus y~2 - y + x

Bemerkung: ybar ist der Name der Variablen y im Quotienten; wegen weiterer Informationen
zu Quotientenringen siehe Unterabschnitt 7.2.2. Wir setzen nun die Berechnung dieses Bruches
in R fort

sage: fraction = - R(Px) / R(Py); fraction
(1/2/(x - 1/4))*ybar - 1/4/(x - 1/4)

Wir heben das Ergebnis nach Q(x)[y] und ersetzen dann z und C(z), um einen Ausdriick fiir
%C(z) zu bekommen:

sage: fraction = fraction.lift(); fraction
(1/2/(x - 1/4))*xy - 1/4/(x - 1/4)
sage: fraction(x=z, y=C)
2%C(z)/(4xz - 1) - 1/(4*z - 1)
oder besser lesbar
oC(z) 1 2
0z  1—4z 1—4z

C(z).

In diesem einfachen Fall kénnen wir aus diesem Ausdruck eine lineare Differentialgleichung
mit Koeffizienten aus Q[z] unmittelbar herleiten:

sage: equadiff = diff(C,z) == fraction(x=z, y=C); equadiff
diff(C(z), z) == 2xC(z)/(4xz - 1) - 1/(4*xz - 1)
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sage: equadiff = equadiff.simplify_rational()

sage: equadiff = equadiff * equadiff.rhs().denominator()
sage: equadiff = equadiff - equadiff.rhs()

sage: equadiff

(4xz - 1)*diff(C(z), z) - 2%C(z) + 1 ==

oder besser lesbar 50
(1-— 42)822) +2C(2)—1=0.

Es ist trivial, diese Gleichung in geschlossener Form zu verifizieren:

sage: Cf = sage.symbolic.function_factory.function(’C’)
sage: bool(equadiff.substitute_function(Cf, s0))
True

Im allgemeinen fahren wir mit der Berechnung der sukzessiven Ableitungen von C(z) fort.
Diese Ableitungen sind auf den Quotientenring Q(z)[C]/P beschrénkt, der die endliche Di-
mension deg P auf Q(z) hat. Dafiir finden wir zwischen den ersten deg P Ableitungen von
C(z) eventuell eine lineare Beziehung. Setzen wir das auf einen gemeinsamen Nenner, erhalten
wir eine lineare Differentialgleichung vom Grad < deg P mit Koeffizienten aus Q[z]. Durch
Herausziehen des Koeffizienten von z" in der Differentialgleichung bekommen wir die verlang-
te rekursive Beziehung zwischen den Koeffizienten. Hier treffen wir wieder auf die Beziehung,
die wir - auf der geschlossenen Form basierend - breits gefunden hatten:

4n — 2

B

n
Nach Festlegung der korrekten Anfangsbedingungen wird es moglich, die Koeffizienten von
C(z) rekursiv zu ermitteln:

sage: def C(n): return n if n <= 1 else (4*n-6)/n * C(n-1)
sage: [ C(i) for i in range(10) ]
(0, 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430]

Wird n zu groft fiir eine explizite Berechnung von ¢, kann eine asymptotisch dquivalente
Folge von Koeffizienten ¢, gesucht werden. Auch hier gibt es wieder generelle Techniken. Das
zentrale Werkzeug ist komplexe Analysis, speziell die Untersuchung der erzeugenden Funktion
in der Ndhe ihrer Singularitdten. Bei dsrlvorliegenden Aufgabe befindet sich die Singularitit

. N . . ~ 4
bei zp = 1/4 und wir bekdmen ¢,, ~ e

Zusammenfassung. Wir erkennen hier ein allgemeines Phinomen der Computeralgebra:
die beste Datenstruktur zur Beschreibung eines komplizierten mathematischen Objektes (ei-
ne reelle Zahl, eine Folge, eine formale Potenzreihe, eine Funktion, eine Menge) ist oft eine
Gleichung, die das Objekt definiert (oder ein Gleichungssystem, typischerweise mit Anfangs-
bedingungen). Eine Losung in geschlossener Form zu finden zu versuchen, ist nicht immer
interessant: einerseits existiert eine solche geschlossene Fom nur selten (z.B. bei der Losung
von Polynomen durch Radikale), und andererseits enthilt die Gleichung alle fiir die algo-
rithmische Berechnung der Eigenschaften des betrachteten Objektes notwendige Information
in sich (z.B. eine numerische Néherung, die ersten Terme oder Elemente, ein asymptotisches
Aquivalent) oder fiir die Rechnung mit dem Objekt selbst (z.B. Arithmetik mit Potenzreihen).
Deshalb suchen wir nach der Gleichung, die das Objekt beschreibt und zu dem zu lésenden
Problem am besten passt; sieche auch Unterabschnitt 2.2.2.
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Wie wir an unserem Beispiel gesehen haben, ist Eingrenzung (beispielsweise in einem endlich-
dimensionalen Vektorraum) ein grundlegendes Werkzeug fiir die Untersuchung solcher Glei-
chungen. Der Begriff der Eingrenzung ist bei Eliminationsverfahren breit anwendbar (lineare
Algebra, Grobner-Basen und ihre Verallgemeinerungen bei algebraischen Differentialgleichun-
gen). Dasselbe Werkzeug spielt bei der automatischen Summierung und der automatischen
Priifung von Identitdten eine zentrale Rolle (Algorithmen von Gosper oder Zeilberger und
ihre Verallgemeinerungen |PWZ96|; siehe auch die Beispiele in Unterabschnitt 2.3.1 und in
Ubung 54).

Alle diese Techniken und ihre vielféltigen Verallgemeinerungen sind Gegenstand sehr inten-
siver Forschungen: automatische und analytischbe Kombinatorik mit gréferen Anwendungen
in der Analyse von Algorithmen [FS09]. Es ist wahrscheinlich und wiinschenswert, dass sie
nach und nach in Sage implementiert werden.

15.2. Die iiblichen abzihlbaren Mengen

15.2.1. Beispiel: Teilmengen einer Menge

Stellen wir uns eine Menge E der Grofe n vor und betrachten ihre Teilmengen der Groéfe
k. Wir wissen, dass diese Teilmengen durch Binomialkoeffizienten (Z) abgezahlt werden. Wir
konnen deshalb die Anzahl der Teilmengen der Groke k = 2 von E = {1,2,3,4} mit der
Binomialfunktion berechnen:

sage: binomial(4, 2)
6

Alternativ kénnen wir die Menge P»(E) der Teilmengen der Grofke 2 von E konstruieren und
dann nach ihrer Kardinalitét fragen;

sage: S = Subsets([1,2,3,4], 2); S.cardinality()
6

Liegt S einmal vor, kénnen wir auch die Liste der Elemente bekommen, ein Element zuféllig
auswihlen oder ein typisches Element verlangen.

sage: S.1list()

({1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {38, 4}]
sage: S.random_element ()

{1, 4}

sage: S.an_element ()

{2, 3}

Genauer, das Objekt S modelliert die Menge P2(E), die mit einer festen Ordnung (hier die
lexikographische Ordnung) ausgestattet ist. Daher ist es moglich, nach ihrem 5. Element
zu fragen, wobei zu beachten ist, dass in Python das erste Element mit 0 indiziert ist: als
Abkiirzung kann man hier auch schreiben:

sage: S.unrank(4)
{2, 4}

sage: S[4]

{2, 4}
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15.2. Die iiblichen abzdhlbaren Mengen

Das sollte aber mit Vorsicht gemacht werden, weil manche Mengen eine andere Indizierung
haben als (0,...).

Umgekehrt kénnen wir die Position eines Elementes in dieser Ordnung berechnen:

sage: s = S([2,4]); S.rank(s)
4

Beachten Sie, dass S nicht die Liste ihrer Elemente ist. Wir kénnen beispielsweise die Menge
4
P(P(P(E))) bilden und deren Kardinalitit 22° berechnen:

sage: E = Set([1,2,3,4])
sage: S = Subsets(Subsets(Subsets(E))); S.cardinality()
2003529930406846464979072351560255750447825475569751419265016. . .736

was ungefihr 2 - 1019728 ist:

sage: S.cardinality().ndigits()
19729

und nach dem 237102124. Element fragen:

sage: S.unrank(237102123)
{{{2, 43, {1, 43, {3, {1, 3, 4}, {1, 2, 4}, {4}, {2, 3}, {1, 3}, {2}},
{{1, 3}, {2, 4}, {1, 2, 4}, {3}, {38, 4}}}

Physikalisch ist es unméglich alle Elemente von S explizit hinzuschreiben, denn es gibt viel
mehr davon als Partikel im ganzen Universum vorhanden sind (schitzungsweise 102).

Bemerkung: in Python wire es nur natiirlich, mit 1len(S) nach der Kardinalitdt von S zu
fragen. Das geht hier aber nicht, weil Python verlangt, dass das Ergebnis von len eine Zahl
vom Typ int zu sein hat; das konnte zu einem Uberlauf fithren und bei unendlichen Mengen
auch nicht den Wert Infinity zuriickgeben.

sage: len(S)
Traceback (most recent call last):

OverflowError: Python int too large to convert to C long

15.2.2. Partitionen natiirlicher Zahlen

Wir nehmen uns jetzt ein anderes klassisches Problem vor: gegeben ist eine natiirliche Zahl
n; auf wieviele Arten kann n in Form einer Summe n = i1 + 2 + . .. + 4; geschrieben werden,
wobei i1, ..., 7 natirliche Zahlen sind? Zwei Félle sind zu unterscheiden:

e die Reihenfolge der Summanden ist unwichtig; dann nennen wir n = 41 + 42 + ... + 4
eine Partition von n;

e auf die Reihenfolge der Summanden kommt es an; dann nennen wir die Summe eine
Komposition von n.
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Wir beginnen mit den Partitionen von n = 5; wie zuvor bilden wir zuerst die Menge dieser
Partitionen:

sage: P5 = Partitions(5); P5
Partitions of the integer 5

dann fragen wir nach ihrer Kardinalitét:

sage: P5.cardinality()
7

Wir sehen uns diese 7 Partitionen an; da es auf die Reihenfolge nicht ankommt, werden die
Eintrige vereinbarungsgeméf in absteigender Reihenfolge angeordnet.

sage: P5.1list()
cesl, 4, 11, (3, 21, (3, t, 11, [2, 2, 11, [2, 1, 1, 11, [1, 1, 1, 1, 1]1]

Die Berechnung der Anzahl der Partitionen verwendet die Formel von Rademacher (siehe
https://de.wikipedia.org/wiki/Partitionsfunktion), implementiert in C und bestens
optimiert, was sie sehr schnell macht:

sage: Partitions(100000).cardinality()
2749351056977569651267751632098635268817342931598005475820312598430214
73281149641730550507416607366215690157844774296248940493063070200461792
7644930335101160793424571901557189435097253124661084520063695589344642
4871682878983218234500926285383140459702130713067451062441922731123899
9702284408609370935531629697851569569892196108480158600569421098519

Partitionen natiirlicher Zahlen sind Objekte der Kombinatorik, die mit vielen Operationen
ausgestattet sind. Sie werden im Vergleich zu einfachen Listen als reichere Objekte zuriickge-
geben.

sage: P7 = Partitions(7); p = P7.unrank(5); p
[4, 2, 1]

sage: type(p)
<class ’sage.combinat.partition.Partitions_n_with_category.element_class’>

Zum Beispiel konnen sie graphisch als Ferrers-Diagramm dargestellt werden.

sage: print p.ferrers_diagram()
kkkk

*%

*

Wir {iberlassen es dem Leser, die verfiigbaren Operationen durch Introspektion zu erkun-
den.

Wir kénnen eine Partition auch direkt erzeugen mit

sage: Partition([4,2,1])
(4, 2, 1]

sage: P7([4,2,11)

(4, 2, 1]
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Méchte man die moéglichen Werte der Teile 41, . . ., 4; beschréinken, zum Beispiel beim Wechseln
von Geld, kann man WeightedIntegerValues benutzen. Die folgende Rechnung beispielswei-
se

sage: WeightedIntegerVectors(8, [2,3,5]).1list()
(o, 1, 11, [1, 2, 0], [4, 0, 0]]

zeigt, dass 8 Dollar mit Banknoten zu 2$, 3% und 5$ entweder in 3$ plus 5% oder in 2$ plus 2
mal 3% oder 4 mal 2§ getauscht werden konnen.

Kompositionen von natiirlichen Zahlen werden ebenso behandelt:

sage: Cb = Compositions(5); C5

Compositions of b5 sage: C5.cardinality()

16

sage: C5.1list()

(1, 1,1, 1,131, 1,1, 1,21, (1, 1, 2, 11, [1, 1, 3],

(1, 2, 1, 11, [1, 2, 2], [1, 3, 11, [1, 41, [2, 1, 1, 1],
2, 1, 21, [2, 2, 11, [2, 3], [38, 1, 1], (3, 2], (4, 1], [5]]

Die Anzahl 16 scheint bedeutsam zu sein und lasst die Existenz einer Formel vermuten. Wir
schauen auf die Anzahl der Kompositionen von n im Bereich von 0 bis 9:

sage: [ Compositions(n).cardinality() for n in range(10) ]
(1, 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256]

Wenn wir die Anzahl der Kompositionen von 5 hinsichtlicht der Lange betrachten, finden wir
eine Zeile des pascalschen Dreiecks:

sage: x = var(’x’); sum( x"len(c) for ¢ in C5 )
x"5 + 4xx"4 + 6%xx"3 + 4*x"2 + x

Das obige Beispiel benutzt eine Funktionalitidt, die wir bislang noch nicht gesehen haben:
Da C5 iterierbar ist, kann es wie eine Liste in einer for-Schleife oder einer Raffung'engl.
comprehension) verwendet werden (Unterabschnitt 15.2.4).

Ubung 52. Beweisen Sie die von obigen Beispielen nahegelegte Formel fiir die Anzahl der
Kompositionen von n und die Anzahl der Kompositionen von n der Lange k; untersuchen Sie
durch Introspektion, ob Sage diese Formeln zur Berechnung von Kardinalitdten verwendet.

15.2.3. Einige andere abzdhlbare endliche Mengen

Das Prinzip ist fiir alle endlichen Mengen, mit denen wir in Sage Kombinatorik betreiben
wollen, im wesentlichen das gleiche; wir beginnen mit der Konstruktion eines Objektes, das
diese Menge modelliert und benutzen dann die passenden Methoden, die einem immer gleichen
Interface folgen?. Es folgen noch ein paar weitere typische Beispiele.

Intervalle natiirlicher Zahlen:

sage: C = IntegerRange(3, 21, 2); C
{3, 5, ..., 19}

X

20der zumindest sollte das so sein. Es sind aber immer noch etliche Ecken zu fegen.
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sage: C.cardinality()

9

sage: C.list()

3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19]

Permutationen:

sage: C = Permutations(4); C
Standard permutations of 4
sage: C.cardinality()

24
sage: C.list()
(f1, 2, 3, 41, 1, 2, 4, 31, 1, 3, 2, 41, [1, 3, 4, 2],
[1’ 4’ 2’ 3]’ [1’ 4’ 3’ 2]’ [2’ 1! 3’ 4]’ [2’ 1’ 4’ 3]’
(2, 3, 1, 41, [2, 3, 4, 11, [2, 4, 1, 31, [2, 4, 3, 1],
[3! 1’ 2’ 4]’ [3! 1’ 4’ 2]’ [3’ 2! 1’ 4]’ [8’ 2! 4’ 1]’
[3’ 4’ 1’ 2]’ [3’ 4’ 2) 1]) [4’ 1’ 2’ 3]’ [4’ 1’ 3’ 2]’
(4, 2, 1, 31, 4, 2, 3, 11, [4, 3, 1, 2], [4, 3, 2, 1]]
@
A
A
® ® ®
ry
Abb. 15.2 - Ein Poset mit 8 Knoten
Mengenpartitionen:

sage: C = SetPartitions([1,2,3]); C
Set partitions of {1, 2, 3}

sage: C.cardinality()

5

sage: C.list()

({{1, 2, 33}, {{1}, {2, 33}, {{1, 3}, {2}}, {{1, 2}, {3}}, {{1}, {2}, {3}}]

Teilweise Ordnungen (posets) auf Mengen mit 8 Elementen bis auf Isomorphie:
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sage: C = Posets(8); C
Posets containing 8 elements
sage: C.cardinality()

16999

Wir wollen eins dieser Posets zeichnen (siehe Abb. 15.2):
sage: show(C.unrank(20))

Wir koénnen auch iiber alle diese Graphen bis auf Isomorphie iterieren. Es existieren beispiels-
weise 34 einfache Graphen mit 5 Knoten:

sage: len(list(graphs(5)))
34

Hier nun, wie wir diejenigen bekommen, die héchstens 4 Kanten haben (siehe Abb. 15.3):
sage: for g in graphs(5, lambda G: G.size() <= 4): show(g)

Allerdings steht die Menge C dieser Graphen in Sage noch nicht zur Verfliigung. Die fogenden
Befehle sind daher noch nicht implementiert:

sage: C = Graphs(5); C.cardinality()
34

sage: Graphs(5); C.cardinality()
24637809253125004524383007491432768
sage: Graphs(19).random_element ()
Graph on 19 vertices

Was wir bis jetzt gesehen haben, ldsst sich im Prinzip auf endliche algebraische Strukturen
wie Diedergruppen anwenden:

sage: G = DihedralGroup(4); G

Dihedral group of order 8 as a permutation group

sage: G.cardinality()

8

sage: G.list()

(O, (1,4)(2,3), (1,2,3,4), (1,3)(2,4), (1,3), (2,4), (1,4,3,2), (1,2)(3,4)]

oder die Algebra der 2 x 2-Matrizen auf dem endlichen Kérper Z/2Z:

sage: C = MatrixSpace(GF(2), 2); C.list()

[

(0o] [10] [01] [00] [00] [t 11 [10] T[to0] [01] [0 1]
fo oj, fo ol, fo ol, [t 0], [0 1], [0 0], [1 0], [0 1], [1 O], [0 1],

(0ol [11] [11] ([10] ([0 1] [1 1]
(1 1], [1 0], [0 1], [1 1], [1 1], [1 1]
]

sage: C.cardinality()
16
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Ubung 53. Listen Sie alle Monome 5. Grades in drei Variablen auf (siche
IntegerVectors). Bearbeiten Sie die geordneten Mengenpartitionen (OrderedSetPartitions)
und die Standardtabellen (StandardTableaux).

o
o]
o
0 \)
O
O
o

TAB
5

Abb. 15.3 - Die einfachen Graphen mit 5 Knoten und hichstens 4 Kanten

Ubung 54. Listen Sie die Matrizen mit alternierenden Vorzeichen der Gréfe 3, 4 und 5 auf
und versuchen Sie, die Definition zu erraten (sieche AlternatingSignMatrices). Entdeckung
und Beweis dieser Formel fiir die Auflistung dieser Matrizen (sieche die Methode cardinality),
die durch Berechnungen von Determinanten in der Physik motiviert worden waren, sind eine
eigene Geschichte. Insbesondere ist der erste Beweis von Zeilberger 1992 durch ein Rechner-
programm automatisch gefithrt worden. Er war 84 Seiten lang und es brauchte nahezu 100
Leute, um ihn zu verfizieren |Zei96].

Ubung 55. Berechnen Sie die Anzahl der Vektoren in (Z/27)° von Hand und dann die
Anzahl der Matrizen in GL3(Z/2Z) (d.h. die Anzahl der 3 x 3-Matrizen mit Koeffizienten
in Z/2Z und Inversen). Verifizieren Sie Ihre Antworten mit Sage. Verallgemeinern Sie das zu

GLn(Z/qZ).
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Mengenraffungen und Iteratoren

Wir zeigen nun einige der von Python angebotenen Mdglichkeiten der Bildung von (und des
Durchlaufs durch) Mengen in einer Schreibweise, die flexibel ist und nahe am tiblichen ma-
thematischen Gebrauch sowie insbesondere, welche Vorteile das fiir die Kombinatorik hat.

Wir beginnen mit der Bildung der endlichen Menge {i? | i € {1,3,7}}:

sage: [ i~2 for i in [1, 3, 7] ]
[1, 9, 49]

und dann der gleichen Menge, nur dass ¢ nun von 0 bis 9 13uft:

sage: [ i"2 for i in range(1,10) ]
(1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81]

In Python heifst diese Art der Bildung einer Menge Mengenraffung. Eine Bedingung kann
hinzugefiigt werden, um nur die primen Elemente zu behalten:

sage: [ i~2 for i in range(1,10) if is_prime(i) ]
(4, 9, 25, 49]

Durch Kombination zweier Mengenraffungen kann die Menge {(7,7) | 1 < k <i < 6} erzeugt
werden:

sage: [ (i,j) for i in range(1,6) for j in range(l,i) ]
(2, 1, @, 1, @, 2), 4, 1), &, 2), 4, 3),
5, D, (6, 2), 6, 3), (6, 4]

oder das pascalsche Dreieck:

sage: [[binomial(n, i) for i in range(n+1)] for n in range(10)]

([11,

(1, 11,

1, 2, 11,

1, 3, 3, 11,

(1, 4, 6, 4, 11,

[1, 5, 10, 10, 5, 1],

(1, 6, 15, 20, 15, 6, 11,

[1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 11,

(1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 1],

[1, 9, 36, 84, 126, 126, 84, 36, 9, 11]

Die Ausfithrung einer Raffung erfolgt in zwei Schritten; zuerst wird ein Ilterator erzeugt,
dann wird eine Liste nach und nach mit den vom Iterator zuriickgegebenen Werten gefiillt.
Technisch gesehen ist ein [terator ein Objekt mit einer Methode next, die solange es geht bei
jedem Aufruf einen neuen Wert zuriickgibt.

sage: it = (binomial(3, i) for i in range(4))
gibt nacheinander die Binomialkoeffizienten (‘Z’) mit ¢ = 0, 1, 2, 3 zuriick:

sage: it.next()
1
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sage: it.next()

3
sage: it.next()
3
sage: it.next()
1

Wenn der Iterator schlieflich erschopft ist, erscheint eine Exception:

sage: it.next()
Traceback (most recent call last):

StopIteration

Allgemein, eine Iterable ist ein Python-Objekt L (eine Liste, eine Menge,...), iiber deren
Elemente iteriert werden kann. Technisch wird der Iterator durch iter(L) erzeugt. In der
Praxis werden die Befehle iter und next selten gebraucht, weil for-Schleifen und Raffungen
eine viel elegantere Syntax bieten:

sage: for s in Subsets(3): s
{}

{1}

{2}

{3}

{1, 2}

{1, 3}

{2, 3}

{1, 2, 3}

sage: [ s.cardinality() for s in Subsets(3) ]
0, 1,1,1, 2,2, 2, 3]

Welches Interesse besteht an Iteratoren? Sehen wir uns das folgende Beispiel an:

sage: sum( [ binomial(8, i) for i in range(9) ] )
256

Bei der Ausfithrung wird eine Liste von 9 Elementen gebildet, dann wird sie als Argument an
sum iibergeben, um die Elemente hinzuzufiigen. Ubergibt man den Iterator jedoch direkt an
sum (zu beachten ist das Fehlen der eckigen Klammern),

sage: sum( binomial(8, i) for i in xrange(9) )
256

iibernimmt die Funktion sum den Iterator direkt und kann die Konstruktion der Zwischenliste
kurzschliefen. Bei einer grofsen Anzahl von Elementen vermeidet das die Allokation eines
grofen Speicherbereichs, der mit der Liste gefiillt wird, die sofort wieder geldscht wird?.

Die meisten Funktionen die eine Liste von Elementen als Argument erhalten, akzeptieren
stattdessen auch einen Iterator (oder eine Iterable). Um damit zu beginnen, kénnen wir die
Liste (oder das Tupel) von Elementen wie folgt erhalten:

3Technisches Detail: xrange gibt einen Iterator iiber {1,...,8} zuriick, wihrend range die entsprechende
Liste zuriickgibt. Ab Python 3.0 verhilt sich range genauso wie xrange und xrange wird nicht langer
gebraucht.
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sage: list(binomial(8, i) for i in xrange(9))
(1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 1]

sage: tuple(binomial(8, i) for i in xrange(9))
(1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8, 1)

Wir betrachten nun die Funktionen all und any, die wie and bzw. or, aber fiir mehrere
Argumente wirken.

sage: all([True, True, True, Truel)
True

sage: all([True, False, True, Truel)
False

sage: any([False, False, False, Falsel])
False

sage: any([False, False, True, Falsel)
True

Das folgende Beispiel bestéitigt, dass alle Primzahlen von 3 bis 99 ungerade sind:

sage: all( is_odd(p) for p in xrange(3,100) if is_prime(p) )
True

Eine Mersenne-Zahl ist eine Primzahl der Form 2P — 1. Wir verifizieren fiir p < 1000, dass p
prim ist, wenn 2P — 1 prim ist:

sage: def mersenne(p): return 2°p - 1

sage: [ is_prime(p) for p in range(1000) if is_prime(mersenne(p)) ]
[True, True, True, True, True, True, True, True, True, True,

True, True, True, True]

Ist auch die Umkehrung wahr?

Ubung 56. Probieren Sie die folgenden Befehle aus und erkliren Sie die betrichtlichen Un-
terschiede in den Ausfiihrungszeiten.

sage: all( [ is_prime(mersenne(p)) for p in range(1000) if is_prime(p)] )
False

sage: all( is_prime(mersenne(p)) for p in range(1000) if is_prime(p) )
False

Wir versuchen jetzt, das kleinste Gegenbeispiel zu finden. Dazu verwenden wir die Sage-
Funktion exists

sage: exists( (p for p in range(1000) if is_prime(p)),
- lambda p: not is_prime (mersenne(p)) )

(True, 11)]
Alternativ kdnnen wir einen Iterator iiber alle Gegenbeispiele konstruieren:

sage: contre_exemples = \

R (p for p in range(1000)

el if is_prime(p) and not is_prime(mersenne(p)))
sage: contre_exemples.next()

11 sage: contre_exemples.next()

23
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Ubung 57. Was bewirken die folgenden Befehle?

sage: cubes = [t*%3 for t in range(-999,1000)]
sage: exists([(x,y) for x in cubes for y in cubes], lambda (x,y): x+y == 218)
sage: exists(((x,y) for x in cubes for y in cubes), lambda (x,y): x+ty == 218)

Welche der letzten beiden ist sparsamer an Zeit? An Speicherplatz?

Ubung 58. Probieren Sie alle folgenden Befehle und erliutern Sie die Ergebnisse. Warnung:
Bei einigen davon muss die Ausfiihrung abgebrochen werden.

sage: x = var(’x’); sum( x"len(s) for s in Subsets(8) )
sage: sum( x"p.length() for p in Permutations(3) )
sage: factor(sum( x"p.length() for p in Permutations(3) ))

sage: P = Permutations(5)
sage: all( p in P for p in P )

sage: for p in GL(2, 2): print p; print

sage: for p in Partitions(3): print p

sage: for p in Partitions(): print p

sage: for p in Primes(): print p

sage: exists( Primes(), lambda p: not is_prime(mersenne(p)) )

sage: contre_exemples = (p for p in Primes()
ceeat if not is_prime(mersenne(p)))
sage: for p in contre_exemples: print p

Operationen auf lteratoren. Zur Manipulation von Iteratoren bietet Python zahlreiche
Moglichkeiten; die meisten davon sind Teil der Bibliothek itertools, die importiert werden
kann mit

sage: import itertools
Wir zeigen einige Anwendungen und nehmen als Ausgangspunkt die Permutationen von 3:

sage: list(Permutations(3))
[f1, 2, 31, 1, 3, 21, [2, 1, 381, [2, 3, 11, [3, 1, 2], [3, 2, 1]]

Wir kénnen die Elemente einer Menge auflisten, indem wir sie numerieren:

sage: list(enumerate(Permutations(3)))
(¢, 1, 2, 3, (1, [1, 3, 2D, (2, [2, 1, 3]),
@3, [2, 3, 1), (4, [3, 1, 2]), (5, [3, 2, 11)]

oder nur die Elemente an den Positionen 2, 33 und 4 (analog zu [[1 : 4]):

sage: list(itertools.islice(Permutations(3), 1, 4))
(r:, 3, 21, [2, 1, 31, [2, 3, 1]1]

oder eine Funktion auf alle Elemente anwenden:
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sage: list(itertools.imap(lambda z: z.cycle_type(), Permutations(3)))
tce, 1, 11, (2, 11, [2, 11, [3], (3], [2, 1]]

oder die Elemente auswéhlen, die einer bestimmten Bedingung geniigen:

sage: list(itertools.ifilter(lambda z: z.has_pattern([1,2]),
sage: ....: Permutations(3)))
(1, 2, 31, [, 38, 21, (2, 1, 31, [2, 3, 11, [3, 1, 2]]

In allen diesen Situationen kann attrcall bei der Erstellung einer anonymen Funktion eine
vorteilhafte Alternative sein:

sage: list(itertools.imap(attrcall("cycle_type"), Permutations(3)))
tfe, 1, 11, (2, 11, [2, 11, [3], (3], [2, 1]]

Implementierung neuer lteratoren. Neue Iteratoren zu konstruieren ist einfach, wenn man
in einer Funktion das Schliisselwort yield anstelle von return verwendet:

sage: def f(n):
for i in range(n):
celn yield i

Nach yield wird die Ausfithrung nicht beendet, sondern nur angehalten und bereit vom selben
Punkt an fortzufahren. Das Ergebnis der Funktion ist daher ein Iterator {iber die aufeinander
folgenden Werte, die von yield zuriickgegeben werden:

sage: g = £(4)
sage: g.next()
0
sage: g.next()
1
sage: g.next()
2
sage: g.next()
3

sage: g.next()
Traceback (most recent call last):

StopIteration
Die Funktion kann folgendermafen angewendet werden:

sage: [ x for x in £(5) ]
o, 1, 2, 3, 4]

Dieses Berechnungsschema namens Kontinuation erweist sich fiir die Kombinatorik als sehr
niitzlich, besonders wenn es mit Rekursion gekoppelt wird. (Siehe auch Unterabschnitt 2.2.2
wegen weiterer Anwendungen.) Hier folgt, wie alle Worter einer gegebenen Lénge iiber einem
gegebenen Alphabet erzeugt werden:

sage: def words(alphabet,l):
if 1 == 0: yield []
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else:

for word in words(alphabet, 1-1):

for 1 in alphabet: yield word + [1]

sage: [ w for w in words([’a’,’b’], 3) ]

[[;a;’ 7a7’ ;a;]’ [7a7’ ;a;’ ’b’], [7a7’ ’b’, 7a7:|’ [;a;’ ’b’, ’b’],
[’b?, 2a’, ’a’],[’b’, ’a’, °b’1,0[°b’, ’b’, *a’]l, [’b’, ’b?, ’b’]1]

Diese Worter konnen gezihlt werden mit

sage: sum(l for w in words([’a’,’b’,’c’,’d’], 10))
1048576

Das Abzéhlen der Wérter eines nach dem anderen ist hier natiirlich kein effizientes Verfahren,
da man die Formel n! benutzen kann; beachten Sie aber, dass dies nicht der stupideste Ansatz
ist - er vermeidet immerhin die Erzeugung der kompletten Liste und deren Speicherung.

Wir betrachten nun die Worter der Dyck-Sprache. Das sind wohlgeformte Ausdriicke mit den
Buchstaben ,,(“ und ). Die untenstehende Funktion erzeugt nun alle Dyck-Worter gegebener
Lénge (wobei unter Linge die Anzahl der Klammerpaare zu verstehen ist), indem sie die
rekursive Definition anwendet, die besagt, dass ein Dyck-Wort entewder leer ist oder von der
Form (wj)ws, wobei wy und wy Dyck-Worter sind.

sage: def dyck_words(1l):

if 1 == 0: yield »’

cee else:

for k in range(1l):

R for wl in dyck_words(k):

e for w2 in dyck_words(l-k-1):
yield (> + wl + ?)? + w2

Hier sind alle Dyck-Wérter der Lange 4:

sage: list(dyck_words(4))

OO0, >O000)?, 2O00)X0?, >OC00)?, 200,
(OO0, 2COXO)?, 2COOXO?, 2CONO?, (000D,
(OO, 2OYO)?, (OO, 2(((0O))))’]

Beim Abzidhlen entdecken wir eine wohlbekannte Folge:

sage: [ sum(1l for w in dyck_words(1l)) for 1 in range(10) ]
(1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862]

Ubung 59. Erzeugen Sie einen Tterator auf der Menge C,, der vollstindigen Bindrbdume mit
n Bléttern (siehe Unterabschnitt 15.1.2).

Hinweis: Verwenden Sie BinaryTree; im untenstehenden Beispiel erzeugen wir ein Blatt und
den zweiten Baum von Abbildung 15.1.

sage: BT = BinaryTree
sage: BT()

sage: t = BT([BT([BT(), BT(IBT(),BT()1)1), BTOD); t
., 0., .11, .1
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Vorsicht! Sage benutzt beim Zeichnen eines vollstdndigen Bindrbaums die klassische Konven-
tion, nur sein Skelett darzustellen.

sage: view(t)

15.3. Konstruktionen

Wir wollen nun sehen, wie ausgehend von diesen Bausteinen neue Mengen gebildet werden.
In Wirklichkeit haben wir im vorigen Abschnitt mit der Konstruktion von P(P(P({1,2,3})))
und mit der Konstruktion von Kartenmengen in Abschnitt 15.1 schon damit begonnen.

Betrachten wir ein grofes cartesisches Produkt:

sage: C = cartesian_product ([Compositions(8), Permutations(20)]); C

The Cartesian product of (Compositions of 8, Standard permutations of 20)
sage: C.cardinality()

311411457046609920000

Klar, es ist unpraktisch, die Liste aller dieser Elemente des cartesischen Produktes zu bilden.
Trotzdem kann man mit ihr arbeiten und beispielsweise ein zufélliges Element generieren:

sage: C.random_element ()
(2, 38, 2, 11, [10, 6, 11, 13, 14, 3, 4, 19, 5, 12, 7, 18, 15, 8, 20, 1,
17, 2, 9, 16])

Die Konstruktion cartesian_product kennt die algebraischen Eigenschaften ihrer Elemente.
Deshalb ist H im folgenden Beispiel genauso wie seine Produktgruppe mit den normalen
Operationen der Kombinatorik ausgestattet.

sage: G = DihedralGroup(4)

sage: H = cartesian_product([G,G])
sage: H.cardinality()

64

sage: H in Sets() .Enumerated() .Finite()
True

sage: H in Groups
True

Wir bilden jetzt die disjunkte Vereinigung der beiden vorliegenden Mengen:

sage: C = DisjointUnionEnumeratedSets([Compositions(4),Permutations(3)])
sage: C

Disjoint union of Family (Compositions of 4, Standard permutations of 3)
sage: C.cardinality()

14

sage: C.list()
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cf:, 1, 1, 13, 1, 1, 2], (i, 2, 1], [1, 3], [2, 1, 1], [2, 2], [3, 1],
(41, 1, 2, 31, 1, 3, 21, [2, 1, 3], [2, 3, 1], [3, 1, 2], [3, 2, 1]]

Es ist auch mdoglich, die Vereinigung von mehr als zwei disjunkten Mengen zu nehmen, ja sogar
von einer unbegrenzten Anzahl von Mengen. Wir bilden jetzt die Menge aller Permutationen,
aufgefasst als Vereinigung der Mengen P, der Permutationen der Grofse n. Wir beginnen mit
der unendlichen Familie F' = (P,)nen:

sage: F = Family(NonNegativelntegers(), Permutations); F

Lazy family (<class ’sage.combinat.permutation.Permutations’>(i))_{i in
Non negative integers}

sage: F.keys()

Non negative integers

sage: F[1000]

Standard permutations of 1000

Jetzt konnen wir die disjunkte Vereinigung | J,,cy P bilden:

sage: U = DisjointUnionEnumeratedSets(F); U

Disjoint union of

Lazy family (<class ’sage.combinat.permutation.Permutations’>(i))_{i in
Non negative integers}

Das ist eine unendliche Menge:

sage: U.cardinality()
+Infinity

die aber die Iteration iiber ihre Elemente nicht verhindert, so dass sie irgendwann abgebrochen
werden muss.

sage: for p in U: p

(]

[1]

[1, 2]
[2, 1]
1, 2, 3]
1, 3, 2]
[2, 1, 3]
[2, 3, 1]
[3, 1, 2]

Beachten Sie, dass obige Menge auch direkt erzeugt werden kann mit

sage: U = Permutations(); U
Standard permutations
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Zusammenfassung. Um es kurz zu sagen, Sage bietet eine Biblithek von abzéhlbaren Men-
gen, die durch Standardkonstruktionen kombiniert werden kénnen, was eine Toolbox ergibt,
die flexibel ist (aber noch erweitert werden kann). Es ist auch moglich, Sage mit wenigen
Zeilen neue Bausteine hinzuzufiigen (sieche den Code in Sets() .Enumerated() .Finite()).
Das wird méglich durch die Ubereinstimmung der Schnittstellen und die Tatsache, dass Sage
auf einer objektorientierten Sprache basiert. Es konnen dank der faulen Auswertungsstrategie
(Iteratoren usw.) auch sehr grofe und sogar unendliche Mengen bearbeitet werden.

Da ist keine Zauberei dabei: unter der Haube wendet Sage die normalen Regeln an (beispiels-
weise, dass die Kardinalitit von E x E gleich |E|? ist); der Mehrwert stammt aus der Fihigkeit,
komplizierte Strukturen zu verarbeiten. Die Situation ist vergleichbar mit Sages Implemen-
tierung der Differentialrechnung: Sage verwendet die bekannten Regeln fiir die Ableitung von
Funktionen und ihre Kompositionen, wobei hier der Wertzuwachs aus der Mdoglichkeit her-
vorgeht, komplizierte Gleichungen zu verarbeiten. In diesem Sinne implementiert Sage eine
Analysis endlicher abz&hlbarer Mengen.

15.4. Generische Algorithmen

15.4.1. Lexikographische Erzeugung ganzzahliger Listen

Unter den klassischen abzdhlbaren Mengen ist besonders in der algebraischen Kombinatorik
eine bestimmte Anzahl aus ganzzahligen Listen mit konstanter Summe aufgebaut, wie Parti-
tionen, Kompositionen oder ganzzahligen Vektoren. Diese Beispiele konnen auch ergénzende
Nebenbedingungen aufweisen, die ihnen hinzugefiigt worden sind. Hier sind einige Beispiele.
Wir beginnen mit dem ganzzahligen Vektor mit der Summe 10 und der Linge 3 mit Teilen,
die unten durch 2, 4 und 2 begrenzt sind

sage: IntegerVectors(10, 3, min_part = 2, max_part = 5,
inner = [2, 4, 2]).1list()
[([4, 4, 21, [3, 5, 21, [3, 4, 31, [2, 5, 31, [2, 4, 4]1]

Die Komposition von 5 mit jedem Teil von héchstens 3 und Linge 2 oder 3:

sage: Compositions(5, max_part = 3,

min_length = 2, max_length = 3).1list()
(es, 21, (s, t, 11, (2, 31, [2, 2, 11, [2, 1, 2], [1, 3, 11,
(1, 2, 21, [1, 1, 311

Die streng fallenden Partitionen von b:

sage: Partitions(5, max_slope = -1).1list()

((51, [4, 11, [3, 2]]

Diesen Mengen liegt die gleiche algorithmische Struktur zugrunde, die in der allgemeineren -
und etwas umsténdlicher zu benutzenden - Klasse IntegerListsLex implementiert ist. Diese
Klasse modelliert Mengen von Vektoren (lo, . ..,[;) nicht-negativer ganzer Zahlen mit Neben-
bedingungen fiir Summe und Lénge, sowie Grenzen fiir Teile aufeinander folgende Differenzen
zwischen den Teilen. Hier sind noch einige Beispiele:
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sage: IntegerListsLex(10, length=3, min_part = 2, max_part = 5,
floor = [2, 4, 2]).1list()
((4, 4, 21, 3, 5, 2], [38, 4, 3], [2, 5, 3], [2, 4, 4]]

sage: IntegerListsLex(5, min_part = 1, max_part = 3,

min_length = 2, max_length = 3).1list()
(s, 21, 3, t, 11, [2, 31, [2, 2, 11, [2, 1, 2], [1, 3, 11,
(1, 2, 21, [1, 1, 3]]

sage: IntegerListsLex(5, min_part = 1, max_slope = -1).1list()

([51, [4, 11, [3, 211

sage: list(Compositions(b, max_length=2))
ttel, (4, 11, [3, 21, [2, 3], [1, 4]]

sage: list(IntegerListsLex(5, max_length=2, min_part=1))
tcel, (4, 11, (3, 21, [2, 3], [1, 4]]

Fiir das Modell von IntegerListsLex spricht der gute Kompromiss zwischen Allgemeingiil-
tigkeit und Effizienz der Iteration. Der Hauptalgorithmus gestattet die Iteration iiber eine
solche Menge S in inverser lexikographischer Ordnung und konstanter mittlerer Zeitkomple-
xitdt (Constant Amortized Time - CAT), aufer in pathologischen Fillen; grob gesagt ist die
Zeit, um iiber alle Elemente zu iterieren proportional zur Anzahl der Elemente, und das ist
optimal. Aufserdem ist der Speicherbedarf proportional zum gréfiten gefundenen Element, in
der Praxis also vernachldssigbar,

Abb. 15.4 - Der Prifix-Baum der Partitionen von 5.

Dieser Algorithmus basiert auf einem sehr allgemeinen Prinzip der Traversierung eines Ent-
scheidungsbaumes, ndmlich Branch-and-Bound: auf dem obersten Niveau durchlaufen wir alle
moglichen Alternativen fiir lg; zu jeder dieser Alternativen durchlaufen wir alle méglichen Al-
ternativen fiir [; und so fort. Mathematisch gesprochen haben wir auf die Elemente von S die
Struktur eines Prifix-Baumes gelegt. Ein Knoten des Baumes in der Tiefe &k entspricht einem
Prifix ly, ..., lx von einem oder mehreren Elementen von S (sieche Abbildung 15.4).

Das iibliche Problem bei diesem Anatz ist die Vermeidung schlechter Entscheidungen, die zum
Verlassen des Prifix-Baumes fiihren und zur Erkundung toter Aste. Das ist deshalb besonders
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problematisch, weil die Anzahl der Elemente mit der Tiefe exponentiell anwichst. Es stellt
sich heraus, dass die oben aufgelisteten Bedingungen einfach genug sind, um die folgende
Eigenschaft zu garantieren: bei gegebenem Préfix ly,...,[l; von S ist die Menge der ;41 so,
dass lo, ..., lg4+1 als Prifix von S entweder leer ist oder ein Intervall der Form [a,b], und die
Grenzen a und b in linearer Zeit, also proportional zur Lange des lingsten Elementes von S
berechnet werden kénnen, welches das Préfix [y, ..., [; besitzt.

15.4.2. Ganzzahlige Punkte in Polytopen

Auch wenn der Algorithmus in IntegerListsLex effizient ist, ist sein Z&hlalgorithmus doch
naiv: er iteriert schlicht iiber alle Elemente.

Es gibt fiir dieses Problem einen alternativen Ansatz: die Modellierung der gewiinschten ganz-
zahligen Liste als Menge der ganzzahligen Punkte eines Polytops, will sagen, die Menge der
Losungen mit ganzzahligen Koordinaten eines Systems von linearen Ungleichungen. In diesem
sehr allgemeinen Kontext gibt es hoch entwickelte Zahlalgorithmen (z.B. Barvinok), die in Bi-
bliotheken wie LattE implementiert sind. Iteration stellt im Prinzip kein grofes Problem dar,
jedoch gibt es zwei Einschrinkungen, die die Existenz von IntegerListsLex rechtfertigen.
Die erste ist theoretidscher Natur: die Gitterpunkte in einem Polytop erlauben nur die Model-
lierung von Problemen fester Dimension (Lénge). Die zweite ist praktischer Art: zur Zeit hat
nur die Bibliothek PALP eine Schnittstelle zu Sage, und obwohl es mehrere Méglichkeiten fiir
die Untersuchung von Polytopen bietet, produziert es in der gegenwartigen Fassung lediglich
eine Liste von Gitterpunkten, ohne fiir einen Iterator oder nicht-naives Zéhlen zu sorgen:

Abb. 15.5 - Das Polytop L und seine ganzzahligen Punkte in stereographischer Ansicht (Kreuzblick)

Hier folgt, wie dieses Polytop in 3D gezeichnet wird (siehe Abb. 15.5):

sage: A = random_matrix(ZZ,6,3,x=7)
sage: L = LatticePolytope(4)

sage: L.points()

M(1, 4, 3),

M6, 4, 1),

M(S’ 5’ 5)’
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in 3-d lattice M
sage: L.points().cardinality()
23

sage: L.plot3d()

15.4.3. Arten, zerlegbare kombinatorischer Klassen

In Unterabschnitt 15.1.2 hatten wir gezeigt, wie die rekursive Definition bindrer Bdume dazu
dient, sie mit generierten Funktionen effizient abzuzdhlen. Die verwendeten Techniken sind
sehr allgemein und lassen sich immer dann anwenden, wenn die beteiligten Mengen rekursiv
definiert werden kénnen (je nachdem, wen sie fragen, heifst eine solche Menge eine zerlegbare
kombinatorische Klasse oder, grob gesagt, eine kombinatorische Art). Das umfasst alle Typen
von Baumen und auch Permutationen, Kompositionen, Funktionsgraphen usw.

Hier erldutern wir einige nur einige wenige Beispiele, die die Sage-Bibliothek fiir kombinato-
rische Arten verwenden.

sage: from sage.combinat.species.library import *
sage: o = var(’0’)

Wir beginnen damit, dass wir vollstdndige Bindrbdume neu definieren; dazu wenden wir die
Rekursionsbeziehung direkt auf die Mengen an:

sage: BT = CombinatorialSpecies()
sage: Leaf = SingletonSpecies()
sage: BT.define( Leaf + (BT*BT) )

Nun kénnen wir die Menge der Baume mit fiinf Knoten bilden, sie auflisten, sie zéhlen. . .:

sage: BT5 = BT.isotypes([o]*5); BT5.cardinality()

14

sage: BT5.list()

[ox(o*x(o*(0*0))), o*x(o*((o*x0)*0)), o*((ox0)*(o*0)), o*((ox(0*0))*0),
o*(((o*x0)*0)*0), (ox0)*(o*x(o*0)), (ox0)*((o*0)*0), (o*(o*0))*(o*0),
((o*x0)*0)*(o*0), (ox(ox(o*0)))*0, (ox((o*x0)*0))*0, ((o*0)*(o*0))*o0,
((o*(o*0))*0)*0, (((o*0)*0)*0)*0]

Die Baume sind mittels einer generischen rekursiven Struktur erzeugt worden; die Ausgabe ist
deshalb nicht berauschend. Um sie zu verbessern, miisste Sage mit spezielleren Datenstruktu-
ren ausgestattet sein, die {iber die gewiinschten Darstellungsfihigkeiten verfiigen. Wir teffen
wieder auf die erzeugende Funktion der Catalan-Zahlen:

sage: g = BT.isotype_generating_series(); g
X + X72 + 2xx"3 + b*x"4 + 14xx"5 + 0(x76)

die als faule Potenzreihe zuriickgegen wird:

sage: g[100]
227508830794229349661819540395688853956041682601541047340

Wir schlieffen mit den Fibonacci-Wortern, bindren Wértern ohne zwei aufeinander folgende
,1“. Sie ermdglichen eine natiirliche rekursive Definition:
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sage: Eps = EmptySetSpecies(); Z0 = SingletonSpecies()
sage: Z1 = Eps*SingletonSpecies()

sage: FW = CombinatorialSpecies()

sage: FW.define(Eps + ZO*FW + Z1%Eps + Z1xZ0x*FW)

Die Fibonacci-Folge kann hier leicht wiedererkannt werden, daher der Name:

sage: L = FW.isotype_generating_series().coefficients(15); L
(1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987]

sage: oeis(L)

0: A000045: Fibonacci numbers: F(n) = F(n-1) + F(n-2) with F(0) = 0 and
F(1) = 1.

1: A212804: Expansion of (1-x)/(1-x-x"2).

2: A132636: a(n) = Fibonacci(n) mod n~3

Das ist eine unmittelbare Konsequenz der Rekursionsrelation. Mit denselben Einschrankun-
gen, die von der generischen Anzeige herriihren, kénnen wir auch gleich alle Fibonacci-Wérter
gegebener Linge generieren.

sage: FW3 = FW.isotypes([o]*3)

sage: FW3.list()

Lox(ox(ox{})), o*x(o*x(({}*x0)*{})), o*x((({}*0)*0)*{}),
(({}*0)*0) *x(0*{}), (({}*0)*0)*(({}*0)*{})]

Nach Ersetzen von o durch 0, von {}*o durch 1 und Weglassen der runden Klammern und
auch des letzten geschweiften Klammerpaars {} lesen wir 000, 001, 100 bzw. 101.

15.4.4. Graphen bis auf Isomorphie

In Unterabschnitt 15.2.3 haben wir gesehen, dass Sage Graphen und partielle Ordnungen bis
auf Isomorphie erzeugt. Jetzt wollen wir den zugrunde liegenden Algorithmus beschreiben, der
in beiden Féllen der gleiche ist und eine wesentlich breitere Klasse von Problemen abdeckt.

Wir rufen zunéchst einige Begriffe in Erinnerung. Ein Graph G = (V, E) ist eine Menge V' von
Knoten und eine Menge F von Kanten, die diese Knoten verbinden; eine Kante wird durch
ein Paar {u,v} verschiedener Knoten aus V' beschrieben. Ein solcher Graph heifit benannt;
seine Knoten sind typischerweise numeriert, zum Beispiel ist V' = {1,2,3,4,5}.

Bei vielen Problemen spielen die Namen der Knoten keine Rolle. Ein Chemiker méchte typi-
scherweise alle moglichen Molekiile mit gegebener Zusammensetzung untersuchen, zum Bei-
spiel die Alkane mit n = 8 Kohlenstoffatomen und 2n 4+ 2 = 18 Wasserstoffatomen. Daher
mochte er alle Graphen finden, die aus 8 Knoten mit 4 Nachbarn bestehen und 18 Knoten mit
nur einem Nachbarn. Die verschiedenen Kohlenstoffatome werden jedoch alle als identisch an-
gesehen, desgleichen die Wasserstoffatome. Unser Chemieproblem ist nicht eingebildet; dieser
Anwendungstyp steht aktuell am Anfang eines wichtigen Forschungszweiges zu isomorphen
Problemen in der Graphentheorie.

Arbeitet man von Hand mit einem kleinen Graphen, ist es wie im Beispiel von Unterabschnitt
15.2.3 moglich, eine Zeichnung zu erstellen, die Bezeichner zu entfernen und die geometrische
Information zur Lage der Knoten in der Ebene zu ,yvergessen”. Um jedoch einen Graphen in
einem Rechnerprogramm darzustellen, miissen an den Knoten Bezeichner eingefiihrt werden,
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um beschreiben zu kénnen, wie die Kanten miteinander verbunden sind. Um dann die da-
durch eingefiihrte Extrainformation zu kompensieren, sagen wir, dass zwei Graphen g; und
g9 1somorph sind, wenn von den Knoten von g; zu den Knoten von g9 eine Bijektion existiert,
welche den Kanten von g1 die Kanten von go bijektiv zuordnet. Ein nicht benannter Graph
ist dann eine Aquivalenzklasse der benannten Graphen.

Generell ist die Prifung zweier Graphen auf Isomorphie sehr aufwendig. Jedoch wichst die
Anzahl der Graphen, auch der unbenannten, sehr schnell an. Dennoch kénnen unbenannte
Graphen anhand ihrer Nummern sehr effizient aufgelistet werden. Beispielsweise kann das
Programm Nauty die 12005168 einfachen Graphen mit 10 Knoten in 20 Sekunden auflisten.

Wie in Unterabschnitt 15.4.1 ist das allgemeine Prinzip des Algorithmus die Organisation
der Objekte, die numeriert werden sollen, in einem Baum, der traversiert wird. Dazu wird
in jeder Aquivalenzklasse benannter Graphen (das heift fiir jeden unbenannten Graphen) ein
passender kanonischer Reprisentant festgelegt. Die folgenden sind die grundlegenden Opera-
tionen:

1. Testen, ob ein benannter Graph kanonisch ist;
2. Berechnen des kanonischen Reprisentanten eines benannten Graphen.

Diese unvermeidlichen Operationen bleiben aufwendig; deshalb versucht man, die Anzahl ihrer
Aufrufe zu minimieren.

Die kanonischen Reprasentanten werden in der Weise bestimmt, dass es zu jedem kanonischen
benannten Graphen G eine kanonische Festlegung einer Kante gibt, deren Entfernung wieder
einen kanonischen unbenannten Graphen produziert, der dann der Vater von G genannt wird.
Diese Figenschaft hat zur Folge, dass die kanonischen unbenannten Graphen auf einer Men-
ge V von Knoten als Knoten eines Baumes organisiert werden kénnen: an der Wurzel steht
der Graph ohne Kanten; darunter sein einziges Kind, der Graph mit einer Kante; dann die
Graphen mit zwei Kanten usw. Die Menge der Kinder eines Graphen G kann durch Augmen-
tation konstruiert werden, durch Hinzunahme jeweils einer weiteren Kante zu G, die auf alle
moglichen Weisen erfolgt und nachfolgende Auswahl der Graphen, die noch kanonisch* sind.
Rekursiv erhilt man alle kanonischen Graphen.

In welchem Sinne ist dieser Algorithmus generisch? Betrachten wir z.B. planare Graphen
(Graphen, die in der Ebene gezeichnet werden kénnen, ohne dass sich Kanten kreuzen): durch
Entfernung einer Kante aus einem planaren Graphen erhalten wir wieder einen planaren
Graphen; somit bilden planare Graphen einen Teilbaum des vorhergehenden Graphen. Um sie
zu erzeugen kann exakt derselbe Algorithmus verwendet werden, der nur die Kinder auswihlt,
die planar sind:

sage: [len(list(graphs(n, property = lambda G: G.is_planar(})))
....: for n in range(7)]
[1, 1, 2, 4, 11, 33, 142]

Auf dhnliche Weise kann man jede abgeschlossene Famile von Graphen durch Entfernung von
Kanten erzeugen und insbesondere jede Famile, die durch verbotene Teilgraphen charakteri-
siert ist. Das schlieftt beispielsweise Wélder ein (Graphen ohne Schleifen), bipartite Graphen
(Graphen ohne ungerade Schleifen) usw. Mit diesem Ansatz konnen auch erzeugt werden

“In der Praxis wiirde eine effiziente Implementierung die Symmetrien von G ausnutzen, d.h. seine automorphe
Gruppe, um die Anzahl der zu untersuchenden Kinder zu reduzieren und den Aufwand fiir jeden Test, ob
es kanonisch ist.
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e partielle Ordnungen iiber die Bijektion mit Hasse-Diagrammen, gerichtete Graphen ohne
Schleifen und ohne Kanten, die durch die Transitivitéit der Ordnungsrelation impliziert
werden;

e Gitter (in Sage nicht implementiert), iiber die Bijektion mit passenden Halbgittern, die
durch Entfernen des groften Knoten erhalten werden; in diesem Fall wird eine Augmen-
tation der Knoten, nicht der Kanten vorgenommen.

Abb. 15.6 - Der Baum der einfachen Graphen mit 4 Knoten.
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16. Graphentheorie

Dieses Kapitel bietet das Studium der Graphentheorie mit Sage. Zunéchst wird die Klasse
Graph beschrieben (Abschnitt 16.1) wie auch ihre Methoden (Abschnitt 16.2). Dann werden
sie zur Losung praktischer Probleme angewendet (Abschnitt 16.4) bzw. zur experimentellen
Verifizierung theoretischer Resultate (Abschnitt 16.3)

16.1. Erzeugen eines Graphen

16.1.1. Beginn bei Null

Hier definieren wir Graphen als Paare (V,E), wobei V eine Menge von Knoten darstellt
(vertices im Englischen) und FE eine Menge von Kanten (edges im Englischen). Der Graph in
Abb. 16.1 ist auf der Menge der Knoten {0, 1,2,5,9, Madrid’, "Edinburgh’} definiert und hat
(1,2),(1,5),(1,9),(2,5),(2,9) sowie ("Madrid’, Edinburgh) als Kanten.

In Sage werden Graphen - kaum iiberraschend - durch die Klasse Graph dargestellt:
sage: g = Graph()

Voreingestellt ist, dass der Graph g zunichst leer ist. Das folgende Beispiel illustriert, wie
ihm Knoten und Kanten hinzugefiigt werden: Sobald eine Kante erzeugt worden ist, werden
die zugehorigen Knoten - wenn sie nicht schon im Graphen enthalten sind - stillschweigend
eingefiigt. Wir kontrollieren den Ablauf der Prozedur mit Methoden, deren Rollen leicht zu
erraten sind:

sage: g.order(), g.size()

(0,0)

sage: g.add_vertex(0)

sage: g.oder(), g.size()

(1,0)

sage: g.add_vertices([1,2,5,9])

sage: g.order(), g.sizeQ)

(5,0)

sage: g.add_edges([(1,5),(9,2),(2,5),(1,9)1)
sage: g.order(), g.sizeQ

(5,4)

sage: g.add_edge(’Madrid’,’Edinburgh?)
sage: g.order(), g.size()

(7,5)

Das Hinzufiigen der Kante (1,2) bedeutet dasselbe wie das Hinzufiigen der Kante (2,1).
Man sieht aufferdem, dass die Methoden add_vertex und add_edge beide einen ,Plural”
(add_vertices und add_edges) haben, dem jeweils eine Liste als Argument iibergeben wird,
was eine kompaktere Schreibweise erlaubt (siehe z.B. Unterabschnitt 16.4.1, wo wir einen
Graph erzeugen, nachdem wir seine Kanten generiert haben).
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Generell achtet Sage nicht auf den Typ der Objekte, die als Knoten eines Graphen verwendet
werden konnen. Sage akzeptiert in der aktuellen Version 7 jedes nicht mutable Python-Objekt
(und daher auch keine Objekte der Klasse Graph), d.h. alles was ein Diktionér als Schliissel
akzeptieren wiirde (siehe Unterabschnitt 3.3.9). Es ist dann selbstredend auch méglich, hin-
zugefiigte Elemente mit Hilfe der Methoden delete_* wieder zu entfernen und die Knoten
oder Kanten aufzuzéhlen, iiber die wir hiufig iterieren.

sage: g.delete_vertex(0)

sage: g.delete_edges([(1,5), (2,5)1)

sage: g.order(), g.size()

(6,3)

sage: g.vertices()

[1,2,5,9, Edinburgh’, ’Madrid’]

sage: g.edges()

[(1, 9, None), (2, 9, None), (’Edinburgh’, ’Madrid’, Nomne)]

Fiir Sage sind Kanten in Wahrheit Tripel, deren letzter Eintrag ein Bezeichner (label) ist. In
ihm werden meistens numerische Werte gespeichert - die zum Beispiel von Algorithmen fiir
den Fluss oder den Zusammenhang als Kapazitéten oder als Gewichtung fiir das Problem
der Kopplung (matching) interpretiert werden - und kann auch ein nicht mutables Objekt
enthalten. Voreingestellt ist der Wert None.

Sind die Knoten und Kanten eines Graphen im voraus bekannt, kann man ihn auf kompakte
Weise mit einem Diktionédr erzeugen, das jedem Knoten die Liste seiner Nachbarn zuordnet:

sage: g = Graph({

0 : [1
1. [5,9]
2 : [1,5,9],

cet ’Edinburgh’ : [’Madrid’]

Abb. 16.1 - Ein Graph, dessen Knoten Zahlen sind oder Zeichenketten

Auch dort kénnte man sich erlauben, die Zeilen zu vergessen, die den Knoten 5, 9 oder
’Madrid’ entsprechen, die ja schon als Nachbarn anderer Knoten aufgefiihrt worden sind.
Ebenso kénnte man sagen, dass 1 ein Nachbar von 2 ist, obwohl 2 nicht in der Liste der
Nachbarn von 1 erscheint: die Kante (1,2) wird gleichwohl erzeugt.

Ubung 60. (Zirkulierende Graphen). Der zirkulierende Graph mit den Parametern n,d ist
ein Graph mit n Knoten, die von 0 bis n — 1 numeriert sind (die wir uns auf einem Kreis
angeordnet denken kénnen), sodass zwei Knoten u und v dann durch eine Kante verbunden
sind, wenn v = v + ¢ mod n ist und —d < ¢ < d. Schreiben Sie eine Methode, der die
Parameter n und d iibergeben werden und die den zugehorigen Graphen zuriickgibt.
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16.1.2. Verfiigbare Konstruktoren

Den vorstehehenden Illustrationen zum Trotz wird in Sage selten auf eine Adjazenztabelle
zugegriffen oder gar manuell auf Kante nach der anderen, um einen Graphen zu erstellen.
Meistens ist es effizienter, sie mit Hilfe bereits vordefinierter Elemente zu erstellen: die Me-
thoden graphs. * erlauben die Erstellung von iiber 70 Graphen oder Graphenfamilien, die wir
jetzt vorstellen. Die Graphen von Chvatal und Petersen beispielsweise erhélt man in Sage mit
folgenden Zeilen:

sage: P
sage: C

graphs.PetersenGraph()
graphs.CvatalGraph()

Beginnen wir die Beschreibung mit kleinen Graphen - im Gegensatz zu Graphenfamilien,
denen wir spéter begegnen werden.

Kleine Graphen. Diese Graphen tragen zumeist den Namen ihres Entdeckers oder eines
Objejektes, dem sie dhneln (ein Haus, ein Schnuller, ein Stier).

Sie erschienen oft als Gegenbeispiele zu bestimmten Vermutungen oder als kleinere Graphen,
die diese oder jene Eigenschaft besafsen. Der Graph von Petersen ist zum Beispiel nicht planar:
er besitzt - gleichzeitig - die beiden kleineren, vom Satz von Kuratowski verbotenen (K5 und
K3 33). Es ist auferdem ein Graph ohne Dreieck (seine Masche - Umfang (girth) ist gleich 5),
3-reguldr und von der chromatischen Zahl 3. Es ist auch ein knotentransitiver Graph. Jeder
seiner Parameter kann von Sage mittels der entsprechenden Methoden aufgefunden werden:

Kleine Graphen

BullGraph ChvatalGraph ClawGraph
DesarguesGraph DiamondGraph DodecahedralGraph
FlowerSnark FruchtGraph HeawoodGeaph
HexahedralGraph HigmanSimsGraph HoffmanSingletonGraph
HouseGraph HouseXGraph IcosahedralGraph
KrackhardtKiteGraph LollipopGraph MoebiusKantorGraph
OctahedralGraph PappusGraph PetersenGraph
TetrahedralGraph ThomsenGraph

sage: P = graphs.PetersenGraph()

sage: P.is_planar()

False

sage: P.minor(graphs.CompleteBipartiteGraph(3,3))

{0: [0, 1, 1: [2, 71, 2: [8}, 3: [6, 91, 4: [5], 5: [3, 41}
sage: P.minor(graphs.CompleteGraph(5))

\{o: [0, &), 1: [4, 9], 2: [2, 7], 3: [8, 8], 4: [1, 6]}
sage: P.girth()

5

sage: P.is_regular()

True

sage: P.chromatic_number()

3

sage: P.is_vertex_transitive()

True

sage: P.show()
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Familien von Graphen. Die hier vorgestellten Konstruktoren beschreiben Familien von Gra-
phen, sie nehmen deshalb einen oder mehrere Parameter als Argument auf (mit einer Aus-
nahme, nauty_geng, das keine besondere Familie von Graphen beschreibt, sondern die Menge
fast aller Graphen mit Isomorphismus - sieche Unterabschnitt 15.4.4).

Familien von Graphen

BarbellGraph BubbleSortGraph
CircularLadderGraph DegreeSequence
DegreeSequenceBipartite DegreeSequenceConfigurationModel
DegreeSequenceTree DorogovtsevGoltsevMendesGraph
FibonacciTree FuzzyBallGraph
GeneralizedPetersenGraph ~ Grid2dGraph

GridGraph HanoiTowerGraph
HyperStarGraph KneserGraph

LCFGraph LadderGraph

NKStarGraph NStarGraph

0ddGraph ToroidalGrid2dGraph

nauty geng

In dieser Liste findet sich eine Verallgemeinerung (eigentlich sogar zwei) des Petersengraphen:
der Graph von Kneser. Dieser Graph wird ausgehend von zwei Parametern n und k erstellt,
und seine Knoten sind die (}}) Teilmengen der Grofe k von {1,...,n}. Zwei dieser Mengen sind
genau dann adjazent, wenn sie disjunkt sind. Die Kanten des Petersengraphen entsprechen
den Teilmengen der Grofe k = 2 einer Menge der Grofie 5:

sage: K = graphs.KneserGraph(5, 2); P = graphs.PetersenGraph()
sage: K.is_isomorphic(P)
True

Nach Konstruktion sind die Knesergraphen auch knotentransitiv. Ihre chromatische Zahl ist
genau n — 2k + 2, ein iiberraschendes Ergebnis, das von Lovasz vermittels des Satzes von
Borsuk-Ulam bewiesen worden ist und somit durch topologische Betrachtungen [Mat03]. Ve-
rifizieren wir das gleich durch ein paar Beispiele:

sage: all(graphs.KneserGraph(n,k).chromatic_number() == n - 2xk + 2
for n in range(5,9) for k in range(2,floor(n/2)))

Ubung 61. (Graphen von Kneser). Schreiben Sie eine Funktion mit den beiden Parame-
tern n, k, die den zugehorigen Knesergraphen ausgibt, und dies, wenn mdéglich, ohne ,if* zu
verwenden.
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Elementare Graphen. Folgende Graphen sind der ,Grundbestand”, ndmlich die géngigsten in
der Graphentheorie (vollstindige Graphen, bipartit vollstandige, zirkulierende, Pfade, Kreise,
Sterne usw.). Auch hier wieder eine Ausnahme: trees; diese Methode erlaubt die Iteration
iiber die Menge der Baume mit n Knoten.

Zufallsgraphen. Diese letzte Klasse von Grapohen ist sehr reich an Eigenschaften. Wir fin-
den da unter anderem die G, , und G, die beiden einfachsten Modelle von zufilligen
Graphen.

Elementare Graphen

BalancedTree CirculantGraph CompleteBipartiteGraph
CompleteGraph  CubeGraph CycleGraph
EmptyGraph PathGraph StarGraph

WheelGraph trees

Die Graphen G, , werden durch eine ganze Zahl n und eine reelle Zahl 0 < p <1 festgelegt.
Wir erhalten einen Zufallsgraphen G, , mit n Knoten {0,...,n — 1}, indem fiir jedes der (Z)
Knotenpaare i,j eine Miinze geworfen wird - wobei ihre Wahrscheinlichkeit, auf ,Zahl“ zu
fallen, gleich p ist - und dem Graphen die entsprechende Kante hinzugefiigt wird, wenn ,Zahl“
kommt.

Wir beobachten, dass bei jedem festgelegten Graphen H die Wahrscheinlichkeit, dass Gy, , H
als induzierten Teilgraphen enthilt, gegen 1 tendiert, wenn 0 < p < 1 fest ist und n gegen
unendlich geht (siehe 16.3.4). H ist ein von G induzierter Teilgraph, wenn es eine Knotenmenge
S C V(G) gibt, sodass die Beschriankung auf S von G (d.h. der Graph, dessen Knoten S sind
und dessen Kanten diejenigen Kanten von G sind, die nur die Knoten von S beriihren) ist
isomorph zu H. Wir stellen auch fest, dass dieser Untergraph G[S] induziert.

sage: H = graphs.ClawGraph()

sage: def test():

ceat g = graphs.RandomGNP(20,2/5)

coat return not g.subgraph_search(H, induced=True) is None
sage: sum(test() for i in range(100)) >= 80

True

16.1.3. Disjunkte Vereinigungen

Zusétzlich zu diesen Grundbausteinen erlaubt Sage mit Hilfe von zwei einfachen, aber effizi-
enten Operationen die Vereinigung von disjunkten Graphen. Die Addition von zwei Graphen
entspricht ihrer disjunkten Vereinigung.

sage: P = graphs.PetersenGraph()

sage: H = graphs.HoffmanSingletonGraph()
sage: U =P + H; U2 = P.disjoint_union(H)
sage: U.is_isomorphic(U2)

True

Das Produkt eines Graphen GG mit einer ganzen Zahl k gibt die disjunkte Vereinigung von k
Kopien von G zuriick:
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sage: C = graphs.ChvatalGraph()

sage: U = 3%C; U2 = C.disjoint_union(C.disjoint_union(C))
sage: U2.is_isomorphic(U)

True

Die folgende Zeile erzeugt die disjunkte Vereinigung von drei Kopien des Petersengraphen und
zwei Kopien des Graphen von Chvatal:

sage: U = 3xP + 2xC

Zufallsgraphen
DegreeSequenceExpected RandomBarabasiAlbert RandomBipartite
RandomGNM RandomGNP RandomHolmeKim
RandomInterval RandomLobster RandomNewmanWattsStrogatz
RandomRegular RandomShell RandomTreePowerlaw

Es gibt viele Moglichkeiten, dieses Ergebnis zu erzielen, die alle Ausfliichte dafiir sind, ein
paar Zeilen Code zu schreiben. Beispielsweise dadurch, dass sichergestellt wird, dass jede
Verbindung mit einem der beiden Graphen isomorph ist:

sage: all((CC.is_isomorphic(P) or CC.is_isomorphic(C))
e for CC in U.connected_components_subgraphs())

oder durch Berechnung der genauen Anzahl von Untergraphen:

sage: sum(CC.is_isomorphic(P)

R for CC in U.connected_components_subgraphs())
3 sage: sum(CC.is_isomorphic(C)

el for CC in U.connected_components_subgraphs())

Technische Details. Es muss gesagt werden, dass die Operationen Addition und Multipli-
kation hinsichtlich des Aufwands an Speicherplatz und Zeit Kopien sind. Das kann zuweilen
Quelle von Verlangsamung werden. Andererseits wird die Modifikation von P oder C nach
vorstehendem Beispiel U nicht verindern. Mehr noch: bei diesen Operationen gehen zwei
Informationen verloren:

- die Knoten des Endgraphen werden mit ganzen Zahlen {0,1,1,...} umnumeriert,
- die Positionen der Knoten (im Plan) bleiben in U nicht erhalten.

Die Methode disjoint_union zeigt ein anderes Verhalten: wenn der Graph ¢ einen Knoten
a enthilt und der Graph h einen Knoten b, enthélt der von g.disjoint_union(h) zuriick-
gegebene Graph die Knoten (0,a) und (1,b). Fiir den Fall, dass a oder b nicht ganzzahlig
sind sondern andere Objekte (Zeichenkette, Tupel), dann vereinfacht die Anwendung dieser
Methode die Arbeit mit dem resultierenden Graphen erheblich.
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16.1.4. Ausgabe von Graphen

Ein sehr willkommener Aspekt des Studiums von Graphen in Sage ist die Moglichkeit, sie zu
visualisieren. Ohne Varianten oder Schnorkel geniigt ein einziger Befehl:

sage: C = graphs.ChvatalGraph(); C.show()

Dabei handelt es sich um ein prézises Werkzeug zur Visualisierung bestimmter Funktionen.
Hier lassen wir eine unabhéngige Menge zeichnen:

sage: C.show(partition = [C.independent_set()])

Dem Argument partition der Methode show wird, wie der Name sagt, eine Partition der
Knotenmenge, eine Zerlegung also, iibergeben. Eine Farbe wird dann jeder Menge (hier nur
eine: rot) der Partition zugewiesen, um sie sichtbar zu unterscheiden. Eine letze Farbe (hier:
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rosa) wird dann denjenigen Knoten zugewiesen, die nicht in der Partition erscheinen. In un-
serem Beispiel haben wir somit insgesamt zwei Farben.

Es ist selbstverstindlich moglich, die Farben selbst festzulegen, die man den Knoten geben
mochte, ndmlich mittels eines Diktion&rs und einer einigermafsen natiirlichen Syntax:

sage: C.show(vertex_colors = {
R "red" : [0,1,2], "blue" : [3,4,5],
R "yellow" : [6,7,8], "purple" : [9,10,111})

Zuweilen wiinscht man sich keine Grundfarben oder Mischfarben 1. Grades. Man kann die
Farben dann mit ihrem Hexadezimalcode festlegen, wie das auch bei HTML der Fall ist.
Methoden wie coloring sind genau dafiir gemacht:

sage: C.coloring(hex_colors = True)
{>#00f£ff>: [3,8,5], ’#7f00ff’: [11],
*#££0000°: [0,2,7,10], °*#7£££0000°: [1,4,6,9]1}
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Genauso verhilt sich das Argument edge_colors:

sage: from sage.graphs.graph_coloring import edge_coloring

sage: edge_coloring(C, hex_coloring = True)

{#o0ffff}: [(0,6),(1,2),(3,9),(4,8),(5,10),(7,11)]

#7£00f£f}: [(0,9),(1,7),(2,6),(3,4),(5,11),(8,10)]

#££0000}: [(0,1),(2,3),(4,5),(6,11),(7,8),(9,10)]

#7£££00}: [(0,4),(1,5),(2,8),(8,7),(6,10),(9,11)]

sage: C.show(edge_colors = edge_coloring(C, hex_colors = True))}

Bilder exportieren. Es ist auch moglich, die von Sage erzeugten Graphen einzeln zu ex-
portieren. Das folgende Beispiel erzeugt vollstindige Graphen mit 3,4,...,12 Knoten und
speichert sie in den Dateien graphO.png, ..., graph9.png.

sage: L = [graphs.CompleteGraph(i) for in range(3,3+10)]
sage: for number, G in enumerate(L):
G.plot().save(’/tmp’/ + ’graph’ + str(number) + ’.png’)

Fir die Befehle show und plot gibt es keine ausfiihrliche Dokumentation. Wir erwdhnen
immerhin die Option figsize = 15, mit der die Auflésung des Bildes bestimmt wird. Sie
erweist sich bei grofsformatigen Graphen als niitzlich.

16.2. Methoden der Klasse Graph

Die Klasse Graph verfiigt iiber mehr als 250 Methoden, wenn man diejenigen beiseite ldsst, die
exclusiv in der Klasse DiGraph definiert sind, wo sie nur in angehdngten Modulen erscheinen.
Das macht Sage zu einer ausdrucksstarken und vollstdndigen Bibliothek der Graphentheorie,
die es erlaubt, sich auf das Wesentliche zu konzentrieren, d.h. es wird vermieden, vor den
Funktionen, die uns interessieren erst noch andere Funktionen programmieren zu miissen.

Wie beim Erlernen jeder Programmiersprache (oder Bibliothek) ist es hilfreich, wenigstens
einmal die Liste ihrer Funktionen durchzugehen, um zu erkunden, was sie alles kann. Dieser
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(nicht erschépfende) Abschnitt versucht, sie ..... vorzustellen. Dem Leser sei geraten, die paar
Minuten zu opfern, die fiir die Lektiire des Inhalts jeder Kategorie notig sind - und auch die
vollstindige Liste der verfiigbaren Methoden: die dafiir bendtigte Zeit wird sich angesichts
eines Graphenproblem schliefllich als gute Investition erweisen! Es ist ebenfalls ratsam, eine
offene Sagesitzung vor sich zu haben, um die Dokumentation der dargestellen Funktionen
einsehen zu konnen (z.B. g.degree_constrained_subgraph?), von denen manche mehrere
Optionen haben oder wenn ihr Name nicht hinreichend aussagekriftig ist.

16.2.1. Modifikation der Struktur von Graphen

Natiirlich enthilt ein Grofteil der Klasse Graph Methoden, die mit der Definition und der
Modifikation von Graphen zu tun haben, die erforderlich sind, obwohl sie keine merkliche
Funktionalitdt hinzufiigen.

Methoden fiir den Zugriff und die Modifikation der Klasse Graph

add_cycle add_edge add_edges

add_path add_vertex add_vertices
adjacency_matrix allow_loops allow_multiple_edges
allows_loops allows_multiple_edges clear

delete_edge delete_edges delete_multiedge
delete_vertex delete_vertices edge_iterator
edge_label edge_labels edges

edges_incident get_vertex get_vertices
has_edge has_loops has_multiple_edges
has_vertex incidence_matrix latex_options
loop_edges loop_vertices loops
merge_vertices multiple_edges name
neighbor_iterator neighbors networkx_graph
num_edges num_verts number_of_loops

orde relabel remove_loops
remove_multiple_edges rename reset_name

save set_edge_label set_latex_options
set_vertex set_vertices size

subdivide_edge subdivide_edges vertex_iterator
vertices weighted weighted_adjacency_matrix

16.2.2. Operatoren

Ebenfalls zu den Methoden zéhlen die Operatoren, die ein Objekt des Typs Graph (oder
DiGraph) zuriickgeben. Wird beispielsweise die Methode complement auf G angewendet, gibt
sie einen Graphen mit denselben Knoten zuriick, dessen Kante uv nur existiert, wenn uv ¢ G
ist. Die Methode subgraph erlaubt ihrerseits, zu einem Graphen G den von einer gegebe-
nen Knotenmenge induzierten Untergraphen zu erhalten, eine Operation, die G[{v1,...,v;}]
geschrieben wird.

Verifizieren wir einige elementare Relationen. Das Komplement von P (geschrieben Ps) ist
ein Haus, und die Graphen P, und Cj sind autocomplementar:
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16.2. Methoden der Klasse Graph

sage: Pb = graphs.PathGraph(5); Haus = graphs.HouseGraph()
sage: P5.complement().is_isomorphic(Haus)

True
sage: P4 = graphs.PathGraph(4); P4.complement().is_isomorphic(P4)
True
sage: Cb = graphs.CycleGraph(5); C5.complement().is_isomorphic(C5)
True

Sage definiert auch (mit der gleichnamigen Methode) den Kantengraphen (line graph) von G
- oft mit L(G) bezeichnet - dessen Knoten den Kanten von G entsprechen und bei dem zwei
Knoten adjazent sind, wenn die entsprechenden Kanten in G inzident sind. Wir finden auch
die Definition verschiedener Produkte von Graphen. In jedem der folgenden Beispiele nehmen
wir an, dass G das Produkt von G; und Gy ist, das auf der Knotenmenge V(G1) x V(Ga)
definiert ist. Zwei Knoten (u,v), (u/,v") sind genau dann adjazent, wenn:

KARTESISCHES PRODUKT LEXIKOGRAPHISCHES PRODUKT
cartesian_product lexicographic_product
u=u"und vv' € E(Gs) wu' € E(Gh)
ode , f oder , ,
wu' € E(G1) und v =v u=u" und vv’ € E(Gs)
DisJUNKTES PRODUKT TENSORPRODUKT
disjunctive_product tensor_product
'e E "e E
oder uu/ € E(Gy) and uu/ € E(Gy)
v’ € E(G2) v’ € E(G3)

STARKES PRODUKT
strong_produkt
u=u"und vv’' € E(Gs)
oder ¢ wu' € E(G1) und v =10’
wu’ € E(G1) und vv’ € E(Gs)

Wir kénnen das quadratische Gitter GridGraph als cartesisches Produkt von zwei Pfaden
bilden:

sage: n = 5; Path = graphs.PathGraph(n)

sage: Grid = Path.cartesian_product(Path)

sage: Grid.is_isomorphic(graphs.GridGraph([n,n]))
True

Produkte, Operatoren

cartesian_produkt categforial_product complement

copy disjoint_union disjunctive_product
kirchhoff_matrix laplacian_matrix line_graph
lexicographic_product strong_product subgraph
to_directed to_simple to_undirected
tensor_product transitive_closure transitive_reduction
union
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16.2.3. Traversierung von Graphen und Abstdnde

Sage bietet die tiblichen Methoden zur Traversierung von Graphen wie die Tiefensuche (depth_
first_search) und die Breitensuche (breadth_first_search). Das sind grundlegende Rou-
tinen fiir die Abstandsberechnung, den Fluss oder die Konnektivitét. Sage enthilt auch ei-
ne Implementierung des weniger klassischen lex_BFS (lexicographic breadt first search), die
zum Beispiel zum Erkennen triangulierter (cordaler) Graphen (vgl. is_chordal). Diese Me-
thoden geben Listen von Knoten zuriick, deren Ordnung der Reihenfolge ihres Auffindens
entspricht!:

sage: g = graphs.RandomGNP(10, .6)
sage: list(g.depth_first_search(0))
(o, 6, 9, 8, 4, 7, 3, 2, 1, 5]

sage: list(g.breadth_first_search(0))
o, 1, 6, 2, 3, 5, 8, 9, 4, 7]

sage: g.lex_BFS(0)

(o, 1, 6, 3, 8, 9,5, 2, 4, 7]

Mit Hilfe dieser Traversierungen definieren wir die Methode shortest_path, die wahrschein-
lich die meistbenutzte von allen ist?. Sage erlaubt gleichfalls die Berechnung verschiedener
Invarianten, die mit Abstdnden zu tun haben:

- eccentricity: ordnet einem Knoten v den maximalen Abstand zu allen anderen Knoten
des Graphen zu;

- center: gibt einen zentralen Knoten des Graphen zuriick - sozusagen die kleinste Exzen-
trizitat;

- radius: liefert die Exzentrizizit eines zentralen Knotens;
- diameter: gibt den groften Abstand zwischen zwei Knoten zuriick;

- periphery: gibt die Liste der Knoten zuriick, deren Exzentrizitdt gleich dem Durchmesser
ist.

Absténde, Traversierung

average_dstance breadth_first_search center
depth_first_search diameter distance
distance_all_pairs distance_graph eccentricity
lex_BFS periphery radius
shortest_path shortest_path_all_pairs shortst_path_length

shortest_path_length shortest_paths

Wenn 1lex_BFS eine Knotenliste zuriickgibt, sind die Methoden depth_first_search und
breadth_first_search die Iteratoren iiber die Knoten, daher die Verwendung der Methode list

2Es ist anzumerken, dass shortest_path nicht unbedingt breadth_first_search aufruft: sind die Kanten
mit Abstinden gewichtet, wird es von Implementierungen des Algorithmus von Dijkstra (Standard oder
bidirektional) abgeldst.
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16.2.4. Fluss, Konnektivitdt, Paarung (Matching)

Mit Hilfe der Methode £1low (vgl. Unterabschnitt 17.4.3) kann Sage Probleme des grofsten Flus-
ses 16sen®. Dank der vorstehend erwihnten Traversierung enthiilt Sage auch mehrere Metho-
den, die mit dem Zusammenhang zu tun haben (is_connected, edge_connectivity, vertex_
connectivity, connected_components,...) wie auch mit Konsequenzen aus dem Satz von
Menger:

Seien G ein Graph und u,v zwei seiner Knoten. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
- der Wert des mazimalen Flusses zwischen u und v ist k (siehe £low);

- es existieren k (aber nicht k+1) kantendisjunkte Pfade zwischen u und v (siehe
edge_disjoint_paths);

- es existiert eine Menge von k Kanten in G, durch deren Entfernung aus dem Graphen
entfernt uw und v getrennt werden (siehe edge_cut).

Gegenstiicke dieser Methoden hinsichtlich des Zusammenhangs der Knoten sind flow (dank
seiner Option vertex_bound=True), vertex_cut und vertex_disjoint_paths.

Wir verifizieren, dass der Zusammenhang eines Zufallsgraphen G, , mit (sehr) grofer Wahr-
scheinlichkeit seinem minimalen Grad gleicht:

sage: n = 30; p = 0.3; trials = 50

sage: def equality(G):

et return G.edge_connectivity() == min(G.degree())

sage: sum(equality(graphs.RandomGNP(n,p)) for i in range(trials))/trials
1

Wir kénnen auch die Zerlegung eines Graphen in zweifache Knoten-Zusammenhangskomponenten
erhalten oder auch seinen Baum von Gomory-Hu durch blocks_and_cut_vertices bzw.
gomory_hu_tree.

Da es sich um eine grundlegende Funktion der Graphentheorie handelt, erwidhnen wir hier auch
die Methode matching, die mit dem Algorithmus von Edmonds eine maximale Paarbildung
bewirkt. Die Paarbildung wird auch in den Unterabschnitten 16.4.2 und 17.4.2 angespro-
chen.

Fliisse, Zusammenhang,. ..

blocks_and_cut_vertices connected_component_containing_vertex
connected_components connected_components_number
connected_components_subgraph degree_constraint_subgraph
edge_boundary edge_connectivity

edge_cut edhe_disjoint_paths
edge_disjoint_spanning_trees flow

gomory_hu_tree is_connected

matching multicommodity_flow

vertex_boundary vertex_connectivity

vertex_cut vertex_disjoint_paths

3Es stehen noch zwei andere Methoden zur Verfiigung: die erste folgt dem Algorithmus von Ford-Fulkerson,
die andere ist ein lineares Programm.
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16.2.5. NP-vollstindige Probleme

Fiir bestimmte NP-vollstdndige Aufgaben enthilt Sage Algorithmen fiir eine exakte Lisung.
Wohlgemerkt kénnen dieses Aufgaben je nach Fall lange Rechenzeiten bendtigen, doch haben
reale Beispiele oft die angenehme Eigenschaft einfacher zu sein als die theoretischen Gegen-
beispiele. Beispielsweise ist es moglich, folgende Optimierungsaufgaben zu 16sen.

Cliquen und maximale unabhdngige Mengen. Eine maximale Clique eines Graphen ist eine
Menge von paarweise adjazenten Knoten maximaler Kardinalitdt (nicht adjazent im Falle einer
unabhingigen Menge). Eine Anwendung dieses Aufgabentyps wird in Unterabschnitt 16.4.1
vorgestellt. Der verwendete Algorithmus ist der des Programms Cliquer [NO].

Methoden: clique_maximum, independent_set

Farbung von Knoten und Kanten. Eine echte Féarbung der Knoten eines Graphen besteht
darin, je zwei adjazenten Knoten verschiedene Farben zu geben. Sage verfiigt {iber mehre-
re Funktionen zur exakten Berechnung bestimmter Farbgebungen, wobei meistens lineare
Programmierung oder der Algorithmus Dancing Links verwendet wird. Die Erklarung eines
einfachen, aber nicht optimalen Farbealgorithmus findet der Leser im Unterabschnitt 16.3.1.
Methoden: chromatic_number, coloring, edge_coloring, grundy_coloring®.

Fiihrende Menge. Eine Knotenmenge S eines Graphen G heifst dominierend, wenn jeder
Knoten v von G Nachbar eines Elementes von S ist - wir sagen dann, dass sie fihrend ist -
oder wenn er selbst Element von S ist. Da die Menge aller Knoten trivialerweise dominierend
ist, besteht die Aufgabe darin, die Grofe der Menge S zu minimieren. Dieses Problem wird
in Sage mit Hilfe der linearen Programmierung geldst.

Methode: dominating_set

Hamiltonkreis, Problem des Handlungsreisenden. Fin Graph heifst hamiltonisch, wenn er
einen Kreis besitzt, der jeden Knoten genau einmal passiert. Im Gegensatz zum Problem des
Euler-Kreises - hier muss der Kreis genau einmal durch jede Kante von G gehen - ist dieses
Problem NP-vollsténdig und wird in Sage mit linearer Programmierung wie ein Spezialfall
des Problems des Handlungsreisenden gelost.

Wir illustrieren die Funktion hamiltonian_cycle, die einen Hamilton-Kreis zuriickgibt, falls
ein solcher Kreis existiert (Abb. 16.2):

sage: g = graphs.ChvatalGraph(); cycle = g.hamiltonian_cycle()
sage: g.show(vertex_labels = False); cycle.show(vertex_labels = False)

Methoden: is_hamiltonian, hamiltonian_cycle, traveling_salesman_problem

“Diese Methoden sind iiber die Klasse Graph nicht unmittelbar zuginglich. Um auf sie wie auch auf andere
Farbefunktionen zuzugreifen, konsultieren Sie das Modul graph_coloring
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Abb. 16.2 - Der Graph von Chvatal und einer seiner Hamilton-Kreise

NP-vollstandige Probleme (oder angeglichene)

automorphism_group characteristicc_polynomial
chromatic_number chromatic_polynomial
coloring disjoint_routed_paths
edge_coloring dominating_set

genus hamiltonian_cycle
independent_set_of_representatives is_hamiltonian
is_isomorphic max_cut

minor multicommodity_flow
multiway_cut subgraph_search
traveling_salesman_problem steiner_tree

vertex_cover

Verschiedene Probleme. Sage kann auch das Geschlecht (genus) eines Graphen berechnen.
die mazimalen Schnitte (max_cut), Steiner-Bdume (steiner_tree) usw. Es erlaubt auch die
Losung von wichtigen Problemen wie Mehrfachfliisse (multicommodity_flow), der Test auf
Existenz von Minoren (minor - Suche eines isomorphen Minoren zu einem gegebenen Graphen)
oder die Suche nach Subgraphen (subgraph_search).

Obwohhl die theoretische Komplexitit dieser Probleme noch nicht bekannt ist, sind doch
Algorithmen fiir das Problem des Isomorphismus von Graphen is_isomorphic sowie auch
fiir die Berechnung von Gruppen von Automorphismen von Graphen (automorphism_group)
verfiigbar.

16.2.6. Erkennen und Priifen von Eigenschaften

Viele NP-vollsténdige Probleme besitzen einen effizienten Losungsalgorithmus (linear, quadra-
tisch. .. ), wenn die Graphen zu einer bestimmten Klasse gehoren. Es ist beispielsweise trivial,
ein Problem der maximalen Clique auf einem chordalen (triangulierten) Graphen zu lésen,
und es ist polynomial (wenn auch kompliziert), eine optimale Farbung der Knoten eines voll-
kommenen Graphen zu berechnen. Sage besitzt fiir einige elementare Klassen von Graphen
Algorithmen zur Erkennung: Wélder (is_forest), Biume (is_tree), bipartite Graphen
(is_bipartite), eulersche Graphen (is_eulerian), regulére Graphen (is_regular) usw.
Es ist ebenfall moglich, die folgenden Klassen zu identifizieren.
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Chordale Graphen. Ein Graph heifst chordal, wenn er keinen Kreis als induzierten Subgraph
zuldsst, der grofer ist als 4. Auf dieselbe Weise kann jeder chordale Graph durch sequentielle
Wegnahme von Knoten zerlegt werden, deren Nachbarschaft ein vollstédndiger Graph ist (diese
Reihenfolge der Zerlegung wird Ordnung der vollstindigen Elimination genannt). Erkannt
werden diese Graphen mittels einer lexikographischen Breitensuche (lex_BFS).

Methode: is_chordal

Intervallgraphen. Sei Z = {Iy,...,I,} eine endliche Menge von Intervallen von Mengen
reeller Zahlen. Wir definieren fiir Z einen Graphen G auf n Knoten, dessen Knoten ¢ und j
genau dann adjazent sind, wenn die Intervalle I; und I; eine nichtleere Schnittmenge haben.
Die Graphen der Intervalle sind diejenigen, die wir auf diese Weise erhalten kénnen. Sie bilden
eine Unterklasse der chordalen Graphen, welche in linearer Zeit dank der Struktur von PQ-
Bidumen zu erkennen ist.

Methode: is_interval

Vollkommene Graphen. Ein Graph G heifit vollkommen, wenn fiir jeden induzierten Sub-
graph G’ C G die chromatische Zahl von G gleich der maximalen Grofe einer Clique ist (d.h.
die Gleichheit von x(G’) = w(G) ist gegeben). Auch wenn das Erkennen solcher Graphen ein
polynomiales Problem ist, sind die bekannten Algorithmen komplex und die Implementierung
von Sage verwendet einen exponentiellen Algorithmus.

Methode: is_perfect

Knotentransitive Graphen. Ein Graph G heikt knotentransitiv, wenn fiir jedes Knotenpaar
uw und v ein Isomorphismus h : V(G) — V(G) so existiert, dass h(u) = v ist. Obwohl die
theoretische Komplexitit dieses Problems noch nicht ermittelt ist, ist die in Sage verfiigbare
Implementation sehr effizient.

Methode: is_vertex_transitive

Kartesisches Produkt von Graphen. Nur bestimmte Graphen lassen sich kartesisches Pro-
dukt einer Folge von Graphen Gfi,..., Gy ausdriicken. Es ist auflerdem moglich, zu einem
gegebenen zusammenhidngenden Graphen die einzige Moglichkeit zu finden, ihn so mit Hilfe
eines eleganten Ergebnisses der Charakterisierung zu finden, das leicht in einen polynomialen
Algorithmus iibersetzt werden kann.

Methode: is_cartesian_transitive

Zu zahlreichen Klassen von Graphen findet man aufler ihrer Charakterisierung durch eine
Konstruktion (die chordalen Graphen) oder eine spezielle Figenschaft (die vollkommenen Gra-
phen) eine aquivalente Formulierung mittels ausgeschlossener Subgraphen. Das lduft darauf
hinaus zu sagen, dass ein Graph G genau dann zu einer Klasse C gehort, wenn in thm Graphen
aus {G1, ..., G} vorkommt. In diesem Fall kann man einen Erkennungsalgorithmus beschrei-
ben, der nur auf die Existenz jedes dieses Subgraphen testet, was der Befehl subgraph_search
2u tun erlaubt.
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Erkennen und Priifen von Eigenschaften

is_bipartite is_cordal is_directed
is_equitable is_eulerian is_even_hole_free
is_forest is_interval is_odd_hole_free
is_overfull is_regular is_split
is_subgraph is_transitively_reduced is_tree

is_triangle_free is_vertex_transitive

16.3. Graphen in Aktion

Es ist nun an der Zeit, aus den Funktionen, die wir gefunden haben, Nutzen zu ziehen. Die
folgenden Beispiele haben zur Motivation einen praktischen oder theoretischen Vorwand und
sind nicht generell die beste Art und Weise, Sage zur Losung der Probleme zu verwenden, die
sie beschreiben. Oft sind sie roh und aufzéhlend, aber das verleiht ihnen auch ihren Charme:
ihr Ziel ist natiirlich das Aufstellen einer Liste von leicht und bequem zuginglichen Anwen-
dungsbeispielen fiir die Verwendung der Bibliothek der Graphen von Sage - alles ist hier in
der Form, nicht in der Substanz.

16.3.1. Gierige Farbung der Knoten eines Graphen

Das Féarben der Knoten eines Graphen besteht darin, jedem von ihnen eine Farbe zuzuweisen
(wir nehmen hier an, dass eine ganze Zahl eine Farbe bedeutet), und dies so, dass jeder Knoten
eine Farbe hat, die von den Farben seiner Nachbarn verschieden ist. Das ist selbstverstdndlich
moglich: es geniigt, soviele Farben zu wahlen wie der Graph Knoten hat; aus diesem Grund ist
das Farbungsproblem ein Minimierungsproblem: zu einem gegebenen Graphen G die kleins-
te Anzahl von Farben chi(G) zu finden, die die Farbung der Knoten unter der genannten
Bedingung erlaubt.

Auch wenn die Berechnung der Zahl chi(G) ein schwieriges Problem ist, das sich an eine
beeindruckende Literatur anlehnt, wird ein Leser mit eher praktischem Blick entziickt sein zu
erfahren, dass es recht schnell gelingen kann, ndher am Optimum zu sein als durch Verwendung
von |V| Farben. Diesen schlagen wir folgenden Algorithmus vor: Gierige Farbung der Knoten
eines Graphen“.

Wir wihlen einen Knoten zuféllig und geben ihm die Farbe 0. Der Reihe nach wihlen wir
einen noch nicht gefirbten Knoten und geben ihm als Farbe die kleinste ganze Zahl, die von
seinen Nachbarn nicht verwendet wird.

Dieser Algorithmus erfordert zur Erklarung nur einige Zeilen und genauso lduft es in Sage ab.
Wir wenden ihn hier auf einen Zufallsgraphen an:
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sage: n = 100; p = 5/n; g = graphs.RandomGNP(n, p)

sage: # Menge der verfiigbaren Farben.
sage: # In der Mehrzahl der Fille geniigen n Farben
sage: verfuegbare_farben = Set(range(n))

sage: # Dieses Diktion&r enthdlt die jedem

sage: # Knoten des Graphen zugeordnete Farbe

sage: farbe = {3}

sage: for u in g:

et verbotene = Set([farbelv] for v in g.neighbors(u)

cet if v in farbe])

R farbe[u] = min(verfuegbare_farben - verbotene)

sage: # Anzahl der verwendeten Farben sage: max(farbe.values()) + 1

Das ist deutlich effizienter als mit 100 Farben zu arbeiten. Es ist indessen einfach, diesen
Algorithmus zu verbessern, da man bemerkt, dass die Farbung eines Graphen von einer Un-
bekannten abhéngt: der Reihenfolge, in welcher die Knoten ausgewahlt werden. Es stimmt,
dass wir mit diesem Algorithmus iiber die Reihenfolge keinerlei Kontrolle haben, weil wir uns
damit begniigen, die Knoten mittels ,for u in g* aufzuzéhlen, was vor allem der Kiirze des
Programms zugute kommt. Das lehrreiche Kapitel 15 hat die Aufzdhlung von Mengen in Sage
behandelt, wozu auch Permutationen gehoren. Besser noch, diese Klasse beitzt eine Methode
random_element, derer wir uns nun bedienen kénnen.

sage: P = Permutations([0,1,2,3]); P.random_element ()
[2, 0, 1, 3]

Daher werden wir versuchen, bessere Resultate zu erzielen, in dem wir die Knoten unseres
Graphen 30 mal kolorieren, jeweils in der Reihenfolge wie sie die zufillige Permutation ergibt.
Es ergibt sich der folgende Code, den wir auf den eben definierten Graphen anwenden:

sage: verfuegbare_farben = Set(range(n))

sage: anzahl_tests = 30

sage: knoten = g.vertices()

sage: P = Permutations(range(n))
sage: bessere_faerbung = {}

sage: bessere_chromatische_zahl = +oo0

sage: for t in range(anzahl_tests):

ceat # Zufdllige Ordnung auf den Knoten

el p = P.random_element ()

cet farbe = {}

coa for i in range(g.order()):

el u = knoten[p[i]]

et verbotene = Set([farbelv] for v in g.neighbors(u)
cet if v in farbe])

ceelt farbe[u] = min(verfuegbare_farben - verbotene)
cal # Aktualisierung der besseren Fiarbung

ceet if max(farbe.values()) + 1 < bessere_chromatische_zahl:
ce bessere_faerbung = farbe

cet bessere_chromatische_zahl = 1 + max(farbe.values())
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sage: # Anzahl der verwendeten Farben
sage: bessere_chromatische_zahl
4

Ein Gewinn, immerhin! Doch war diese ganze Artillerie zur Aktualisierung des Mininimums
gar nicht erforderlich. Das Umprogrammieren, wie hier ausgefiihrt, eriibrigt sich. In Python
ist die groke Mehrheit der Objekte - und im vorliegenden Fall die Paare ,Ganzzahl, Diktionar“
- vergleichbar, und dies in lexikographischer Ordnung (zuerst vergleichen wir die ersten Terme
- eine ganze Zahl - dann den zweiten - ein Diktionér - was hier keine grofe Bedeutung hat).
Wir schreiben unsere ersten Codezeilen um und machen eine Funktion daraus. Man kann das
folgende Ergebnis erhalten:

sage: def gierige_faerbung(G, permutation):

cet n = g.order()

et verfuegbare_farben = Set(xrange(n))

cet knoten = g.vertices()

ceeat farbe = {}

coat for i in range(g.order()):

el u = knoten[permutation[i]]

et verbotene = Set([farbelv] for v in g.neighbors(u)
cet if v in couleur])

coaut farbe[u]l = min(verfuegbare_farben - verbotene)
AT return max(farbe.values()) + 1, farbe

Ist diese Funktion definiert, machen wir 50 Versuche und das Auffinden des Minimums ist
eine Trivialitat:

sage: P = Permutations(range(g.order()))

sage: anzahl_farben, coloration = min(

gierige_faerbung(g, P.random_element()) for i in range(50))
sage: nombre_couleurs

4

Um einen Graphen mit der Mindestzahl an Farben zu farben, ist die Verwendund der Methode
coloring vorzuziehen. Da diese Aufgabe NP-vollstindig ist, muss man sich mit einer langeren
Rechenzeit abfinden als bei einer gierigen Farbung.

Ubung 62. (Optimale Reihenfolge bei gieriger Firbung) Der Algorithmus der gierigen Fir-
bung kann einen Graphen mit einem Minimum an moglichen Farben farben. Mit der Metho-
de coloring, die eine optimale Farbung berechnet, ist eine Funktion zu schreiben, die eine
Reihenfolge der Knoten zuriickgibt, bei welcher der Algorithmus der gierigen Férbung eine
optimale Farbung ausbildet.

16.3.2. Erzeugung von Graphen unter Bedingungen

Zufallsgraphen G, ;, haben sehr interessante Zusammenhangseigenschaften. Insbesondere sind
ihre minimalen Paarungen fast immer die Nachbarschaft eines Knotens: wir finden daher dort
Paarungen, von denen eine der beiden verbundenen Komponenten ein eindeutiger Knoten ist.
Das kann auch ungiinstig aussehen: die ganze beachtliche Menge der Knoten definiert eine
Paarung, deren Kardinalitit angesichts der minimalen Paarung sehr grof ist. Es ist indessen
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mit viel Geduld (um grofe Graphen zu bekommen) und wenigen Zeilen Sage moglich, etwas
andere Zufallsgraphen zu erzeugen. Hier das Verfahren, das wir implementieren werden.

Seien n und k zwei Zahlen; die erste bezeichne eine Knotenzahl und die zweite einen Zusam-
menhang. Der Algorithmus beginnt mit einem Baum mit n Knoten, berechnet eine minimale
Paarung und ihre beiden korrespondierenden Mengen. Solange diese minimale Paarung von
kleinerer Kardinalitit ist als k' < k, werden k—k' aus den beiden Mengen zufdllig ausgewdhlte
Kanten hinzugefiigt.

Wie vorher auch werden wir zu zwei gegebenen Mengen S und 7' ein Paar von Elementen
(s,5) € S x S erzeugen miissen. Dafiir nehmen wir die Klasse CartesianProduct und ihre
Methode random_element.

sage: n = 20; g = graphs.RandomGNP(n, 0.5)
ceelt g = g.subgraph(edges = g.min_spanning_tree()))

sage: while True:

et -, edges, [S,Sb] = g.edge_connectivity(vertices = True)
cet cardinality = len(edges)

- if cardinality < k:

e CP = CartesianProduct(S, Sb)

el g.add_edges([CP.random_element ()

cet for i in range(k - len(edges))])

cen else: break

Damit ist alles gesagt.

16.3.3. Anwendung eines probabilistischen Algorithmus bei der Suche nach einer
groBen unabhingigen Menge

Auch wenn Sage eine Methode Graph.independent_set besitzt, die in einem Graphen die Su-
che nach einer unabhéngigen Menge maximaler Grofe ermoglicht (einer Menge von paarweise
nicht adjazenten Knoten), hindert uns nichts, mittels amiisanter Ergebnisse der Graphentheo-
rie unsererseits eine unabhéngige Menge aufzupiiren. Wir lesen beispielsweise in dem Buch
»The Probalistic Method® [AS00], dass in jedem Graphen G eine unabhéngige Menge S exis-
tiert, sodass

1
5|2
veGd(v)—i—l

wobei d(v) der Grad von v ist. Der Beweis dieses Ergebnisses erfolgt in folgendem Algorith-
mus.

Sein : V. — {1,...,|V|} eine zufillige Bijektion, die jedem Knoten in G eine ganze Zahl
eindeutig zuordnet. Ordnen wir nun dieser Funktion eine unabhdngige Menge Sy, zu, die als die
Menge von Knoten aus G definiert ist, welche ein kleineres Bild haben als alle ihre Nachbarn
(minimale Knoten). Als Formel schreiben wir dafiir:

Sp={v e G|Yu: uwv € E(G),n(v) <n(u)}.

Diese Menge ist unabhéngig kraft Definition, doch wie vergewissern wir uns ihrer Groéfe?
Tatséchlich reicht es hin, sich bei jeden Knoten zu fragen, mit welcher Haufigkeit er in der
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Menge S, erscheint. Wenn wir die Menge P der Bijektionen von V auf {1,...,|V|} betrachten,
stellen wir fest

Z |Sp| = Z Z ,1 wenn v minimal ist fiir n, 0 sonst*

nerP neP veG
= Z ( ,1 wenn v minimal ist fiir n, 0 sonst“)
veEG \neP
|P| 1
D DRy
= dv)+1 = d(v) +1

Folglich entspricht eine solche Funktion im Mittel einer unabhingigen Menge der Groke
Y vea m. Um eine Menge dieser Grofe in Sage zu bekommen, verwenden wir deshalb
zufillige Bijektionen aus der Klasse Permutations, bis wir die durch den Satz versprochene

Menge erhalten:

sage: g = graphs.RandomGNP(40, 0.4)
sage: P = Permutations(range(g.order()))
sage: mittel = sum(1/(g.degree(v)+1) for v in g)

sage: while True:

sage: n = P.random_element ()
sage: S = [v for v in g if all(n[v] < nf[u] for u in g.neighbors(v))]
sage: if len(S) >= mittel: break

16.3.4. Suchen eines induzierten Subgraphen in einem Zufallsgraphen

Wir werden uns jetzt mit Zufallsgraphen G, , beschéftigen, die in Unterabschnitt 16.1.2 bei
den Konstruktoren fiir Graphen kurz beschrieben worden sind. Wie bereits erwdhnt, besitzen
diese Graphen die folgende Figenschaft:

Sei H ein Graph und 0 < p < 1. Dann gilt:

lim P[H ist ein von G, induzierter Subgraph] = 1
n—-+0oo
was bedeutet, dass fiir gegebene H und p ein grofier Zufallsgraph immer einen
induzierten Subgraphen H enthalten wird (siehe Definition in 16.1.2).

Sagen wir es deutlicher: sind ein Graph H und ein ein grofer Zufallsgraph gegeben, ist es
moglich, eine Kopie von H in Gy, zu finden, und zwar dadurch, dass jedem Knoten v; von
V(H) = {v1,..., v} iterativ ein Représentant h; zugeordnet wird, wobei jeder v; eine ,korrek-
te Erweiterung® der bereits ausgewihlten Knoten ist. Wir werden daher diesem Algorithmus
folgen:

- ordne v; einen Zufallsknoten h(vi) € Gy zu;

- ordne vy einen Zufallsknoten h(ve) € Gy zu, sodass h(vy) und h(ve) in G genau dann
adjazent sind, wenn v; und vy in H adjazent sind;
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nach j < k Schritten haben wir jedem der v; (i < j) einen Représentanten h(v;) € Gy,
so zugeordnet, dass fiir alle i,i" < j, h(v;)h(vy) € E(H) dann und nur dann gilt, wenn
vivy € E(H) ist. Nun ordnen wir vj41 einen Zufallsknoten h(v;11) so zu, dass fiir alle ¢ < j
dann h(v;)h(vj11) bestitigt, dass h(i)hj+1 € E(G) genau dann gilt, wenn v;vj41 € E(H)
ist.

nach k Schritten ist der von den Reprisentanten der Knoten vy, ..., v induzierte Subgraph
von Gy, eine Kopie von H.

PRrROPOSITION. Wenn n grof wird, funktioniert diese Strategie mit grofser Wahrscheinlich-
keit.

Beweis. Wir schreiben H; = H[{v1,...,v;}] und bezeichnen mit P[H g Gy p] die Wahr-
scheinlichkeit, dass H ein induzierter Subgraph von Gn,p ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass
Hj, doch nicht Hjiq ein induzierter Subgraph von G, ) ist, konnen auf folgende Weise wir
grob eingrenzen:

Ist eine Kopie von Hj in einem Graphen G, ; gegeben, berechnen wir die Wahrscheinlichkeit

dafiir, dass kein anderer Knoten die aktuelle Kopie zu einer Kopie von Hj; 1 vervollstdndigen

kann. Ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Knoten akzeptiert wird
pMa ) (1 = p) i1 ) > min(p, 1 - )7,

dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass keiner der verbliebenen n — 5 Knoten akzeptabel ist,
héchstens

(1 —min(p, 1 —p)’)"~.

In unserem Graphen gibt es maximal j '(?) verschiedene Kopien von H; (tatséchlich (’;)
Méglichkeiten, eine Menge von j Knoten auszuwihlen und j! Bijektionen zwischen diesen
Knoten und denen in Hj).

Da 0 < p < 1 ist, schreiben wir 0 < € = min(p, 1 —p); infolgedessen ist die Wahrscheinlichkeit,
dass H; ein induzierter Subgraph von G, ist, nicht aber H,,1, fiir jedes bestimmte j < k
héchstens

ﬂ(?) (1— eI < jlnd (1 — ) =o(1/n),

was mit wachsendem n asymptotisch gegen null geht. Wir haben schlieflich

P[H —ind Gn,p] >1- P[HQ —ind Gn,pa H3 VL)ind Gn,p]
- P[Hg —ind Gn,pa H4 ’7L>ind Gn,p]

- P[Hk—l —ind Gn,pv Hk '7L)ind Gmp]

P[H ing Gyl > 1= jlnd(1— /)
J<k

>1—k‘0<1).
n

Aukerdem liefert uns dieser Beweis einen Zufallsalgorithmus, der uns die Suche nach einer
Kopie des Graphen H in einem Zufallsgraphen G, ;, ermoglicht. Auch wenn dieser Algorithmus
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eine existierende Kopie von H nicht immer findet, geht die Wahrscheinlichkeit dafiir doch
gegen 1, wenn n gegen unendlich geht.

sage: def suche_induziert(H, G):

sage: # die Abbildung von V(H) auf V(G), die wir zu definieren suchen

sage: f={

sage: # Menge der von f noch nicht verarbeiteten Knoten von G

sage: G_verbleibend = G.vertices()

sage: # Menge der Knoten, fir die wir noch keinen Repréisentanten gefunden haben
sage: H_verbleibend = H.vertices()

sage: # Solange die Funktion noch nicht vollsténdig ist

sage: while H_verbleibend:

sage: v = H_verbleibend.pop(0)

sage: # wir suchen den néchsten Knoten aus H und seine mdglichen Bilder
sage: kandidaten = [u for u in G_verbleibend if

sage: all([.has_edge(h,v) == G.has_edge(f_h,u)

sage: for h, £_h in f.iteritems()]1)]

sage: # wenn wir keinen finden, brechen wir ab

sage: if not kandidaten:

sage: raise ValueError(’No copy of H has been found in G?)

sage: # wenn doch, nehmen wir den ersten davon

sage: f[v] = kandidaten[0]

sage: G_verbleibend.remove(f [v])

sage: return f

Als Einzeiler. Um einen Graphen H in einem Graphen G zu suchen, ist es effizienter, von
der Methode Graph.subgraph_search Gebrauch zu machen.

16.4. Einige mit Graphen modellierte Probleme

16.4.1. Ein Ratsel aus der Zeitschrift ,,Le Monde 2“

In der Nr. 609 von ,Le monde 2¢ konnte man das folgende Rétsel finden:

Wie grof$ ist die grifite Menge S C {0,...,100}, die keine Paare ganzer Zahlen
i,j € S enthdlt, fir die gill, dass |i — j| ein Quadrat ist?

Dieses Problem ist mit dem Formalismus der Graphentheorie einfach zu modellieren. Die
Relation ,,|i—j| ist ein Quadrat” ist bindr und symmetrisch, daher kénnen wir damit beginnen,
den Graphen auf der Menge der Knoten {0, ...,100} zu erzeugen, worin jeweils zwei Knoten
adjazent (inkompatibel) sind, wenn ihre Differenz ein Quadrat ist. Dafiir verwenden wir die
Klasse Subsets, die uns im vorliegenden Fall ermdglicht, iiber die Teilmengen der Gréfse 2 zu
iterieren.

sage: n = 100; V = range(n+1)
sage: G = Graph()
sage: G.add_edges([(i,j) for i,j in Subsets(V,2) if is_square(abs(i-j))1)
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Nachdem wir auf der Suche nach einer Mengen mit einem Maximum an ,kompatiblen“ Ele-
menten sind, konnen wir die Methode independent_set aufrufen, die eine grokte Teilmenge
von Elementen zuriickgibt, die paarweise nicht adjazent sind.

sage: G.independent_set()
4, 6, 9, 11, 16, 21, 23, 26, 28, 33, 38, 43, 50,
56, 61, 71, 76, 78, 83, 88, 93, 95, 98, 100]

Die Antwort ist also 24 und nicht 42. Folglich war das Rétsel aus “Le Monde 2, nicht die
grofse Frage ,Was ist das Leben, die Welt und iiberhaupt,. Die Antwort darauf miissen wir
noch weiter suchen.

16.4.2. Die Zuordnung von Aufgaben

Wir befinden uns nun in folgender Situation: auf einer wichtigen Baustelle sollen zehn Personen
insgesamt zehn Aufgaben ausfiihren. Wir kénnen jede Person mit einer Teilliste von Aufgaben
verbinden, die in ihren Kompetenzbereich fallen. Wie sind die Aufgaben zu verteilen, damit
alles nach den Regeln der Kunst ablauft?

Auch hier beginnen wir wieder mit der Modellierung des Problems durch einen Graphen: er sei
zweiteilig, definiert auf der Vereinigungsmenge {wo, ..., w9} U {tg,...,t9} von Personen und
Aufgaben, und wir definieren ¢; als adjazent an wj, falls w; in der Lage ist, ¢; auszufiihren.

sage: tasks = {0: [2, 5, 3, 7], 1: [0, 1, 4],
...t 2: 0[5, 0, 4], 3: [0, 11,
L. 4: [8], 5: 2], ....: 6: [8, 9, 7] 7: [5,8,71,
8: [2, b, 3, 6, 4] 9: [2, 5, 8, 6, 11} sage: G = Gtraph()
sage: for 1 in tasks:

...t G.add_edges(("W" + str(i), "t" + str(j)) for j in tasks[i])

Es bleibt uns jetzt nur noch, die Methode matching anzuwenden, die uns eine grofte Men-
ge von Aufgaben zuriickgibt, die gleichzeitig von den Personen ausgefiihrt werden, die das
koénnen:

sage: for task, worker,_ in sorted(G.matching()):
e print task, "kann von", worker, "ausgefiihrt werden"
t0 kann von w2 ausgefiihrt werden

tl kann von w3 ausgefiihrt werden

t2 kann von wb ausgefiihrt werden

t3 kann von w8 ausgefiihrt werden

t4 kann von wl ausgefiihrt werden

t5 kann von w7 ausgefiihrt werden

t6 kann von w9 ausgefiihrt werden

t7 kann von w0 ausgefiihrt werden

t8 kann von w4 ausgefiihrt werden

t9 kann von w6 ausgefiihrt werden

372



16.4. Einige mit Graphen modellierte Probleme

16.4.3. Planung eines Turniers

Gegeben ist eine Anzahl von Mannschaften, die an einem Turnier teilnehmen, bei dem jede
Mannschaft einmal gegen jede andere Mannschaft antritt. Wie kann man den Ablauf auf die
schnellstmogliche Art organisieren, wenn mehrere Begegnungen gleichzeitig stattfinden kon-
nen?

Dieses Aufgabe ist ein typischer Fall fiir die Anwendung der Kantenfdirbung aus der Graphen-
theorie. Die Aufgabe besteht darin, fiir einen gegebenen Graphen G jeder Kante eine (evtl.
abstrakte) Farbe so zuzuweisen, dass kein Knoten zwei Kanten gleicher Farbe beriihrt. Auf
gleiche Art lduft dieses Problem darauf hinaus, eine Partition von gekoppelten Kanten (Verei-
nigungsmenge disjunkter Kanten) mit minimaler Kardinalitdt zu finden. Im vorliegenden Fall
versuchen wir, die Kanten eines vollstdndigen Graphen zu farben, von denen jede ein Spiel
reprisentiert, das von zwei Mannschaften ausgetragen wird, fiir welche die beiden Knoten
stehen.

sage: n 10

sage: G = graphs.CompleteGraph(n)

sage: from sage.graphs.graph_coloring import edge_coloring
sage: for tag, spiele in enumerate(edge_coloring(G)):

ce print "Spiele Tag", tag, ":", spiele

Spiele Tag 0 : [(0, 9), (1, 8), (2, 7), (3, 6), (4, B)]

Spiele Tag 1 : [(0, 2), (1, 9), (3, 8), (4, 7), (5, 6)]
Spiele Tag 2 : [(0, 4), (1, 3), (2, 9, (5, 8), (6, 7]
Spiele Tag 3 : [(0, 6), (1, B), (2, 4), (3, 9), (7, 8)]
Spiele Tag 4 : [(0, 8), (1, 7), (2, 6), (3, B), (4, 9)]
Spiele Tag 5 : [(0, 1), (2, 8), (3, 7), (4, 6), (5, 9]
Spiele Tag 6 : [(0, 3), (1, 2), (4, 8), (5, 7), (6, 9]
Spiele Tag 7 : [(0, B), (1, 4), (2, 3), (6, 8), (7, 9]
Spiele Tag 8 : [(0, 7), (1, 6), (2, 5), (3, 4), (8, 9)]

Diese Losung kann leicht an den Fall angepasst werden, wo nicht jeder gegen jeden spielen
muss.
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17. Lineare Programmierung

Dieses Kapitel geht auf die lineare Programmierung (LP) ein und die lineare Programmie-
rung mit ganzen Zahlen (MILP) mit vielen Illustrationen von Problemen, die damit gelost
werden konnen. Die angefiihrten Beispiele stammen grofsenteils aus der Graphentheorie, die
einfachsten kénnen ohne besondere Vorkenntnisse verstanden werden. Und was die Kombina-
torik betrifft, reduziert sich der Gebrauch der linearer Programmierung auf das Verstdndnis,
wie ein Existenz- oder Optimierungsproblem in die Form linearer Bedingungen umgeschrieben
werden kann.

17.1. Definition

Ein lineares Programm ist ein System von linearen Ungleichungen, fiir das wir eine optimale
Losung suchen. Formell definieren wir es durch eine Matrix A : R” — R" und zwei Vektoren
b € R™ und ¢ € R. Die Losung eines linearen Programms lduft nun darauf hinaus, einen Vektor
x zu finden, der eine Zielfunktion maximiert und dabei einem System von Bedingungen geniigt,
d.h.
ctar = max
y,s0dassAY <b

wobei die Relation u < u’ zwischen zwei Vektoren bedeutet, dass alle Eintrige von u kleiner
oder gleich den entsprechenden Eintrigen von u’ sind. Dafiir schreiben dafiir

maximiere: ¢’z
sodass: Az < b.

Das folgende lineare Programm bekommt die Losung z =4, y = 0 und z = 1.6:

max: £ + 9y + 3
sodass: x + 2y <4
52—y <8

Genauso konnen wir sagen, dass die Losung eines linearen Programms darauf hinauslauft,
einen Punkt zu finden, der eine lineare Funktion maximiert, die auf einem Polytop definiert
ist (Urbild A=%(< b)). Diese Definitionen erkliren uns bislang noch nicht den Zusammenhang
der linearen Programmierung mit der Kombinatorik, dem Hauptziel dieses Kapitels. Wir
werden daher sehen, wie mit diesem Formalismus andere Probleme zu l6sen sind, darunter
das Rucksackproblem (Unterabschnitt 17.4.1), das Problem der Kopplung (Unterabschnitt
17.4.2) oder des Flusses (Unterabschnitt 17.4.3). In Abschnitt 17.5 benutzen wir die Erzeuger
der Bedingungen zur Losung des Existenzproblems Hamiltonzyklus.
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17.2. Ganzzahlige Programmierung

Die momentan gegebene Definition wird von einer schlechten Nachricht begleitet: die Losung
eines linearen Programm kann moglicherweise in polynomialer Zeit berechnet werden. Diese
Nachricht ist schlecht, weil es bedeutet, dass es bei Definition eines linearen Programms expo-
nentieller Gréfe nicht moglich sein wird, dieses Verfahren zur Losung von NP-vollstdndigen
Problemen einzusetzen. Gliicklicherweise kompliziert sich dies alles, sobald wir als Bedingung
hinzufiigen, dass alle oder einige Komponenten ganzzahlig sein miissen und nicht reell. In die-
sen Fillen erhalten wir ein lineares Programm in ganzen Zahlen (ILP), oder wenn nur einige
Komponenten ganzzahlig sein miissen, ein gemischtes lineares Programm (auf englisch: Mixed
Integer Linear Program oder MILP).

Die Losung eines ILP oder eines MILP ist ein NP-vollstandiges Problem. Deshalb kénnen wir
lange darauf warten.

17.3. In der Praxis

17.3.1. Die Klasse MixedIntegerLinearProgram

Die Klasse MixedIntegerLinearProgram stellt in Sage ein ... MILP dar. Wir verwenden sie
indessen auch fiir kontinuierliche Probleme falls erforderlich. Sie besitzt eine sehr reduzuierte
Anzahl von Methoden, die zur Definition des MILP dienen, zu seiner Lésung und dann zum
Lesen der erhaltenen Losung. Es ist auch moglich, seinen Inhalt zu visualisieren oder es in
den Formaten LP oder MPS zu exportieren - beide sind Standard.

Um das zu illustrieren, 16sen wir wieder das lineare Programm aus Abschnitt 17.1. Dazu
miissen wir ein Objekt der Klasse MixexIntegerLinearProgram erzeugen,

sage: p = MixedIntegerLinearProgram(),

die drei Variablen, die wir brauchen, nachdem wir die Methode new_variable aufgerufen
haben,

sage: v = p.new_variable(real=True, nonnegative=True)
sage: x, v, z = v[’x’]1, vD’y’1, v[’z’]

die Zielfunktion,
sage: p.set_objective(x + y + 3%z)
und die Bedingungen

sage: p.add_constraint(x + 2%y <= 4)
sage: p.add_constraint(5*7 - y <= 8)

Die Methode solve von MixedIntegerLinearProgram gibt den optimalen Wert der Zielfunk-
tion zuriick:

sage: p.solve()
8.8

Wir erhalten eine optimale Zuordnung zu x, y und z durch Aufruf der Methode get_values:
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sage: p.get_values(x), p.get_values(y), p.get_values(z)
(4.0, 0.0, 1.6)

17.3.2. Variable

Die mit einer Instanz von MixedIntegerLinearProgram verbundenen Variablen sind Objekte
des Typs MIPVariable, aber das beriihrt uns nicht wirklich. Im vorstehenden Beispiel ha-
ben wir diese Variablen durch die Kurzschreibweise v[’x’] erhalten, was ausreicht, solange
die Anzahl der Variablen iiberschaubar ist. Die linearen Programme, die wir im Folgenden
definieren werden, verlangen regelméfig die Verbindung von Variablen mit einer Liste von
Objekten, wie ganzen Zahlen, Knoten eines Graphen oder Grofen anderer Art. Es ist daher
notig, von einem Vektor von Variablen sprechen zu kénnen oder auch von einem Diktionar
von Variablen.

Benétigt unser Progranmm beispielsweise die Definition der Variablen xq,...,x15, wird es
wohl einfacher sein, die Methode new_variable mit einen Vektor aufzurufen:

sage: x = p.new_variable(real=True, nonnegative=True)
Nun ist es moglich, die Bedingungen mit Hilfe unserer 15 Variablen zu definieren:
sage: p.add_constraint(x[1] + x[2] - x[14] >= 8)

Wie man sieht, muss die Grofe des Vektors x nicht festgelegt werden. Tatsdchlich akzeptiert
x jeden Schliissel nicht mutablen Typs (siehe Unterabschnitt 3.3.7), genau wie ein Diktionér.
Daher kénnen wir uns erlauben zu schreiben:

sage: p.add_constraint(x["ich_bin_ein_giiltiger_Index"] + x["a",pil <= 3)

Nebenbei sei bemerkt, dass dieser Formalismus auch die Verwendung von Variablen mit meh-
reren Indizes erlaubt. Zur Definition der Variablen o, ;4 #;; < 1 schreiben wir

sage: p.add_constraint(p.sum(x[i,j] for i in range(4) for j in range(4))<=1)

Die Schreibweise x[i,j] ist mit der Schreibweise x[(i,j)] gleichwertig.

Variablentypen. Wir haben von new_variable verlangt, dass die zuriickgebenen Variablen
positiv reell sein sollen. Das entspricht der Voreinstellung. Es ist aber auch mdoglich, die Varia-
blen mit dem Argument binary = Tru als binér zu definieren oder mit integer = True als
ganzzahlig. Spéter kann man mit set_max und set_min maximale oder minimale Schranken
definieren oder umdefinieren (zum Beispiel um negative Werte zu erhalten. Auch kann der
Typ einer Variablen nach ihrer Erzeugung mit den Methoden set_binary, set_inter oder
set_real wieder gedndert werden.
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17.3.3. Nicht l6sbare oder nicht endende Probleme

Manche linearen Programme haben keine Losung. Es ist wirklich ehrgeizig, eine Funktion -
selbst eine lineare - auf einer leeren Menge optimieren zu wollen oder umgekehrt auf einer
Definitionsmenge, wenn die Zielfunktion nicht begrenzt ist. In beiden Fallen wirft Sage bei
Aufruf der Methode solve eine Ausnahme aus:

sage: p = MixedIntegerLinearProgram

sage: v = p.new_variable(real=True, nonnegative=True)
sage: p.set_objective(v[3] + v[2])

sage: p.add_constraint(v[3] <= 5)

sage: p.solve()
Traceback (most recent call last):

sage.numerical.mip.MIPSolverException:
GLPK: The LP (relaxation) problem has no dual feasible solution

sage: p.add_constraint(v[2] <= 8)
sage: p.solve
13.0

sage: p.add_constraint(v[3] >= 6); p.solve()
Traceback (click to the left of this block for traceback)

sage.numerical .mip.MIPSolverException: GLPK: Problem has no feasible
solution

Auch kann die Vorschrift der Ganzzahligkeit eine leere Menge ergeben:

sage: p = MixedIntegerLinearProgram()

sage: v = p.new_variable()

sage: p.set_objective(v[3])

sage: p.add_constraint(v[3] <= 4.75); p.add_constraint(v[3] >= 4.25)
sage: p.solve()

4.75

sage: p.set_integer(v[3]); p.solve()
Traceback (click to the left of this block for traceback)

sage.numerical.mip.MIPSolverException: GLPK: Problem has no feasible
solution

Welche Moglichkeit auch immer eintritt, es wére unverniinftig, einen Code unter dem Vor-
wand, ein lineares Programm konne nicht gelost werden, abrupt zu stoppen; manche linearen
Programme haben iibrigens den einzigen Zweck, die FEristenz einer Losung zu priifen und
sind daher selten 16sbar. Um diese Moglichkeiten zu erzeugen, wird man den klasssischen
Mechanismus des ,try-ezcept” von Python verwenden, um die Ausnahme abzufangen:

sage: try:

Lo p.solve

R print "Das Problem hat eine LOsung!"
....: except:
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print "Das Problem ist nicht 1lésbar!"
Das Problem ist nicht losbar!

17.4. Erste Anwendungen auf die Kombinatorik

Nachdem nun die Grundlagen gekldrt sind, gehen wir zu einem interessanteren Aspekt iiber,
der Modellierung. In diesem Abschnitt finden sich mehrere Optimierungs- oder Existenzpro-
bleme: wir beginnen mit ihrer abstrakten Definition, dann folgt eine Modellierung als MILP,
was ermdglicht, mit wenigen Zeilen Code einen Algorithmus fiir ein NP-vollstdndiges Problem
zu erhalten.

17.4.1. Das Rucksackproblem

Das sogenannte Rucksackproblem ist das folgende: Wir haben eine Reihe von Gegenstéinden
mit jeweils eigenem Gewicht vor uns, sodass ein ,Nutzen“ als reelle Zahl gemessen werden
kann. Wir mochten jetzt einige dieser Gegenstinde auswéihlen, und dabei sicher sein, dass
dass das zuldssige Gesamtgewicht C nicht iiberschritten wird. Die Anzahl der Gegenstidnde
soll méglichst grofs werden.

Dazu weisen wir jedem Objerkt o aus einer liste L eine bindre Variable genommenl[o] zu,
die gleich 1 ist, wenn der Gegenstand in den Rucksack gepackt ist, und 0, wenn nicht. Wir
versuchen nun das folgende MILP zu 16sen:

max : E Nutzen, X genommen,,
o€l

sodass: Z Gewicht, x genommen, < C
o€l

In Sage weisen wir den Objekten einen Preis und einen Nutzen zu:

sage: C =1

sage: L ["Topf", "Buch", "Messer", "Flasche", "Taschenlampe"]

sage: p [(0.57, 0.35, 0.98, 0.39, 0.08]; u = [0.57, 0.26, 0.29, 0.85, 0.23]
sage: Gewicht = {}; Nutzen = {}

sage: for o in L:

Gewicht[o] = p[L.index(o0)]; Nutzen[o] = u[L.index(o)]

Nun kénnen wir das MILP schreiben:

sage: p = MixedIntegerLinearProgram()

sage: genommen = p.new:_variable(binary = True)

sage: p.add_constraint(

cet p.sum(Gewicht [o] *genommen[o] for o in L) <= C
sage: p.set_objective(

cet p.sum(Nutzen[o] *genommen[o] for o in L))
sage: p.solve()

sage: mitnehmen = p.get_values(mitnehmen)

Die gefundene Losung bestétigt die Gewichtbeschrinkung:
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sage: sum(Gewicht[o]*mitnehmen[o] for o in L)
0.96

Muss man eine Flasche mitnehmen?

sage: prendre["Flasche"]

Ubung 63. (Teilmengenproblem) Die Teilmengenproblem genannte Rechenaufgabe besteht
darin, in einer Menge ganzer Zahlen eine nichtleere Teilmenge von Elementen zu suchen, deren
Summe null ist. Losen Sie diese Aufgabe mit einem ganzzahligen linearen Programm fiir die
Menge {28, 10, -89, 69, 42, -37, 76, 78, -40, 92, -93, 45}.

17.4.2. Paarung (Matching)

In einem Graphen eine Paarung zu suchen, heifit, eine Menge von Kanten zu finden, die paar-
weise disjunkt sind. Da die leere Menge schon als Paarung gilt, richtet sich unser Augenmerk
auf eine maximale Paarung: wir versuchen, die Anzahl der Kanten in einer Paarung zu maxi-
mieren. Die Aufgabe der maximalen Paarung ist dank eines Ergebnisses von Jack Edmonds
[Edm65] ein polynomiales Problem. Sein Algorithmus basiert auf lokalen Verbesserungen, auch
der Beweis, dass der Algorithmus nur bei einer maximalen Paarung stoppt. Dabei handelt es
sich nicht um einen Algorithmus der Graphentheorie, der schwieriger zu implementieren wire,
sondern seine Formulierung in MILP braucht nur zwei Zeilen.

Wir miissen dafiir, wie vorher auch, jedem unserer Objekte - den Kanten eines Graphen -
einen passenden bindren Wert zuweisen, ob diese Kante in unserem Matsching erscheint oder
nicht.

Wir miissen uns dann vergewissern, dass zwei adjazente Kanten sich nicht beide gleichzeitig
im Matching befinden. Das dhnelt, zumindeswt von weitem, an eine lineare Bedingung: wenn
x und y zwei Kanten eines Graphen sind, und wenn m, und m, die beiden Variablen sind,
denen die Kanten zugewiesen worden sind, dann reicht es hin zu verlangen, dass m, +m, <1
ist.

Die beiden Kanten kénnen nicht gleichzeitig in unserer Losung zu finden sein, und wir sind
daher in der Lage, ein lineares Programm zu schreiben, dass eine maximale Paarung berechnet.
Es ist indessen moglich schneller zu sein, wenn man beachtet, dass wenn zwei Kanten nicht
gleichzeitig in einem Matching sein kénnen, dies der Fall ist, weil beide durch einen Knoten
v des Graphen gehen. Deshalb ist es schneller zu sagen, dass jeder Knoten v von hdchstens
einer Kante eines Matching beriihrt wird.

Diese Bedingung ist ebenfalls linear.

max : E Me

e€E(Q)

sodass : Vv € V(G), Z me < 1.
e€E(Q), e=uv

In Sage ist ein solches MILP wieder einfach hinzuschreiben:
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sage: g = graphs.PetersenGraph()
sage: p = MixedIntegerLinearProgram()
sage: Paarung = p.new_variable(binary = True)

sage: p.set_objective(p.sum(Paarungl[e]
for e in g.edges(labels = False)))

sage: for v in g:

et p.add_constraint (p.sum(Paarung[e]

for e in g.edges_incident(v, labels = False)) <= 1)
sage: p.solve()

sage: Paarung = p.get_values(Paarung)
sage: [e for e, b in Paarung.iteritems() if b == 1]

Ubung 64. (Fihrende Menge) Eine dominierende Menge eines Graphen ist eine Menge S
von Knoten, sodass jeder Knoten, der nicht in S ist, mindestens einen Nachbarn in S besitzt.
Schreiben Sie ein ganzzahliges lineares Programm, um im Petersen-Graph eine dominierende
Menge minimaler Kardinalitdt zu suchen.

17.4.3. Fluss

Dieser Abschnitt présentiert einen weiteren fundamentalen Algorithmus der Graphentheorie:
den Fluss! Der besteht darin, zu zwei gegebenen Knoten s und t eines gerichieten Graphen G
(d.h. seine Kanten haben eine Richtung, siehe Abb. 17.1) von s nach ¢ durch die Kanten von
G einen maximalen Durchfluss oder Fluss passieren zu lassen. Jede dieser Kanten weist eine
maximale Kapazitit auf, ndmlich den Fluss, der maximal durch sie hindurchgehen kann.

Die Definition dieses Problems bietet uns sofort seine Formulierung als lineares Programm an:
wir suchen einen reellen Wert, der jeder Kante zugeordnet wird, der die Intensitét des Flusses
durch diese Kante reprasentiert und der zwei Bedingungen geniigt:

- die Grofe des bei einem Knoten (aufker s und t) ankommenden Flusses muss gleich der
Grofe des abgehenden Flusses sein (Knoten sind keine Speicher),

- der Fluss durch eine Kante kann ihre Kapazitat nicht {ibersteigen.

Nachdem dies klargestellt ist, bleibt uns nur zu versuchen, den Fluss, der s verldsst, zu maxi-
mieren: der kann seinen Lauf nur am Punkt ¢ beenden, denn die anderen Knoten kénnen nur
weiterleiten, was bei ihnen ankommt. Wir formulieren deshalb das Flussproblem durch das
folgende lineare Programm (wobei wir die Kapazitit der Kanten zu 1 annehmen):

max : Z fsv

sveE(Q)

sodass: Vv € V(G)\ {s, t}, Z Jou = Z Juv

vu€eE(G) weE(G)
Vuv € E(G), fur < 1.

Wir 16sen hier das Flussproblem auf einer orientierung des Graphen von Chvatal (siche Abb.
17.1), in dem alle Kapazitaten gleich 1 sind:
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graphs.ChvatalGraph ()
g.minimum_outdegree_orientation()

sage: g
sage:

(048]
1]

sage: p = MixedIntegerLinearProgram()
sage: f = p.new_variable()
sage: s, t =0, 2

sage: for v in g:

if v == 8 or v == t: continue

et p.add_constraint(

p.sum(f[u,v] for u in g.neighbors_out(v)) ==
p.sum(f[u,v] for u in g.neighbors_in(v)))

sage: for e in g.edges(labels = False): p.add_constraint(f[e] <= 1)
sage: p.set_objective(p.sum(f[s,u] for u in g.neighbors_out(s)))

sage: print p.solve()

17.5. Erzeugung von Bedingungen und Anwendung

Auch wenn die vorstehenden Beispiele den Eindruck grofer Ausdrucksvielfalt vermitteln, ist
die ,Interpretation“ eines gegebenen Optimierungs- oder Existenzproblems durch seine For-
mulierung als lineares Programm eine willkiirliche Wahl. Das gleiche Problem kann durch
verschiedene Formulierungen gelost werden, deren Leistungsfahigkeiten ebenfalls sehr unter-
schiedlich sind. Das bringt uns dazu, die Moglichkeiten der Loser eines MILP intelligent zu
nutzen, indem wir jetzt von ihnen verlangen, solche linearen Preogramme zu l6sen, deren Be-
dingungen nicht sémtlich bekannt sind, und indem ihm nach und nach diejenigen hinzugefiigt
werden, die nétig sind: diese Technik wird unverzichtbar, sobald die Anzahl der Bedingungen
zu grok wird, um bei der Erstellung des linearen Programms explizit angegeben werden zu
konnen. Wir bereiten uns nun auf die Losung des Hamiltonkreisproblems vor (ein Spezialfall
des Problems des Handlungsreisenden).

O—O0O0—O—O—C0—=~0
O—O0O——O0——O0—C0—=0
O—O0O——O0——O0—C0—=0
O—O0—"—C—"~0C—C0—=~0

Abb. 17.2 - Das Gitter der Grofe 4 x 6 auf dem wir unsere Formulierungen testen.

Wir sagen, dass ein in einem Graphen enthaltener Kreis C' C E(G) hamiltonisch ist, wenn er
durch jeden Knoten von G geht. Die Priifung auf Existenz eines Hamilton-Zyklus in einem
gegebenen Graphen ist ein NP-vollstdndiges Problem: eine schnelle Lésung muss man also
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nicht erwarten, was uns aber nicht abhalten soll zu versuchen, es als lineares Programm zu
formulieren. Eine erste Formulierung kénnte auf folgende Weise beginnen:

- weise jede Kante einer bindren Variablen b, zu, die anzeigt, ob die Kante im Kreis C' ent-
halten ist,

- lege fiir jeden Knoten fest, dass er genau zwei Kanten besitzt, die inzident sind in C.

) ) ) )
N N N N
) ) ) )
N N N N

Abb. 17.3 - Eine mogliche Losung der Gleichungen des Grades

Leider ist diese Formulierung nicht exakt. Es ist auf jeden Fall méglich, dass die mit dieser
Formulierung erhaltene Losung eine disjunkte Vereinigungsmenge mehrerer Kreise ist - jeder
Knoten hétte daher wohl zwei Nachbarn in C, es wire aber nicht unbedingt mdoglich, unter
alleiniger Benutzung der Kanten von C von einem Knoten v zu einem anderen Knoten u zu
gelangen.

Es ist indessen moglich, eine komplexere und exakte Formulierung (benannt nach Miller-
Tucker-Zemlin) zu finden:

- man weise jedem Knoten v des Graphen eine ganze Zahl ¢, zu, die den Schritt angibt, bei
dem der Kreis C' ihn passiert; dabei ist 7,9 = O fiir einen festen Knoten vy,

- man weise jeder Kante uv von G zwei bindre Variablen by, und b,, zu, die anzeigen, ob
die Kante Teil des Kreises C' ist (und wir sagen auch, in welcher Richtung diese Kante
durchlaufen wird),

- man lege fiir jeden Knoten fest, dass er in C eine eingehende und eine abgehende Kante
besitzt,

- eine Kante uv kann nur in C' erscheinen, wenn i,, < i, ist (die Kanten werden in wachsender

Reihenfolge durchlaufen).
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Diese Formulierung kann folgendermafien in linearen Gleichungen geschrieben werden:

max : Schritt der zu optimierenden Funktion

sodass: YVu € V(G), Z buy = 1
weE(G)
VueV(G), > bu=1
weE(G)
Vv € B(G\w), i — i + V(@) b < V(G| — 1
iv =ty + [V(G)|bou < [V(G)] =1
Yo e V(G),i, < |V(G)] -1
b, 1st eine binare Variable

1, ist eine ganzzahlige Variable

Wir bemerken in dieser Formulierung die Anwesenheit eines Koeffizienten |V (G)|, was oft ein
Zeichen dafiir ist, dass wir nicht sehr schnell zu einer Losung des linearen Problems gelangen
werden. Auch benutzen wir fiir das Hamiltonkreisproblem eine andere Formulierung. Sein
Prinzip ist in der Tat etwas einfacher und beruht auf folgender Beobachtung: wenn in unserem
Graphen ein Hamilton-Zyklus existiert, existiert er auch fiir jede echte Teilmenge S der Knoten
mit mindestens zwei Kanten von C, die in S hineingehen oder aus S herausfithren. Wenn wir
uns entschliefen, mit S die Menge von Kanten zu bezeichnen, die genau eine Extremitét in S
besitzen, erhalten wir folgende Formulierung (welche die Variablen by, und v,,, gleichsetzt):

max : Schritt der zu optimierenden Funktion

sodass: Yu € V(G), Z buy =2
weFE(G)

VS CV(G),0# V(G), ) ve >2
ecS
by 1st eine binare Variable

Es wire allerdings riskant, die vorstehende Formulierung zur Lésung eines Hamiltonkreis-
problems direkt zu verwenden, selbst bei einem so kleinen Graphen wie unserem Gitter mit
6 x 4 = 24 Elementen: die Bedingungen beziiglich der Mengen S wiren 224 —2 = 16777214 an
der Zahl. Im Gegensatz dazu bietet sich das von den Losern linearer Ungleichungen verwen-
dete Verfahren des branch-and-bound (oder branch-and-cut) zur Erzeugung der Bedingungen
wdhrend der Lésung eines linearen Programms eher an. Wenn ein lineneares erst einmal geldst
ist, ist es also moglich, eine weitere Bedingung hinzuzufiigen und das neue Programm mit ei-
nem Teil der wihrend der vorigen Losung ausgefithrten Rechnungen zu 16sen. Die Erzeugung
der Bedingungen fiir das Hamiltonkreisproblem besteht also daraus, nachstehenden Etappen
zu folgen:

- Erzeugen eines linearen Programms - ohne Zielfunktion - mit einer bindren Variablen je
Kante,

- Hinzufiigen einer Bedingung zu jedem Knoten, die den Grad 2 bewirkt,
- Losen des linearen Programms,

- falls die aktuelle Losung kein Hamilton-Zyklus ist (das ist ein Teilgraph, der mehrere ver-
bundene Bestandteile hat), S aufrufen, den einen der verbundenen Bestanteile, und die
Bedingung hinzufiigen, die bewirkt, dass wenigsten zwei Kanten aus S herausfiihren.
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Zu unserem Gliick sind die Verifikation der Ungiiltigkeit der aktuellen Losung und die Erzeu-
gung der entsprechenden Bedingung algorithmisch schnell. Hier ist die Losung des Hamilton-
kreisproblems fiir unser Gitter durch Erzeugung der Bedingungen durch Sage:

sage: g = graphs.Grid2dGraph(4, 6)

sage: p = MixedIntegerLinearProgram()

sage: b = p.new_variable(binary = True)
O O O O
O O O O
O O
O O
O O
O O
O O O O
O O O O

Abb. 17.4 - Ein durch Erzeugung von Bedingungen berechneter Hamilton-Zyklus.

Um keinen Unterschied zwischen den Variablen b[u,v] und b[v,u] zu machen, ist es an-
gebracht, eine Lambda-Funktion zu erzeugen, die das geordnete Paar z,y durch die Menge
{z,y} ersetzt:

sage: B = lambda x, y: b[frozenset([x,y]l)]
Nun fligen wir die Bedingungen fiir den Grad hinzu:

sage: for u in g:
p.add_constraint(p.sum(B(u,v) for v in g.neighbors(u)) == 2)

Nun ist es Zeit, die erste Losung unseres Problems zu berechnen und den Graphen zu erzeugen,
der sie abbildet.

sage: print p.solve()

0.0

sage: h = GraphQ

sage: h.add_edges([(u,v) for u,v in g.edges(labels=False)
if p.get_values(B(u,v)) == 1.0])

und dann mit den Iterationen zu beginnen:

sage: while not h.is_connected():

el S = h.connected_components () [0]

R p.add_constraint(

e p.sun(B(u,v) for u,v

cet in g.edge_boundary(S, labels = False)) >= 2)
el zero = p.solve()

et h = Graph()

cet h.add_edges([(u,v) for u,v in g.edges(labels=False)
R if p.get_values(B(u,v)) == 1.0])
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Mit mindestens zehn Iterationen (womit im Vergleich zu 22* — 2 eine Ersparnis an Rechenzeit

einhergeht) erhalten wir eine zuldssige Losung fiir unser Gitter (siehe Abb. 17.4). Die Leis-
tungsfihigkeit dieses Losungsverfahrens ist mit derjenigen nach Miller-Tucker-Zemlin nicht
vergleichbar. Wenn wir beide Programme in Sage implementieren, erhalten wir fiir einen Zu-
fallsgraphen Gss .3 folgende Rechenzeiten:

sage: g = graphs.RandomGNP(35, 0.3)

sage: %time MTZ(g)

CPU times: user 51.52 s, sys: 0.24 s, total: 51.76 s
Wall time: 52.84 s

sage: time constraint_generation(g)

sage: %time constraint_generation(g)

CPU times: user 0.23 s, sys: 0.00 s, total: 0.23 s
Wall time: 0.26 s
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A. Lésungen der Ubungen

A.1. Erste Schritte

Ubung 1 Seite 15. Der Befehl SR.var(’u’) erzeugt die symbolische Variable v und weist
sie der Sage-Variablen u zu. Die Sage-Variable u empfingt dann in zwei Wiederholungen ihren
aktuellen Wert plus eins, also erst u+ 1, dann u + 2 (wobei u immer die symbolische Variable
ist).

A.2. Analysis und Algebra mit Sage

Ubung 2 Seite 27. (Rekursive Berechnung der Summe)

sage: n = var(’n’); pmax = 4; s = [n + 1]

for p in [1..pmax]:

s += [factor(((n+1)~(p+1) - sum(binomial(p+1l, j)*s[j]
for j in [0..p-11))/(p+1))]

n 1 n 1

Sk=-(n+Dn, S k>=_-(n+1)2n+1)n
L= 2 k=0 61
Sk =-(n+1)%2% Yk =_—-(n+1)2n+1)3n%+3n—-1)n
=0 4 5=0 30

Ubung 3 Seite 30. (Eine symbolische Grenzwertberechnung) Um die Frage zu beantworten,
werden wir eine symbolische Funktion verwenden, mit der wir die Taylorentwicklung um 0 bis
zum 3. Grad berechnen.

sage: x, h, a = var(’x h a’); £ = function(’f’)

sage: g(x) = taylor(f(x), x, a, 3)

sage: phi(h) = (g(a+3*h) - 3*g(a+2+h) + 3xg(ath) - g(a))/h~3; phi(h)
D[0, 0, 0](f)(a)

Die Funktion g unterscheidet sich von f um einen Rest, der gegeniiber h3 vernachlissigbar
ist, somit unterscheidet sich die Funktion phi vom untersuchten Quotienten um einen Rest
O(1); also hat phi mit null den gesuchten Grenzwert. Abschliefend gilt

lim %(f(a +3h) — 3f(a+2h) +3f(a+h) — f(a)) = " (a).

Diese Formel gestattet die ndherungsweise Berechnung der 3. Ableitung von f, ohne auch nur
eine Ableitung vorzunehmen.
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Wir konnen davon ausgehen, dass die Formel in folgender Form generalisiert wird:
Jim —— i(_m—k "Va+kn) ) = M (a)
h—0 h" o k '

Zur Uberpriifung dieser Formel fiir grokere Werte von n, kénnen wir den obigen Code nun
einfach anpassen:

sage: n = 7; x, h, a =var(’x h a’); f = function(’f?)

sage: g(x) = taylor(f(x), x, a, n)

sage: sum((-1)~(n-k)*binomial(n,k)*g(atk*h) for k in (0..n))/h"n
D[0, 0, O, 0, 0, 0, 0](£)(a)

Ubung 4 Seite 31. (Eine Formel von Gaup).

1. Wir wenden nacheinander trig_expand und trig_simplify an:

sage: theta = 12%arctan(1/38) + 20*arctan(1/57) \
cet + Txarctan(1/239) + 24xarctan(1/268)
sage: tan(theta).trig_expand().trig_simplify()

1

2. Die Tangensfunktion ist auf I = [O, ﬂ konvex, deshalb liegt ihr Graph unterhalb ihrer
Sehne; anders gesagt, Vo € I, tanx < %az.

sage: 12%(1/38) + 20*(1/57) + 7%(1/239) + 24x(1/268)
37735/48039

Daraus leiten wir her:

1 1
6 = 12 arctan 33 + 20 arctan 57 + 7arctan 1239 + 24 arctan 1268

1 1 1 1
<12 — 420 — 47— +24. —
S 12 T2 g T T gag T2 53
37735 4
=<
48039 ~ 7

Deshalb ist 6 € I; nun ist (siehe Frage 1) tanf = 1 = tan 74 und der Tangens ist injektiv

auf I. Daraus schlieffen wir 0 = %.

3. Wir setzen das Taylorpolynom in die Formel von Gauf ein:

sage: x = var(’x’); f(x) = taylor(arctan(x), x, 0, 21)

sage: approx = 4x(12xf(1/38) + 20*f(1/57) + 7*x£(1/239) + 24x£(1/268))
sage: approx.n{(digits=50); pi.n(digits=50)
3.1415926535897932384626433832795028851616168852864
3.1415926535897932384626433832795028841971693993751

sage: approx.n(digits=50) - pi.n(digits=50)
9.6444748591132486785420917537404705292978817080880e-37
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Ubung 5 Seite 32. (Asymptotische Entwicklung einer Folge). Die Einschachtelung von z"
erlaubt die Behauptung z,, ~ n, es sei also z,, = nm +(n).

Wir setzen diese Gleichung dann in folgende Gleichung ein, die wir aus arctan x+arctan(1/x) =

7/2 erhalten haben:
T 1
T, = nm + — — arctan <> .
2 Ty

Wir setzen danach die asymptotischen Entwicklungen von x, wieder ein, die wir mit dieser
Gleichung bekommen haben, bis repetita placent! (Methode der fortschreitenden Verfeine-
rung).

Da wir wissen, dass bei jedem Schritt eine Entwicklung der Ordnung p eine Entwicklung der
Ordnung p + 2 ermoglicht, kénnen wir in vier Schritten eine Entwicklung der Ordnung 6
erhalten. Wie wir in Kapitel 3 schon vorweggenommen haben, kénnen wir diese vier Etappen
in einer Schleife ausfiithren:

sage: n = var(’n’); phi = lambda x: n*pi + pi/2 - arctan(1l/x)
sage: x = n#¥pi
sage: for i in range(4):

x = taylor(phi(x), n, infinity, 2*i); x

Wir bekommen schlieRlich

1 1 1 312 +8 w2438
S K el g R T P S g
157% + 24072 +208 3 7% + 8072 + 208 o 1
a 240 w5n® 96 7onS <n7>

Ubung 6 Seite 33. (Ein Gegenbeispiel von Peano zum Satz von Schwarz) Die partiellen
Ableitungen f(x,0) und f(0, ) sind in (0, 0) identisch null; daraus folgern wir ohne Rechnung
01f(0,0) = 02f(0,0) = 0. Dann berechnen wir die Werte der zweiten partiellen Ableitungen
in (0,0):

sage: h = var(’h?); f(x, y) =x *xy *x (x°2 - y°2) / (x°2 + y~2)
sage: D1f(x, y) = diff(f(x,y), x); limit((D1£(0,h) - 0) / h, h=0)
-1

sage: D2f(x, y) = diff(f(x,y), y); limit((D2f(h,0) - 0) / h, h=0)
1

sage: g = plot3d(f(x, y), (x, -3, 3), (y, -3, 3))

sage: g.show(viewer=’tachyon’)

at. etwa: Wiederholungen tun gut
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Abb. A.1 - Die Peano-Fliache

Daraus leiten wir 9102 f(0,0) = 1 und 0201 f(0,0) = —1 her. Somit liefert diese Funktion ein
Gegenbeispiel zum Satz von Schwarz (Abb. A.1).

Ubung 7 Seite 34. (BBP-Formel)

1. Wir beginnen mit dem Vergleich von
1/V2

_ 8 _( 4 2 1 1 1\n
Up = bf f(t) - t7"dt und v, = (8n+1 ~ 8nid  Bnis 8n+6) (E) '

sage: n, t = var(’n, t7)

sage: v(n) = (4/(8*n+1)-2/(8*n+4)-1/(8*n+5)-1/(8*n+6))*1/16"n
sage: assume(8+n+1>0)

sage: f(t) = 4*xsqrt(2)-8+t~3-4xsqrt(2)*t~4-8xt"5

sage: u(n) = integrate(f(t) * t~(8*n), t, 0, 1/sqrt(2))

sage: (u(n)-v(n)).simplify_£full()

02

Wir folgern daraus u, = v,. Wegen der Linearitdt des Integrals erhalten wir:

1/v2 . N
In = / f(t)- <Z imitsﬁ:0t8"> dt = Z“n — Z”n — Sy.
0 t n=0 n=0

2Sage vereinfacht so weit nicht, der gelieferte Ausdruck lisst sich jedoch leicht als nullwertig erkennen.
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2. Die Potenzreihe ano %" hat den Konvergenzradius, sie konvergiert daher im Intervall
[0, %] Auf diesem Intervall konnen wir deshalb Integral und Grenze vertauschen:

1/V2

N
. 1 . 8n
d = [ 500 (Zot )dt
0 =
1/V2

= / f(t)-(it%) dt
0 n=0
1/V2
:/f(t)~1_1t8dtzj.
0

3. Wir fahren dann mit der Berechnung von J fort.

sage: t = var(’t’); J = integrate(f(t)/(1-t"8), t, 0, 1/sqrt(2))
sage: J.simplify_full()
pi + 2xlog(sqrt(2) - 1) + 2*log(sqrt(2) + 1)

Zur Vereinfachung dieses Ausdrucks miissen wir Sage anweisen, die Summe der Loga-
rithmen zu bilden:

sage: J.simplify_log().simplify_£full()
pi

Letztendlich erhalten wir die verlangte Gleichung:

*f 4 211 1\
8n+1 8n+4 8n+5 8n+6/)\16)

n=0

Mit Hilfe dieser Gleichung geben wieder einen Naherungswert fiir 7:

sage: 1 = sum(v(n) for n in (0..40)); 1l.n(digits=60)
3.14159265358979323846264338327950288419716939937510681474759
sage: pi.n(digits=60)
3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097494
sage: print "Ye" % (1-pi).n(digits=60)

-6.227358e-54

Ubung 8 Seite 35. (Polynomiale Niherung fir den Sinus) Wir versehen den Vektorraum
C®([—m, n]) mit dem Skalarprodukt (f|G) = [™_ fg. Das gesuchte Polynom ist die orthogo-
nale Projektion der Sinusfunktion auf den untervektorraum Rj[X]. Die Bestimmung dieses
Polynoms wird auf die Losung eines linearen Gleichungssystem zuriickgefiihrt: tatséchlich ist
P die Projektion des Sinus genau dann, wenn die Funktion (P — sin) zu jedem Vektor der
kanonischen Basis von R5[X] orthogonal ist. Hier folgt der Sage-Code:

sage: var(’x’); ps = lambda f, g : integral(f * g, x, -pi, pi)
sage: n = 5; a = var(’a0, al, a2, a3, a4, ab’)

sage: P = sum(alk] * x"k for k in (0..n))

sage: equ = [ps(P - sin(x), x"k) for k in (0..n)]

sage: sol = solve(equ, a)
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sage: P = sum(sol[0] [k].rhs() * x"k for k in (0..n)); P

105/8%(pi~4 - 153%pi~2 + 1485)*x/pi~6 - 315/4%(pi~4 - 125%pi~2 +
1155)*x~3/pi~8 + 693/8*(pi~4 - 105*pi~2 + 945)*x~5/pi~10

sage: g = plot(P,x,-6,6,color="red’) + plot(sin(x),x,-6,6,color="blue’)

sage: g.show(ymin = -1.5, ymax = 1.5)

Nun kénnen wir die Sinusfunktion und ihre orthogonale Projektion zeichnen und die Qualitat
dieser polynomialen Approximation beurteilen.

15+

Abb. A.2 - Approximation des Sinus mit der Methode der kleinsten Quadrate

Ubung 9 Seite 36. (Das Problem von Gauf) Zunichst beweisen wir die geforderten Bezie-
hungen symbolisch. Dem schlieft sich die numerische Ableitung an. Wir beginnen mit der
Definition der Vektoren r7;:

sage: p, e = var(’p, e’)

sage: thetal, theta2, theta3 = var(’thetal, theta2, theta3’)
sage: r(theta) = p / (1 - e * cos(theta))

sage: rl = r(thetal); r2 = r(theta2); r3 = r(theta3)

sage: Rl = vector([rl * cos(thetal), rl * sin(thetal), 01)
sage: R2 = vector([r2 * cos(theta2), r2 * sin(theta2), 0])
sage: R3 = vector([r3 * cos(theta3), r3 * sin(theta3), 01)

o Wir verifizieren, dass S+te- (i’ A 5) der Nullvektor ist.

sage: D = Rl.cross_product(R2)+R2.cross_product (R3)+R3.cross_product(R1)

sage: S = (rl1 - r3) * R2 + (r3 - r2) * R1 + (r2 - rl) * R3

sage: i = vector([1, 0, 0]); V=S + e * i.cross_product(D)

sage: V.simplify_full()

(0, 0, 0)

Daraus leiten wir die geforderte Beziehung her: e = H%Lflll)ll = N%"", denn D steht senkrecht auf

der Bahnebene und somit auch auf 7.
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e Nun verifizieren wir, dass 7 zu S A D kollinear ist:

sage: S.cross_product(D).simplify_full() [1:3]
(0, 0)

Dieses Ergebnis zeigt, dass die zweite und die dritte Komponente verschwinden.
e Ebenso verifizieren wir, dass p - S+e- (T/\ N) der Nullvektor ist.

sage: N = r3 * Rl.cross_product(R2) + rl * R2.cross_product(R3)\
....: *+ r2 *x R3.cross_product(R1)

sage: W=p * S + e * i.cross_product(N)

sage: W.simplify_full()

(0, 0, 0) Daraus folgern wir:

I
ENERE]

denn N steht auf der Bahnebene senkrecht und somit auch auf 7.

e Als Formel fiir Kegelschnitte haben wir a = ;5.

e Wir kommen jetzt zur verlangten numerischen Abbildung:

sage: Rl=vector([0,1,0]); R2=vector([2,2,0]); R3=vector([3.5,0,0])
sage: rl = Rl.norm(); r2 = R2.norm(); r3 = R3.norm()

sage: D = Rl.cross_product(R2) + R2.cross_product(R3) \

....: + R3.cross_product(R1)

sage: S = (rl - r3) * R2 + (r3 - r2) * Rl + (r2 - rl1) * R3

sage: N = r3 * Rl.cross_product(R2) + rl * R2.cross_product(R3) \
....: + 12 x R3.cross_product(R1)

sage: e = S.norm() / D.norm(); p = N.norm() / D.norm()

sage: a = p/(1-e”2); c = a * e; b = sqrt(a”2 - ¢c"2)

sage: X = S.cross_product(D); i = X / X.norm()

sage: phi = atan2(i[1], i[0]) * 180 / pi.nQ)

sage: print("%.3f %.3f %.3f %.3f %.3f %.3f" % (a, b, c, e, p, phi))
2.360 1.326 1.952 0.827 0.746 17.917

Als Erkenntnis gewinnen wir:
a~~2.360, b~ 1326, c~1952, e~0827, p~0.746, ¢~ 17.917.

Die Neigung der grofsen Achse gegen die Abszisse betrigt 17.92°.
Ubung 10 page 37. (Basen von Untervektorriumen,)

1. Die zu A gehoige Losungsmenge S eines homogenen linearen Gleichungssystems ist ein
Untervektorraum des R?, von dem wir dank der Funktion right_kernel die Dimension
und eine Basis erhalten:

sage: A = matrix(QQ, [[ 2, -3, 2, -12, 33],
[ 6, i, 26, -16, 69],
[10, -29, -18, -53, 321,
[ 2, 0, 8, -18, 84]1])
sage: A.right_kernel()
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394

Vector space of degree 5 and dimension 2 over Rational Field
Basis matrix:

L 1 0 -7/3¢ 5/17 1/17]

L 0 1 -3/34 -10/17 -2/17]

S ist daher die von den beiden obigen Vektoren aufgespannte Ebene (die man zeilenweise
lesen muss, wie weiter unten).

. Wir isolieren aus der gegebenen Familie von Erzeugenden auf folgende Weise eine Ba-

sis des gesuchten Untervektorraums. Wir reduzieren die Matrix A (mit den Spalten
U1, Uz, us, Muy, us) beziiglich der Zeilen auf hermitesche Form:

sage: H = A.echelon_form(); H

1 040 -3
0120 7
0001 =5
0000 O

Sei F' = Vect(u1,ug,us, uq,us) die Familie der Spaltenvektoren von A. Das ist ein
Untervektorraum von R*. In H bemerken wir, dass sich die Pivotstellen in den Spalten
1, 2 und 4 befinden. Genauer haben wir

(u1,ug,uyq) ist eine linear unabhéngige Familie,
uz = 4uy + 2“27
us = —3uq + Tug — duy

Daher wird F' = Vect(u, ug, us, ug, us) = Vect(uy, ug,uq) von der Familie (u1,ug,uq)
erzeugt; nun ist diese Familie linear unabhéngig; deshalb ist (w1, ug2, uy4) eine Basis von F.
Wir hétten ebenso, wenn auch direkter, die Funktion column_space verwenden kénnen:

sage: A.column_space()
Vector space of degree 4 and dimension 3 over Rational Field
Basis matrix:

A 1 0 0 1139/350]
L 0 1 0 -9/50]
L 0 0 1 -12/35]

Wir suchen jetzt Gleichungen des erzeugten Untervektorraums. Dafiir reduzieren wir
die um ein zweites Glied erweiterte Matrix A, indem wir Sage anzeigen, dass wir auf
einem Polynomring mit vier Unbestimmten arbeiten:

sage: S.<x, y, z, t> = QQ[]
sage: C = matrix(S, 4, 1, [x, y, z, t])
sage: B = block_matrix([A, C], ncols=2)
sage: C = B.echelon_form()

sage: C[3,5]%350
-1139%x + 63*y + 120*z + 350%t

Daraus folgern wir, dass F' eine Hyperebene des R?* ist mit der Gleichung

—1139*%xx+63+xy+120%x 2+ 350t =0
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Diese Gleichung hétten wir auch durch Berechnung des Kerns von A von links bekommen
konnen, was die Koordinaten der Linearformen ergibt, die F' definieren (davon gibt es
hier nur eine):

sage: K = A.left_kernel(); K

sage: Vector space of degree 4 and dimension 1 over Rational Field
sage: Basis matrix:

C 1 -63/1139 -120/1139 -350/1139]

Die durch diese Linearform definierte Hyperebene hat als Basis die folgenden drei Vek-
toren, die wir schon mit A.column_space() erhalten hatten:

sage: matrix(K.0).right_kernel()
Vector space of degree 4 and dimension 3 over Rational Field
Basis matrix:

[ 1 0 0 1139/350]
[ 0 1 0 -9/50]
[ 0 0 1 -12/35]

Ubung 11 Seite 37. (Eine Matrizgleichung) Wir beginnen mit der Definition der Matrizen
Aund C.

sage: A = matrix(QQ, [[-2, 1, 1], [8, 1, -51, [4, 3, -311)
Sage: C matriX(QQ) [[1, 2’ _1:|y [21 _11 _1]’ [_51 O’ 3]])

Die Gleichung A = BC ist eine lineare Gleichung, daher ist die Losungsmenge ein affiner
Untervektorraum von M3(R). Wir suche also eine partikulidre Losung unserer Gleichung.

sage: B = C.solve_left(A); B

[0 -1 0]
[2 3 0]
[2 1 0]

Nun bestimmen wir die allgemeine Form der Lésungen der homogenen Gleichung, oder anders
gesagt, den Kern von links von C.

sage: C.left_kernel()

Vector space of degree 3 and dimension 1 over Rational Field
Basis matrix:

[12 1]

Schlieflich geben wir die allgemeine Form der Losung unserer Gleichung an:

sage: x, y, z = var(’x, y, z’); v = matrix([[1, 2, 111)
sage: B = B + (x*v).stack(y*v).stack(z*v); B

Wir kénnen das Ergebnis schnell verifizieren:

sage: sage: A == BxC
True
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Schlieflich ist die Losungsmenge ein affiner Untervektorraum der Dimension 3:

x 2r—1 «x
y+2 2y+3 y||(z,y2) R
z2+2 2z41 =z

A.3. Programmierung und Datenstrukturen

A.4. Graphik

Ubung 12 Seite 79. (Pascal-Conchoiden)

sage: t = var(’t’); liste = [a + cos(t) for a in srange(0, 2, 0.1)]
sage: g = polar_plot(liste, (t, O, 2 * pi)); g.show(aspect_ratio = 1)

(a) Pascal-Conchoiden (b) Untersuchung einer rekursiven Folge

Ubung 13 page 83. (Zeichnung der Terme einer rekursiven Folge)

sage: f = lambda x: abs(x**2 - 1/4)

sage: def liste_pts(u0, n):

el u = u0; liste = [[u0,0]1]

cet for k in range(n):

e v, u =u, f(u)

e liste.extend([[v,u], [u,ull)
ceet return(liste)

sage: g = line(liste_pts(1.1, 8), rgbcolor = (.9,0,0))
sage: g += line(liste_pts(-.4, 8), rgbcolor = (.01,0,0))
sage: g += line(liste_pts(1.3, 3), rgbcolor = (.5,0,0))
sage: g += plot(f, -1, 3, rgbcolor = ’blue’)

sage: g += plot(x, -1, 3, rgbcolor = ’green’)

sage: g.show(aspect_ratio = 1, ymin = -.2, ymax = 3)

Ubung 14 Seite 85. (Lineare Differentialgleichung 1. Ordnung)
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sage: x = var(’x’); y = function(’y’)

sage: DE = x72 * diff(y(x), x) - y(x) ==

sage: desolve(DE, y(x))

_Cxe~(-1/%)

sage: g = plot([cxe~(-1/x) for c in srange(-8, 8, 0.4)], (x, -3, 3))
sage: y = var(’y’)

sage: g += plot_vector_field((x~2, y), (x,-3,3), (y,-5,5))

sage: g.show(ymin=-5, ymax=5)

Abb. A.3 - Integralkurven von z%y’ —y =0

Ubung 15 Seite 88. (Modell Beute-Riuber)

sage:
sage:
sage:
sage:
sage:

from sage.calculus.desolvers import desolve_system_rk4
f = lambda x, y: [a*x-b*x*y,-c*xy+d*bxx*y]
X, y, t =varCx, y, t’)
a, b, ¢c,d=1., 0.1, 1.5, 0.75
P = desolve_system_rk4(f(x,y), [x,y],
ics=[0,10,5], ivar=t, end_points=15)

: Qh = [[i,j] for i,j,k in P]; p = 1line(Qh, color=’red’)

: p += text("Hasen", (12,37), fontsize=10, color=’red’)

: Qf = [[i,k] for i,j,k in P]; p += line(Qf, color=’blue’)
: p += text("Fuechse", (12,7), fontsize=10, color=’blue’)
: p.axes_labels(["Zeit", "Population"])

: p.show(gridlines = True)

Wir kénnen auch die rechte Graphik in Abb. 4.12 reproduzieren:
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sage: n = 10; L = srange(6, 18, 12/n); R = srange(3, 9, 6/n)
sage: def g(x,y): v = vector(f(x,y)); return v/v.norm()
sage: q = plot_vector_field(g(x, y), (x, 0, 60), (y, 0, 36))
sage: for j in range(n):

RN P = desolve_system _rk4(f(x,y), [x,y],

e ics=[0,L[j1,R[j1], ivar=t, end_points=15)
e Q = [[j,k] for i,j,k in P]

R q *+= line(Q, color=hue(.8-j/(2%n)))

sage: q.axes_labels(["Hasen", "Fuechse"]); q.show()

Ubung 16 Seite 88. (Ein autonomes System von Differentialgleichungen)

sage: from scipy import integrate

sage: def dX_dt(X, t=0): return [X[1], 0.5%X[1] - X[0] - X[1]~3]
sage: t = srange(0, 40, 0.01); x0 = srange(-2, 2, 0.1); y0 = 2.5
sage: CI = [[i, yO] for i in x0] + [[i, -y0] for i in x0]

sage: def g(x,y): v = vector(dX_dt([x, y1)); return v / v.norm()
sage: x, y = var(’x, y’); n = len(CI)

sage: q = plot_vector_field(g(x, y), (x, -3, 3), (y, -y0, y0))
sage: for j in xrange(n):

R X = integrate.odeint(dX_dt, CI[j]l, t)

sage: q += line(X, color=(1.7%j/(4*n),1.5%j/(4*n),1-3*%j/(8*n)))
sage: X = integrate.odeint(dX_dt, [0.01,0], t)

sage: q += line(X, color = ’red’); q.show()

Ubung 17 Seite 88. (Stromung um einen Zylinder mit Magnuseffekt)

Fir die Losung dieser Aufgabe kénnen wir beispielsweise die Funktion odeint von Scipy
verwenden:

sage: from scipy import integrate

sage: t = srange(0, 40, 0.2)

sage: n = 35; CI_cart = [[4, .2 * i] for i in range(n)]

sage: CI = map(lambda x: [sqrt(x[0]~2+x[1]"2),\

ceeat pi - arctan(x[1]/x[0])], CI_cart)

sage: for alpha in [0.1, 0.5, 1, 1.25]:

AT dX_dt = lambda X, t=0: [cos(X[1])*(1-1/X[0]1~2), \
e -sin(X[1]) * (1/X[0]+1/X[0]"~3) + 2*alpha/X[0]~2]
e q = circle((0, 0), 1, fill=True, rgbcolor=’purple’)
R for j in range(n):

e X = integrate.odeint(dX_dt, CI[j]l, t)

e Y = [[ul0)*cos(ul[1]), ul0]*sin(ul[1])] for u in X]
e q += line(Y, xmin = -4, xmax = 4, color=’blue’)
celat q.show(aspect_ratio = 1, axes = False)

Abbildung A.5 zeigt die Losungen zu den Féllen o = 0.1,0.5, 1.
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Abb. A.4 - Ein autonomes System von Differentialgleichungen

Falla =1

=0.5

Fall a
Abb. A.5 - Magunuseffekt

Fall « = 0.1

A.5. Definitionsmengen

Ubung 18 Seite 100. Die Klasse des Ringes ZZ heifit IntegerRing_class, wie wir mit den

folgenden Befehlen sehen kénnen:

sage: print type(ZZ)

’sage.rings.integer_ring.IntegerRing_class’>
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sage: ZZ.__class__
’sage.rings.integer_ring.IntegerRing_class’>

Tatsdchlich ist der Ring ZZ die einzige Instanz dieser Klasse, die wir mit der Kategorie von
ZZ nicht verwechseln diirfen

sage: ZZ.category()
Join of Category of euclidean domains and Category of infinite
enumerated sets and Category of metric spaces

und auch nicht mit mit Klasse seiner Elemente

sage: ZZ.an_element().__class__
<type ’sage.rings.integer.Integer’>

A.6. Endliche Kérper und elementare Zahlentheorie

Ubung 19 Seite 121. Wir setzen n = pgr voraus mit p < ¢ < r. Dann muss p® < n sein
und die Funktion wird

sage: def enum_carmichael(N, verbose=True):

p=3;8=0

while p~3 <= N:

s += enum_carmichael_p(N, p, verbose); p = next_prime(p)
cet return s

worin die Funktion enum_carmichael_p die Anzahl der Carmichael-Vielfachen z&hlt, die von
der Form a + Am sind mit A € Ny, a = p und m = p(p — 1), weil n ein Vielfaches von p sein
muss und n — 1 ein Vielfaches von p — 1:

sage: def enum_carmichael_p (n, p, verbose):

ceeat a=p;m=p*(p-1); g=p; s =0

e while p*q~2 <= n:

el q = next_prime(q)

e s += enum_carmichael_pq(n, a, m, p, q, verbose)
cet return s

Die Funktion enum_carmichael_pq zdhlt die Anzahl der Carmichael-Vielfachen von pgq, die
von der Form a' 4+ pum’ sind mit u € Ny, wobei ¢’ = a mod m ist, ' = ¢ mod ¢(¢ — 1) und
m’ gleichzeitig Vielfaches von m = p(p — 1) und von ¢(¢ — 1). Zur Losung der simultanen
Kogruenzen nehmen wir die Funktion crt. Dabei schliefen wir den Fall aus, dass es keine
Losung geben kann, sonst wiirde Sage einen Fehler verursachen. Wir setzen auch a’ > pg?,
um r > q zu haben:

sage: def enum_carmichael_pq(n,a,m,p,q,verbose):

ceeat if (a-q) % gcd(m,q*(g-1)) <> O0: return 0

s =0

R a=crt (a, q, m, g*x(g-1)); m = lcm(m,q*(q-1))
while a <= p*q~™2: a +=m

for t in range(a, n+l, m):

r =1t // (p*q)

400



A.6. Endliche Korper und elementare Zahlentheorie

el if is_prime(r) and t % (r-1) ==
R if verbose:

R print p*xq*r, factor(p*qg*r)
R s +=1

cet return s

Mit diesen Funktionen erhalten wir

sage: enum_carmichael(10°4)
561 3 * 11 * 17

1105 5 * 13 * 17
2465 5 * 17 * 29
1729 7 * 13 * 19
2821 7 * 13 * 31
8911 7 * 19 * 67
6601 7 * 23 * 41

7 sage: enum_carmichael(10°5, False)
12 sage: enum_carmichael (106, False)
23 sage: enum_carmichael(10°7, False)
47

Ubung 20 Seite 123. Zunichst schreiben wir eine Funktion aliq, welche fiir n die aliquote
Folge berechnet und stoppt, sobald wir 1 erhalten oder eine Wiederholung auftritt:

sage: n = 840

sage: s = [n]

sage: while n > 1:

sigma(n) - n

et s.append(n)

....: print s[:5], s[-5:]

(748, [840, 2040, 4440, 9240, 25320], [2714, 1606, 1058, 601, 11)
sage: points([(x,log(s[x])/1log(10.0)) for x in range(len(s))])

=]
I
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Ubung 21 Seite 124. Konstante von Masser-Gramain Bei Frage 1 sei C' der Grenzkreis
einer kleineren Kreisscheibe. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen,
dass der Ursprung O auf dem Kreis liegt - tatsichlich gibt es mindestens einen Punkt von Z?
auf dem Kreis, sonst ist die Scheibe nicht optimal. Wir kénnen auch voraussetzen, dass der
Kreismittelpunkt im ersten Quadranten liegt (durch Rotation der Scheibe um ein Vielfaches
von 7/2) um O). Wir werden zugestehen, dass wir ebenfalls zwei Punkte A und B im ersten
Quadranten auf dem Kreis haben, und der Kreis somit Umkreis des Dreiecks OAB ist. Die

Schranke 7, < \/g ermoglicht, die Punkte A und B einzugrenzen, denn ihr Abstand zu O

ist hochstens w%. Wir kénnen annehmen, dass einer der Punkte A und B, beispielsweise A,

im zweiten Oktanten liegt (wenn beide wegen der Symmetrie zur Geraden x = y im ersten
Oktanten liegen, bringen wir sie in den zweiten Oktanten). Wir kénnen auch annehmen, dass
der Winkel OAB spitz ist (indem wir A und B notfalls vertauschen, wegen der Symmetrie zur
Geraden x = y liegen sie in verschiedenen Oktanten). Die Abszisse von A veriiziert deshalb

Th < \/%, seine Ordinate verifiziert x4 < ya < \/4k/m — xi. Fir den Punkt B haben

wir 0 < zp < 2\/§ und 0 < zayp + yyaxrp < x124 + y124 (spitzer Winkel bei A). Das ergibt
den folgenden Code, wobei die Routine rk_aux die Anzahl der Punkte in der Scheibe mit
dem Zentrum z./d,y./d und dem Radius y/72/d, wobei z,y.,d und ry samtlich ganzzahlig

sind.

sage: def rk_aux(xc, yc, d, r2):

et s =0
..... xmin = ceil((xc - sqrt(r2))/d4)
..... xmax = floor((xc + sqrt(r2))/d)

cet for x in range(xmin,xmax+1):

R r3 = r2 - (d*x-xc)~2 # (d*y-yc)~2 <= r2 - (d*x-xc)"2
et ymin = ceil((yc - sqrt(r3))/d)

et ymax = floor((yc + sqrt(r3))/d)

- 8 += ymax + 1 - ymin

colt return s
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sage: def rk(k): # renvoie (r_k~2, xc, yc)

R if k == 2: return 1/4, 1/2, 0

R dmax = (2xsqrt(k/pi)).n(); xamax = (sqrt(2*k/pi)).n()

e sol = (dmax/2)"2, 0, 0, O

cet for xa in range(0, floor(xamax)+1):

R # falls xa=0, ya > O den A kann nicht auf 0 liegen

R yamin = max(xa, 1)

R for ya in range(yamin, floor(sqrt(dmax~2-xa~2))+1):

cee xbmin = 0 # wir wollen xb*ya <= xa~2+ya~2

R if xa == 0:

el xbmin = 1 # 0, A, B dirfen nicht iilber- oder nebeneinander liegen
ceeat xbmax = min(floor(dmax), floor((xa*xat+yaxya)/ya))

R for xb in range(xbmin, xbmax+1):

R ybmax = floor(sqrt(dmax~2-xb~2))

R if xa > 0: # wir wollen xb*yatyb*xa <= xa~2+ya~2
R tmp = floor((xaxxatya*ya-xb*ya)/xa)

et ybmax = min(ybmax, tmp)

R # si xb=0, yb > O denn B muss verschieden sein von O

cen ybmin = 0
ceeat if xb == 0O:
ce ybmin = 1

R for yb in range(ybmin,ybmax+1):

ceeat d = 2*abs(xbxya - xaxyb)

R if d <> O:

R ra2 = xa“2+ya~2; rb2 = xb"2+yb~2
coa xc = abs{ra2*yb - rb2*ya)

R yc = abs(rb2*xa - ra2*xb)

el r2 = ra2* rb2x((xa-xb)~2+(ya-yb)~2)
R m = rk_aux(xc,yc,d,r2)

el if m >= k and r2/d"~2 < sol[0]:
e sol = r2/d~2, xc/d, yc/d
ceea return sol

sage: for k in range(2,10): print k, rk(k)

2 (1/4, 1/2, 0)

3 (1/2, 1/2, 1/2)
4 (1/2, 1/2, 1/2)
5 (1, 0, 1)

6 (5/4, 1/2, 1)

7 (25/16, 3/4, 1)
8 (2, 1, 1)

9 (2,1, D

Die Lésung zu Frage 2 ist die folgende:

sage: def plotrk(k):

AT r2, x0, yO = rk(k); r = n(sqrt(r2))

R var(’x, y?)

el ¢ = implicit_plot((x-x0)~2+(y-y0)~2-r2,

e (x, x0-r-1/2, x0+r+1/2),(y, yO-r-1/2, yO+r+1/2))
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ceeat center = points([(x0,y0)], pointsize=50, color=’black’)
R # wir wollen (i-x0)"2+(j-y0)~2 <= r2

R # daher |i-x0| <= r et [j-yO| <= r2 - (i-x0)"2

R 1 = [{i, j) for i in range(ceil(x0-r), floor(xO+r)+1)
R for j in range(ceil(y0-sqrt(r~2-(i-x0)"2)),
el floor(yO+sqrt(r2-(i-x0)~2))+1)]
et d = points(l, pointsize=100)

ceel return (c+center+d).show(aspect_ratio=1, axes=True)

Frage 3 erfordet etwas Uberlegung. Wir schreiben S; ; = i:i 1/(wr?). Ausgehend von der
oberen Schranke (6.2) fiir rj; erhalten wir r7 < (k — 1)/, somit ist 1/(ir}) > 1/(k — 1) und

Sun > Sm 1/ (k—1) > [N dk/k = log((N + 1)/n).

Die untere Schranke von (6.2) ergibt 1/(7r2) < 1/k +2/k%? fiir k > 407, was fiir n > 407 zu
Sun < SN (k4 2/k32) < [N (1/k + 2/k32)dk = log(N/(n — 1)) + 4/v/n — 1 — 4//N

fiihrt, woraus folgt

Sg,n,1 + log(l/n) <H< 52771,1 + log(l/(n — 1)) +44/n — 1.

sage: def bound(n):

s = sum(1/pi/rk(k)[0] for k in range(2,n+1))

R return float(s+log(1/n)), float(s+log(1l/(n-1))+4/sqrt(n-1))
sage: bound(60)

(1.7327473659779615, 2.2703101282176377)

Daraus leiten wir 1.73 < § < 2.28 her. Also ist der N&herungswert 6 ~ 2.00 mit einem
absoluten Fehler unter 0.28.

Ubung 22 Seite 125. Wir benutzen hier wieder dieselben Begriffe wie der Artikel von
Beauzami [Bea09|. Wir setzen s; = 1 —x;—...—xf mit 11 = 1. Dann muss z1+. . .+z;-1 < ;
gelten und insbesondere ist 9 < x1 < s9. Es sein

52

1
Cy = nq _ ( ni+1 n1+1) )
) / ZMdz o S5 — x5

XT1=T2

sage: x1, x2, s2 = var(’x1, x2, s2’)
sage: nl = 9; C1 = integrate(xl~-nl, x1, x2, s2); C1
1/10%s2°10 - 1/10*x2"10

Dann haben wir x3 < x9 < s3 = s9 + X9, ersetzen wir deshalb so durch s3 — so in C; und
integrieren iiber x9 von xg bis s9/2 - denn x1 + 9 < s3 und zo < z - erhalten wir:

sage: x3, 83 = var(’x3, s3?)

sage: n2 = 7; C2 = integrate(Cl.subs(s2=s3-x2)#*x2"n2, x2, x3, s3/2); C2
44923/229417943040%s3~18 - 1/80%83"10*x3"8 + 1/9%s3°9*x3"9 -
9/20%83°8%x3~10 + 12/11%83"7*x3~11 - 7/4%s376%*x3"12 + 126/65%s3"5%x3~13
- 3/2%8374%x3"14 + 4/5%83"3%x3"15 - 9/32%s3"2*x3"16 + 1/17*s3*x3"17

und so fort. Bei jeder Iteration ist C; ein homogenes Polynom in x;+; und s;4+1 mit rationalen
Koeffizienten und insgeamt vom Grad n; + ...+ n; + . Fiir die letzte Variable integrieren wir
von zj = 0 bis z, = 1/k.
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Nehmen wir fiir Zdhler und Nenner von I eine bekannte Schranke an, kénnen wir I modulo
p fiir verschiedene Primzahlen berechnen, die den Nenner von I nicht teilen und daraus dann
mit den chinesischen Resten den Wert von I modulo dem Produkt dieser Primzahlen herleiten
und schlieklich mit rationaler Rekonstruktion den exakten Wert von I ermitteln.

A.7. Polynome

Ubung 23 Seite 129.
1. Wir koénnen zum Beispiel nehmen (es gibt viele andere Losungen):
sage: x = polygen(QQ, ’y’); y = polygen(QQ, ’x’)

Erinnern wir uns an den Unterschied in Sage zwischen Python-Variablen und mathe-
matischen Variablen. Python-Variablen sind Namen, die zum Programmieren dienen
und bezeichnen den Speicherplatz im Rechner. Mathematische Variablen, darunter die
Unbestimmten der Polynome, sind von vollig anderer Art: es sind Sage-Objekte, die in
Python-Variablen gespeichert werden konnen. Wenn wir eine *x’ genannte Unbestimm-
te erzeugen, verpflichtet nichts dazu, in der Python-Variablen x zu speichern - und nichts
hindert daran, dort ’y’ unterzubringen.

2. Wir fangen damit an, der Python-Variablen x die Unbestimmte ’x’ der Polynome mit
rationalen Koeffizienten zuzuweisen. Der Ausdruck x+1 wird dann im Polynom z +
1 € Q[x] ausgewertet, die wir der Variablen p zugewiesen haben. Dann weisen wir der
Variablen x die Zahl 2 zu. Das hat keinen Einfluss auf p, das immer noch x+1 ist: dieses
x hier (die Unbestimmte) hat mit der Python-Variablen nichts zu tun, die ist jetzt 2.
In diesem Stadium wird p+x zu = + 3 ausgewertet. Daher ist der Endwert von p gleich
z+3.

Ubung 24 Seite 134. Eine einfache Losung besteht darin, sukzessive euklidsche Divisionen
durch Tschebyschow-Polynome fallenden Grades durchzufiihren: wenn dass Polynom p, das
in die Basis von Tschebyschow umgeschrieben werden soll, vom Grad n ist, setzen wir p =
eIy + Ryp—1 mit ¢, € Q und degR,-1 < n—1,dann R, 1 = ¢,—1715,-1 + Ry,—1 und so
weiter.

Beim folgenden Sage-Code haben wir uns entschieden, statt die als els einfache Liste erhal-
tenen Koeffizienten ¢, zurlickzugeben, einen symbolischen Ausdruck zu bilden, wobei das
Polynom T, als eine ,inerte* Funktion T(n,x) dargestellt wird (d.h. als nicht ausgewertete
Form betrachtet)

sage: T = sage.symbolic.function_factory.function(’T’, nargs=2)
sage: def to_chebyshev_basis(pol):

el (x,) = pol.variables()

R res =0

R for n in xrange(pol.degree(), -1, -1):

R quo, pol = pol.quo_rem(chebyshev_T(n, x))

et res += quo * T(n, x)

cet return res

Testen wir diese Funktion. Um die Resultate zu verifizieren, reicht es aus, in unsere inerte
Funktion T die Funktion einzusetzen, welche die Tschebyschow-Polynome berechnet und zu
entwickeln:
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sage: p = QQ[’x’] .random_element (degree=6); p

2*x"6 - x°5 + x°3 + x"2 + 1/5xx + 1

sage: p_cheb = to_chebyshev_basis(p); p_cheb

1/16xT(6, x) - 1/16%T(5, x) + 3/8%T(4, x) - 1/16«T(3, x) + 23/16*T(2, x) + 13/40*T(1, x)
+ 13/40%T(1, x) + 17/8%T(0, x)

sage: p_cheb.substitute_function(T, chebyshev_T).expand()

2%x76 - x°5 + x"3 + x72 + 1/6xx + 1

Ubung 25 Seite 134. Eine direkte Ubertragung nach Sage ergibt so etwas:

sage: def mydiv(u, v, n):

cet v0 = v.constant_coefficient()

quo = 0; rem = u

cet for k in xrange(n+l):

¢ = rem[0]/vO0

ceea rem = (rem - c*v) >> 1 # bitweise Rechtsverschiebung
ot quo += c*x"k

ceas return quo, rem

(Wir werden die Laufzeit dieser Funktion anhand recht grofer Beispiele messen kénnen und
versuchen, den Code effizienter zu machen, ohne den Algorithmus zu veréndern.)

Doch der Quotient in der Division durch bis zur Ordnung n wachsende Potenzen ist einfach
die Reihenentwicklung des gebrochen rationalen Ausdrucks w/v, die mit der Ordnung n + 1
abgebrochen wird. Mit der Division der formalen Potenzreihen (siehe Abschnitt 7.5) kénnen
wir daher die Division durch steigende Potenzen wie folgt berechnen.

sage: def mydiv2(u, v, n):

x = u.parent().gen()

quo = (u / (v + 0(x~(n+1)))) .polynomial ()
rem = (u - quo*v) >> (n+1)

cet return quo, rem

Die Zeile quo = ... konvertiert erstens ein Polynom in eine abbrechende Reihe, indem sie
ein O(.) anhéngt und zweitens erfolgt die Division durch eine Reihe in der Voreinstellung mit
der Genauigkeit des Divisors.

Ubung 26 Seite 135. Zunichst sind wir darauf gefasst, dass uygio000 Ziffern in der Grosen-
ordnung 10000 hat. Eine Berechnung als ganze Zahl kommt somit iiberhaupt nicht in Frage,
Deshalb interessieren wir uns nur fiir die letzten fiinf Ziffern, und das ist wirklich kein Pro-
blem: wir machen die ganze Rechnung modulo 10°. Das in Unterabschnitt 3.2.4 vorgestellte
Verfahren zur schnellen Potenzierung verlangt nun einige zigtausend Multiplikationen von
1000 x 1000-Matrizen mit Koeffizienten aus Z/10°Z. Jedes dieser Matrizenprodukte kommt
auf eine Milliarde Multiplikationen modulo 10° oder etwas weniger mit einem schnellen Al-
gorithmus. Das is nicht v6llig unméglich, aber der Versuch einer einzigen Multiplikation lasst
vermuten, dass die Berechnung mit Sage eine gute Stunde dauern wiirde:

sage: Mat = MatrixSpace (IntegerModRing(10~5), 1000)

sage: ml, m2 = (Mat.random_element() for i in (1,2))

sage: time ml*m2

1000 x 1000 dense matrix over Ring of integers modulo 100000 (use the
>.str()’ method to see the entries)

Time: CPU 0.37 s, Wall: 0.39 s

406



A.7. Polynome

Was den Algorithmus betrifft, gibt es eine bessere Moglichkeit. Mit S bezeichnen wir den
Verschiebungsoperator (ap)nen — (@n+1)nen. Die u = (up)nen geniigende Gleichung wird
nun P(S)-u = 0 geschrieben, wobei P(x) = 209 — 23279 4 522 — 122 — 7 ist; und fiir jedes
N (insbesondere N = 1019) ist der Term uy das erste Glied der Folge S™ - u. Sei R der Rest
der euklidschen Division von 2V durch P. Wegen P(S)-u = 0 haben wir SV - u = R(S) - u.
Deshalb geniigt die Berechnung des Bildes von "V in (Z/10°Z)[z]/(P(x)). Wir gelangen zu
folgendem Code, der auf derselben Maschine in weniger als einer halben Minute ausgefiihrt
wird:

sage: Poly.<x> = Integers(10°5)[]

sage: P = x71000 - 23%x7729 + b*x~2 - 12%x - 7
sage: Quo.<s> = Poly.quo(P)

sage: op = s~(10710000)

sage: add(op[n]*(n+7) for n in range(1000))
63477

Die gesuchten fiinf letzten Ziffern sind also 63477. Der Unterschied zwischen beiden Versionen
bei der Rechenzeit wichst mit der Rekursionstiefe rapide an.
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Ubung 27 Seite 146.

1.

Nehmen wir an, dass aslprs+ As—1Untrs—1+- -+ aguy, = 0ist fiir alle n > 0 und nennen
wir u(z) = Y0 _onfty. Sei Q(2) = as + as—1z + ...+ apz®. Dann ist

o0

S(z) = Q(2)u(z) = Z(asun + s 1Up—1+ ...+ aoUp—s)2"

n=0

mit der Konvention, dass u, = 0 ist fiir n < 0. Der Koeffizient von z" in S(z) ist null
fir n > s. Daher ist S(z) ein Polynom und u(z) = S(z)/Q(z). Der Nenner Q(z) ist
das reziproke Polynom des charakteristischen Polynoms der Rekursion, und der Zihler
kodiert die Anfangsbedingungen.

Die ersten Koeffizienten reichen hin, eine Rekursion 3. Ordnung zu erraten, die den ge-
gebenen Daten offenbar geniigen. Durch Aufruf von rational_reconstruct bekommen
wir einen gebrochen rationalen Ausdruck, mit dem wir eine Reihe entwickeln kénnen,
in der alle gegebenen Koeffizienten wiederzufinden sind sowie die wahrscheinlich dann
folgenden:

sage: p = previous_prime(2-30); ZpZx.<x> = Integers(p)[]

sage: s = ZpZx([1, 1, 2, 3, 8, 11, 34, 39, 148, 127, 662, 3391)
sage: num, den = s.rational_reconstruct(x~12, 6, 6)

sage: S = ZpZx.completion(x)420

sage: map(lift_sym, S(num)/S(den))

1, 1, 2, 3, 8, 11, 34, 39, 148, 127, 662, 339, 3056, 371,
14602, -4257, 72268, -50489, 369854, -396981]

(Die Funktion 1ift_sym wurde in Kapitel 7 definiert. Die ersten 20 Koeffizienten liegen
weit unter 2%°, sodass wir die Rekursion modulo 23° entwickeln diirfen, nachdem wir
das Ergebnis in Z erstellt haben.)

Mit berlekamp_massey ist das Ergebnis das charakteristische Polynom der Rekursion
direkt mit Koeffizienten in Z:

sage: berlekamp_massey([1, 1, 2, 3, 8, 11, 34, 39, 148, 127]1)
x~3 - bxx + 2

Wir verifizieren, dass alle gegebenen Koeffizienten der Gleichung u,4+3 = dupy1 — 2uy,
geniigen, und davon ausgehend erraten wir die fehlenden Koeffizienten 72268 = 5 -
14602 — 2 - 371. — 50489 = 5 - (—4257) — 2 - 14602 und so weiter.

Ubung 28 Seite 146. Wir beginnen mit der Berechnung eines Polynoms 3. Grades, dass die

gegeb

sage:
sage:
sage:

ene Interpolationsbedingung erfiillt. Das ergibt eine Losung mit degp = 3:

R.<x> = GF(17) [1]
pairs = [(0,-1), (1,0), (2,7), (3,5)]
s = R(QQ[’x’] .lagrange_polynomial (pairs)); s

6%x~3 + 2%x~2 + 10*x + 16

sage:
(16,
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Wir werden damit wieder auf das Problem der rationalen Rekonstruktion verwiesen
p/q = s mod x(x — 1)(z — 2)(x — 3).

Da s nicht invertierbar modulo z(x—1)(z—2)(x—3) ist (denn s(1) = 0), gibt es fiir konstantes
p keine Losung. Mit degp = 1 finden wir:

sage: s.rational_reconstruct(mul(x-i for i in range(4)), 1, 2)
(15%x + 2, x°2 + 11xx + 15)

Ubung 29 Seite 150. Der Ablauf ist derselbe wie beim Beispiel im Text: wir codieren
die Gleichung tanz = fox(l + tan?t)dt und suchen ausgehend von der Anfangsbedingung
tan(0) = 0 einen Fixpunkt.

sage: S.<x> = PowerSeriesRing(QQ)

sage: t = 5(0)

sage: for i in range(7): # hier ist t korrekt bis zum Grad 2i+1

cet # 0(x~15) vermeidet das Anwachsen der Abbruchordnung

coa t = (1+t"2).integral() + 0(x"~15)

sage: t

x + 1/3%x~3 + 2/16%x~5 + 17/315*x"7 + 62/283b5*x~9 + 1382/15592b5*x"~11 +
21844/6081075%x~13 + 0(x~15)

A.8. Lineare Algebra

Ubung 30 Seite 170. (Minimalpolynom von Vektoren)

1. ¢4 ist ein Annihilator-Polynom aller Basisvektoren e;. Es ist deshalb ein gemeinsames
Vielfaches von ¢ 4.¢,. Sei ¢ das kgV von ¢4 ¢,. Dann gilt ¥ | ¢ 4. Aufderdem ist ¢(A) =
[W(A)ey - ... - ¥(A)e,] = 0 Annihilator der Matrix A. Daraus folgt ¢4 | ¥. Da die
Polynome unitér sind, sind sie gleich.

2. In diesem Fall haben alle ¢4 ., die Form X!, wobei y ein irreduzibles Polynom ist.
Gemafs der vorigen Frage fillt ¢4 mit dem der x/; zusammen und hat den maximalen
Exponenten ;.

3. Sei ¢ ein Annihilator-Polynom von e = ¢; +¢; und 1 = @4, und @ = PAe;- Wir
haben po(A)pae, = p2(A)p(A)e — p(A)p2(A)e; = 0. Daher ist @2 Annihilator von
e; und somit teilbar durch 1. Da nun ¢ und @9 teilerfremd sind, gilt ¢1 | ¢. Genauso
beweist man @9 | ¢, weshalb ¢ ein Vielfaches von ¢1p9 ist. Nun ist 199 Annihilator
von e, deshalb ist ¢ = @1¢9.

4. Da P; und P teilerfremd sind, existieren zwei Polynome « und 3, sodass 1 = aP) +8P;.
So haben wir x = a(A)Pi(A)x + B(A)Py(A)x = x9 + x1 fiir jedes z, wobei 1 =
B(A)Py(A)x ist und x2 = a(A)Pi(A)x. Wegen ¢4 = P1 P ist P Annihilator von
x1 = B(A)Py(A)x (ebenso ist P, Annihilator von x3). Ist z; = 0 fiir jedes z, dann ist
B P, Annihilator von A und ist somit ein Vielfaches von Pj Ps, woraus 1 = Py (a + v P)
folgt, was deg P; = 0 impliziert. Es existiert daher ein z1 # 0, sodass P; ein Annihilator-
Polynom von 1 ist. Zeigen wir, dass Py fiir 1 minimal ist: sei P, ein Annihilator-
Polynom von z. Dann ist Py(A)Py(A)z = Py(A)Py(A)zy + 1(A)Py(A)zy = 0, mithin
ist ]51P2 ein Vielfaches von ¢4 = Py Ps. So gilt Py | P und P ist das Minimalpolynom
von x1. Fiir x9 geht der Beweis genauso.
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my

5. Zu jedem Faktor ¢;" existiert ein Vektor z;. Dabei ist ¢;"" das Minimalpolynom und

der Vektor x1 + ...+ z hat ¢4 als Minimalpolynom.
6. Wir berechnen zunéchst das Minimalpolynom der Matrix A.

sage: A = matrix(GF(7),[[0,0,3,0,0],[1,0,6,0,0],[0,1,5,0,0],
RN (0,0,0,0,51,[0,0,0,1,511)

sage: P = A.minpoly(); P

x~5 + 4%x”74 + 3*%x"2 + 3*x + 1

sage: P.factor()

(x72 + 2%x + 2) * (x73 + 2%x"2 + x + 4)

Es ist vom hochsten Grad.

sage: el = identity_matrix(GF(7),5)[0]

sage: e4 = identity_matrix(GF(7),5) [3]

sage: A.transpose() .maxspin(el)

(¢, 0, 0, 0, 0, (0, 1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, O, 0)]
sage: A.transpose() .maxspin(e4)

(e, o, 0, 1, 0, (0, 0, 0, 0, 1]

sage: A.transpose() .maxspin(el + e4)

(¢, 0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, B, B),
(3, 6, 5, 4, 2), (1, 5, 3, 3, 0)]

Die Funktion maxspin iteriert einen Vektor von links. Wir wenden sie deshalb auf die
Transponierte von A an, um ausgehend von den Vektoren e; und ey die Liste der linear
unabhéngigen Krylow-Iterierten zu bekommen. Das Minimalpolynom von e; hat daher
den Grad 3, das von e4 den Grad 2 und das von e; + e4 den Grad 5.

Wir sehen, dass die spezielle Gestalt der Matrix die Vektoren e; und eq4 wie Iterier-
te anderer Vektoren der kanonischen Basis wirken lisst, Diese Form heift Frobenius-
Normalform (siehe Unterabschnitt 8.2.3). Sie beschreibt, wie die Matrix den Vektorraum
in zyklische invariante unterrdume zerlegt, die von den Vektoren der kanonischen Basis
erzeugt werden.

Ubung 31 Seite 177.

sage: def sind_aehnlich(A, B):
el Fi, Ul = A.frobenius(2)

..... F2, U2 = B.frobenius(2)
if F1 == F2:

e return True, “U2xUl
et else:

return False, F1 - F2

sage: B = matrix(ZZ, [[0,1,4,0,4],[4,-2,0,-4,-2],[0,0,0,2,1],
cee et [_4:2’2’0’_1]’[_4’_211121011)
sage: U = matrix(ZZ, [[3,3,-9,-14,40],[-1,-2,4,2,1]1,[2,4,-7,-1,-13],

et [-1,0,1,4,-15],[-4,-13,26,8,30]])
sage: A = (U~-1 * B * U).change_ring(ZZ)
sage: ok, V = sind_aehnlich(A, B); ok

sage: V
[ 1 2824643/1601680 -6818729/1601680
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-43439399/11211760 73108601/11211760]

[ 0 342591/320336 -695773/320336
-2360063/11211760 -10291875/2242352]

[ 0 -367393/640672 673091/640672
-888723/4484704  15889341/4484704]

[ 0 661457/3203360 -565971/3203360
13485411/22423520 -69159661/22423520]

[ 0  -4846439/3203360 7915157/3203360

-32420037/22423520 285914347/22423520]
sage: ok, V = sind_aehnlich(2xA, B); ok
False

A.9. Polynomiale Systeme

Ubung 32 Seite 180. Zu einem gegebenen Polynomring ring gibt die Funktion test_poly
die Summe aller Monome des gesamten Grades zuriick, der durch den Wert des Parameters
deg begrenzt ist. Der Code ist relativ kompakt, arbeitetet jedoch mit einigen Verrenkungen.

Die erste Anweisung erzeugt eine Menge (dargestellt durch ein spezifisches Objekt SubMultiset,
sieche Abschnitt 15.2) von Listen zu jedem deg und weist sie der lokalen Variablen monomials
zu, mit Elementen, deren Produkt einen Term des Polynoms bildet:

sage: ring = QQ[’x,y,2’]; deg = 2

sage: tmpl = [(x,)*deg for x in (1,) + ring.gens()]; tmpl

(1, O, &, x, , v, (z, 2)]

sage: tmp2 = flatten(tmpl); tmp2

(1, 1, x, x, vy, v, 2, z]

sage: monomials = Subsets(tmp2, deg, submultiset=True); monomials
SubMultiset of [y, y, 1, 1, z, z, x, x] of size 2

sage: monomials.list()

[y: 9] [y, 15 [ys 20 [y, 2] [0 (L 2] (1, 2] [z, 20 [2, 2], [, 2]

Dafiir beginnen damit, dem Tupel der Unbestimmten 1 hinzuzufiigen und jedes Element des
Ergebnisses durch ein Tupel von deg Kopien von sich selbst zu ersetzen und dan diese Tu-
pel in einer Liste zu gruppieren. Wir bemerken die Verwendung von (1,). das ein Tupel
mit nur einem Element bezeichnet sowie Operatoren fiir die Verkettung und fiir die Wie-
derholung *. Die erhalten Liste der Tupel wird durch flatten zu einer Liste gemacht, die
jede Unbestimmte und die Konstante 1 genau deg mal enthélt. Die Funktion Subsets mit
der Option submultiset=True berechnet sodann die Menge der Teilmengen der Groife deg
der Multimenge (eine Kollektion ohne Ordnung aber mit Wiederholung) der Elemente dieser
Liste. Das Objekt monomials ist iterierbar: so ist (mul (m) for m in monomials) ein Python-
Generator, der die Monome durchlduft, die beim Durchgehen der Listen mit mul entstanden
sind und die Teilmengen darstellt. Dieser Generator wird schlieflich add tibergeben.

Die letzte Zeile konnte durch add (map(mul, monomials)) ersetzt werden. Wir kénnten auch
((1,) + ring.gens())*deg schreiben, um den Ausdruck [(x,)*deg for x in (1,) +
ring.gens ()] zu vereinfachen.

Ubung 33 Seite 181. Ein Beispiel von der Hilfeseite PolynomialRing? schligt eine Losung
vor: um eine Familie von komplizierten Unbestimmten zu erhalten - hier durch Primzahlen
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indiziert - iibergibt man PolynomialRing eine mit einer Raffung erzeugte Liste (siehe Unter-
abschnitt 3.3.2):

sage: [’x%d’ % n for n in [2,3,5,7]]

[’XQ’, ’X3’, ’X5’, ’X7’]

sage: R = PolynomialRing(QQ, [’x%d’ % n for n in primes(40)]1)
sage: R.inject_variables()

Defining x2, x3, xb, x7, x11, x13, x17, x19, x23, x29, x31, x37

Die Methode inject_variables initialisiert die Python-Variablen x2,x3, ..., die jeweils den
entsprechenden Generator von R enthalten.

Ubung 34 Seite 186. Wir verifizieren, dass (3,2,1) die einzige Losung ist, beispielsweise
mit

sage: R.<x,y,z> = QQ[]

sage: J = R.ideal(x"2xy*z-18, x*y~3%2-24, x*y*z~4-6)
sage: J.variety(AA)

[{x: 3, z: 1, y: 2}]

oder auch

sage: V = J.variety(QQbar)
sage: [u for u in V if all(a in AA for a in u.values())]
[({z: 1, y: 2, x: 3}]

Eine Substitution der Forn (z,y,2) — (w®,wy,w?) mit w* = 1 lisst das System genau
dann unveréndert, wenn (a,b,c) Losung modulo k des linearen homogenen Systems dieser
Matrix ist:

sage: M = matrix([ [p.degree(v) for v in (x,y,z)]
for p in J.gens()1); M

Nach Berechnung ihrer Determinante

sage: M.det()
17

sieht man, dass K = 17 passt. Wir miissen nur noch ein von null verschiedenes Element des
Kerns finden:

sage: M.change_ring(GF(17)).right_kernel()

Vector space of degree 3 and dimension 1 over Finite Field of size 17
Basis matrix:

[1 9 6]

Ubung 35 Seite 199. Das ist beinahe sofort:

sage: L.<a> = QQ[sqrt(2-sqrt(3))]; L

Number Field in a with defining polynomial x~4 - 4*x~2 + 1
sage: R.<x,y> = QQ[]

sage: J1 = (x72 + y™2 - 1, 16%x"2%y~2 - 1)*R
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sage: Jl.variety(L)

({y: 1/2%a, x: 1/2*%a~3 - 2*a},
{y: 1/2*a, x: -1/2*%a~3 + 2x*a},
{y: -1/2%a, x: 1/2*%a~3 - 2=*a},
{y: -1/2%a, x: -1/2%a"3 + 2#*a},
{y: 1/2*%a~3 - 2*a, x: 1/2xa},
{y: 1/2*a~3 - 2*a, x: -1/2*a},
{y: -1/2%a~3 + 2xa, x: 1/2*a},
{y: -1/2%a~3 + 2#*a, x: -1/2%a}]

Somit haben wir beispielsweise fiir die erste Losung oben
1 1
x:§(2—\/§)3/2—2\/2—\/§, =3 2 — /3.

Ubung 36 Seite 202. Wir haben gesehen, wie man eine Basis des Q-Vektorraums Q[z, y]/J2
erhalt:

sage: R.<x,y> = QQ[]; J2 = (x~2+y~2-1, 4*x~2xy~2-1)*R
sage: basis = J2.normal_basis(); basis
x[x*y~3, y°3, xxy~2, y°2, x*y, y, x, 1]

Wir berechnen dann das Bild von B unter m, und leiten daraus die Matrix von m, in der
Basis B her:

sage: xbasis = [(x*p).reduce(J2) for p in basis]; xbasis
[1/4*y, xxy~3, 1/4, x*y°2, -y"3 + y, x*y, -y°2 + 1, x]

sage: mat = matrix([ [xplq] for q in basis] for xp in xbasis])
: mat

w0

©

(0]

[0]
—
~
>

0]
0]
1/4]
0]
0]
0]
1]
0]

Lo B e T s T s T e B e B e B |
O O O OO O+ o
|

O O O+ OO O O
O O O O r OO O
O r O O O O O O
OO OO O O O
O OO+ O OO

H O O O O OO OO

Das Polynom yx, und seine Wurzeln sind dann dann gegeben (siehe Kapitel 2 und 8) durch

sage: charpoly = mat.characteristic_polynomial(); charpoly
X"8 - 2*x"6 + 3/2*%x74 - 1/2*x~2 + 1/16

sage: solve(SR(charpoly), SR(x))

[x == -1/2*sqrt(2), x == 1/2*sqrt(2)]

An diesem Beispiel kann man sehen, dass die Wurzeln von x die Abszissen der Punkte von
V(JQ) sind.

Fiir ein beliebiges Hauptideal J setzen wir x(\) = 0 voraus mit A € C. Daher ist A\ ein
Eigenwert von m,. Sei p € Q[z,y]\J Reprisentant eines A zugeordneten Eigenvektors: wir
haben xp = Ap + ¢ fiir ein ¢ € J. Wegen p ¢ J konnen wir (zg,y0) € V(J) finden, sodass
p(z0,Yy0) # 0 ist und haben dann

(zo — A)p(0,Y0) = q(x0,y0) = 0,
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woraus A = xg folgt.

Ubung 37 Seite 211. Die Ausdriicke sin, cos, sin(20) und cos(26) sind verkniipft durch die
klassischen geometrischen Formeln

sin?0 4 cos? =1, sin(20) = 2(sin6)(cosd), cos(20) = cos? O — sin? 4.
Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir ¢ = cos € und s = sin §. Das Hauptideal
(u—(s+c),v—(2sc+c®— 5,82+ —1)

von Qls, ¢, u,v] bringt die Definitionen von u(f) und v(#) der Aufgabe sowie die Beziehung
zwischen sin und cos zum Ausdruck. Fiir eine Anordnung der Monome, die vorrangig s und ¢
entfernt, gibt die kanonische Form von s® modulo dieses Hauptideals das gesuchte Ergebnis.

sage: R.<s, c, u, v> = PolynomialRing(QQ, order=’lex’)
sage: Rel = ideal(u-(s+c), v-(2*s*c+c”~2-872), s~2+c"2-1)
sage: Rel.reduce(s"6)

1/16*u~2*v~2 - 3/8%u~2%v + 7/16%u~2 + 1/8%v~2 - 1/8xv - 1/8

A.10. Differentialgleichungen und rekursiv definierte Folgen

Ubung 38 Seite 222. (Differentialgleichungen mit trennbaren Variablen)
1. Wir wenden dieselbe Methode an wie in Unterabschnitt 10.2.1:

sage: x = var(’x’)

sage: y = function(’y?) (x)

sage: ed = (desolve(y*diff(y,x)/sqrt(l+y~2) == sin(x),y)); ed
sqrt(y(x)~2 + 1) == _C - cos(x)

Da taucht das gleiche Problem auf: Wir legen fest, dass _C-cos(x) positiv ist:

sage: _C = ed.variables() [0]
sage: assume(_C-cos(x) > 0)
sage: sol = solve(ed,y); sol
[y(x) == -sqrt(_C~2 - 2*_C*cos(x) + cos(x)"2 - 1),
y(x) == sqrt(_C~2 - 2*%_C*cos(x) + cos(x)"2 - 1)]

sage: P = Graphics()
sage: for j in [0,1]:
for k in range(0,20,2):
: P += plot(sol[j].subs(_C == 2+0.25%k) .rhs(), x,-3,3)
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2. Dasselbe Verfahren:

sage: solu = desolve(diff(y,x) == sin(x)/cos(y),y, show_method = True)
sage: solu

[sin(y(x)) == _C - cos(x), ’separable’]

sage: solve(solul0],y)

[y(x) == arcsin(_C - cos(x))]

Ubung 39 Seite 223. (Homogene Gleichungen) Wir verifizieren, dasss die auf ]0, +oo[ und
auf | — oo, 0[ definierte Gleichung xyy’ = 22 + y? bestimmt homogen ist. Dann versuchen wir,
sie durch Verénderung einer unbekannten Funktion zu l6sen, wie das im Unterabschnitt 10.1.2
im Beispiel gezeigtworden ist.

sage: x = var(’x’)

sage: y = function(’y’) (x)

sage: id(x) = x

sage: u = function(’u’) (x)

sage: d = diff(uxid,x)

sage: DE = (xxyxd == x**2+y**2) .subs(y == uw*id)
sage: equ = desolve(DE,u)

sage: solu = solve(equ,u)

sage: solu

[u(x) == -sqrt(2x_C + 2xlog(x)), u(x) == sqrt(2*_C + 2*log(x))]|
sage: Y = [x*solul0].rhs() , x*solull].rhs()]
sage: Y[0]

-sqrt (2*_C + 2xlog(x))*x
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Wir kénen fiir z Bedingungen hinzufiigen (mit assume), um in Erinnerung zu rufen, dass die
Gleichung fiir £ = 0 nicht definiert ist.

A.11. FlieBpunktzahlen

Ubung 40 Seite 241. Wir schlagen zwei Losungen vor.

1. Wir fithren die Rechnung ohne die Methoden der Klasse RealField aus, welche Mantiise
und Exponent einer Zahl ausgeben. Wir verifizieren zuniichst 299 < 103° < 2100 (1030 =

(103)10 ~ (210)10).

sage: R100=RealField(100)
sage: x=R100(10°30)

sage: x>2799

True

sage: x<27100

True

Wir berechnen dann die Mantisse von x:

anzziff = 0 # Z&hler der notwendiger Ziffern

sage: e = 27100

sage: sl = 10730

sage: mantisse = []

sage:

sage: while s1 > O:

..... e /=2

..... if e <= s1:

..... mantisse.append (1)
..... sl -= e

..... else:

R anzziff += 1
sageprint mantisse

mantisse.append(0)

(t, 1, 90,0,10,0,1¢1,1,1,1,0,0,1,0,1, 1,0, 0,
1, 0,0, 1,1,1,60,60,1,1,60,1,0,0,0,0,0,1, 0,0,
0,1,1,690,0,1,1,1,0,1,0,0,1,1,1,0,1,1, 0, 1,
1, 1,1, 0,1, 0, 1, 0, 0, 1]

sage: print "Anzahl der notwendigen Ziffern ", anzziff

Anzahl der notwendigen Ziffern 70

Die biniiren Ziffern der Mantisse sind oberhalb der siebzigsten gleich null. Die zu 103"
néchstgelegene Zahl bekommt man daher durch Addition von

2—100

sich als Resultat fiir z.ulp() der Wert 27190. 2100 — 1 ergibt.

2. Mit der Methode sign_mantissa_exponent() der Klasse RealField erhalten wir un-

mittelbar

sage: R100=RealField(100)
sage: x=R100(10°30)

sage: s,m,e =
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A.11. Fliespunktzahlen
sage: print s,m,e
1 1000000000000000000000000000000 0

Der Befehl m.binary () erlaubt die Feststellung, dass wir in beiden Fillen die gleiche Mantisse
erhalten.

Ubung 41 Seite 244.
1. Wir suchen zunichst die Werte von «, 5 und « in der Gleichung

100" 4 g6 4 45
al00™ + B6" + 75"

Up = (A1)
Warum machen wir das nicht mit Sage? Wir bedienen uns der Werte ug, u; und ug, um
ein Gleichungssystem zu bekommen und zu 16sen, dessen Unbekannte «, 8 und -y sind.
Wir formulieren die rekursiv definierte Folge und definieren die allgemeine Losung:

sage: var("u0 ul u2 alpha beta gamma n")

(u0, ul, u2, alpha, beta, gamma, n)

sage: recurrence = lambda a,b: 111-1130/a+3000/ (axb)
sage: generl = lambda n :(alpha*100~ntbeta*6 n+gamma*5-n)
sage: solGen = lambda n: generl(n+l)/generl(n)

Wir berechnen us als Funktion von u; und ug und stellen das System auf:

sage: u2 = recurrence(ul,u0)
sage: s = [u2==s01Gen(2),ul==s0lGen(1) ,ul0==s01Gen(0)]
sage: t = [s[i].substitute(u0=2,ul=-4) for i in range(0,3)]

Dann 16sen wir es:

sage: solve(t,alpha,beta,gamma)
[[alpha == 0, beta == -3/4xrl, gamma == ri]]

Die Rechnung zeigt uns, dass 7 unbestimmt bleibt.

Wir miissen noch verifizieren, dass wir tatséchlich eine allgemeine Losung erhalten, d.h.
dass die Gleichung (A.1) fiir jedes n erfiillt ist.

sage: alpha=0

sage: beta = -3/4*gamma

sage: final = solGen(n) - recurrence(solGen{(n-1), solGen(n-2))
sage: print final.simplify_fullQ)

0
Fiir v kénnen wir einen beliebigen Wert einsetzen, z.B. v = 4, dann haben wir § = —3
und a = 0.

2. Wir definieren eine Funktion fiir die rekursiv definierte Folge mit exakten Koeffizienten,
damit wir sie mit unterschiedlichen Genauigkeiten verwenden kénnen:

sage: def recur(xl,x0):
return 111 - 1130/x1 + 3000/ (x0*x1)

Die Anfangsbedingungen werden hingegen aus RealField() genommen, sodass die
Rechnung auf dieser Definitionsmenge erfolgt.
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418

sage: u0 = 2.

sage: ul = -4.

sage: for i in range(1,25):
et x = recur(ul,u0)
R print i,x

R ul0 = ul

R ul = x 1 18.5000000000000
2 9.37837837837838

3 7.80115273775217

4 7.15441448097533

5 6.80678473692481

6 6.59263276872179

23 99.9999986592167

24 99.9999999193218

Offensichtlich konvergiert die Folge gegen 100.

Fiir die Erklarung des Verhaltens ist wichtig, dass die Werte u,, nicht exakt berechnet
werden: wenn die Folge mit Anfangsbedingungen u,_1 und u,_o definiert wiirde, die
mit einem Rundungsfehler behaftet wiren, dann lieferte die Gleichung keine allgemeine
Lésung mehr.

Suchen wir nun die stationdren Werte der Folge:

sage: var("x")

X

sage: solve(x==recurrence(x,x),x)
[x == 100, x == 5, x == 6]

Es gibt drei stationdre Werte: 100, 5 und 6. Die Konvergenz gegen 100, die bei Anwe-
senheit von Rundungsfehlern beobachtet wird, veranlasst Uberlegungen zur Stabilitéit
dieser drei Werte (Uberlegungen, die jenseits der Grenzen dieser Ubung angesiedelt
sind).

Die Erh6hung der Genauigkeit bringt nichts, die Folge konvergiert immer gegen 100:

sage: RL = RealField(5000)
sage: u0 = RL(2)
sage: ul = RL(-4)

sage: for i in range(1,2500):
x = recur(ul,u0)
u0 = ul

sage: x
100.00000000000000000000000000000000000000000000000000000. . .

Es geniigt, dass ein einziges u; nicht exakt berechnet wird, damit die Folge divergiert
(cv ist nicht mehr null).

Das Programm erfihrt nur geringfiigige Anderungen. Wir lassen die Variablen ug und
uy ganzzahlig initialisieren:



A.12. Nichtlineare Gleichungen

sage: ul = -4
sage: for i in range(1,2500):
x = recur(ul,u0)

e u0 = ul
e ul = x
sage: float(x)

Wir finden wirklich den Wert 6.0, doch wenn wir die rationale Zahl x ausgeben, sehen wir
die enorme Menge an Information, die fiir die Berechnung benétigt wird (die Ausgabe
wird hier nicht wiedergegeben!). Bei Ausgabe von z—6 erkennt man, dass der Grenzwert
nicht verdndert worden ist: die Groke der rechnerinternen Darstellung von x wird nicht
kleiner, wenn wir die Iterationen fortsetzen.

A.12. Nichtlineare Gleichungen

Ubung 42 Seite 263. Wir haben gesehen, dass das Schliisselwort return die Ausfithrung
der Funktion beendet. Es reicht deshalb aus zu testen, ob f(0) null ist oder nicht. Um die
mehrmalige Auswertung der Funktion f an der Stelle u zu vermeiden, speichern wir ihren
Wert in einer Variablen. Mit dieser Anderung bekommen wir die folgende Funktion:

sage: def intervalgen(f, phi, s, t):
assert (f(s) * £(t) < 0), \
*Wrong arguments: f(}s) * £(%s) >= 0)’%(s, t)

R yield s

R yield t

RN while 1:

et u = phi(s, t)
R yield u

R fu = f(u)
RN if fu ==
et return
R if fu * f(s) < O:
P t=u
R else:

e s =u

Testen wir diese Funktion mit einer Gleichung, deren Losung wir kennen, beispielsweise mit
einer linearen Funktion.

sage: f(x) =4 *xx - 1

sage: a, b =0, 1

sage: phi(s, t) = (s +t) / 2

sage: list(intervalgen(f, phi, a, b))
[o, 1, 1/2, 1/4]

Ubung 43 Seite 263. Die intervalgen als Parameter iibergebene Funktion phi bestimmt
die Stelle, an der ein Intervall geteilt werden soll. Wir miissen dieser Funktion also nur die
passende Definition iibergeben.
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sage: f(x) = 4 * sin(x) - exp(x) / 2 + 1

sage: a, b = RR(-pi), RR(pi)

sage: def phi(s, t): return RR.random_element(s, t)
sage: random = intervalgen(f, phi, a, b)

sage: iterate(random, maxit=10000)

After 22 iterations: 2.15844376542606

Ubung 44 Seite 271. Es bietet sich an, die Rechnungen mit PolynomialRing (SR, ’x’) aus-
zufithren. Es gibt jedoch eine technische Schwierigkeit: dieses Objekt nicht iiber die Methode
roors().

sage: basering.<x> = PolynomialRing(SR, ’x’)

sage: p = x72 + x

sage: p.parent()

Univariate Polynomial Ring in x over Symbolic Ring
sage: p.roots(multiplicities=False)

Traceback (most recent call last):

NotImplementedError

Achtung: Hier wird noch eine Anderung erfolgen, denn inzwischen ist Sage in der Lage, ein
Ergebnis zu liefern: [—1, 0].

Die Funktion solve ist nicht mehr eine Zusammenarbeit mit den Objekt PolynomialRing (SR, ’x’).
Eine Alternative besteht in der Verwendung von SR, das diese Methode implementiert, doch

bietet sie kein Aquivalent fiir die Methode lagrange_polynomial() von PolynomialRing(SR, ’x’).
Daher werden wir zwischen diesen Objekten hin und her wechseln.

sage: from collections import deque

sage: basering = PolynomialRing(SR, ’x’)

sage: g, method = None, None

sage: def quadraticgen(f, r, s):

N global q, method

ceelt t =r - £f(r) / f.derivative() (r)

ol method = ’newton’

yield t

R pts = deque([(p, £(p)) for p in (r, s, t)], maxlen=3)
R while True:

ceeat q = basering.lagrange_polynomial(pts)

el p = sum([c*x~d for d, ¢ in enumerate(q.list())]1)
el roots = [r for r in p.roots(x,multiplicities=False) \
AU if CC(r).is_real()]

coas approx = None

can for root in roots:

AU if (root - pts[2][0]) * (root - pts[1]1[0]) < O:
ceeat approx = root

can break

cet elif (root - pts[0][0]) * (root - pts[1][0]) < O:
et pts.pop()

R approx = root

cen break

cea if approx:
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- method = ’quadratic’

can else:

R method ’dichotomy’

AU approx = (pts[1]1[0] + pts[21[0]) / 2
R pts.append((approx, f(approx)))

R yield pts[2][0]

Jetzt ist es mdglich, die ersten Terme der mit dem Verfahren von Brent rekursiv definierten
Folge auszugeben. Aber Achtung: Die Rechnung ist ziemlich langwierig (und die Ausgabe des
Ergebnisses passt nicht auf eine Seite dieses Buches. .. ).

sage: basering = PolynomialRing(SR, ’x’)
sage: a, b = pi/2, pi

sage: f(x) = 4 * sin(x) - exp(x) / 2 + 1
sage: generator = quadraticgen(f, a, b)
sage: print generator.next()

1/2%pi - (e~ (1/2%pi) - 10)*e~(-1/2xpi)

Wirend der Ausfithrung des folgenden Codes wird der geduldige Leser die Parabelb6gen sehen
kénnen, die bei der Berechnung der ersten Terme der Folge verwendet werden.

sage: generator = quadraticgen(f, a, b)

sage: g = plot(f, a, b, rgbcolor=’blue’)

sage: g += point((a, 0), rgbcolor=’red’, legend_label=’0)
sage: g += point((b, 0), rgbcolor=’red’, legend_label=’1’)
sage: data = {’2’: ’blue’, ’3’: ’violet’, ’4’: ’green’}
sage: for 1, color in data.iteritems():

cet u = RR(generator.next())

R print u, method

cet g += point((u, 0), rgbcolor=color, legend_label=1)
celn if method == ’quadratic’:

R q = sum([c*x~d for d, ¢ in enumerate(q.list())])
e g += plot(q, 0, 5, rgbcolor=color)
2.64959209030252 newton

2.17792417785930 quadratic

2.15915701651408 quadratic

sage: g.show()

A.13. Numerische lineare Algebra

Ubung 45 Seite 279. Mit der Gleichung von Sherman und Morrison ist die Lésung von
Bz = f #quivalent zu derjenigen von Az = o(I +u'vA™Y)f mit 0 = (1 + YA~ u)~L. Wir
gehen dann folgendermafen vor.

1. Wir berechnen w als Losung von Aw = u, dann o = (1 4+ vw)~L.

2. Wir berechnen z als Losung von Az = f, dann g =! vz (das ist ein Skalar).

3. Wir berechnen dann h = o(f — gu) und lésen Az = h; z ist die Losung von Bz = f.
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Wir stellen fest, dass wir drei lineare Systeme mit der zerlegten Matrix A gelést haben, sprich
die Lésung von sechs linearen Systemen mit Dreiecksmatrix. Jede dieser Losungen erfordert
Operationen der Ordnung n?, viel weniger als der Aufwand fiir eine Zerlegung (die von der
Ordnung n? ist). Um die Gleichung von Sherman und Morrison zu verifizieren, miissen wir nur
das zweite Glied der Gleichung mit A + u’v (von rechts) multiplizieren und dann verifizieren,
dass dieser Ausdruck gleich der identischen Matrix ist.

Ubung 46 Seite 283. Wir betrachten die Cholesky-Zerlegung von A = C*C, dann die
Singulidrwertzerlegung von C: C' = UX!'V. Dann ist X = UX!'U. In der Tat: A = C'C =
(USV)(VEIU) = USigma'UU Sigma'U = X2.

Erstellen wir eine symmetrische positiv definite Zufallsmatrix:

sage: m = random_matrix(RDF,4)
sage: a = transpose(m)*m
sage: ¢ = a.cholesky()

sage: U,S,V = ¢.SVD()

sage: X = UxSxtranspose (U)

Verifizieren wir, dass X? — @ null ist (abgesehen von numerischen Fehlern):

sage: M = (X#X-a)
sage: all(abs(M[i,jl) < 10~-14
for i in range(4) for j in range(4))

A.14. Numerische Integration und Differentialgleichungen

Ubung 47 Seite 308. (Berechnung der Koeffizienten von Newton-Cotes)

1. Wenn wir bemerken, dass P; n — 1-ten Grades ist (worauf Gleichung (14.1) angewendet
wird), und dass P;(j) =0 fiir j € {0,...,n — 1} und j # i, leiten wir daraus her:

n—1
/ Pl(m)d:c = wZPZ(z)
0

also

2. Einfach folgt daraus die Berechnung der Gewichte:

sage: x = var(’x’)

sage: def NCRule(n):

P = prod([x - j for j in xrange(n)])

return [integrate(P / (x-1i), x, 0, n-1) \

/ (P/(x-1)) .subs(x=1i) for i in xrange(n)]
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3. Durch einen simplen Variablentausch:

n—1

b
/f(;r)dw:z:ci /f<a+z:ci>du.
a 0

4. Wir wenden vorstehende Gleichung an und finden wir das folgende Programm:

sage: def QuadNC(f, a, b, n):

W = NCRule(n)

cee e ret =0

for i in xrange(n):

ret += f(a + (b-a)/(n-1)*i) * W[i]
el return (b-a)/(n-1)*ret

Bevor wir die Genauigkeit dieses Verfahrens mit der von anderen vergleichen, kénnen
wir bereits verifizieren, dass es keine inkohdrenten Ergebnisse liefert:

sage: QuadNC(lambda u: 1, 0, 1, 12)
1

sage: N(QuadNC(sin, 0, pi, 10))
1.99999989482634

Nun vergleichen wir das erhaltene Verfahren kurz mit den Funktionen von GSL anhand
der Integrale I und Is:

sage: numerical_integral(x * log(l+x), 0, 1)
(0.25, 2.7755575615628914e-15)

sage: N(QuadNC(lambda x: x * log(l+x), 0, 1, 19))
0.250000000000001

sage: numerical_integral(sqrt(1-x~2), 0, 1)
(0.7853981677264822, 9.042725224567119e-07)

sage: N(pi/4)

0.785398163397448

sage: N(QuadNC(lambda x: sqrt(1-x~2), 0, 1, 20))
0.784586419900198

Wir bemerken, dass die Giite des Ergebnisses von der Anzahl der verwendeten Punkte
abhéngt:

sage: [N(QuadNC(lambda x: x * log(il+x), 0, 1, n) - 1/4)

....: for n in [2, 8, 16]]

[0.0965735902799726, 1.17408932921378e-7, 2.13476805677182e-13]
sage: [N(QuadNC(lambda x: sqrt(1-x~2), 0, 1, n) - pi/4)

....: for n in [2, 8, 16]]

[-0.285398163397448, -0.00524656673640445, -0.00125482109302663]

Ein interessanterer Vergleich zwischen den verschiedenen Integrationsfunktionen von
Sage mit unserem Verfahren QuadNC wiirde die Umwandlung in ein adaptives Verfah-
ren verlangen, welches das betrachtete Intervall wie numerical_integral automatisch
unterteilt.
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A.15. Aufzihlende Kombinatorik

Ubung 48 Seite 319. (Wahrscheinlichkeit, beim Poker einen Vierling zu ziehen) Wir bilden
die Menge der Vierlinge:

sage: Farben = FiniteEnumeratedSet(["Karo","Herz","Pik","Kreuz"])
sage: Werte = FiniteEnumeratedSet([2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,

"Bube", "Dame", "Koenig", "ASS"])
sage: Vierlinge = cartesian_product([(Arrangements(Werte,2)), Farben])

Wir haben FiniteEnumeratedSet benutzt statt Set, um die Reihenfolge der Farben, der
Werte und damit auch der Vierlinge festzulegen.

sage: Vierlinge.list()
CC[2, 3], ’Karo’],
[[2, 3], ’Herz’],

[[’Ass’, ’Koenig’], ’Kreuz’]]

Diese Liste beginnt mit einem Zweier-Vierling und der Karo 3 und endet mit einem Vierling
von Assen und dem Kreuz Kénig. Insgesamt gibt es 624 Vierlinge.

sage: Carres.cardinality()
624

Bezogen auf die Anzahl moglicher Hénde haben wir eine Chance von 1:4165, einen Vierling
zu bekommen wenn ein Blatt zufillig gezogen wird.

sage: Karten = cartesian_product([Farben, Werte]) .map(tuple)
sage: Haende = Subsets(Karten, 5)

sage: Vierlinge.cardinality() / Haende.cardinality()

1/4165

Ubung 49 Seite 319. (Wahrscheinlichkeit, beim Poker einen Straight Flush oder einen Flush
zu ziehen) Einen Straight Flush einzuordnen lduft zum Beispiel darauf hinaus, seine kleinste
Karte zu bestimmen (zwischen 1 und 10) und seine Farbe. Davon gibt es demnach 40.

sage: StraightFlush = cartesian_product([srange(l, 11), Farben])
sage: StraightFlush.cardinality()
40

Und es gibt 5108 Flushes:

sage: AlleFlushes = cartesian_product([Subsets(Werte,5) ,Farben])
sage: AlleFlushes.cardinality() - StraightFlush.cardinality()
5108

Schlieflich ist die Wahrscheinlichkeit, zufdllig einen Flush zu ziehen, etwa zwei Promille:

sage: _ / Mains.cardinality()
1277/649740

sage: float(_.)
0.0019654015452334776
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Es wire schon, die vorstehende Rechnung mit Mengenoperationen durchzufiihren, indem die
Menge der Flushes explizit als Differenz von alleFlushes und StraightFlush gebildet wird.
Indes gibt es keinen effizienten generischen Algorithmus zur Berechnung der Differenz zweier
Mengen A\B: ohne zusétzliche Information gibt es kaum etwas Besseres als alle Elemente
von A zu priifen, ob sie in B enthalten sind. In obiger Rechnung haben wir die Tatsache
benutzt, das B in A enthalten ist, was Sage vorher nicht wissen kann. Ein weiteres, leicht zu
umgehendes Hindernis ist, dass die Elemente von B und A auf die gleiche Weise représentiert
werden miissen.

Ubung 50 Seite 319. Wir beschréinken uns darauf den Fall eines Full House zu illustrie-
ren, das aus einem Drilling und einem Paar besteht. Beginnen wir damit, eine Funktion zu
schtreiben, die priift, ob eine Hand ein Full House ist. Eine knappe Schreibweise erzielen wir
mit dieser Methode:

sage: Word([’a’,’b’,’b?,%a’,’a’,’b’,’a’]) .evaluation_dict ()
{’a’: 4, °b’: 3}

sage: def is_Full_House(Hand):

AT Farben = Word([Wert for (Farbe, Werte) in Hand])

coa Wiederholungen = sorted(Farben.evaluation_dict().values())
cet return Wiederholungen == [2,3]

sage: is_Full_House({(’Karo’, 5), (’Karo’, 6), (’Herz’, 6),

RN (°Pique’, 5), (°Pique’, 1)})

sage: is_Full_House({(’Kreuz’, 3), (’Pik’, 3), (’Herz’, 3),
(’Kreuz’, 2), (°Pik’, 2)})

Wir automatisieren jetzt die Abschitzung des Anteils von Full Houses. Allgemeiner, die fol-
gende Funktion schétzt den Anteile jedes Elements der endlichen Menge menge, das einem
praedikat geniigt. Sie geht davon aus, dass die Menge mit einer Methode random_element
versehen ist, die gleichverteiltes Ziehen implementiert:

sage: def schaetzung_anteil (menge, praedikat, n):

R zaehler = 0

R for i in range(n):

cet if praedikat(menge.random_element()):

R zaehler += 1

cet return zaehler/n

sage: float(schaetzung_anteil (Haende, is_Full_House, 10000))
0.0009

Kommen wir jetzt zur symbolischen Rechnung. Ein Full House zu bestimmen heifst, zwei
verschiedene Farben anzugeben, die eine fiir den Drilling, die andere fiir das Paar, sowie eine
Menge von drei Werten fiir den Drilling und eine andere mit zwei Werten fiir das Paar:

sage: Full_Houses = cartesian_product([Arrangements(Valeurs, 2),
RN Subsets(Symboles, 3), Subsets(Symboles, 2)]1)

Hier beispielsweise ein Full House mit einem Drilling von Zweien und einem Paar von Drei-
en:
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sage: Full_Houses.first()
[[2, 3], {’Kreuz’, ’Pik’, ’Karo’}, {’Pik’, ’Kreuz’}]

Die Wahrscheinlichkeit fiir ein Full House ist dann:

sage: float(MainsPleines.cardinality() / Mains.cardinality())
0.0014405762304921968

Ubung 51 Seite 320. (Berechnung der vollstindigen Bindrbiume von Hand) Es gibt einen
vollstdndigen Bindrbaum mit einem Blatt und einen mit zwei Bléattern. Fiir n = 3,4 und 5
Blatter findet man 2, 5 bzw. 14 Baume (wegen n = 4 siehe Abbildung 15.1)

Ubung 52 Seite 329. Die Kompositionen von n iiber k Teilen sind in Bijektion mit den
Teilmengen der Grofe k von {1,...,n}: der Menge {i1,...,i;} mit i; < iz < ... < ordnen
wir die Komposition (i1,i2 — i1,...,n.it) zu und umgekehrt. Daraus leiten sich die Formeln
fiir das Abzédhlen ab: es gibt 2" Kompositionen von n. Davon sind binomnk Kompositionen
mit k Teilen. Um herauszufinden, ob diese Gleichungen verwendet werden, kénnen wir uns
die Implementierung der Methode cardinality anschauen

sage: C = Compositions(5)
sage: C.cardinality??

Im zweiten Fall liefert schon der Name der intern verwendeten Methode, _cardinality_from
_iterator, die Information: die Kardinalitdt wird - ineffizient - durch Iteration iiber alle
Kompositionen berechnet.

sage: C = Compositions(5,length=3)
sage: C.cardinality
<bound method IntegerListsLex...._cardinality_from_iterator ...>

Ubung 53 Seite 332. Einige Beispiele:

sage: IntegerVectors(5,3).1list()
(s, o, o1, (4, 1, ol, [4, 0, 11, [3, 2, o], [3, 1, 11, [3, O, 2],

o, 4, 11, [o, 3, 2], [0, 2, 3], [0, 1, 4], [0, O, 5]]

sage: OrderedSetPartitions(3).cardinality()

13

sage: OrderedSetPartitions(3).1list()

CO{1}, {2}, {3}], [{1}, {3}, {231, [{2}, {1}, {3}], [{3}, {1}, {2}],

({1, 23, {331, {1, 3}, {2}], [{2, 3}, {1}], [{1, 2, 3}]1]
sage: OrderedSetPartitions(3,2).random_element ()

({1, 3}, {23}]

sage: StandardTableaux([3,2]).cardinality()
5

sage: StandardTableaux([3,2]).an_element ()
({1, 3, 51, [2, 4]]

Ubung 54 Seite 332. Im Kleinen bekommen wir diese Permutationsmatrizen:
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sage: list(AlternatingSignMatrices(1))

[[11]

sage: list(AlternatingSignMatrices(2))
L

(1 o] [0 1]

[0 11, [1 0]

]

Das erste neue Element erscheint bei n = 3:

sage: list(AlternatingSignMatrices(3))

[

[t00] [010] [100] [0 10] [001] [010] [00O0 1]
[010] [t00] [001] [1-11] [1t00] [001] [0 1 0]
(0o1l, [0oo1l, f0o1o0], Lo 101, [010], [100], [1O00]
]

Bei Betrachtung der Beispiele mit groferem n kénnen wir sehen, dass es sich immer um
Matrizen handelt mit Koeffizienten aus {—1,0,1}, sodass in jeder Zeile und jeder Spalte die
von null verschiedenen Koeffizienten zwischen —1 und 1 alternieren, wobei sie mit 1 beginnen
und mit 1 enden.

Ubung 55 Seite 332. Es gibt 2° Vektoren in (Z/2Z)°:

sage: GF(2)°5

Vector space of dimension 5 over Finite Field of size 2
sage: _.cardinality()

32

Um eine invertierbare 3 x 3-Matrix mit Koeffizienten aus Z/2Z zu bilden, reicht es hin, einen
ersten von null verschiedenen Zeilenvektor (aus 23 — 1) auszuwihlen, dann einen zweiten
Vektor (aus 2% — 2), der nicht in der vom ersten aufgespannten Geraden liegt, dann einen
dritten Zeilenvektor (aus 23 —3), der nicht in der von den ersten beiden aufgespannten Ebene
liegt. Das macht

sage: (2°3-270)*(273-2)%(2"°3-2"2)
168

Und wirklich:

sage: GL(3,2)

General Linear Group of degree 3 over Finite Field of size 2
sage: _.cardinality()

168

Dieselbe Uberlegung fithrt auf die allgemeine Formel, die mittels q_factorial ausgedriickt

wird:
n—1 n

n __ _ky _ q n
Also:

sage: from sage.combinat.q_analogues import q_factorial
sage: g = 2; n = 3
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sage: q™n/(q-1)"n *q_factorial(n,q)
168

Ubung 56 Seite 335. Im ersten Fall beginnt Python mit der Konstruktion der Liste aller
Ergebnisse, bevor sie an all iibergen wird. Im zweiten Fall iibergibt der Iterator die Ergebnisse
an all nach und nach; letztere kann deshalb terminieren, sobald ein Gegenbeispiel gefunden
wird.

Ubung 57 Seite 336. Die erste Zeile ergibt die Liste aller Kuben der ganzen Zahlen zwischen
—999 und 999 einschliefslich. Die beiden folgenden suchen nach einem Paar von Kuben, deren
Summe gleich 218 ist. Die letzte Zeile ist effizienter in der Zeit, denn sie terminiert, sobald
eine Losung gefunden wird:

sage: cubes = [t*%3 for t in range(-999,1000)]

sage: time exists([(x,y) for x in cubes for y in cubes],
R lambda (x,y): x+y == 218)

CPU times: user 1.28 s, sys: 0.07 s, total: 1.35 s

Wall time: 1.35 s

(True, (-125, 343))

sage: %time exists(((x,y) for x in cubes for y in cubes),
R lambda (x,y): x+y == 218)

CPU times: user 0.88 s, sys: 0.02 s, total: 0.90 s

Wall time: 0.86 s

(True, (-125, 343))

Vor allem ist sie effizienter beim Speicherbedarf: wenn n die Lange der Liste der Kuben ist,
ist die Groke des benutzten Speichers von der Grékenordnung n statt n?. Das wird besonders
dann spiirbar, wenn wir n verzehnfachen.

Ubung 58 Seite 336.

- Berechne die erzeugende Reihe S ¢ z!*! aller Teilmengen von {1,...,8} als Funktion ihrer

Kardinalitat.

sCS

- Berechne die erzeugende Reihe der Permutationen von {1,2,3} als Funktion der Anzahl
ihrer Inversionen.

- Verifiziere die Tautologie Vo € P, = € P fiir die Menge P der Permutationen von {1,2,3,4,5}.
Das ist ein guter Test fiir den inneren Zusammenhang der Iterationsfunktionen und fiir die
Zugehorigkeit zur selben Menge. Er ist zudem in den generischen Test von Sage enthalten;
siehe:

sage: P = Partitions(5)
sage: P._test_enumerated_set_contains??

Die Tautologie Vo ¢ P, x ¢ P wire gut geeignet. den Test auf Zugehorigkeit zu kom-
plettieren. Allerdings miisste die Grundmenge prézisiert werden; und vor allem brauchte es
einen Iterator auf dem Komplement von P in dieser Grundmenge, was keine gewdhnliche
Operation ist.

- Gib alle auf Z/2Z invertierbaren 2 x 2-Matrizen aus.
- Gib alle Partitionen von 3 aus.

- Gib alle Partitionen der ganzen Zahlen (terminiert nicht!).

428



A.16. Graphentheorie

- Gib alle Primzahlen aus (terminiert nicht!).

- Suche eine Primzahl, deren zugehorige Mersenne-Zahl nicht prim ist.

- lteriere iiber alle Primzahlen, deren zugehorige Mersenne-Zahl nicht prim ist.
Ubung 59 Seite 338. Bilden wir Leaf und Node wie vorgeschlagen:

sage: Leaf = var(’Leaf’); Node = function(’Node’, nargs=2)

Dann definieren wir unseren Iterator rekursiv:

sage: : def C(n):]

R if n ==

ce yield Leaf

elif n > 1:

for k in range(l,n):

for t1 in C(k):

for t2 in C(n-k):
el yield Node(tl, t2)

Hier die kleinen Baume:

sage: 1ist(C(1))

[Leaf]

sage: list(C(2))

[Node(Leaf, Leaf)]

sage: list(C(3))

[Node(Leaf, Node(Leaf, Leaf)), Node(Node(Leaf, Leaf), Leaf)]
sage: list(C(4))

[Node(Leaf, Node(Leaf, Node(Leaf, Leaf))),
Node(Leaf, Node(Node(Leaf, Leaf), Leaf)),
Node (Node(Leaf, Leaf), Node(Leaf, Leaf)),
Node (Node(Leaf, Node(Leaf, Leaf)), Leaf),
Node (Node (Node(Leaf, Leaf), Leaf), Leaf)]

Wir treffen wieder auf die Folge von Catalan:

sage: [len(1list(C(n))) for n in range(9)]
[0, 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429]

A.16. Graphentheorie

Ubung 60 Seite350. (Zirkulierende Graphen). Zwei Schleifen reichen aus!

sage: def circulant(n, d):

g = Graph(n)

for u in range(n):

for ¢ in range(d):

R g.add_edge(u, (utc)¥n)
cet return g
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A. Lésungen der Ubungen

Ubung 61 Seite 352. (Graph von Kneser) Das Einfachste ist, das Sage-Objekt Subsetszu
verwenden. Wir listen dann alle Knotenpaare auf, um die adjacenten zu finden, doch das
erfordert viel unniitze Rechnerei.

sage: def kneser(n,k):

coa g = Graph()

cet g.add_vertices(Subsets(n,k))
R for u in g:

- for v in g:

R if not u & v:

e g.add_edge(u,v)
cot return g

Wir konnen allerdings Zeit gewinnen, wenn wir nur die adjazenten Knoten auflisten.

sage: def kneser(nm,k):

ceet g = Graph()

et sommets = Set(range(n))

cet g.add_vertices(Subsets(sommets,k))
- for u in g:

e for v in Subsets(sommets - u,k):
e g.add_edge(u,v)

cet return g

Ubung 62 Seite 367. (Optimale Reihenfolge bei gieriger Firbung) Die Methode coloring
liefert eine Farbung als Liste von Listen: die Liste der Knoten mit der Farbe 0, die Liste der
Knoten mit der Farbe 1 usw. Um auf den Knoten eine Ordnung zu erhalten, die mit dem
gierigen Algorithmus eine optimale Farbung liefert, geniigt es, die Knoten mit der Farbe 0
aufzulisten (egal in welcher Reihenfolge), dan die mit der Farbe 1 uns so fort! So erhalten wir
fiir den Petersen-Graphen:

sage: g = graphs.PetersenGraph()

sage: def ordre_optimal(g):

et ordre = []

ceet for classe_de_couleur in g.coloring():
can for v in classe_de_couleur:

R ordre.append (v)

R return ordre

sage: ordre_optimal(g)

(1, 3, 5, 9,0, 2, 6, 4, 7, 8]

A.17. Lineare Programmierung

Ubung 63 Seite 380. (Teilsummenproblem) Jedem Element der Menge weisen wir eine
binfre Variable zu, die anzeigt, ob das Objekt zur Teilmenge mit der Summe null gehort oder
nicht. Dann gibt es zwei Bedingungen:

- die Summe der zugehorigen Elemente muss null sein,

- die Menge darf nicht leer sein.
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A.17. Lineare Programmierung

Das macht nun der folgende Code:

sage: 1 = [28, 10, -89, 69, 42, -37, 76, 78, -40, 92, -93, 45]
sage: p = MixedIntegerLinearProgram()

sage: b = p.new_variable(binary = True)

sage: p.add_constraint(p.sum([v¥b[v] for v in 1]) == 0)

sage: p.add_constraint(p.sum([bl[v] for v in 1]) >= 1)

sage: p.solve()

0.0

sage: b = p.get_values(b)

sage: print [v for v in b if b[v] == 1]

[-93, 10, 45, 78, -40]
Zu beachten ist, dass keine Zielfunktion definiert werden musste.

Ubung 64 Seite 381. (Dominierende Menge) Die Bedingungen dieses ganzzahligen linearen
Programms entsprechen einem Uberdeckungsproblem: eine Menge S von Knoten eines Gra-
phen ist eine dominierende Menge genau dann, wenn fiir jeden Knoten v gilt ({v} U Ng(v))N
S # 0, wobei Ng(v) die Menge der Nachbarn von v in G bezeichnet. Daraus leiten wir
folgenden Code her:

sage: g = graphs.PetersenGraph()
sage: p = MixedIntegerLinearProgram(maximization = False)
sage: b = p.new_variable(binary = True)

sage: for v in g:

p.add_constraint(p.sum([b[u] for u in g.neighbors(v)]) + blv] >= 1)
sage: p.set_objective(p.sum([b[v] for v in g]))

sage: p.solve()

3.0

sage: b = p.get_values(b)

sage: print [v for v in b if b[v] == 1]
[0, 2, 6]
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Gleichung, 12
einer Kurve, 196
Flache, 93
Kurve, 78, 79
linear, 167
mit partiellen Ableitungen, 216
nichtlinear, 251
polynomial, 141
Gleichungssystem, 179
linear, 167
Gleichverteilung, 82
Gleitpunktzahlen, 237
GMP, 252
GMRES, 294, 296
GNU MPFR, 239
Grobner-Basen, 326
Groébnerbasis, 189, 192, 203
Aufwand, 212
Definition, 206
reduziert, 210
Gradient
konjugiert, 294
Grafik, 15
Graph, 349
Bezeichner, 350
cordal, 360
Familien, 352
Funktion, 75, 90
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Intervall-, 364

klein, 351

Kneser, 352

knoten-transitiv, 351
knotentransitiv, 364

komplexe Funktion, 79

Losung Differentialgleichung, 311

Losung einer Differentialgleichung, 220

Petersen, 351
planar, 351
rekursiv definierte Folge, 230
Tangente, 265
Traversierung, 360
vollkommen, 364
vollstandig, 353
zirkulierend, 350
Zufalls-, 353
Graphik, 75
Grenzwert
numerische Approximation, 48
Gruppe, 101
Galois, 137
linear, 156
GSL, 84, 304, 305, 311, 423

Hiufungspunkt, 230

Hiillkurve, 89

Hamiltonkreis, 362
Hamiltonkrteis, 384

Handbuch, 12
Handlungsreisender, 362, 382
Hilbertmatrix, 274

Hilfe, 7, 12, 98

Histogramm, 81, 90
https://cloud.sagemath.com , 5

i

imagindre Einheit, 105
Ideal, 185

Polynome, 188
IEEE-754, 238
immutabel, 70, 71
Inhalt, 131, 132
Instanz, 95
Integralkurve, 85, 90
Integration, 297
Interpolation

Cauchy, 146
Introspektion, 98, 328
Inverse

modular, 116
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[teration, 45
Iterator, 333, 334, 337

Jacobi-Symbol, 122
Jordanblock, 175
Jordanmatrix, 176

Korper, 111, 134
endlich, 96, 106, 115, 120
endlich, zusammengesetzt, 117
Kante (Graph), 349
kash, 98
Kategorie, 99, 133
Kern, 162, 168
Klasse, 95, 99
Knoten, 94
Knoten (Graph), 349
Koeffizient, 128, 180, 183
Binomial-, 10
Leitkoeffizient, 181
Polynom, 128, 181
kompensierte Summierung, 246
Kondition, 274, 279-281
Konditionierung, 294
Kongruenz, 106
Konstante
Catalan, 8, 11
Magser-Gramain, 124
vordefiniert, 11
Konvergenz, 50, 259, 269
Konvergenzbeschleunigung, 270
Konversion, 97, 240
Kopplung, 350
Kreiszahl, 11
Kryptologie, 117
Kurve
Parameterdarstellung, 78, 196
parametrisiert, 88, 90
parametrisiert, im Raum, 93

Losung
Differentialgleichung, 84
numerisch, 201, 251
polynomiale Systeme, 184
Wurzelausdruck, 254

Lapack, 287

Laplace-Transformation, 226

LattE, 343

Leitkoeffizient, 181, 203

Leitmonom, 181, 203

Leitterm, 203



Lemma
Dickson, 206

lexikographische Ordnung, 65

Liste
geordnet, 64
Listen, 58
Little, John B., 179
Logarithmus, 3
diskret, 122
logisch, 105
LU-Zerlegzng, 277

Macauley2, 202
Magma, 127
Magna, 98
Magnus-Effekt, 88
Mantisse, 237, 246
Maple, 14, 127, 323
Masche, 351
Masser-Gramain
Konstante, 124
Matching, 380

Matrix, 36, 106, 155, 273, 375

Adjazenz-, 157
Begleit-, 176
Block-, 158
Eintrag, 157
Faktorisierung, 277
Hilbert, 274
identisch, 156
Norm, 274, 280282
unimodular, 165
Matrizenprodukt, 63

Maxima, 14, 222, 256, 305, 313
Mendés-France, Michel, 83

Menge, 70
fithrend, 381

unabhéngig, 355, 368, 372

Methode, 96

Minimalpolynom, 172, 186

lineare Rekursion, 136

Matrix, 37, 162
Minor, 363

Matrix, 162
Modell

Réauber-Beute, 86
Modul

komplexe Zahl, 105
Mourrain, Bernard, 179
MPFR, 239
Muller, David. E., 267

Muller, Jean-Michel, 244
Muller-Verfahren, 267
Multiplikation

schnell, 152
Multiplizitét, 188, 251
Multiplkation, 9
MuPAD, 99
MuPAD-Combinat, 323
mutabel, 160, 350

Nenner, 142
Newton-Verfahren, 265
Norm

komplexe Zahl, 105

Matrix, 274, 280282
Normaform

Matrix, 160

normale Gleichung, 280, 281

Normalform, 20, 102, 128
Ausdruck, 112
Matrix, 172

modulo eines Ideals, 190

Notebook, 7
Nullstellensatz, 190
numerische Algebra, 273

numerische Approximation, 10, 273
Differentialgleichung, 309

Grenzwert, 48
Integral, 297

Lésung von Gleichungen, 201

NumPy, 86, 268

O’Shea, Donal, 179

Objekt, 95

Operation
arithmetisch, 9

arithmetisch-harmonisch, 97

Operationen, 3
Optimierung, 375
Ordnung, 183
additiv, 116
lexikographisch, 65
Monome, 184
multiplikativ, 116
Variable, 181

Paarung, 380
PALP, 343
Parametrisierung, 88, 196

PARI, 98, 268, 303, 305, 307
Partialbruchzerlegung, 227
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partielle Differentialgleichung
Wiérmeleitung, 225
Pascal
Schnecken, 79
Permutation, 366
Phénomen
Gibbs, 77
Runge, 300
Pivotstelle, 163
Pocklington
Satz, 121
Polarkoordinaten, 79
Polymorphie, 97
Polynom, 127, 181
charakteristisch, 162, 169, 172
Legendre, 300
Tschebyschow, 134
Wurzel, 242
Polynomdarstellung
diinn besetzt, 151
rekursiv, 129
voll besetzt, 151
Polynomdarszellung
faktorisiert, 109
Polynomdivision, 183
Polynomring, 107, 127, 180

in unendlich vielen Unbestimmten, 182

Potenz, 3
invers, 285
iteriert, 284, 295, 296
Potenzierung
modular, 121
Potenzreihe, 107, 143, 406
Préazision, 237
Primzahl, 117
Produkt
Graphen, 359
kartesisch, 100
Skalar-, 36
Vektor-, 36
Programmierung
ganzzahlig linear, 376
linear, 362, 375
objektorientiert, 95
Projektion, 194
Prompt, 8
Prozedur, 52
Pseudodivision, 132
pseudoprim, 120
Python, 4
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QR-Zerlegung, 279
QUADPACK, 305
Quadratur, 299
Quadratwurzel, 3
Quotientenring, 189

Radikal, 191
Raffung, 62, 333
Rang, 166
Matrix, 162, 166, 169
Rangprofil, 162, 166
Reduktion
Endomorphismen, 162
verzogert, 115
Regel von Descartes, 257
Reihe, 107, 245
abgeschnitten, 142
faul, 150
Fourier, 78
harmonisch, 245
Potenz-, 107, 147
Riemann, 50
Reihenentwicklung
abbrechend, 108, 150
Rekonstruktion
rational, 118, 125, 142, 143
Rekursion, 45
rekursiv, 151

rekursiv definierte Folge, 45, 47, 229

Graph, 230
Relation, 135
Rest

quadratisch, 122
Restklassenring Z/nZ, 115
Restsatz

chinesisch, 121
Resultante, 139, 197
Riemann-Reihe, 50
Ring der ganzen Zahlen, 115, 120
Rucksackproblem, 379
Rundung, 238, 242

Fehler, 247

Safey El Din, Mohab, 179
Sage

Cloud, 5

Geschichte, 4
sage-support, x
sagemath.org, 6
Satz

Borsuk-Ulam, 352



Caley-Hamilton, 172

Kuratowski, 351

Pocklington, 121
Schleife

for, 44

while, 45
Schleifenabbruch, 47
Schmiegkreis, 89
schnelles Potenzieren, 55
Schnitt

Graph, 363
SciPy, 84, 85, 271, 293, 296
Sekantenverfahren., 266
Server

Offentlich, 5
Singuldrwert, 280, 281, 283
Singular, 181, 202
Skalarprodukt, 36
Spalte

Matrix, 158
Spur, 274, 282
Steffensen-Verfahren, 270
Stein, William, 4
Struktur

algebraisch, 100
Sturm

Folge, 258
Summe

Programmierung, 48

Teilmengen, 380
SVD engl. Singular Value Decomposition,

282

SWZ fiir Singuldrwertzerlegung, 282
Sympy, 232
Syracuse-Vermutung, 51

Tabellenkalkulation, 81
Tangente

Graph, 265
Taylor, 387
Teilgraph

induziert, 353, 369
Teilhabe an denselben Daten, 68
Tenenbaum, Gérard, 83
Test

Fermat, 120
textttsin, 248
trac.sagemath.org, x
Treppe, 207
Treppenlinie, 206
Treppennormalform, 163, 164

Index

Trigonalisierung, 163
Trigonometrie, 211
Tupel, 70

unendlich, 11
Ungleichung, 375

polynomiale Systeme, 197
unit in the last place, 241
Untermatrix, 159
Urbild, 73

Vandermonde

Determinante, 109
Variable, 130

abhangig, 216

Deklaration, 15

Python, 13

symbolisch, 14, 15

unabhéngig, 216
Varietit

algebraisch, 188
Vektor

Erzeugung, 157

zyklisch, 171
Vektorprodukt, 36
Vektorraum, 155

Basis, 156

Eigenraum, 169

Eigrenraum, 162

invariant, 169
Vereinfachung, 11, 111
Vereinigung, 353

Mengen, 321, 339
Verfahren

Brent, 271

doppelt exponentiell, 298, 301

Dormand und Price, 310

Euler, 310

Gaulk-Kronrod, 298, 300

Gauf-Legendre, 300

Gear, 310

Muller, 267

Newton, 265

Newton-Cotes, 298

Rechteck, 298

Runge-Kutta, 310

Steffensen, 270

Trapez, 301

Trennung der Veranderlichen, 225
Verfahren der falschen Position, 263
Vergleich, 20, 44
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Verkettung, 68 Zielfunktion, 376
Verschiebung, 162 Zufallsgraph, 367, 369
Vervollstandigung Zufallsweg, 82

automatisch, 12 Zusammenhangskomponenten, 361
Vielfachheit, 251, 256 Zuweisung, 13, 49, 68
Vorfahr, 99, 102, 135 Zwangsmodell, 97
Vorzeichenregel

Descartes, 257

Wiirmeleitungsgleichung, 225
Wabhrheitswerte, 11, 105
Wabhrscheinlichkeit, 353
worksheet, 7
Wurzel

n-te, 9

Polynom, 136, 242, 251
Waurzel eines Polynoms

Isolation, 258

Zahl
algebraisch, 108, 131, 139, 185
Carmichael, 121
chromatisch, 351
Fliefspunkt, 105
ganz, 105
ganz modular, 115
Gleitpunkt-, 237
harmonisch, 118
komplex, 105, 228
Mersenne, 335
p-adisch, 127
rational, 104
Zariski-Abschluss, 195, 198
Zeichenkette, 57, 67
Zeichnung, 86, 90
Graph, 355
Zeile
Matrix, 158
Zerlegung
LU, 286
QR, 281
Cholesky, 279, 283
Dreiecksform (eines Ideals), 199
in einfache Elemente, 20
LU, 277
QR, 279
quadratfrei, 138
Zerlegung (Matrix)
Gauk-Jordan, 164
LU, 164
Zeta-Funktion, 51
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