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Zur Quantelung der Wellenfelder
Von L. Rosenfeld

HEinleitung

Wesentliche Fortschritte in der Formulierung der all-
gemeinen Quantengesetze der elektromagnetischen und mate-
riellen Wellenfelder haben neuerdings Heisenberg und Pauli?)
erzielt, indem sie die von Dirac erfundene ,Methode der
nochmaligen Quantelung® systematisch entwickelten. Neben
gewissen sachlichen Schwierigkeiten, die viel tiefer liegen, trat
dabei eine eigentimliche Schwierigkeit formaler Natur auf:
der zum skalaren Potential kanonisch konjugierte Impuls ver-
schwindet identisch, so daB die Aufstellung der Hamilton-
schen Funktion und der Vertauschungsrelationen nicht ohne
weiteres gelingt. Zur Beseitigung dieser Schwierigkeit sind
bisher drei Methoden vorgeschlagen worden, die zwar ihren
Zweck erfillen, aber doch schwerlich als befriedigend betrachtet
werden konnen.

1. Die erste Heisenberg-Paulische Methode ist ein rein
analytischer Kunstgriff.?) Man figt zur Lagrangefunktion ge-
wisse Zusatzglieder hinzu, die mit einem kleinen Parameter ¢
multipliziert sind und bewirken, da8 der obenerwihnte Im-
puls nicht mebr verschwindet. In den SchluBresultaten mufi
man dann zom Limes & = 0 itbergehen. Die &-Glieder fithren
aber zu unphysikalischen Rechenkomplikationen?®) und zerstoren
die charakteristische Invarianz der Lagrangefunktion gegen-
tiber der Kichinvarianzgruppe.

2. Die zweite Heisenberg-Paulische Methode*) benutzt
hingegen wesentlich diese Invarianz. Dem skalaren Potential

1) W.Heisenberg u. W. Pauli, Ztschr. £ Phys. 6. 8. 1. 1929;
ebenda 59, S.168. 1930. Im folgenden mit H.P. I bzw. IT zitiert.

2) H.P. I, S. 24—26, 301

3) Vgl. L. Rosenfeld, Ztschr. f. Phys. 58. S. 540. 1929,
4) H.P. 1L

Annalen der Physik. 5. Folge. 5. 8



114 L. Rosenfeld

wird ein bestimmter, beliebiger Wert, z. B. Null, gegeben; dann
liefert die Hamiltonsche Methode eine Bewegungsgleichung
weniger. Lautet nun die fehlende Gleichung C = 0, so findet
man auf Grund der Eichinvarianz der Hamiltonfunktion
C = konst. Die Wahl des Wertes 0 fiir diese Konstante be-
deutet die Beschrinkung auf eines von verschiedenen unter-
einander nicht kombinierenden Termsystemen. Das Auszeichnen
einer Komponente des Viererpotentials bringt aber mit sich
die Notwendigkeit eines Beweises fiir die relativistische
Kovarianz des Verfahrens; und dieser Nachweis ist sehr
miithsam.

3. Die Fermische Methode?) besteht auch im Hinzufiigen
von Zusatzgliedern zur Lagrangefunktion derart, dafl kein
Impuls mehr identisch verschwindet. Damit die so erhaltenen
Feldgleichungen mit den gewohnlichen tihereinstimmen, miissen
gewisse Nebenbedingungen erfillt sein; es muf dann gezeigt
werden, daB, wenn diese Nebenbedingungen auf einem Schnitt
t = const gelten, sie sich dann von selbst im Laufe der Zeit
fortpflanzen. Der Nachteil dieser Methode ist der, da wiederum
die Fichinvarianz zerstort wird.

Nun ist das identische Verschwinden der genannten Im-
pulskomponente keineswegs eine vereinzelte Erscheinung; denn
der Grund dafir ist eben die Eichinvarianz der Lagrange-
funktion, wie eine leichte, weiter unten ausfihrlich dargelegte
Uberlegung zeigt. Analoges, d. h. allgemeiner das Auftreten
von identischen Relationen zwischen den Variablen und den
konjugierten Impulsen, ist in allen Fillen zu erwarten, wenn
die Lagrangefunktion eine geeignet gebaute Gruppe ge-
stattet. Bei der niheren Untersuchung dieser Verhiltnisse an
Hand des hesonders lehrreichen Beispieles der Gravitations-
theorie, wurde ich nun von Prof. Pauli auf das Prinzip einer
neuen Methode freundlichst hingewiesen, die es in durchaus
einfacher und natiirlicher Weise gestattet, das Hamiltonsche
Verfahren beim Vorhandensein von Identititen auszubilden,
ohne den Nachteilen der bisherigen Methoden ausgesetzt zu
sein. Im folgenden wird der Gegenstand zunichst vom all-

1) Vgl. H.P. 11, 8. 171, FuBnote.
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gemeinen gruppentheoretischen Standpunkt behandelt, sodann
an Hand verschiedener physikalischer Beispiele illustriert.l)

Erster Teil: Allgemeine Theorie

§ 1. Ans#itze iiber die Lagrange- Funktion
und die zugrunde gelegte Gruppe

Wir betrachten irgendein dynamisches System, definiert
durch FeldgroBen @, (z?, z?, 23, z%, welche von den Raum-
koordinaten z!, «?, £ und von der Zeitkoordinate z* = ¢¢ (und
nicht, wie bei H. P., a*=ict!) abhingen. Uber die Lagrange-
funktion & (Q; 0@ /d%) brauchen wir keine Annahme zu machen,
solange wir im Rahmen der klassischen Theorie bleiben, d. h.
mit lauter c-Zahlen operieren; betrachten wir aber die Varia-
beln @, als g-Zahlen (wihrend die Raumzeitkoordinaten immer
¢-Zahlen bleiben), so miissen wir beriicksichtigen, daB der Satz
von der Ableitung einer Funktionenfunktion seine allgemeine
Giltigkeit verliert?); wollen wir also (und das wird der Fall
sein) gewisse Kigenschaften der ILagrangefunktion, die aus
diesem Satz flieBen, beibehalten, so sind wir gendtigt, iiber
die Funktion € solche einschrinkenden Annahmen zu machen,
daB die betreffenden Eigenschaften trotz des Versagens des
genannten Satzes giiltig bleiben. Es zeigt sich nun, daf diese
Einschrinkungen zwar vom mathematischen Standpunkt sehr
weitgehend sein miissen, daBl sie jedoch bei den physikalisch
interessanten Lagrangefunktionen erfilllt sind. Sie betreffen
einmal die analytische Beschaffenheit der Lagrangefunktion:
diese soll hochstens quadratisch in den Ableitungen der @,
sein; ferner die Reihenfolge der miteinander nicht vertausch-
baren GrobBen.
aQG

dx”

Zur Abkiirzung schreiben wir oft ¢), , statt , auch

Q, statt Q4= %%— Ferner unterdriicken wir die Summa-

1) Hier mdichte ich ein fiir allemal betonen, daB die in den Arbeiten
H.P. I und IT behandelten Spezialfille mir oft den Weg zur gewiinschten
Verallgemeinerung zeigten. Es hitte wenig Zweck, im folgenden jedes-
mal daranf hinzuweisen.

2) Vgl. H.P. I, 8. 18, ferner S. 14, Fufinote 1.
8*
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tionszeichen gemiB der bekannten Regel. Mit diesen Fest-
setzungen lautet nun unser Ansatz fir die Lagrangefunktion:

1) 22=0,,%5Q)Q, +0,,97 Q) + 8@, ,+C@)-

Obwoh! nur die (), mit den @, nicht vertauschbar sind,
miissen wir doch auch fiir die anderen Ableitungen an einer
bestimmten Reihenfolge festhalten; denn gewisse Operationen,
z. B. d/dz*, verwandeln die betreffenden Grofien in andere,
die untereinander nicht mehr vertauschbar sind, so daB das
Resultat einer solchen Operation von der urspriinglichen Reihen-
folge abhingt.

Da die ¢-Zahliberlegungen oft an Allgemeinheit und Ele-
ganz iiberlegen sind, wollen wir sie im folgenden zuweilen zur
ersten Ubersicht benutzen und nachher die fiir die q-Zahl-
theorie erforderlichen Modifikationen andeuten. Um aber un-
notige Wiederholungen zu vermeiden, reden wir auch bei
c-Zahlen von Vertauschungsrelationen, wobei wir natirlich die
korrespondierenden Poissonschen Klammersymbole meinen.

Nun zur Definition der Transformationsgruppe, welche die
Lagrangefunktion (in einem niher zu prézisierenden Sinne) ge-
statten soll. Es liegt uns in dieser Untersuchung keineswegs
daran, die groBtmogliche Allgemeinheit anzustreben, sondern
die Darstellung nur so allgemein zu halten, daB in den physi-
kalischen Anwendungen die tieferen Zusammenhinge klar her-
vortreten. Wir fragen also nicht nach der allgemeinsten Gruppe,
die bei gegebener Lagrangefunktion Identititen von der oben
besprochenen Art zur Folge hat, sondern wir legen eine spe-
ziellere, wenn auch ausgedehnte, Klasse von kontinuierlichen
unendlichen Gruppen zugrunde, von der wir zeigen, da} sie
bei Dbeliebiger Liagrangeschen (c-Zahl-)Funktion zu Identi-
taten fithren.?)

Wir charakterisieren unsere Gruppe durch ihre infinitesi-
male Transformation; wir nehmen an, daf sich sowohl die z*
wie die ¢, auf bestimmte Weise transformieren, und zwar

1) Die dabei benutzte Methode gibt iibrigens sofort die Antwort
auf die eben aufgeworfene allgemeine Frage. Bei speziellem Bau der
Lagrangefunktion braucht die Gruppe sogar nicht unendlich zu sein,
um Identititen zu bedingen.
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hingen die §z> bzw. 6@, ab von r, willkiirlichen reellen Funk-
tionen &(z) (r =1,2,...r,) und ihren Ableitungen bis zur
Ordnung k& bzw. §; die Koeffizienten dieser Ableitungen sollen
reell sein und (hierin liegt die Spezialisierung der Gruppen)
in d2” nur von den 27, in §¢, nur von den ” und den @,
(und nicht von den Ableitungen der ¢ ) abhéngen. In Formeln:

67{:57‘ -

00" = aX° @) @)+ o @) PP e
2% 0

La (@)

ox

8a’

dx’
@ léQF &, (2, QE @) + ¢, (z,Q)

8l &

Cz;.-‘t T .
e )

Dazu kommt noch die wesentliche Voraussetzung, dafi?)

@) j>k+1.

Was die Vertauschungseigenschaften der in (2) vorkommenden
Funktionen betrifft, so sollen die & c-Zahlen sein und diese
Eigenschaft bei allen Transformationen der Gruppe (2) be-
halten (wie es ja der Festsetzung, da8 die & nur von den z*
abhingen, entspricht., Da die @ nur von den 2 abhéingen,
dirfen wir sie gleichfalls als ¢-Zahlen betrachten. Dann sind
auch die d2* ¢-Zahlen, wie es sein muB, damit wir die z”
selber als ¢-Zablen behandeln diirfen.

Die wichtigsten in der Physik vorkommenden Gruppen
fallen unter diesen Typus (vgl. den zweiten Teil dieser Arbeit).

Es bleibt jetzt noch iibrig, auszudriicken, dafl das Integral

f}E dxtdaz?dxd daot

bei den Transformationen (2) invariant bleibt. Zu dem Zwecke
filhren wir zunichst einige Begriffe ein.

Neben die ,lokale“ Variation 0 @ (z, Q, 0Q/0z,...) tritt
die ,substantielle* Variation

) FD=o0—22 5.
da”

8%
@x)°

0 1&

1) Wir setzen BT =0.

=¢ und
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wenn wir die transformierten Gréfen mit einem Strich ver-
sehen, so ist

0D =Pz ();...]— Oz; Q);...7,
wihrend
FO= @z, Q@);...]—D[z;Q@);...]
bedeutet. Daraus folgen unmittelbar die wichtigen, auch fiir
g-Zahlen giltigen Formeln:
ap

d
5 o* = - /)]
©) dz” dx’ ’
©) a0 _ sp_ AP aszt
da” dx¥ dx? dx”

Eine GroBe & heiit eine skalare Dichte (in bezug auf die
Gruppe), wenn sie folgende Transformationseigenschaft hat:

@ R+ -&—%(@(mq ~0,
oder auch nach (4)
®) 5@+§’”“’" =0.

Grofen hingen im allgemeinen von zweierlei Indizes ab:
erstens von Indizes «, g8, 7,..., deren Wertbereich derjenige
vom Index & in @, ist, zweitens vom Indizes u,v,..., die,
wie der Index von zv, von 1 bis 4 laufen. Insbesondere ver-
tritt der Index r von g7 ein oder mehrere Systeme von In-
dizes (&, 8,...; p,7,...), die in einer beliebigen eindimen-
sionalen Folge numeriert sind. Die Indizes von der Art
«, B, ... konnen auch ihrerseits mehrfach sein und insbhesondere
Systeme von Indizes u, », ... enthalten.

Ein kontravarianter Tensor K wird definiert durch die
Transformationseigenschaft

aw ay @0x” 66Q5
(9) 511 '_IL F'E;T—B.ﬁ aQa ,

im Falle der g-Zahlen enthalt diese Erklarung wegen des
unterstrichenen Gliedes eine Willkiir, welche wir durch die
Festsetzung
80 Q, 339, | 80,
v — 8v
e =2 M e, T e

K Brt
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beseitigen; dabei bezeichnet z das hermitisch konjugierte
(adjungierte) von x. [Im folgenden gebrauchen wir allgemein
die Bezeichnung
= i+ a9

Durch diese Festsetzung bleibt ein hermitischer Tensor nach
einer beliebigen Transformation der Gruppe hermitisch.

Ein kovarianter Tensor K, hat die Transformations-
eigenschaft:

C g At 30Q
(10) 0Ky ==K 5 o+ Ky g

analog zu (9) und (10) wird die Variation des gemischten
Tensors Kaﬂ'__rém wv... “@- gebildet.

Eine Tensordichte 2» transformiert sich wie das Produkt
eines Tensors JLe» mit einer skalaren Dichte &, also:

R ¢
ddx? — Qb 6 7 _ Quv ddxt
dx* 8 Q. dx®

1) 0Rer = Ran

()

Jetzt sind wir imstande, die Invarianzforderung beziiglich
der Lagrangefunktion £ zu formulieren. Damit némlich das

Integral f Qdx!dx? dz® dxt invariant ist, soll nach bekannten

e .
eine skalare

Schliissen }) & bis auf eine Divergenz & =
m‘l’

Dichte sein. In Formeln:

(12) S8 +8)+ Q8+ 9L

=0.

Da es uns, wie gesagt, nicht auf die groBte Allgemeinheit
ankommt, wollen wir uns damit begniigen, der Reihe nach
folgende chrakteristische Fille zu behandeln:

199 = 0, d. h. € ist selber eine skalare Dichte:

(13) o8 +2L 202" _

1) Vgl. etwa E. Noether, Gott. Nachr. 1918. 8. 211. — Die

14

Divergenz tritt dann auf, wenn das Integral [/ & dx'...dx*

nicht bei beliebigem Integrationsgebiet invariant ist, sondern nur wenn
die £ am Rande verschwinden.
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20% enthalt die zweiten Ableitungen
Q o & Qa

Ve ¥ fa®
nur linear, d. h.

(14) g=_1

dx?

[T v’ag(_@ Qa,g]

und es ist § = 0 [vgl. Formel (3)].

In beiden Fillen zerfallt die Untersuchung in zwei Schritte:
a) Durchfithrung des erweiterten Hamilton schen Verfahrens;
b) Beweis der Kovarianz desselben beziiglich der betrachteten
Gruppe.

Wir beginnen mit dem ersten Falie.

§2. Die konjugierten Impulse und die Identitiiten

Von jetzt an legen wir also die Forderung (13) zugrunde.
Wir setzen zunichst

ey 08
(15) B = 5
und nehmen als Impulse
R
16 =Pt =-—= .
(16) e

Beschriinken wir uns zuerst auf die klassische (¢-Zahl-)
Theorie.

Ersetzen wir in (18) die 0Q,, @, ,, und Jdz» durch ihre
Werte (2), (6) als Funktionen der &7 und Ableitungen, so be-
kommen wir mehrere Identititen, indem wir ausdriicken, daf
die Koeffizienten der einzelnen Ableitungen von £7 identisch
verschwinden sollen. Diese Identititen enthalten aber im all-
gemeinen die Qa nicht nur durch die soeben eingefithrten
Funktionen $2, sondern auch in anderen Verbindungen (z. B.
durch die anderen Pev, v &= 4); fir die Auflosung des Glei-
chungssystems (16) nach den Qa bieten sie also kein Interesse:
sie stellen einfach Beziehungen dar, die jede Libsung Qa (@, B)
dieses Systems von selbst erfiilllt. Wesentlich anders liegen
aber die Verhiltnisse, wenn einige der betrachteten Identitéiten
nur die @ (nebst riumlichen Ableitungen) und die P+ ent-
halten: sie bedeuten dann, daf die Gleichungen (16) nicht alle
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voneinander unabhiingig sind, so daf die allgemeine Lisung
von gewissen willkiirlichen Parametern (genauer: Raumazeit-
funktionen) abhangt.

Nun tritt der letztere Fall bei der Gruppe (2) immer auf.
Die hochsten in (13) vorkommenden Ableitungen von &7 sind die

8j+1 ET

B’ da® da”

nach der Voraussetzung(3) lauten die entsprechenden Identititen

17¢) Y Z‘B” ¢2 =0,

wobei die Summe sich iiber alle Permutationen der Zahlen
v, 0,..., erstreckt. Fir »=0¢=...7 =4 hat man ins-
besondere

a nhdod__ Q.
(18¢) Poc [ T=0:

da nun die ¢ nur die ¢, emthalten, haben wir in (18¢c) 7,
Identitéiten von der zuletzt besprochenen Form vor uns, welche
wir ,eigentliche” Identititen nennen wollen. Es ist ferner leicht
einzusehen, daf im allgemeinen (d. h. falls die Lagrangefunktion
keine spezielleren Eigenschaften besitat) keine weiteren eigent-
lichen Identititen vorkommen. Die allgemeinste Losung @,
@, P, ) von (16) hingt also von r, willkiirlichen Para-
metern i ab.

In den bisherigen, in der Einleitung erwihnten Methoden
half man sich entweder durch Zerstéren der Invarianzeigen-
schaft der Lagrangefunktion (1. und 3. Methode) oder durch
Auszeichnung einer speziellen Lisung Qa @, B, 19 (2. Methode).
Im Gegensatz dazu ist der Grundgedanke der neuen Methode
der, die Hamiltonsche Funktion in der itblichen Weise mittels
der allgemeinen Losung @, (@, B, 2) mit unbestimmten A7 zu
konstruieren, ohne sich zunichst um die eigentlichen Identititen
zu kimmern: Feldgleichungen und Vertauschungsrelationen
haben die kanonische Form, die ersteren enthalten die Ar.
Zu diesem kanonischen Schema kommen schlieBlich die eigent-
lichen Identititen als Nebenbedingungen hinzu. Wir werden

1) Den Nummern der Formeln, die nur fiir ¢-Zahlen unbeschriinkte
Giiltigkeit besitzen, wird der Buchstabe ¢ angehingt.
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sehen, daf diese Methode aufler ihrer Kinfachheit noch den
grofien Vorteil hat, daB der Kovarianzbeweis des Verfahrens
ohne Schwierigkeit durchfithrbar ist.

§ 3. Ubergang zu den ¢-Zahlen

Zuvor miissen wir untersuchen, wie sich beim Ubergang
zu den g-Zahlen die eben geschilderten Verhaltnisse gestalten.
Nach (1) lautet dann (15):

(19) Por=Fper+perH =y,
mit
(20) pav=2[av;ﬁyQﬂ,M+§Bav.

Durch einen Strich iiber einen Index von der Art u:i deuten
wir an, daB er nur von 1 bis 3 liuft; fiir iberstrichene Indizes
soll die Regel vom Weglassen des Summenzeichens ebenfalls
gelten. Mit dieser Bezeichnung schreiben wir nach (19) und (20)
@1 { Pe=p
P"‘ = %aﬂQg + ®ay
wobei
af —9Yad; 4
22) {% =Ueki 22
@a E%[a4; ﬂ/bQﬂ"; +%a4
gesetzt ist. Ks ist in diesen Formeln
Yar;Bo = YPhuiar,
insbesondere
2[“/3 = g{ﬂa’
angenommen worden, was natiirlich keine Einschrinkung be-
deutet.

Die Uberlegung des vorigen Paragraphen liefert jetzt statt
(17¢) und (18c)

(23) 2 ¢l Tpar=0

und

(24) et pe =0.

Da inshesondere (24) in den @, identisch gilt, so ist nach (21)
(25) el tUeE =0,

tdaNag (-
(26) ¢, D =0:



Zur Quantelung der Wellenfelder 123

die Koeffizienten der Lagrangefunktion miissen w. a. diese Be-
ziehungen erfiillen, damit € die verlangte Dichteeigenschaft
haben kann. Die Relationen (25) und (26) heben wir fiir
spiteren Gebrauch hervor.

Nun aber kionnen wir nicht weiterkommen, ohne etwas
iiber die Vertauschungsrelationen [@)_, Qﬂ] zu wissen. Wenn
wir die Qﬂ als Funktionen der ¢, und = kennen wiirden,
so konnten wir den Wert von [@,, ;] aus den kanonischen
Vertauschungsrelationen, die wir, wie gesagt, beizubehalten
wiinschen, ableiten. Es ist indessen nicht einmal von vorn-
herein sicher, ob wir aus (21) die Qﬁ als Funktionen der
Matrizen P ableiten konnen, oder nur als Funktionen
der Matrizelemente von Pe2. Der einzige Ausweg ist der,
daB wir versuchsweise eine Annahme iiber [@_, Q'ﬂ]_ machen,
auf Grund deren die Losung von (21) die Gestalt ¢ (@,B, )
annimmt und nachher priifen, ob die gemachte Annahme mit
den kanonischen Vertauschungsrelationen vertriglich ist.

Eine naheliegende Annahme ist folgende: die [@, Qﬂ]
sollen schiefe Funktionen?) von den @, und ¢, -, nicht aber
von den ¢ (bzw. den P¢) sein. (Ob dabei, wenn @, und Qﬁ
im selben Punkt genommen sind, unbestimmte Faktoren, wie d (0),
vorkommen, ist gleichgiiltig). Fithren wir einige unmittelbare
Folgerungen dieser Annahme an:

1. Nach (20) sind ebenfalls die [@_, p#*] und [@ ,pf~7¥]
schiefe Funktionen der @, und @, ; allein.

2. Die [Q,, 0], [@,, p#*] wnd [Q,, p#**] sind mit jeder
Funktion der ¢, und @, ; vertauschbar.

3. Es ist
(27) [Qa’ pﬂv] = [Qa? pﬂyﬂ'

Infolgedessen kann man statt (23) und (24)

) o =0,
(29) Fo=c,,; P =0
schreiben.
Aus (25) folgt nun, daB die N linearen Gleichungen
(21) %aﬂng""Qﬂ%ﬁa = 2(5’]3“_@“)

1) Eine g-Zahl x heiBt schief, wenn 2t = — x.
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nicht alle unabhingig sind, sondern daB ihre Determinante |24
den Rang N —r, hat. Da sie symmetrisch ist, gibt es einen
von Null verschiedenen Hauptminor vom Grade N —r,; die
dazu beziiglichen Indizes wollen wir mit einem Strich versehen:

%5 40,
wahrend die ibrigen doppelt gestrichen seien: «”, 87, ---

Die Determinante |« #|, sowie ihre reziproke | 4|, sind
symmetrisch und es gilt:

(30) S‘]Xa/ 14 91/3’ y = 5:: ’
wobei 9% wie iblich gleich 0 oder 1 ist, je nachdem « 3 g
oder ¢ = g.

Gelingt es also, eine spezielle Liosung Qﬁ"(Q, ) von (21)
zu finden, so hat die allgemeinste Losung die Form:

(213 = ng + i mﬂw
wo die A7r, willkiirliche Parameter und z, 7, unabhingige
Losungen der homogenen Gleichungen

Al zy, + @y, WP = 0
darstellen. Nach (25) kénnen wir nun
2
wihlen und schreiben:
(31) Qy=Q + ¥ cj;;“4.
Ferner behaunpte ich, daBl

Qp =4 Uy (B — D) + (B — DY, 5]
~ 0

32
(32) 0

pe
eine spezielle Losung von (21) ist; ist dies nachgewiesen, so
ist uns die Auflosung von (21) nach den Qﬂ wirklich gelungen:
denn die Losung (81) hat offenbar die verlangte Eigenschaft,

daB vermoge der kanonischen Vertauschungsrelationen [¢)_, Q 2l
eine schiefe Funktion der @, und Q,_,; wird.

Durch Einsetzen von (32) in die linke Seite von (21),
die wir fir einen Augenblick ¥, nennen wollen, bekommt man
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To= FUAF{Ap o (P — D) + (B — D) Uy g}

+ 5 Uy B — D) + ( - )?Iy'ﬁ'}W’

— e Uy (B — DY)+ (B — D) Uy W

AP — D, Uy ]+ [y, B — DI

= Yab %[/3/ ¥ (‘BV— —_ @7’ SE" oL S)ly 4 %[ﬁ,
wegen der Folgerung 2 aus unserer Annahme, Fir o= ¢
ist bereits nach (30)

- 2(%01’

Nun sind nach der Theorie der linearen Gleichungen
und unter Benutzung unserer Annahme iiber [Q., @] die
Identitaten (29) dquivalent mit

%all —_ %a’! ﬂl ?Iﬂ’ y’ %yl
und ebenso (26) dquivalent mit
SDa” — ?Ia” ﬁ' 2[/3, 7/ @y(;
folglich ist auch
S,Ba — aN

womit der Nachweis, daB (31), (32) die allgemeinste Lisung
von (21) im Einklang mit den kanonischen Vertauschungs-
relationen darstellt, vollstindig erbracht ist.

§4. Aufstellung der Hamiltonfunktion

Klassisch lautet die Hamiltonfunktion
=P, -8
von jedem quantenmechanischen Ansatz miissen wir nun ver-
langen, daB
99 98
3 9Qu,;  0%a;
eine Eigenschaft, die sich fir die Durchfiihrung der Theorie
als unentbehrlich erweisen wird.
Nun ist

(e (7t Lot
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8 Qg

und nach (81), (32) enthilt |55

) nicht mehr die P
B

folglich diirfen wir schreiben:

(?’-2?—0,%)~sa= (Ozi;)éa+ (aaQ(ff;)%a. .

Die gewiinschte Kigenschaft (33) hat also der Ansatz
(34 B=0,B 2.
Da nach (25) und (26)

L[Q; Q@ B, 4] = 2@, Q)

ist, konnen wir schreiben gem#iB der Bezeichnung (29)

(35) ,S'Q = @o + vgw
mit
(36) '@o = Q.ao S‘Ba —£ [Q: QO(Qy SB)] .

Nuun setzen wir die kanonischen Vertauschungsrelationen an
o {[@a (1), @5 (t)] =[P (), PP ()] = 0, y
[Be (1), Q)] = 0320t — 1)y 0 = ey,
sowie die Feldgleichungen
(9, 0] =ad,
5,39 0,
wobei die Bezeichnung

(39) ﬁ;f@tdxldxzdxs

(38)

gebraucht ist; das Integrationsgebiet muf so gew#hlt werden,
daB die FeldgroBen am Rande konstante Werte annehmen
und zwar solche, daB 8 dort verschwindet.

Zu (37) und (38) kommen noch als Nebenbedingungen die
eigentlichen Identititen (29) §, = 0 hinzu. Aber es muB be-
wiesen werden, dafl es erlaubt ist, die g-Zahlen §, alle gleich-
zeitig gleich Null zu setzen; mit anderen Worten, daB die ¥,
untereinander vertauschbar sind, wenigstens auf Grund der
Nebenbedingungen = 0 selber.
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Die jetzt folgenden Betrachtungen dienen nicht nur zu
diesem Zwecke, sondern sind auch fiir den spiter zu er-
bringenden Kovarianzbeweis grundlegend.

Wir definieren zunidchst den Impuls-Energie-Pseudo-
tensor )

(40) ®, =P 0, — 0,8,

sodann die Impuls-Energie-Pseudodichte

(41) §, =8, =P0,, . — 9.8,

deren vierte Psendokomponente die Hamiltonfunktion (34) ist:
H=6,=6;.

Die Komponenten des Gesamtimpulses sind dann &,
die Gesamtenergie $.

Die V.-R. (Vertauschungsrelationen) von § mit den
Q,, P sind durch (38) gegeben. Was die &; betrifft, so
finden wir zunschst auf Grund von (37)

[®5 1), 0,0)] = 022 8r — ),
(42) A —1)

| 0, Pe(t)] =— 0P — 5
sodann

[®;, ©Q, P = 022

dav ’

allgemeiner also
aa 5
® dax* = [®v’ (D(Q? s‘B’ a;)]
Darauns folgt unmittelbar
(44) @, 6,]=0:

ein Ausdruck fiir die Vertauschbarkeit der Differentiationen

(43)

——, dessen physikalischer Inhalt in der zeitlichen Konstanz

der @, als Folge der Gleichungen (38), (37) besteht.2)

1) Der Vorsatz ,,Psendo® deutet an, daB die betreffenden GroBen
keine Tensoren sind.

2) Falls die i7 x* explizite enthalten, gilt (44) erst auf Grund der
Nebenbedingungen (29).
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§5. Quantenmechanischer Ausdruck
der infinitesimalen Transformation der Gruppe

In diesem Paragrapben beweisen wir den Satz:

(45) wJ*CD(Q,iE):[—Sﬁ, @],
wobel
(46) 9ﬁ=¥29_a-(§§#()‘m#.

Dies soll auf Grund der Feldgleichungen (38) und der V.-R.
(87) gelten, unter der Voraussetzung (13), daB Q eine skalare
Dichte ist.
Um diesen Satz zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daB

{ wé*Qa = [;)ja Qa]7

o o* P = [, P=].

Nach (37) und (42) ist, wenn man bedenkt, daB 0@,
nach (2) nur die @, (nicht die P+ enthilt,

([, Q] = 0@, — 2% 547 _[577- 5, Q,].
dx*
Nun ist, nach H.P. I, Formel (20),
[ 0775, 9] = w2088 _ 54415, 9,1,
(48)

(47)

oB”
TTEE e d @ xtH _ d o0 xtH
[oe '@7%]—-‘&){ 0 @ dax? aQa; }
4 ddxt 09
= 00D, B+ 0 g TG
Folglich gilt tatsichlich, mit Riicksicht auf (4 ), die erste
Formel (47), wenn man noch die erste Feldgleichung (38)
benutzt.

Analog findet man unter Beriicksichtigung der zweiten
Formel (48), der zweiten Feldgleichung (38) und der Formel {(33)

I—[w 8] = - B — o)

a%® oy ddxt*
(49) — o o g L2
00 "
l ______SJS/S’ Qﬂ %av_dii_ 63;7)_
da”
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Es bleibt nur noch iibrig zu zeigen, daf die rechte Seite
von (49) gleich 0* P+ ist. Berechnen wir also direkt § P, oder
vielmehr allgemeiner §%B*. Zunichst gilt:

. _ 80y 9% 894,
(50) oPer=120 (aQM) = 9Qu, Q5. 0@, '

und zwar bei ¢c-Zahlen allgemein bei g-Zahlen jedenfalls, wenn

Q@ die Form (1) hat und g £ die @, baw. P nicht ent-

hilt, DaB letateres in unserem Falle zutrifft, zeigt die For-
mel (6), welche ergibt:

0 0 d dda®
Ty 200 5 | e 9% e g}
80Q, dox”

oy — J5.
0Qa dx* F
Dies, in (50) eingesetzt, liefert

Gl
S = — v 8 Qﬁ n ‘fB“" d«S:r 4 638)

benutzen wir jetat (13), so kommt

av — _ 76 Qﬂ ap 302" g, A
1) o= - Pl e L e D02,
d. h. wie der Verglewh mit (11) lehrt: Pev ist eine Tensor-
dichte. Aus (51) folgt nun sofort mit Riicksicht auf (4) fir
o* Pe = 0* Pat der Ausdruck (49)
Somit ist die Formel (45) bewiesen.

§ 6. Die J, als spezielle infinitesimale Transformationen

Betrachten wir einen bestimmten, aber beliebigen Schnitt
zt=g,% Auf diesem Schnitt betrachten wir die Transforma-
tionen unserer Gruppe (2), welche durch die Forderungen

Ernem (2] == [2E) 0,

0x° [at=ay Oa” e 0X [tz

(62) (—5—:9]—5%—) = 0, wenn nicht alleg,..., 7 gleich 4 sind,
a0

T
zl=gh

35
6] ac*)j ez

definiert sind, wobei die & beliebige Raumfunktionen sind.
Annalen der Physik. 5. Folge. 5. 9




130 L. Rosenfeld

Wegen der Voraussetzung (8) fithren diese Transforma-
tionen nicht aus dem Schnitt z*= x,* heraus. -Sie bilden in
jedem Punkte dieses Schnittes eine endliche kontinuierliche
Untergruppe der Gruppe (2), deren infinitesimale Transformation
nach (45) und (46) gegeben ist durch

wé'(l)(Q, S'B) = [ﬁ;’ @]'
(Hierin sind @, B, §, fir z*= 2,* zu nehmen.)
Der zweite Fundamentalsatz von Lie titber endliche Trans-
formationsgruppen besagt, angewandt auf diese Untergruppe,
daB in jedem Punkte des Schnittes

(30 [5r @] — [0 [F,r @] = ¢, (5,0 @]

gilt, wo die 0:8 die vom Punkte (z?, 2?, «3 x,%) abhingigen
sotrukturkonstanten® der Gruppe sind. Nach der Jacobischen
Identitit iiber Klammersymbole wird die linke Seite einfach
gleich

o]

(5. &) @]

also bekommen wir

(53) [%s’ %r] = c:a %t'

Daraus folgt die zur Begriindung des in § 4 dargelegten
Verfahrens noch notige Tatsache, daB auf Grund von §, =0
die &, untereinander vertauschbar sind.

§ 7. Die infinitesimale Transformation M
als Integral der Bewegung

Kehren wir einen Augenblick zur reinen c-Zahltheorie
zurick. Setzen wir

(54) §DP=5J3”§Q£—@;§W
und ‘
(55) Qo 08 i 88

aQa - dz¥ aQa,v’

so ist, wie leicht zu schen, die Voraussetzung (13) gleich-
bedeutend mit

d M|
dx*

(56¢)

+ 88709, =0;
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beriicksichtigt man nun, daB nach (46) und (54)
M = M4
und entsprechend der Bedeutung der Bezeichnung (39)

dmv
dx?

ist, so folgt aus (56¢)

(67¢) AW T

Nun sind bekanntlich die Hamiltonschen Gleichungen (38)
[vermoge der eigentlichen Identititen (29)] #quivalent mit den
Lagrangegleichungen

L=0.
Nach (57¢) gilt somit, anf Grund von (13) und (38)
F
(58) e =0.

Die Gleichung (56¢) a8t sich nicht auf g-Zahlen tiber-
tragen. Die Ableitung von (58) gelingt jedoch unter Benutzung
der némlichen Voraussetzungen {13) und (38), bloB in etwas
anderem Zusammenhang. Die beiden Relationen (13) und (38)
wurden zur Ableitung der Formeln (43) und (45) wesentlich
gebraucht. Wenden wir diese letzteren auf die Identitit (5)
an, wobei @ nur von ¢ und P abhingen moge:

[%s [6v5 (D]] = [@m [ﬁy (l)]] -+ [ﬁ’ @ (I)],

da*’
(8, 30+ 0 2%, | =0
ox
nach der Jacobischen Identitit, oder schlieBlich

{%,@} = 0.

Inshesondere ist also %;—Df eine (eventuell von 2z* abhiingige)

¢-Zahl, Nun kann diese ¢-Zahl, als Summe von lauter g-Zahlen,
nichts anderes als Null sein. Diesen SchluB bestitigt iibrigens
die etwas mithsame Ausrechnung von —d—% .

9*
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Aus (58) lassen sich interessante Schliisse ziehen iiber

den Zusammenhang von ¢ mit den Funktionen T

partielle Integrationen wird 3 in die Form:

i=j

o W= fastasnan Sa 2

i={

gebracht, wobei
(60) Ni=F

(68) driickt sich dann folgendermaﬁen aus:

i+ 1 ger
fdmlda:"’daﬁz%‘ ({’; Hil
xY

r*

= i i
=~ [dnrdzrag 31 4E TL
du @t
i=0
Daraus folgert man durch Koeffizientenvergleich
_ awi+tt .
(61) 9?,’=———(—1‘TT~ (@30,1,...,7-—1>
und
: IN,°
(62) Ni=0, Z==0.
Aus (60) und (61) ergibt sich
it . .
6 =S o0,

(datyy —*
also fir M die merkwiirdige Gestalt

i=j

— i i T
63) M= [detdstda® DN(—~1)i-t diy, 8

Durch

@y =7 @y

=0

Die erste Identitit (62) ist nach (60) trivialerweise {, = 0,
die zweite aber besagt, daB auf Grund der Feldgleichungen

und der Identititen (29)
Pp1

d x4 * T

Dies liefert die Antwort auf die Frage, inwieweit man durch
abermalige Differentiation der Nebenbedingungen (29) neue

Relationen bekommt.
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Ist insbesondere j = 1, so sind die einzigen neuen Glei-

chungen 48 _ ¢ , d h

dxt
[E) &)+ o

Ist nun die Lagrangefunktion von der Gestalt (1), d. h. gilt
(85), so wird die letzte Gleichung mit Riicksicht auf (53)

— %, ,
(D0 &)+ o 334 + e pE=0
oder schlieBlich vermdge .= 0 .

. I,
[@073}1 + o 6§4 =0:
da weder die Nebenbedingungen noch diese neuen Gleichungen
die Ar enthalten, so bleiben dieselben wesentlich unbestimmt.
(Anders aber, falls 1> 1, denn bereits (Z;i; = 0 enthilt die /'L’) .
Infolge der wesentlichen Unbestimmtheit der A7 fehlen r, Feld-
gleichungen von der Form

m?i%a = [5’ EB"]',

zum Ersatz reichen gerade die Gleichungen

83,
5o = 0.

wo=2% _0, ah [§,F]+e =0

dat St

aus.
Im Falle j = 0 werden die fehlenden Feldgleichungen er-
setzt durch die Identititen {§, = 0 selber, die sich gemiB (64),

d. h. ‘;i{ = 0 auf Grund der Feldgleichungen mit der Zeit

fortpflanzen.

Eine letzte Bemerkung wollen wir noch an die Formel (63)
ankniipfen. Fragen wir nach der Untergruppe unserer Gruppe,
die alle Punkte des Schnittes z*= x,* invariant 1aBt: diese
Untergruppe ist offenbar ein Normalteiler. Die Bedingungen

dxr=0 fir zt=x1
bedeuten

AN & J 0
N == |2 | =0
(§ )x‘:zo (3%‘7 )m‘:mo‘ [:81‘" PR T wh=zgt
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die Infinitesimaltransformation lautet demnach gemif (63")
. im=j ._i
(65) @=fdx1dx2dx32(—1)f~ii’—§’— &7

oty - 8
i=k+1 (d )

. A , . .
wobel LA T z,* zu nehmen ist und die

(dw )‘i.
[ ‘ } =y
(am ) 2t = xyt

willkiirliche Raumfunktionen sind. Die Gruppe & ist in jedem
Punkte des Schnittes eine 7,(j — k)-parametrige invariante
Untergruppe. Die im & 6 betrachtete Gruppe (52) ist eine
Untergruppe davon. ‘

T
Ei

Il

§8. Kovarianz des Verfahrens gegeniiber der Gruppe

Mittels der im Vorangehenden gewonnenen KErgebnisse
sind wir nunmehr imstande, die Frage nach der Kovarianz
des Verfahrens leicht zu erledigen.

Die Formel (45) besagt, daB bei einer beliebigen Trans-
formation der Gruppe jedes Funktional @ (¢), B) einer unitéiren
Ahnlichkeitstransformation von der Gestalt
(66) Q=518

unterworfen ist, wobei nach (58) S zeitunabhingig ist.
Ferner gilt, wie leicht einzusehen?), Formel (45) auch fiir
infinitesimale Transformationen 9% der Gruppe, d. h. es ist,

1) Ersetzt man in
D=0+ —i- %, @
& durch
D=0+ ~a1,~ [Mm, @)
und @ dureh
o vl 0,
so kommt nach leichter Rechnung
~, 1 [ 1 o o= o~
@=D+ —|N+— W, AN, q:].
Vgl. auch E. Noether, Gétt. Nachr. 1918, 8. 252,
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wenn man alle FeldgroBen der infinitesimalen Transformation 3¢
unterwirft, :

(67) o &N = [, N],
daher allgemeiner
(67" N =S"1:\S.

Aus (66) folgt unmittelbar die Invarianz der kanonischen
V.-R. (837). Nach (35) besteht die Hamiltonfunktion aus einem
nur von @ und P abhingigen Funktional §, und einem An-
teil ., der nach § 6 eine spezielle infinitesimale Trans-
formation N darstellt. Wegen (66) und (67) erleiden also
auch die kanonischen Feldgleichungen (38) eine (zeitlich kon-
stante) unitéire Transformation, bei der sie bekanntlich in-
variant bleiben.

Es bleibt noch fibrig, die Variation der linken Seiten {,
der Identititen (29) zu untersuchen. Nach (67) betrigt sie

(68) w &*F, = [, §,J-
Nun gilt infolgedessen, daB die durch (65) definierte Gruppe &
eine invariante Untergruppe ist,
i=j _
, TR _ rs & T'F
(68) W, §1= D &
i=k+41

Gemaf (68) und (68) sind also die ¢*§F, =0, d. h. die
eigentlichen Identitéiten ¥, = 0 invariant, und zwar vermoge
derIdentititen selber und eventuell deren zeitlichen Ableitungen.

§9. Erweiterung der Theorie auf den ,zweiten Fall®“ des §1

Wir deuten kurz an, wie sich die vorige Theorie auf den
am Ende des § 1 definierten ,zweiten Fall* ausdehnt.
Unsere Gruppe habe also die einfache Form:

' dar =0
(65.)) { SQa'—: car §’ *
Mit
(14) = di” [f*r2e(@) @a. o]

ist nach (12)
(70) 0+ 8)=0.
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1. Berechnen wir zuniichst §@. Ich behaupte, daB §&’
die Form

Q= d _(Rar §
(71) Je i (ﬁ_&@l)
oder

Y QU — _c%,; v Br
(72) I =—— (&)
annimmt.

Denn wir bekommen zunichst

58 = LI o Qo e Aerf)

dar | 9@ d e ’
setzen wir ‘
dfree g fe

73 Vo —
(79) g da® Y. 6 @y
und
(74) 3\77 = ravcard
so wird
I R Tab AR )

da” ! d x? ar

Jetzt benutzen wir (70) und driicken aus, daB die
Koeffizienten der zweiten Ableitungen der £ identisch ver-
schwinden, Da ¢ keine zweiten Ableitungen der & enthalt,
so wird nach (75)

(16) (frr2e +fer2v)e, . =0.

Infolgedessen reduziert sich (75) zu
5 =1 ).
da”

Setzen wir noch

(77) é}{ar = rar

und bemerken, daB statt (74) auch

(74) \O‘S’l'v = ERayoaT

geschrieben werden darf, so haben wir die Formeln (71) und
(72) bewiesen.

2. Jetzt stellen wir die Analoga der Identititen (28) auf,
die im ersten Falle auch eigentliche Identititen (29) enthielten.
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Dazu haben wir blof die Koeffizienten der
Null zu setzen, Das liefert uns
(18) (Ber + R 0, =0,
Inshesondere fiir v = 4:
(Be + Redhe,, =0,
oder, indem wir wiederum

&, =%Pec,, und 34 3,

. ,
¢ in (70) gleich
dx”

setzen,
(19) 3 +9, =
3. Die Identititen (79) sind eigentliche, d. h. es ist
0y,
80 TR

Allgemeiner wollen wir statt (80) beweisen, daB

(801) a(tﬂeeﬁr) — — a(tﬂvCﬁ')
8 Qa. 2 [ Qa, [

woraus (80) nach (74) fir » = p = 4 folgt.

Zu dem Zweck setzen wir den Koeffizienten von & in
(70) gleich Null: es ist ein in den zweiten Ableitungen LY
linearer Ausdruck, mit nur von ¢ abhingigen Koeffizienten.
Da dieser Ausdruck fiir beliebige ¢, ,, identisch verschwindet,
konnen wir insbesondere den @, “¢c-Zahlwerte zuschreiben
und dann die Koeffizienten der @, ,ov Setrennt gleich l\ull
setzen. Unter Benutzung der fiir beliebiges R¢(@,; @, ,
giiltigen Formel:

8 o o 4 88e
0 Qa,y da? ROWa Q) = 0 Qo T da? 0@’

finden wir fiir diese Koeffizienten nach (71) und (78)
dafeeg) | 8087 cp)
€ + (g :
a Qa. k4 - a Qa'e
deren Nullsetzen (80") ergibt.
Gem#B (81) folgt iibrigens aus (73)

A 2wy _aple _ apee _ amer
82 T = — = ;
(52) 0Qs,,. 0@ 06  9Q,

?

81)
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danach konnen wir statt (80") auch

dWPee,,) 87,

83 = —
(®9 5 Qars 7Qu.

schreiben.

4, Die Ausfithrungen der 8§ 3 und 4 sind auf den
jetzigen Fall wortlich tibertraghar, indem Po 4 Ret die Rolle
von Pe vertritt.

Der im § 5 abgeleitete Ausdruck IR der infinitesimalen
Transformation erleidet eine analoge Modifikation, da e~
jetzt keine Tensordichte mehr ist.?)

Vielmehr ist jetzt nach (50) und (70)

65@ s
QY e — B ﬂ —_ ( .
SB 0@,

nach (71) ist aber, gemaB (81),
a6y _ dTIQ)  a awiedgy
aQa,v - ")‘Qa o dx® 6Qﬂ.v !
d. b. mit Riicksicht auf (83)

aSQﬂ dR7EQp a omfrsQy
84 Ss‘B —__Slgﬂ - 6er d x® WaQa,p '

Inshesondere wird das wegen (80) fiir » = 4

aSQﬂ a5 Q) a Wi Q)

ke R Y P TN
d. h.
(85) © P =[N, B,
mif
(86) N =P+ RNIQ,.
Wiederum wegen (80) ist auch
(87) 08Q, =, Q.,

so daB wir in 9 die gesuchte Erweiterung von ‘I haben.

1) Obwohl weder $*” noch %*” Tensordichten sind, 148t sich leicht
zeigen, dab P*” + R*¥ dennoch eine Tensordichte ist.
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Aus dem Ausdruck (86) folgt genau wie im § 6, dab die
linken Seiten (. + &, der eigentlichen Identititen auf Grund
derselben untereinander vertauschbar sind.

Die Uberlegungen von § 7 iiber die zeitliche Konstanz
von I, sowie der Kovarianzbeweis von § 8, lassen sich ohne
weiteres auf 9 iibertragen. Insbesondere spielen hier, da
j = 0 vorausgesetzt wurde, die Identititen §, + J, =0 die
Rolle der fehlenden Feldgleichungen.

§10. Bemerkung iiber die gleichzeitige Behandlung
mehrerer Gruppen

Auf den Fall, daB die Lagrangefunktion mehrere Gruppen
gestattet, ist die obige Theorie ohne weiteres anwendbar,
wenn man bedenkt, daB die infinitesimale Transformation des
direkten Produktes aller betrachteten Gruppen sich additiv
aus denen der einzelnen Gruppen zusammensetzt. Insbesondere
sind die sich auf jede einzelne Gruppe beziehenden §, nicht
nur untereinander (vermdge . = 0) vertauschbar, sondern
auch mit den zu den anderen Einzelgruppen gehorigen ..
Es ist auch zulissig, daB der ,erste Fall* (2 ist eine Dichte)
fur gewisse Einzelgruppen, der im § 9 behandelte ,zweite Fall«
dagegen fiir gewisse anderen auftritt. Dann sind fir die
letzteren die &, einfach durch §§, 4 J, zu ersetzen: sie sind
wiederum nicht nur untereinander, sondern auch mit den
anderen , vertauschbar.

Diese Bemerkung hat zur Folge, daB man die einzelnen
Gruppen, welche eine gegebene Lagrangefunktion gestattet,
getrennt behandeln kann,

Zweiter Teil: Anwendungen
§11. Die Lagrangefunktion

Wir wollen eine Lagrangefunktion aufstellen, die sowohl
das elektromagnetische und Materiefeld als auch das Gravitations-
feld umfaBt. Was das letztere betrifft, so @ibernehmen wir die
von Fock?') und Weyl? vorgeschlagene Theorie des Ein-
kérperproblems: das Gravitationsfeld beschreiben wir -durch

1) V. Fock, Ztschr. f. Phys. 57. 8. 261. 1929.
2) H. Weyl, Ztschr. f. Phys. 56. S. 330, 1929,
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Angabe in jedem Punkt ven vier orthogonalen Vektoren
h,,@=1,2,8,4) und wir fordern, daB die Naturgesetze
kovariant sind gegeniiber einer vom Punkte abhingigen Lorentz-
transformation der ,Vierbeine“ A, ; diese Kovarianz, die wir
nach Levi-Civitd?) ,echte Beinkovarianz® nennen, unter-
scheidet sich wesentlich von der in der Einsteinschen
Theorie des Fernparallelismus geforderten ,lokalen Bein-
kovarianz¢, nach der alle Vierbeine miteinander starr verbunden
sind (konstante Lorentztransformation der Vierbeine) Im Ein-
klang mit Fock (und im Gegensatz zu Weyl) beschreiben wir
das Materiefeld durch wierkomponentige Wellenfunktionen
w=(y,, ¥,, ¥;, W, TFir das elektromagnetische Feld wihlen
wir als Variable die Komponenten ¢ des Viererpotentials.?)

Die Lagrangefunktion setzt sich additiv zusammen aus
drei Anteilen, die den drei genannten Feldern entsprechen
(und gleichzeitig die Wechselwirkungen der Felder aufeinander
enthalten).

Wenn

— 00 _ 9%
(88) E’“’ et dx”
den elektromagnetischen Feldtensor darstellt, so ist der
Strahlungsanteil der Lagrangefunktion
(89) €=1E, &,
dabei bedeutet
Eur = Burl

wo k' die Determinante der k; , und E#» die kontravarianten
Komponenten des Tensors B bezeichnet.

Um den Materieanteil aufzuschreiben, legen wir ein
spezielles System Diracscher Matrizen fest.?) Gehen wir aus
von den Paulischen Matrizen

14 01 0-1
(90) 01=(01__7;), (’z=(ié>7 93":(1 0)7

1) Berliner Berichte 1929, S. 137.

2) Da wir a* = ¢t gesetzt haben, ist ¢, = — ¢, wo ¢ das skalare
Potential darstelit. )

3) Dasselbe weicht von dem Fockschen (a.a.0.) nur unwesentlich ab.
Der wesentliche Zug der Spezialisierung ist ¢, = 1 (in der Fockschen
Bezeichnung «, = 1).
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so setzen wir

(91) { “7=—’3(09-I£;) (1=1,2,3)

064=1.

Fithren wir noch die Bezeichnung
(92) ez=—1, 64’=1

ein, so sind die Matrizen e, hermitisch und haben die Ver-
tauschungseigenschaft

(93) “m o, ek + o, &%, em, = 2610! (ymk‘

Ferner brauchen wir noch die Matrix

94) ¢ = (‘1’ o)

(worin die Einser zweireihige Einheitsmatrizen darstellen).

In bezug auf.die lateinischen Indizes ist iiber zweimal
auftretende Indizes zu summieren, wobei die Faktoren e, zur
Abzahlung der Indizes unberiicksichtigt bleiben sollen. Neben
die k, , treten die kontravarianten h* und es gelten die.
Relationen
(95) { hiha,, =68,

ekhk”hk,” = J‘u,
welche die Orthogonalitit der Vierbeine im Raume mit der
MaBbestimmung

(96) gﬁ‘? = ekhk: # hk» »
ausdriicken. '

Bedeutet noch

oh ak

97 1 — 1,0 . l,0
®7) Moo éa’ B
und
98) 2y = (v, B, By 4 o) ) BE ) BT RS,
ferner

1 . h
99) O = Tetnetmy+So bk, (0=5r)
(100) 77 = e, Bk,
8o lautet der Materieanteil der Lagrangefunktion:

(101) qup*(y" v —elwlC’lqp)—mczap"‘ozph’.

ox”
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[2* = komplex konjugiertes von 2, R« = Realteil von «,
Iz = Imaginirteil von g
Nun ist [vgl. Fock, a. a. O. Formel (24)]

8y°
0x°

e, (e,C, + Cler) = —

und infolgedessen

(102) Twy* (70 oy _emotw)=% LAy
0x

dx”

Wir konnen also fiir den Materieanteil statt (101)

(108) %=ww*(7" ‘;,"’,, —%«;Q*p)—mcw*wh’

setzen.

o . . 8
Fiir den Gravitationsanteil nehmen wir —%‘—@,wox= - ;f

(f = Newtonsche Gravitationskonstante) und

4 ’ r 10 k 1 ’, ryr k
404 {@_—_ekelngahl@ he o Wy, — 4 eve,m,, hehegoo'h Ty o

] 1 ’ 710 1 .
— _;gl ngagcagee h ng’a”

wie man leicht nachrechnet (vgl. etwa Weyl, a. a. 0.) unter-
scheidet sich & von der skalaren Kriimmungsdichte ® um
eine Divergenz:

(105) f=0-—2-2 (el hy a(’"""')) .
da* x°

Insgesamt ist also
(106) L= 6+C+B.

Zum Unterschied gegeniiber der gewthnlichen Form der
Relativitatstheorie, wo die Feldgrofen 9,, keine Vektoren,
sondern Tensoren 2, Stufe waren, sind in (105) die beiden
Bestandteile ® und 2 ddv (elhl” a(;lqh')) von R skalare

X

a,d'

Dichten beztiglich der allg?meinen relativistischen Trans-
formationsgruppe. Dagegen ist nicht & allein, sondern erst i
echt beininvariant.
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§ 12, Die Eichinvarianzgruppe
Die einfachste Gruppe, die unsere Funktion £ gestattet,
ist die Kichinvarianzgruppe, bei welcher die z* und die
Variabeln k,  invariant bleiben, wihrend sich die ¢ und
folgendermaflen transformieren:

{ §(Pv= a.Ely’
(107) o
[
dy=——§y.

Gegeniiber dieser Gruppe ist 2 = 0,
Setzen'-wir, um den Vergleich mit der allgemeinen Theorie
zu erleichtern?),
(pv = Qv ’ 17!) = Q5 b
so haben wir
cv'u= a‘v'u’ 65/4 =0

und folglich als einzige eigentliche Identitiit

(108) Pt =0.
Das folgt natiirlich aus der direkten Ausrechnung der P4+:
(109) { Ber=Ere,
%ov = 170* y7.

Um dieses einfache Beispiel weiter zu diskutieren, sehen
wir zundchst von der Gravitation ab, d. h. setzen wir &, =J,,.
Die Hamiltonfunktion hat dann die Form '

(110 =9+ 1%
wo §, z. B. die in H. P.II gewihlte spezielle Hamiltonfunktion
ist, welche SB* nicht enthilt.

Die Feldgleichungen lanten

@ Q; = ['50’ Q;"]r

(1) Wy =4,
0@ = (D55 @51;
(12) o = (B, B, (€=1,...,5);

1) Da die y nicht hermitisch sind, so sind dem allgemeinen Schema
geringe Modifikationen anzubringen, um es auch diesen Variablen sn-
zupassen. Daranf brauchén wir ‘aber nicht niher einzugehen.
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da fernerj = 1ist, so haben wir als Nebenbedingung !) auBer (108)

(113} (9o, P4 = 0: :
Also bleibt in (111) 4 wesentlich unbestimmt und die
vierte Gleichung (112) wird durch (113) ersetzt.
Die infinitesimale Transformation R lautet hier:

Dt = B8 iv gkt gt AN delde2des
M = f{aﬂ ¢ egg; 7 y}dm da*dx
oder durch partielle Integration

ETR:I{Z; 5134_§[6(§47 +ew*y4w]}d$1d$2d$3-

dav

Die eckige Klammer ist nichts anderes als 1/w[$,, B*]
oder P4, so daB

g W= [l B dndeds,

in Ubereinstimmung mit (63").

Nach der allgemeinen Theorie muB §3* = 0 vermige der
Feldgleickungen und Identititen identisch erfiillt sein; das ist
in der Tat die Kontinuititsgleichung der Elektrizitit.

§ 13. Die allgemeine relativistische Kovarianz

Bei einer beliebigen Koordinatentransformation

(115) o1 = E¥
ist
F 65"
(115) : 6hi,v="‘h'i,,u~5;;_7
ferner
-— 9
(11511) awv - ‘P,‘ " »
oy = 0.

Die Lagrangefunktion verhilt sich dabei wie eine skalare
Dichte.

Behalten wir die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen
fir die zu den ¢, und ¢ konjugierten Impulsen bei, und

1) Mit den Bezeichnungen von H.P.II lautet (113) C = 0.
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stellen wir die zu den h,; , gehbrigen Pex durch P> # dar,
so lauten die uneigentlichen Identitéiten (28) im jetzigen Falle:
'Pe(g’” + € + h’i» 4 (S’Biy# + 5*]3;"”) =0,

mit Riicksicht darauf, daB €#» + €»# = 0 ist, reduzieren sie
sich zu

(116) Pre+ Prr=0

und haben also die vier éigentlichen Identititen
(117) Br=0

zur Holge,

Die direkte Berechnung ergibt in der Tat{116), da & und BB

von den k; , , nur durch die 5% abhingen und
o} PN
FTy €7 = §,d5 — o595,
i, v, p

d. h. antisymmetrisch in p und » ist. Man findet

Pre=[15,97° g4e + 2e,0] K¢ (970 hy — g7 )

.1
(118) — ey hg hyrgor—hrg)]e b - 5

dy
[ mkl
— By e, e, Thy,
Die infinitesimale Transformation ¢ nimmt die Form an:

M =— fdwldxz da3 { %i‘:’(hi,u%ii + ¢, B

0
dar

— & [ i, u %P +%SJ3;)+@M]};
betrachten wir insbesondere die Translation £# = ¢# = const
aMm
daxt

so liefert = 0 den Energieimpulssatz

@M = const;

fiir eine lineare Transformation, bekommen wir daraus eine
Verallgemeinerung der Drehimpulssitze (vsl. H.P.II, S. 177).

Nach der allgemeinen Theorie (§ 7) licfert das Nullsetzen
des Koeffizienten von &+ eine Nebenbedingung:

(119) ®, + —o (i, 7 + 9, B7) = 0.
da¥

Annalen der Physik. 5. Folge. 5. 10
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F. Klein?) hat bereits in anderem Zusammenhang bemerkt,
daB (119) mit 4 Feldgleichungen #quivalent ist.

§ 14. Die echte Beinkovarianz
Fiir diese Gruppe ist
{ oxr=0, 6(7)”:-—0,
Ok, = &uly, . E=—§&)
und, wie man auf Grund von (120) leicht findet,
(120)) oy =& o y.

Hier haben wir ein Beispiel des im § 9 behandelten
nzweiten Falles® vor uns. Denn & ist nur lokalbeininvariant
und erst R ist echt beininvariant; W und € sind echt bein-
invariant.

Um nach Formel (74) " = Jiy auszurechnen, ist es am
zweckmiBigsten, vortibergehend als Variable

Qf=hh

zu wihlen. Dann ist nach (105)

(120)

1
frree=— - & hzv 9,
und nach (120)
¢ = 0,,¢, bW — 0, e hsl.

L,alil) itk ki
Unter Beriicksichtigung von (71) findet man daraus leicht

121 ¥ =Loe 4 Whihe—Nhehr.
( 0= % ik gae T TR &)

dax?

Zur Berechnung von §, = F,p ist es bequemer, zu den
urspriinglichen Variablen ¢, =%k und @, =y zuriick-
zukehren. Dann ist

Catn = Ouly . — 0,60, ,,
ferner nach (120"
—_ 1
Coun = ¥ (@00, — €, 04, 0,)
zu setzen. Danach ist

[)
= 4
Tow= B el — B ek, + TR LA A AR A AR

1) Gitt. Nachr. 1918, S. 185.
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Nun ist nach (98)

Stnn_ g, ,— FImit g h =W RSO,

ah‘,v.4 ke y ahk,,,,4 5 5km);

k; — “ij

setzt man also gemaf (118)

o~ B4 s
(122) Py = %[——R—%elw*wlw Ve 873: ,,14

wo also QNSL." die Impulse bei Abwesenheit von Materie dar-
stellen, so reduzieren sich die {,, auf

(123) %}(ik) = %{yel‘ hk,v — 515 et hv v?

wie es auch sein muB.
GemdB (121) und (128) lauten die sechs eigentlichen Iden-
titaten

(124) %.-v &by, — ﬁk"ei k;,, + £ €;6; —dd_ Whihe—Wheht)=0,
® w?

die sich auch direkt aus (118) ergeben.

§15. Erginzende Bemerkungen
iiber das Gravitations- und Materiefeld

1. Nachdem wir in den vorigen Paragraphen skizziert haben,
wie die Fock-Weylsche Theorie des Einkorperproblems ge-
quantelt werden kann, moéchten wir auf einen Punkt dieses
Einkérpermodells kurz eingehen, der bei Fock und bei Weyl
verschieden behandelt ist, nidmlich die Aufstellung des Impuls-
energietensors T der Materie. Der Focksche Ansatz, der zu
einem unsymmetrischen Tensor fithrt, scheint uns unzweck-
mibig und wir ziehen die Weylsche Definition

0B

(125¢) = W

v

vor, da sie auf Grund der Feldgleichungen einen symmetrischen
Tensor liefert. Da aber Weyl mit einem zweikomponentigen y
operiert, wihrend wir mit Fock bei der Vierkomponenten-
theorie bleiben wollen, so wird es wohl nicht iiberfliissig sein,
die Weylsche Berechnung von & hier mutatis mutandis zu

wiederholen.
10%#
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Die Symmetrie von T folgt unmittelbar aus d ¥ = 0, wo
0 die Variation (120), (120" ist. Denn man bekommt daraus
durch Nullsetzen des Koeffizienten von §;,

1 B
Treh, ,— Tyeh, , =—5 R Sv (e 00, — e e, o),

d. h.
ziv ek hk,v - SII«:v ei hi,v = 0
auf Grund der Feldgleichungen

oW und 0B

_() = -——"‘aw* = O.

Diese Gleichung driickt aus, daB der Tensor
Tir = €6 i:iy hk,v
symmetrisch in bezug auf ¢ und k ist.
Statt (125¢) kénnen wir ebensogut

gy OB

(126¢) = S

setzen, was uns einen reellen Tensor ¥ ergeben wird. Be-
quemer berechnen wir

(1270¢) T, = 681;38 = —Teehy b, =T,
Auf Grund von (103) finden wir
T,,= Roy*e, j’f* —ey e, — b W
x
0

+ B¢, heh

™Y g

) "
—~ R e g6y oy “m“zﬂlf{

{1p*¢iamakw}
a?’mkl ____a__ a?’mkl}
ary  ewe an |’

Le

(128¢)

mit W= 9.
Beschranken wir uns auf die spezielle Relativitiit, indem wir
h’iv = ci hz',v = ()z‘v

setzen. Dann wird (128c)!)

1) Vgl. auch H. Tetrode, Ztschr. f. Phys. 49. S. 858. 1928 For-
meln (13) und (16), sowie den Text auf S. 862.



Zur Quantelung der Wellenfelder 149
. * fy 3
T, =Rowy G O, W—ey oy,
@x

13}
(129¢) + R, ol UL OF
mit

W= Ruwe,y*e, Oy me Yo —e et P,

oux? -
Inshesondere ist dann

oy

a2

Tt’14= wa*aé

IS

¢yteg g +meyptoy,
d. h. fiir den Energieoperator
(130¢) H= ¢ 'L.'—ar—iff/é +meo.
Ferner ist
T = Roy* 9% v + B Z’ 2 (" a5 o )5
o’ da?
setzen wir
(131) o) 0y =

und zyklisch, so wird z. B.
Ty = Roy ¥ —ey*yop,

0 0
+ ’CZ‘ {8&‘3 (1/"* py W) — Er (W*u, w)} :
Der Impulsoperator lautet danach:

(182¢) by = po2_L ¥is

2ni Py ¢
audererseits bekommt man fiir den Drehimpuls:

M, = 2T — 3 Tgo

= B wy* (xz *,9—27 — 3 73%) w—cyylrteg, — & q,)

] « a ‘ 3 0
2 et ) — 2 T ) — 8 T )

. 0 s«
+ z° e (™ g 1//)} ’
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folglich fiir den entsprechenden Operator
h i) 0
M = - (x2 Tt — z3 )

2ni x? dx?

(133¢) . .
— L@y oy + e

2. Im Vorangehenden haben wir fiir die Vierbeine &,
die Bose - Einsteinsche Statistik angenommen, d. h. die
Klammersymbole in den V.-R. mit dem Minuszeichen gewihlt.
Nun fragt es sich, ob es mdglich wire, auch die Fermische
Statistik auf die Vierbeine anzuwenden. Das Kriterium fiir
die Zulassigkeit der V.-R. mit dem Pluszeichen ist folgendes
(vgl. HL.P.1, 8. 29): Es sollen die gewshnlichen Klammersymbole
(mit dem Minuszeichen) [®,, @1, [®,, Bo] denselben Wert
behalten, wenn man in [@,, @,], [B*, BF] und [Q=, P#] das
Minuszeichen durch das Pluszeichen ersetzt.

Nach diesem Kriterium ist aber die Frage beziiglich der
Vierbeine zu wverneinen. Denn man sieht aus der Form der
Hamiltonfunktion (quadratisch in den o), daB [D,, .1 beim
Ubergang vom Plus- zum Minuszeichen eine Anderung erfahrt;
die zum in P> quadratischen Anteil von §), gehdrigen Klammer-
symbole sind n#mlich in beiden Fallen verschieden und die
Differenzen kompensieren sich nicht.

8. Das reine (Vakuum-)Gravitationsfeld lieBe sich durch
die g, statt durch die %, , beschreiben. Dann hitten wir mit
einer etwas anderen Abart des HZweiten Falles® zu tun und
bekdmen wegen der allgemeinen Kovarianzgruppe vier Identi-
titen von der Gestalt (P=+ Hed)ct = 0.

Zusammenfassung

1. Verhalt sich die Lagrangefunktion & (¢),; Qa) gegeniiber
der Gruppe?)

@@ @),
y
@ | 90.= o, @F + a2

—
Qn
8
=
!

1) Der Ubersichtlichkeit halber spezialisieren wir hier die Formeln
auf den physikalisch wichtigen Fall j = 1.
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wie eine skalare Dichte, so bestehen zwischen den @ und
konjugierten Impulsen B die Identitiiten

(29" % = Pect, =0.

Falls nicht &, sondern & + &' eine skalare Dichte ist,
wobei &' die zweiten Ableitungen der ¢, linear enthalt, so
tritt tiberall P=+ R4 an Stelle von Pe.

2. Infolgedessen ergibt die Auflosung der Gleichungen

o 08
=7

nach den Qa:

(31) Qu= Q2B Q) + Vel

mit willkiirlichen Raumzeitfunktionen 7.
Die Hamiltonfunktion nimmt sodann die Form

(35) D =900+ 175,

an. Die Grundgleichungen der Theorie sind die kanonischen
Feldgleichungen, die kanonischen V.-R., die Nebenbedingungen
ag,
da*

= 0.

&,=0 und

3. Die infinitesimale Transformation der Gruppe liaBt sich
darstellen durch

(45) wd*® =M, D],
(46) M= P00, — G, dax.

[@ beliebiges, nur von ¢ und !B abhingiges Funktional; &,
Impulsenergie(pseudo)dichte].

Ein Spezialfall von % auf einem beliebigen Schnitt 24 = z,*
ist & J,. Daraus folgt, daB die ¥, auf Grund von §, =0
untereinander vertauschbar, d. h. die Nebenhedingungen §,= 0
vertriglich sind.

Ferner ist vermoge der Feldgleichungen
(58) o
woraus folgt

(63" ”932“=fdmldx2d$s{g 88 dF. ¢

=0,

T dat dat
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und

, ag, __
(64) L A

auf Grund der Feldgleichungen (zeitliche Fortpflanzung der
Nebenbedingungen).

4. Das Schema der Grundgleichungen bleibt gegeniiber
der Gruppe invariant.

5. Als Beispiele werden das elektromagnetische Feld, das
Diracsche Materiefeld und das Gravitationsfeld samt deren
Wechselwirkungen behandelt. Die dabei in Betracht kommen-
den Gruppen sind die Eichinvarianzgruppe, die echte Beinko-
varianzgruppe und die Gruppe der allgemeinen Relativitits-
theorie.

‘Was insbesondere die Gravitation betrifft, so ist es un-
moglich, die betreffenden FeldgroBen gem#af der Fermischen
Statistik zu quanteln.

Hrn. Prof. Pauli spreche‘ich meinen aufrichtigen Dank
aus far die Anregung zu dieser Arbeit und seine wertvollen
Ratschlage.

Ziirich, Physik. Institut der Eidgen. Technischen Hoch-
schule, den 5. Marz 1930.

(Fingegangen 18. Miirz 1930)



