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En 1900 se celebrd en Paris el Segundo Congreso
Internacional de Matematicos. David Hilbert dio la
conferencia inaugural titulada ‘“Mathematische Pro-
bleme” donde propuso su famosa coleccion de 23 pro-
blemas, que han guiado gran parte de la investigacion
matematica del siglo veinte. Hilbert sefialé en su con-
ferencia el papel de los problemas en el desarrollo de
la matematica asi:

(A quién de nosotros no le complaceria levantar el
velo bajo el que el futuro yace escondido, para echar
una mirada a los progresos venideros de nuestra
ciencia y a los secretos de su desarrollo durante los
proximos siglos? ;Cudles serdan los objetivos espe-
ciales a los que los espiritus matemdticos mads in-
fluyentes de las generaciones futuras se consagraran?
(Qué nuevos métodos y resultados descubriran los
nuevos siglos en el amplio y rico campo del pen-
samiento matemdtico?

Figura 1. David Hilbert 1862-1943.

Figura 2. John von Neumann 1903-1957.

Contestar donde esta hoy la Matematica presupone
intuir hacia donde va la Matematica y, siguiendo a
Hilbert, deberiamos pensar en las cuestiones atin no
resueltas y cuya solucidon esperamos del futuro.

Pero Hilbert fue uno de los ultimos matematicos
capaz de identificar los problemas mas importantes en
los diversos campos de la matematica de su tiempo y
de sefialar lineas posibles de desarrollo para el futuro.

Se espero otro intento similar al de Hilbert en la
conferencia de apertura del Congreso Internacional de
Matematicos de 1954 en Amsterdam, dada por von
Neumann con el titulo “On unsolved problems in
Mathematics”. Hubo una enorme expectacion entre los
casi 1600 participantes que pensaban que la conferen-
cia seria similar a la famosa conferencia de David
Hilbert del congreso de Paris. Se crey6 que la confe-
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rencia de von Neumann guiaria la investigacion
matematica de la segunda mitad del siglo veinte. Pero
von Neumann hablé de un problema especial de la
teoria espectral, que resultdé muy interesante para los
especialistas, si bien la reaccion del gran publico se
puede resumir con las palabras que Laurent Schwartz
le dijo a John Horvath a la salida del congreso: “Est ce
que von Neumann est tombé sur la téte?”.

Sabemos que en 1953 los organizadores del con-
greso de Amsterdam de 1954 tenian dudas sobre la
posibilidad de repetir una conferencia similar a la de
Hilbert, pues en noviembre de 1953 H.D. Kloosterman
inform6 a John von Neumann que el comité organi-
zador del Congreso Internacional de 1954 habia
decidido programar una conferencia semejante a la de
Hilbert de 1900 y le ofrecio a von Neumann tres posi-
bilidades:

1. Dar una conferencia preparada y dada por un
solo matematico.

2. Que un pequefio grupo de matematicos prepara-
se una conferencia y que la diese uno de ellos.

3. Que un grupo de matematicos preparase confe-
rencias expuestas luego por cada uno de ellos.

Después de unas semanas de reflexion von Neu-
mann contesté que ningun matematico abarca ya toda
la matematica como lo habia hecho Hilbert cincuenta
afios antes, pero que estaria dispuesto a dar una confe-
rencia sobre Analisis matemadtico y areas cercanas,
como la logica, con aplicaciones de las matematicas, si
el comité lo aceptaba.

Con motivo del cambio de milenio, V. I. Arnold, en
nombre de la Unién Matematica Internacional, cons-
ciente de la imposibilidad de repetir la conferencia de
Hilbert de 1900, se dirigi6 a varios matematicos solici-
tandoles que describieran algunos grandes problemas
matematicos para el siglo veintiuno, con la intencion
de que entre todos hicieran para este siglo lo que
Hilbert realizo en 1900 y se proyectd durante el siglo
XX.

Sus trabajos estan recogido en la publicacion,
Mathematics: Frontiers and Perspectives. Unos auto-
res hablan desde la perspectiva de los problemas de su
propio campo de especializacion, otros con enfoque

mas amplio, tratando de identificar tendencias ge-
nerales mas que problemas concretos al modo de
Hilbert.

Siguiendo la linea de esta publicacion vamos a
hacer un pequefio recorrido enunciando algunos pro-
blemas matematicos actuales. La relacién no puede ser
completa y no cubre todas las areas. Puede suplemen-
tarse con las referencias bibliograficas.

LA HIPOTESIS DE RIEMANN

La Hipétesis de Riemann tiene relacion con el con-
cepto de nimero primo, que es un entero positivo que
no se puede dividir exactamente por ningin numero
positivo, excepto por 1 y por si mismo. Euclides en el
siglo III antes de Cristo, probd que la serie de nimeros
primos 1,2,3,5,7,11, 13,... es ilimitada, al demostrar
que dado un conjunto de nlimeros primos existe otro
numero primo mayor que todos ellos.

En el siglo XIX, el matematico aleman Bernhard
Riemann trat6 de completar la observacion de
Euclides y afirmé que la sucesion de nimeros primos
seguia cierta pauta, lo que no se ha podido ni probar ni
refutar y es quizas el problema mas profundo que tiene
hoy la Matematica pura. Su enunciado formal con-
sidera la funcion Zeta de Riemann

g(s)=ils,con R(s)>1,
n=l1 n

Figura 3. Georg Friedrich Bernhard Riemann 1826-1866.
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y afirma que los ceros de la funcidon Zeta dentro de la
banda critica 0<R(s)<1 estan todos sobre la recta
R(s):%, sin que se haya conseguido la demostra-
cion.

Es el octavo problema enunciado en la lista de
Hilbert.

FINITUD DEL NUMERO DE EQUILIBRIOS
RELATIVOS EN MECANICA CELESTE

Este problema de mecanica celeste consiste en
averiguar si es finito el nimero de equilibrios relativos
en el problema de n cuerpos con masas m;, m,, ... y
m,.

En el problema de los tres cuerpos hay cinco equi-
librios relativos, dos descubiertos por Euler y tres por
Lagrange. A estos tres ultimos corresponden los plane-
tas troyanos del sistema solar.

En 1970, Smale interpretd los equilibrios relativos
como puntos criticos de una funcién inducida por el
potencial del problema plano de n cuerpos y Shub ha
demostrado que el conjunto de puntos criticos es com-
pacto.

JP=NP?

Este problema esta ligado con el problema filoso-
fico de discernir lo que se puede llegar a conocer y lo
que no. En 1913 el logico austriaco Kurt Godel
establecid que no se podia alcanzar la certeza absoluta
en la aritmética. Eso significa que cualquier sistema
axiomatico que contenga a la aritmética tiene proposi-
ciones cuya verdad o falsedad es indecidible desde ese
sistema axiomatico.

De forma analoga, en 1930, Alan Turing obtuvo
unas reglas para discernir en Teoria de la Computacion
lo que es computable de lo que no lo es. Lo compu-
table en tiempo polinomial se dice que es computable
en tiempo P. Por ejemplo, cuando se dice que un orde-
nador puede calcular en tiempo polinomial el mejor
recorrido para visitar n ciudades, se esta indicando que
el tiempo de computacion es del orden n* unidades de
tiempo.

Si el tiempo de computacion de un problema crece
exponencialmente, puede transformarse en un proble-
ma intratable computacionalmente. Entonces se dice
que se tiene un problema NP. El que factorizar
nimeros grandes sea computacionalmente intratable
es el fundamento de la seguridad de muchos de los
actuales codigos criptograficos.

Se estan publicando resultados interesantes para
decidir cuando un problema es o no de tipo P. No
obstante, parece que la obtencion de un algoritmo
general que permita decidir si un algoritmo es o no de
tipo P esta relacionado con el teorema de incom-
pletitud de Gddel. Por otra parte, el distinguir si un
problema computacional es de tipo P o NP puede tener
respuesta variable con el tiempo al depender de que la
rapidez de computacion en el futuro llegue a ser mayor
de lo que hemos pensado que podria ser posible.

COMPUTACION TEORICA

La Computacion Teorica nacié hace unos setenta
aflos, antes de que existieran los ordenadores, y es
actualmente uno de los campos de investigacion cien-
tifica mas importante y activo, pues esta lleno de cone-
xiones con otras ciencias y ha sido capaz de atraer a
cientificos de primera fila.

Por los afios cuarenta fueron fundamentales las
aportaciones de Alan Turing para el nacimiento del
concepto de computacion, sus limites y posibilidades.
Estos estudios dieron la base teorica para la cons-
truccion por Von Neumann del primer ordenador con
la arquitectura actual, permitiendo asi la revolucién
informatica que estamos viviendo.

Hitos fundamentales en computacion tedrica han
sido el cambio de enfoque que supuso pasar de la
nocion de computacion al concepto de computacion
eficiente, la formulacion de la nocion de comple-
titud—NP, el desarrollo de la Teoria de Algoritmos, uti-
lizando la aleatoriedad como un recurso, y la
elaboracion de una amplia gama de modelos computa-
cionales. Ademas, surgio la Teoria de la Complejidad,
uno de cuyos principales objetivos es la clasificacion
de los problemas segtin su dificultad computacional.

Lo que se penso al principio que era un conjunto de
ejercicios mentales, ha dado lugar a una potente teoria
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y a sistemas practicos de la mayor importancia
econdmica, conduciendo, por ejemplo, a la moderna
criptografia.

El desarrollo de la Computacion Tedrica se ha visto
favorecido por el intercambio de ideas con areas
matematicas clasicas y con otros campos cientificos,
pues la Computacion Tedrica se relaciona con la
Combinatoria, el Algebra, la Topologia y el Analisis,
siendo cada vez mas los matemadticos que se interesan
por los aspectos computacionales de sus campos de
estudio tradicionales, pasando de la existencia de un
objeto al deseo de averiguar jcudnto se tarda en
encontrarlo?

También ha contribuido al desarrollo de la Compu-
tacion Teorica su superposicion con cuestiones algorit-
micas de otros campos cientificos que consideran
datos que no estan del todo bien definidos y que son de
tipos muy variados, como una foto, un sonograma,
datos suministrados por el telescopio espacial Hubble,
cadenas de ADN o registros neuronales ante distintos
estimulos.

Finalmente, no hay duda de que potenciaran el
desarrollo de la Computacién Tedrica ideas filosoficas
y problemas relacionados con la computacion, tales
como la posibilidad de que la aleatoriedad ayude a la
computacion, o el deseo de averiguar la causa de la
dificultad de un teorema, o la posibilidad de simular
problemas de Mecanica Cuantica.

COMPUTACION CUANTICA

En 1982 Richard Feynman predijo que la simu-
lacion de sistemas de Mecéanica Cuantica con orde-
nadores digitales llevaria a la necesidad de nuevas
formas de computacion.

También es previsible que esta necesidad llegue a
ser acuciante en modelos complejos de simulacion,
pues los ordenadores actuales son extremadamente
rapidos, pero atn usan el sistema clasico de célculo
binario con ceros y unos que data de la maquina de
sumar de George Boole de hace 150 afios.

Hasta hace unos afios este sistema binario de cal-
culo se ha considerado suficiente, pues la capacidad de

los chips se ha duplicado cada dos afos, reduciendo su
precio a la mitad, gracias a las constantes mejoras en
ingenieria y a la produccion de chips cada vez mas
pequefios, pero ya estamos cerca de los limites de
tamafio que impone la Mecanica Cuantica.

También Richard Feynman indicé en 1982 que las
carencias de los ordenadores digitales se podrian
soslayar mediante alguna forma de ordenador cuan-
tico, siendo obvio que si la velocidad de los orde-
nadores cuanticos les permitiera resolver problemas de
Mecanica Cuantica, también podrian resolver pro-
blemas clasicos con mayor rapidez. La confirmacion
de esta hipdtesis vino en 1994 con la demostracion de
Peter W. Shor de que un ordenador cuantico podria
factorizar nimeros grandes en un tiempo dado por una
potencia del nimero, mejorando la velocidad de los
algoritmos clasicos. Entonces los criptografos no
podran utilizar en sus cédigos de seguridad ntimeros
grandes dificiles de factorizar computacionalmente,
pues dicha factorizacion se hara con gran rapidez.

La computacion cuantica esta en un nivel tedrico,
pues no esta resuelto como construir los ordenadores
cuanticos, lo que ha motivado el desarrollo de esfuer-
zos paralelos para disefiar ordenadores basados en
principios distintos de los contenidos en la aritmética
Booleana, con el mismo proposito de aumentar la
capacidad de computacion.

DISTRIBUCION DE PUNTOS SOBRE LA
ESFERA BIDIMENSIONAL

Se trata de encontrar x=(x,x,..,x,) sobre la
esfera bidimensional S*c R’ de manera que la
funcion

V,(x)= K;Nlogm
verifique que
V,(x)-W,<clogn,
siendo ¢ una constante y

W,=min .V, (x).
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Figura 4. Stephen Smale 1930- .

El problema consiste en encontrar un algoritmo que
con n como dato de entrada y con tiempo de com-
putaciéon polinomial en n proporcione como dato de
salida el vector x=(x,x,..,x,) que satisfaga la
desigualdad V, (x)—-W,<clogn.

Este problema surgio al pretender encontrar Shub y
Smale un polinomio como punto de partida de un algo-
ritmo de homotopia para obtener por via computa-
cional el Teorema Fundamental del Algebra.

INTRODUCCION DE MODELOS
DINAMICOS EN TEORIA ECONOMICA

La teoria de Arrow y Debreu del equilibrio de
precios en Economia se reduce a la ecuacion “oferta
igual a demanda” en el caso de un unico mercado. Para
varios mercados la situacion es mas compleja y se con-
sidera la funcion exceso de demanda Z (p)=D (p)-
O(p) definida en el espacio de precios y con valores
en el espacio de bienes. Las funciones demanda D y
oferta O se definen agregando las demandas y ofertas
individuales. La Teoria Econémica justifica la admi-
sion de unos axiomas sobre la funcion Z, que por apli-
cacion del teorema de Hopf da un vector de precios de
equilibrio p* tal que Z(p*)=0 y por tanto en p*
sucede también que “oferta igual a demanda”.

Se pretende encontrar modelos dinamicos en los
que los estados sean mas amplios que los vectores de
precios y en los que la evolucion de los precios en

funcion del tiempo venga determinada por las acciones
individuales de los agentes econdmicos.

EL DECIMOSEXTO PROBLEMA DE
HILBERT

Consiste en averiguar si dado el sistema de ecua-
ciones diferenciales en R’

%=P(x,y),
d
%=Q(x,y),

donde Py Q son dos polinomios, el nimero de ciclos
limite admite una cota K de la forma

K<d,

donde d es el maximo de los grados de Py Q'y g es una
constante universal.

Este enunciado es una version moderna de la
segunda parte del decimosexto problema de Hilbert,
que ha resultado casi tan dificultoso como la hipotesis
de Riemann.

En 1923 Dulac public6é que el sistema tiene un
numero finito de ciclos. En 1957 Petrovskii y Landis
publicaron un articulo en el que daban solucion posi-
tiva al problema, pero estos mismos autores encon-
traron un error en su demostracion. En 1985,
Ilyashenko descubri6 un error en el trabajo de Dulac.
En 1991 Ilyashenko y en 1992 Ecalle han publicado
dos articulos independientes relativos a la afirmacion
de Dulac.

Los especialistas piensan que no hay cotas, pero
nada hay probado ni en afirmativo ni en negativo.

EL ATRACTOR DE LORENZ

En 1963 Lorenz analizdé mediante ordenador el sis-
tema de ecuaciones:

dx _ _

i 10x+10y
Ay _ g

E—28x y—Xxz
dz __8z

dt 3 Y
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encontrando que la mayor parte de las soluciones
tendian a cierto atractor, encontrando asi uno de los
primeros ejemplos importantes de caos.

Este trabajo numérico inspir6 el desarrollo riguroso
de una ecuacion diferencial ordinaria definida geomé-
tricamente que parece tener el mismo comportamiento.
Hay que averiguar si la dindmica del sistema de ecua-
ciones original coincide con la del modelo geométrico.
La respuesta positiva consistiria en construir un
homeomorfismo de R® en R* que llevara soluciones del
atractor de Lorenz sobre soluciones del atractor
geométrico.

La respuesta a este problema seria un paso impor-
tante en el establecimiento de bases firmes de la teoria
de los sistemas dinamicos aplicados.

LAS ECUACIONES DE NAVIER-STOKES

Las ecuaciones de Navier-Stokes se pueden escribir
asi:

%—Lt’+ (u-V)u—vAu+ gradp = 0,
divu =0,

y se debe encontrar una aplicaciéon u de clase C~,
u:R xQ— R’y otra aplicacién p:Q — R que satis-
fagan estas ecuaciones de manera que u debe tener un
valor dado en =0 y unos valores determinados en la
frontera dQ2. Ademas se tiene que R, = [O, oo[, uV es
el operador

d

d o)
u L +u, 2 +u,-2-
Yox,  “Zox, dox,
y v es una constante positiva.

Muchos matematicos han trabajado en resolver
estas ecuaciones. Su solucion general serd un paso fun-
damental en el analisis de la turbulencia y ayudara a
completar el programa de Ruelle-Takens, quienes
fueron los introductores del atractor caodtico en un
modelo de turbulencia.

RESOLUCION DE ECUACIONES
POLINOMICAS

Consideremos una aplicacion f:C" — C" donde

f(2)=(f,(z),. f,(2)), siendo z = (z,...,z,) y cada f;

Figura 5. George Gabriel Stokes 1819-1903.

un polinomio en n variables de grado d,. El problema
consiste en encontrar un algoritmo que actuando itera-
tivamente y partiendo de un vector inicial
d =(d,d,....d,) proporcione un valor aproximado de
un cero de f'en un tiempo de computacion acotado por
un polinomio en el nimero de coeficientes de f. El
tiempo de computacion se mide por el nimero de
operaciones aritméticas y de comparaciones < que se
deban realizar.

Si se dota al espacio de las aplicaciones f de una
medida de probabilidad, para cada d =(d,,d,,...,d, ) se
ha encontrado un algoritmo que, ademas de depender
de d=(d,d,...d,), depende de la probabilidad, de
manera que el tiempo medio de computacion, prome-
diado en f segun la probabilidad considerada, esté
acotado por el referido polinomio en el numero de coe-
ficientes de f.

Queda por determinar un algoritmo que cumpla la
acotacion para el tiempo medio de computacion y que
sea independiente de d = (d,,d,,....d ).

La determinacion del nimero de ceros de poli-
nomios y sistemas de polinomios es uno de los proble-
mas mas antiguos e importantes de Matematicas. El
problema planteado consiste en decidir si puede ser
resuelto por los ordenadores en un tiempo de com-
putacion polinomial.
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LOS LIMITES DE LA INTELIGENCIA,
ARTIFICIAL Y HUMANA

Penrose ha intentado demostrar que la inteligencia
artificial tiene limites tratando la decidibilildad del
conjunto de Mandelbrot y discutiendo algunas impli-
caciones del Teorema de Incompletitud de Godel.

Es deseable un amplio estudio con modelos detalla-
dos del cerebro y del ordenador buscando similitudes y
diferencias entre la inteligencia artificial y la humana.
Tal vez la investigacion del proceso de aprendizaje, la
resolucion de problemas y la teoria de juegos, junto
con el manejo de los numeros y las aproximaciones,
asi como la percepcion de las probabilidades y de la
geometria nos ayuden en la bisqueda de lo comin
entre las inteligencias natural y artificial.

ALGUNAS IDEAS PARA POTENCIAR LA
ACTIVIDAD MATEMATICA EN EL
FUTURO

Después de la Segunda Guerra Mundial, las nuevas
técnicas en Ciencia y Tecnologia generaron gran entu-
siasmo en muchos jovenes estudiantes, lo que les
estimuld hacia carreras de investigacion cientifica.
Esta tendencia recibié un notable estimulo en 1957
cuando la Unidn Soviética lanzo6 al espacio el primer
satélite Sputnik, pues las clases dirigentes se dieron
cuenta del poder politico y economico que la Ciencia
podia generar, y la investigacion cientifica, siempre
fascinante para los investigadores, adquirié6 impor-
tancia para la sociedad.

Después de cincuenta afios, se constata en muchos
paises que ha decaido el interés social por muchos
campos de investigacion cientifica. En particular, las
Matematicas han perdido importancia para la
sociedad, tanto en los paises desarrollados como en
aquellos en vias de desarrollo, y muchos estudiantes
brillantes, que en otros tiempos hubieran escogido
estudiar Matematicas, eligen Informatica, Ciencias
Empresariales y otros campos donde el futuro parece
ser mas prometedor, lo que es no es cierto, pues las
oportunidades profesionales para los matematicos son
abundantes y variadas, tanto en areas tradicionales,
donde aparecen nuevos retos, como en las aplica-
ciones, donde es previsible que la demanda de

matematicos con preparacioén adecuada va a aumentar
significativamente.

Necesitamos pues atraer a los jovenes talentos
hacia la Matematica, para lo que debemos presentar a
los estudiantes una imagen completa de las Matema-
ticas con una amplia gama de posibilidades, con retos
y gratificacion intelectual. Es necesario propiciar una
mayor comunicacion entre los niveles educativo y pro-
fesional, pues de lo contrario podemos perder exce-
lentes mentes matematicas para este siglo XXI, que
son las que han de continuar el desarrollo matematico.
Quienes en mejor posicion se hallan para poder trans-
mitir los atractivos de las Matematicas son los profe-
sores, de Secundaria y de Universidad, y los profesio-
nales, sobre todo transmitiendo su vision desde la
época de estudiantes al periodo profesional.

Los matemadticos debemos transmitir a la sociedad
el valor del esfuerzo matematico, lo que exige cierta
educacion matematica para entender el poder de la
investigacién matematica para profundizar en el cono-
cimiento y para mejorar nuestra calidad de vida. Asi se
potenciara el desarrollo de la investigacion matematica
con fondos publicos o privados. Debe ser un reto para
los matematicos que la sociedad conozca el papel de
las Matematicas catalizando nuevos avances en dis-
tintas areas mediante aplicacion de nuevas ideas y de
poderosas herramientas.

Debe ser otro desafio para los matematicos trans-
mitir a la sociedad que las Matematicas no estan ais-
ladas, y que su actividad interacciona continuamente
con la industria y la administracion.

Creemos que los matematicos deben seguir el
ejemplo de Thomas Hales en la presentacion de resul-
tados con los nuevos medios de comunicacion. Hales
en lugar de publicar su demostracion del problema de
Kepler del empaquetamiento de esferas en una revista
cientifica, a la que normalmente so6lo tiene acceso un
reducido numero de especialistas, decidi6 exhibirlo a
través de Internet ante una audiencia ilimitada. Insto
abiertamente a que se revisara en detalle su demostra-
cion e invitd a que se aportaran ulteriores contribu-
ciones, y ademas, Halles, profesor en la Universidad
de Pittsburg, desarrollo el programa Flyspeck, acro-
nimo del titulo The Formal Proof of Kepler, durante un
aflo sabatico que termind en abril de 2008, con el
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proposito de potenciar la colaboraciéon internacional
para probar formalmente su resultado de empaque-
tamiento 6ptimo, obtenido con ayuda de muchas horas
de ordenador.

Durante ese afio sabatico realizé las siguientes
visitas en el afio 2007:

- Instituto Max Planck, Bonn (Alemania), del 1 al
31 de Mayo.

- ENN.S. Paris (Francia), del 1 de junio al 15 de
julio.

- Reikiavik (Islandia), del 15 de julio al 15 de
agosto.

- Pittsburgh (Estados Unidos), del 15 al 22 de
agosto.

- Instituto Matematico de Hanoi (Vietnam), del 22
de agosto al 4 de enero de 2008.

Completd el afio sabatico con las siguientes
estancias durante el afio 2008:

- Pittsburgh (Estados Unidos), del 9 al 15 de enero.

- Instituto de Ciencias Matematicas y de la
Computacion de la Universidad Radbout de Nijmegen
(Holanda), del 15 de enero al 30 de abril.

- Estrasburgo (Francia), en mayo.
- Budapest (Hungria), durante julio.

Los matemadticos nos enfrentamos pues a un doble
reto:

e  Ser capaces de mantener la tradicional fortaleza
de nuestra investigacion basica, que es semille-
ro de nuevas ideas y aplicaciones.

e  Ampliar nuestro contacto con el mundo, ofre-
ciendo nuestro trabajo a los demas e incorporan-
do a otros al mundo de las matematicas.
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