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Prologo

Un problema es una situacion nueva, que requiere del analisis de la misma para
obtener una respuesta valida que se ha creado, y que se pretende resolver. Durante todas
las etapas educativas, tanto obligatorias como no, la finalidad de los contenidos, que se
ensefan en los colegios, es la resolucion de problemas, el planteamiento de situaciones

reales donde se pretende averiguar algo, que en principio se desconoce.

La resolucion de problemas es altamente motivadora, para esos alumnos que
siempre se quedan con ganas de avanzar un poco mas en matematicas. El planteamiento
de nuevas situaciones les anima a buscar estrategias para obtener la solucion de los
problemas. Cuando se logra resolver, se puede apreciar un alto grado de satisfaccion en

aquellos que lo consiguen.

A la hora de resolver un problema debemos reconocer, organizar, describir y
analizar los elementos que tenemos del problema para poder obtener una solucién
aceptable al problema que se plantea. Concretamente, un problema matematico es una
situacion donde tras analizar los datos de los que se disponen, se ha de seguir unos ciertos
pasos que puedan llevar a una respuesta coherente. En este recorrido, los pasos se pueden
estandarizar, siendo a grandes rasgos los que siguen. La lectura y analisis del
planteamiento. La eleccion del método para su resolucion, como puede ser un método
algebraico, grafico, numérico, o una mezcla de varios a la vez. Un proceso escalonado de
deducciones a partir de los datos del problema. La resolucion matematica del problema,

para asi obtener una solucion al mismo.

El analisis de la solucion de un problema es muy interesante, quizas la clave para
entender todo el proceso. A veces, el planteamiento del problema y la solucién obtenida
no se corresponden. No es ldgico preguntar por la edad de mi hermano mayor, y que la
solucion obtenida sea 127. Si asi fuera, habria que replantearse todo el procedimiento

seguido hasta la obtencion de la solucion del problema.

Una finalidad de la resolucion de problemas, es que los nifios y nifas desarrollen la

competencia, de ser capaces de reconstruir modelos mentales en sus esquemas de




pensamiento. En el desarrollo de esta competencia, mejoraran la confianza en su propio
pensamiento, en su capacidad para aprender, comprender y aplicar los conocimientos que

desarrollaran.

El conjunto de problemas, que aqui se presentan, han formado parte de las pruebas
individuales y de equipos de las Olimpiadas Mateméticas Thales, que ya ha celebrado su

trigésimo quinta edicion. La estructura que aqui se presenta es la siguiente:

+ Un enunciado del problema, en el que se pretende que todo quede
claramente expuesto, para que los competidores puedan afrontar el
problema.

#+ Una resolucién propuesta por el equipo de coordinacién, que ha elaborado
el libro.

#+ Un andlisis del problemay sus resultados.

+ Una relacién de los criterios de evaluacidn y estdndares de aprendizaje a los

que hace referencia los problemas planteados.

Es de destacar, que las soluciones propuestas en cada uno de los problemas no
necesariamente son las Unicas soluciones, ni tampoco la Unica via de solucion. Seria muy
interesante que aquellos que tengan el libro en sus manos, fuesen capaces de encontrar

soluciones y caminos diferentes para los problemas aqui planteados.

El libro que tienen en la mano consta de veinte problemas, es una segunda edicion
de un trabajo del equipo de coordinacion de la Olimpiada Matematica Thales para alumnos

de 209 curso de E.S.O.

Esperemos, y asi es nuestro deseo, que el libro sirva de base y ayude a desarrollar la

competencia matematica de los alumnos que se acerquen a él.
Francisco Haro Laguardia

Coordinador Regional OMTH




Contextualizacion

Vivimos tiempos de disrupcion tecnoldgica como profesional. La formacion
continua es una realidad, y nuestra capacidad de adaptabilidad puesta a prueba

constantemente.

El objetivo principal del aprendizaje es dotar de flexibilidad al individuo rigido y
estereotipado frente a un entorno cambiante. Es irdnico ver como el método actual del
aprendizaje es en apariencia opuesto a su fin, digase el obtener flexibilidad,

adaptabilidad, recursos internos, y a la vez justificada como veremos a continuacion.

Por un lado, vivimos una etapa de muy facil acceso a ingentes cantidades de
informacion y de directa aplicacion, siendo los temarios de secundaria en oposicion
eminentemente tedricos. Justificado porque las ensefianzas de psicologia del
aprendizaje afirman fuertemente la idoneidad de un aprendizaje basado en la

consecucion palpable de objetivos.

No hacer participe al estudiante de la seleccion de los objetivos, es un paradigma
en proceso de extincion, en el peor de los casos produce en los estudiantes grandes

dosis de desmotivacion, frustracion, alienacion y por supuesto fracaso.

Es nuestra obligacion prestar atencion a cualquier disciplina que pueda aportar
un papel nuevo y novedoso en el desarrollo de metodologias, destacando la Linguistica
Aplicada apoyandonos en su reciente formalizacidn cientifica en lo tedrico, e incipiente

en lo practico, reconociendo en general que las Matematicas son un lenguaje.

A modo de sugerencia, realizar investigaciones conjuntas con entidades como
AESLA (Asociacion Espafiola de Linguistica Aplicada) y AELCO (Asociacion Espaiiola de
Linguistica Cognitiva) puede abrir un paradigma metodoldgico nuevo. Es de vital
importancia desarrollar desde pequenio el léxico matematico para mejorar las
habilidades cognitivas de los estudiantes y acelerar en lo mas posible los procesos de

demostracion matematica tanto en su version deductiva como inductiva.




Saber definir, teoremas, demostraciones, hipotesis, suposiciones, aritmética,
geometria, etc... va dotando al estudiante de una compresion de las reglas del juego
matematico de las cuales muchos carecen, aunque sepan resolver con acierto la

mayoria de las cuestiones que les plantee el temario.

Para dotar a nuestros estudiantes de amor propio, confianza, criterio,
independencia, iniciativa para explorar lo desconocido, tenemos que aprender a ser
menos dirigentes y mas dirigidos, evitando sentimientos inutiles como lo son la
frustracion, la culpabilidad o la preocupacién y poder transformarlo en motivacion,

pasion y curiosidad.

Como herramienta para este propdsito destacar el papel simple, sencillo y de
rapidisima aplicacion que tiene la Programacion Neurolinguistica (PNL). La PNL se basa
en el estudio de patrones del lenguaje y sirven para entender y modificar las creencias

propias y las de los demas, cambiando el foco de atencion general o marco.

Muchos estudiantes frustrados o desmotivados se encuentran en un “Marco
Problema”, en un “Marco Imposibilidad”, o en un “Marco Fracaso”. La PNL dota al
docente de herramientas para transformar un “Marco Problema” en un “Marco
Objetivo”, un “*Marco Imposibilidad” a un *Marco como si ya fuera realidad” y un *Marco
Fracaso” en un “Marco Enseianza” a través de sencillas preguntas que se realizan al
estudiante examinando las creencias que podrian llegar a tener los estudiantes, nuestra
mision como docentes es transformar las creencias limitadoras en creencias

potenciadoras.

Es muy importante comprender como se desarrolla internamente el cambio
natural de creencias no solo para ayudar a nuestros estudiantes sino para dotar a las
Matematicas de la reputacion que se merece y no la que actualmente tiene a “pie de

calle”.

En general, las actividades seleccionadas en este compendio buscan la
creatividad del alumnado, la identificacidn de patrones, el desarrollo de estrategias de

resolucion, el pensamiento, razonamiento y argumentacion matematica. Estos son
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procesos basicos e imprescindibles en el quehacer matematico y favorecen que el
alumnado avance enla consecucion de los siguientes objetivos del area de matematicas

para la Etapa de Educacion Secundaria Obligatoria (Junta de Andalucia, 2016).

1. Mejorar la capacidad de pensamiento reflexivo y critico e incorporar al
lenguaje y modos de argumentacion, la racionalidad y las formas de expresion y
razonamiento matematico, tanto en los procesos matematicos, cientificos y

tecnologicos como en los distintos ambitos de la actividad humana.

2. Reconocery plantear situaciones susceptibles de ser formuladas en términos
matematicos, elaborar y utilizar diferentes estrategias para abordarlas y analizar los

resultados utilizando los recursos mas apropiados.

5. Identificar las formas y relaciones espaciales que encontramos en nuestro
entorno; analizar las propiedades y relaciones geométricas implicadas y ser sensible a

la belleza que generan, al tiempo que estimulan la creatividad y la imaginacion.

6. Utilizar de forma adecuada las distintas herramientas tecnoldgicas
(calculadora, ordenador, dispositivo movil, pizarra digital interactiva, etc.), tanto para
realizar calculos como para buscar, tratar y representar informacion de indole diversa y

también como ayuda en el aprendizaje.

7. Actuar ante los problemas que surgen en la vida cotidiana de acuerdo con
métodos cientificos y propios de la actividad matematica, tales como la exploracion
sistematica de alternativas, la precision en el lenguaje, la flexibilidad para modificar el

punto de vista o la perseverancia en la busqueda de soluciones.

8. Elaborar estrategias personales para el analisis de situaciones concretas y la
identificacion y resolucion de problemas, utilizando distintos recursos e instrumentos y
valorando la conveniencia de las estrategias utilizadas en funcion del analisis de los

resultados y de su caracter exacto o aproximado.

9. Manifestar una actitud positiva ante la resolucion de problemas y mostrar

confianza en su propia capacidad para enfrentarse a ellos con éxito, adquiriendo un
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nivel de autoestima adecuado que le permita disfrutar de los aspectos creativos,

manipulativos, estéticos, practicos y utilitarios de las matematicas.

10. Integrar los conocimientos matematicos en el conjunto de saberes que se
van adquiriendo desde las distintas areas de modo que puedan emplearse de forma

creativa, analitica y critica.

12




Sugerencias didacticas

Los problemas propuestos son un esfuerzo colectivo por desarrollar problemas
originales que sirvan como fuente de motivacion y aprendizaje al alumnado y de
recursos al profesorado, tocando las areas lectivas mas relevantes del temario. Hay

problemas que son manifiestamente especificos, otros implicitos en los contenidos.

Son problemas en general diferentes a los que aparecen en los libros de textos,
quizas algo mas largos y con un nivel de dificultad un poco superior a la media de los
problemas que estan acostumbrados a resolver en clase. Creemos que este tipo de
material dota al docente para afianzar la habilidad de resolucion de problemas en su

alumnado, drea muy menguada y que muchos centros no entrenan, o entrenan poco.

Desde esta perspectiva los problemas estan destinados al alumnado de 2° de
E.S.O, no excluye la posibilidad de utilizarlo como recurso didactico en cualquier otro
curso con independencia del nivel de la clase. Desde nuestra perspectiva siempre sera
recomendable enfrentarse a problemas en apariencia o en esencia un poco mas
dificiles; dependiendo del nivel de la clase sera mas o menos necesaria la intervencion

del docente.

Dependiendo de las caracteristicas de la clase y del alumnado tendremos
diferentes modalidades de presentacion que focalizaran la atencidon general en el
aspecto a destacar que quiera fomentar el docente a saber, repaso, refuerzo,

motivacion, dinamicas de grupo, etc.

Las posibilidades de presentacidn son infinitas ahora mas que nunca con la
posibilidad de recursos TIC, por ejemplo GeoGebra, que dotan la clase de dinamismo y

novedad.

Algunos de los infinitos ejemplos de presentacion se encuentran en el apartado

Analisis de la Solucidn, que pueden hallarse tras la solucién del problema.
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Es muy interesante para el estudiante que el mismo docente no conozca la
solucion para que los mismos vean como se desarrolla el proceso mental de resolucion

en su maestro, ya que algunos problemas requieren tiempo e ingenio.

Cuanto mas dinamica y menos magistral sean las presentaciones de los
problemas con este material mejor sera el ambiente general, creando espacios de
disfrute con el aprendizaje de las matematicas. La creatividad y la flexibilidad en el

marco de las presentaciones haran la diferencia.

Una misma dinamica en grupos distintos puede tener resultados muy distintos,
no existe una llave maestra, quizas la experiencia con las dinamicas en si, y
especialmente ser capaz de cambiar la metodologia en el instante que se esté haciendo

si vemos que manifiestamente no funciona, sea la clave del éxito.
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Relacion entre los estandares y
competencias clave con los
problemas

LEGISLACION

e Orden de 14 de julio de 2016, por la que se desarrolla el curriculo
correspondiente a la Educacién Secundaria Obligatoria en la Comunidad
Auténoma de Andalucia, se regulan determinados aspectos de la atencién a la
diversidad y se establece la ordenacion de la evaluacién del proceso de
aprendizaje del alumnado. (28 de julio 2016 Boletin Oficial de la Junta de
Andalucia)

e Lanumeracién de los criterios de evaluacion se corresponde exactamente con la
establecida en el Real Decreto 1105/2014, donde aparecen también los
estandares de aprendizaje evaluables de cada bloque.

COMPETENCIAS

Desde el area de Matematicas se contribuye a la adquisicion de las competencias clave
desde los siguientes aspectos:

Comunicacion lingliistica (CCL)

Comprension lectora a través de textos y de enunciado de problemas. Comunicacion
de los resultados obtenidos usando el leguaje matematico adecuado. Transmision de la
informacion por diversos medios: escrito, oral, digital, ...

Competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia (CMCT)

Aplicar el razonamiento matematico y sus herramientas para describir, interpretar y
predecir distintos fendmenos en su contexto.

Adquirir los conocimientos necesarios sobre numeros, medidas y estructuras, asi como
de las operaciones y las representaciones matematicas, y la comprension de los
términos y conceptos matematicos.

Para el desarrollo de las competencias en ciencia y tecnologia resulta necesario abordar
los saberes o conocimientos cientificos relativos a la fisica, la quimica, la biologia, la
geologia, las matematicas y la tecnologia, los cuales se derivan de conceptos, procesos
y situaciones interconectadas.
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Para ello es necesario utilizar y manipular herramientas y maquinas tecnoldgicas,
utilizar datos y procesos cientificos, identificar preguntas, resolver problemas, llegar a
una conclusion o tomar decisiones basadas en pruebas y argumentos.

Competencia digital (CD)

Para su adquisicion son necesarios los conocimientos relacionados con el lenguaje
especifico: textual, numérico, icdnico, visual grafico y sonoro. Supone el acceso a las
fuentes y procesamiento de la informacion.

Precisa del desarrollo de diversas destrezas relacionadas con el acceso a la informacion,
el procesamiento y uso para la comunicacion, la creacion de contenidos, la sequridad y
la resolucidn de problemas.

Aprender a aprender (CAA)

Esta competencia se caracteriza por la habilidad para iniciar, organizar y persistir en el
aprendizaje. Esto exige la capacidad para motivarse por aprender, asi como conocery
controlar los propios procesos de aprendizaje para ajustarlos a los tiempos y las
demandas de las tareas y actividades que conducen al aprendizaje.

Competencias sociales y civicas (CSC)

Las competencias sociales y civicas implican la habilidad y capacidad para utilizar los
conocimientos y actitudes sobre la sociedad, entendida desde las diferentes
perspectivas, en su concepcion dinamica, cambiante y compleja, para interpretar
fenomenos y problemas sociales en contextos cada vez mas diversificados; para
elaborar respuestas, tomar decisiones y resolver conflictos, asi como para interactuar
con otras personas y grupos conforme a normas basadas en el respeto mutuo y en
convicciones democraticas. Ademas de incluir acciones a un nivel mas cercano y
mediato al individuo como parte de una implicacion civica y social.

Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor (SEIP)

La competencia sentido de iniciativa y espiritu emprendedor implica la capacidad de
transformar las ideas en actos. Ello significa adquirir conciencia de la situacion a
intervenir o resolver, y saber elegir, planificar y gestionar los conocimientos, destrezas
o habilidadesy actitudes necesarios con criterio propio, con el fin de alcanzar el objetivo
previsto.

La adquisicion de esta competencia es determinante en la formaciéon de futuros
ciudadanos emprendedores, contribuyendo asi a la cultura del emprendimiento. En
este sentido, su formacion debe incluir conocimientos y destrezas relacionados con las
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oportunidades de carrera y el mundo del trabajo, la educacion econdmica y financiera
o el conocimiento de la organizacién y los procesos empresariales, asi como el
desarrollo de actitudes que conlleven un cambio de mentalidad que favorezca la
iniciativa emprendedora, la capacidad de pensar de forma creativa, de gestionar el
riesgo y de manejar la incertidumbre.

Conciencia y expresiones culturales (CEC)

La competencia en conciencia y expresion cultural implica conocer, comprender,
apreciar y valorar con espiritu critico, con una actitud abierta y respetuosa, las
diferentes manifestaciones culturales y artisticas, utilizarlas como fuente de
enriquecimiento y disfrute personal y considerarlas como parte de la riqueza vy
patrimonio de los pueblos.

Esta competencia incorpora también un componente expresivo referido a la propia
capacidad estética y creadora y al dominio de aquellas capacidades relacionadas con
los diferentes codigos artisticos y culturales, para poder utilizarlas como medio de
comunicacion y expresion personal. Implica igualmente manifestar interés por la
participacion enla vida cultural y por contribuir a la conservacion del patrimonio cultural
y artistico, tanto de la propia comunidad como de otras comunidades.

CRITERIOS DE EVALUACION. ESTANDARES DE APRENDIZAJE

BLOQUE 1: PROCESOS, METODOS Y ACTITUDES MATEMATICAS

Competencias

Problemas
Clave

Estandares de aprendizaje

B1.C2.E1. Analiza y comprende el enunciado de los
problemas (datos, relaciones entre los datos, contexto del CCL
problema).

B1.C2.E2. Valora la informacion de un enunciado vy la CMCT
relaciona con el nUmero de soluciones del problema.

1al20
B1.C2.E3. Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre
los resultados de los problemas a resolver, valorando su CMCT
utilidad y eficacia.

B1.C2.E4. Utiliza estrategias heuristicas y procesos de SIEP
razonamiento en la resolucion de problemas,
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reflexionando sobre el proceso de resolucion de
problemas.

B1.C3.E1. Identifica patrones, regularidades y leyes
matematicas en situaciones de cambio, en contextos
numeéricos, geomeétricos, funcionales, estadisticos vy
probabilisticos.

B1.C3.E2. Utiliza las leyes matematicas encontradas para
realizar simulaciones y predicciones sobre los resultados
esperables, valorando su eficacia e idoneidad.

B1.C4.E1. Profundiza en los problemas una vez resueltos:
revisando el proceso de resolucion y los pasos e ideas
importantes, analizando la coherencia de la solucién o
buscando otras formas de resolucion.

B1.Cs5.E1. Expone y defiende el proceso seguido ademas
de las conclusiones obtenidas, utilizando distintos
lenguajes: algebraico, grafico, geométrico y estadistico-
probabilistico.

B1.C6.E2. Establece conexiones entre un problema del
mundo real y el mundo matematico: identificando el
problema o problemas matematicos que subyacen en ély
los conocimientos matematicos necesarios.

B1.C6.E3. Usa, elabora o construye modelos matematicos
sencillos que permitan la resolucion de un problema o
problemas dentro del campo de las matematicas.

B1.C6.E4. Interpreta la solucion matematica del problema
en el contexto de la realidad.

B1.C7.Ea. Reflexiona sobre el proceso y obtiene
conclusiones sobre él y sus resultados.

B1.C8.E2. Se plantea la resolucion de retos y problemas
con la precision, esmero e interés, adecuados al nivel
educativo y a la dificultad de la situacion.

B1.C8.E4. Desarrolla actitudes de curiosidad e indagacion,
junto con habitos de plantear/se preguntas y buscar
respuestas adecuadas, tanto en el estudio de los
conceptos como en la resolucion de problemas.

CMCT

CMCT, SIEP

CAA

CCL

CMCT, CSC

CMCT

CMCT

CAA

CAA

SIEP



B1.C9.E1. Toma decisiones en los procesos de resolucion
de problemas, de investigacion y de matematizacion o de
modelizacion, valorando las consecuencias de las mismas
y su conveniencia por su sencillez y utilidad.

B1.C11.E1. Selecciona herramientas tecnoldgicas
adecuadas y las utiliza para la realizacién de calculos
numeéricos, algebraicos o estadisticos cuando la dificultad
de los mismos impide o no aconseja hacerlos
manualmente.

CAA, SIEP

CMCT, CD, CAA

B1.C12.E3. Usa adecuadamente los medios tecnolégicos
para estructurar y mejorar su proceso de aprendizaje
recogiendo la informacién de las actividades, analizando
puntos fuertes y débiles de su proceso académico y
estableciendo pautas de mejora.

CMCT, CD, SIEP

BLOQUE 2: NUMEROS Y ALGEBRA

Nivel Educativo.
Criterio de evaluacion

Estandares

Contenidos

Problema

MAT 1y 2. 1. Utilizar nUmeros 1.3. Emplea Raizcuadrada 8
naturales, enteros, adecuadamente los
fraccionarios, decimales y distintos tipos de numeros
porcentajes  sencillos, sus y sus operaciones, para Operaciones 9
operaciones y propiedades para resolver HEBETEE | o ripreies | o
recoger, transformar e cotidianos naturales 13
intercambiar informacion y contextualizados, 17
resolver problemas representando e
relacionados con la vida interpretando mediante
cotidiana. medios tecnoldgicos,

cuando sea necesario, los

resultados obtenidos.
MAT 1. 2. Conocer y utilizar 2.2. Aplica los criterios de Divisibilidad 10
propiedades y nuevos divisibilidad por 2, 3,5, 9y 12
significados de los nUmeros 11 para descomponer en
naturales en contextos de factores  primos  los
paridad, divisibilidad y numeros naturales y los
operaciones elementales, emplea en ejercicios,
mejorando asi la comprension actividades y problemas
del concepto y de los tipos de contextualizados
numeros.
MAT 1y 2. 5. Utilizar diferentes  5.1. Identifica y discrimina Razdn Y 4
estrategias (empleo de tablas, relaciones de proporcion 19

obtencion y uso de la constante
de proporcionalidad, reduccion
a la unidad, etc.) para obtener
elementos desconocidos en un

19

proporcionalidad

numérica y las emplea
para resolver problemas
en situaciones cotidianas.



problema a partir de otros
conocidos en situaciones de la
vida real en las que existan
variaciones  porcentuales vy
magnitudes directa o
inversamente proporcionales.
MAT 1y 2. 6. Analizar procesos
numericos cambiantes,
identificando los patrones vy
leyes generales que los rigen,
utilizando el lenguaje algebraico
para expresarlos, comunicarlos,
y realizar predicciones sobre su
comportamiento al modificar
las variables, y operar con las
expresiones algebraicas.

MAT 2. 7. Utilizar el lenguaje
algebraico para simbolizar y
resolver problemas mediante el
planteamiento de ecuaciones
de primer grado, segundo grado
y sistemas de ecuaciones,
aplicando para su resolucion
métodos algebraicos o graficos
y contrastando los resultados
obtenidos.

MAT 3. 2. Obtener y manipular

expresiones simbdlicas que
describan sucesiones
numeéricas, observando
regularidades en casos sencillos
que incluyan patrones
recursivos.

MAC 4. 4. Representary analizar

situaciones y relaciones
matematicas utilizando
inecuaciones, ecuaciones Yy
sistemas para resolver

problemas matematicos y de
contextos reales.

6.1. Describe situaciones o
enunciados que dependen
de cantidades variables o
desconocidas y secuencias
l6gicas o regularidades,
mediante expresiones
algebraicas, y opera con
ellas.

6.3. Utiliza las identidades
algebraicas notables y las

propiedades de las
operaciones para
transformar expresiones
algebraicas

7.1 Comprueba, dada una
ecuacion, si un nuUmero es
solucion de la misma.

7.2. Formula
algebraicamente una
situacion de la vida real
mediante ecuaciones de
primer y segundo grado, y
sistemas de ecuaciones
lineales con dos
incognitas, las resuelve e

interpreta el resultado
obtenido.
2.3. Identifica

progresiones aritméticas y
geométricas, calcula la
suma de los “n” primeros
términos, y las emplea

para resolver problemas.

4.2. Formula
algebraicamente las
restricciones indicadas en
una situacion de la vida
real, lo estudia y resuelve,
mediante  inecuaciones,
ecuaciones o sistemas, e

Patrones

Identidades
notables

Solucién y
resolucion de
ecuaciones de
primer grado

Ecuaciones de
segundo
grado

Suma de una
progresion
aritmética

Desigualdades

14
17a

18

N

16
20

18

13

2



BLOQUE 3: GEOMETRIA

interpreta los resultados
obtenidos.

Nivel Educativo.
Estandares Contenidos | Problema
Criterio de evaluacion

MAT 1. 1. Reconocer y describir
figuras planas, sus elementos y
propiedades caracteristicas para

clasificarlas, identificar
situaciones, describir el
contexto fisico, y abordar

problemas de la vida cotidiana.

MAT 1 .2. Utilizar estrategias,
herramientas tecnoldgicas vy
técnicas simples de la geometria
analitica plana para la resolucion
de problemas de perimetros,
areas y angulos de figuras
planas. Utilizando el lenguaje
matematico adecuado para
expresar el procedimiento
seguido en la resolucion

MAT 2. 3. Reconocer el
significado  aritmético  del
Teorema de Pitagoras y el
significado ~ geométrico vy
emplearlo para resolver
problemas

MAT 2. 4 Analizar e identificar
figuras semejantes, calculando
la escala o razén de semejanzay
la razon entre longitudes, areas
y volUmenes de cuerpos

21

1.1 Reconoce y describe las

propiedades
caracteristicas de los
poligonos regulares:
angulos interiores,
angulos centrales,
diagonales, apotema,
simetrias, etc.

1.3 Clasifica los
cuadrilateros y

paralelogramos

atendiendo al paralelismo
entre sus lados opuestos y
conociendo sus
propiedades referentes a

angulos, lados y
diagonales.

2.1 Resuelve problemas
relacionados con
distancias, perimetros,
superficies y angulos de
figuras planas, en

contextos de la vida real,
utilizando las
herramientas tecnoldgicas
y las técnicas geométricas
mas apropiadas.

3.2 Aplica el Teorema de
Pitdgoras para calcular
longitudes desconocidas
en la resolucion de
tridngulos y areas de
poligonos regulares, en
contextos geométricos o
en contextos reales.

4.1. Reconoce figuras
semejantes y calcula la
razon de semejanza y la
razon de superficies vy

Aristas,
angulos 15
interiores
Poligonos 1
8
17C
18
Areas 1
3
8
17C

Longitud de 19
una
circunferencia

Teorema de 8
Pitagoras 18

Semejanza de
triangulos.
Teorema
Tales.

20

de



MAT 2. 5. Analizar distintos
cuerpos geomeétricos (cubos,
ortoedros, prismas, piramides,
cilindros, conos y esferas) e
identificar ~ sus  elementos
caracteristicos (veértices, aristas,
caras, desarrollos  planos,
secciones al cortar con planos,
cuerpos obtenidos mediante
secciones, simetrias, etc.)

MAC 3. 4. Reconocer las
transformaciones que llevan de
una figura a otra mediante
movimiento en el plano, aplicar
dichos movimientos y analizar
disefios cotidianos, obras de arte
y configuraciones presentes en
la naturaleza.

volumenes de
semejantes.
5.3. ldentifica los cuerpos

geomeétricos a partir de sus

figuras

desarrollos  planos vy
reciprocamente

4.2. Genera creaciones
propias  mediante la
composicion de

movimientos, empleando
herramientas tecnoldgicas
cuando sea necesario.

BLOQUE 4: FUNCIONES

Nivel Educativo.
Criterio de evaluacion

MAT 2. 2 Manejar las distintas
formas de presentar wuna
funcidén: lenguaje habitual, tabla
numérica, grafica y ecuacion,
pasando de unas formas a otras
y eligiendo la mejor de ellas en
funcion del contexto.

MAT 2. 3. Comprender el
concepto de funcion.
Reconocer, interpretar y

analizar las graficas funcionales.

MAT 2.
representar

Reconocer,
analizar las

4
y

Estandares

2.1. Pasa de unas formas de
representacion de una
funciéon a otras y elige la
mas adecuada en funcion
del contexto.

3.2 Interpreta una grafica y
la analiza, reconociendo sus
propiedades mas
caracteristicas.

4.1. Reconoce y representa
una funcion lineal a partir de
la ecuacion o de una tabla
de valores, y obtiene la

Desarrollo
plano de un
cubo

Movimientos

Contenidos
Concepto de
funcion.
Variables

dependiente e
independiente.

Monotonia.
Extremos.

Funciones
lineales.
Calculo,
interpretacion

10

oo N Ww

17b

Problema

11

11

11




funciones lineales, utilizandolas
para resolver problemas.

BLOQUE 5: ESTADISTICA Y PROBABILIDAD

Nivel Educativo. , .
. . . s Estandares Contenidos | Problema
Criterio de evaluacion

MAT 2. 1. Formular preguntas
adecuadas para conocer las
caracteristicas de interés de una
poblacidn y recoger, organizar y
presentar los datos relevantes
para responderlas, utilizando los
métodos estadisticos apropiados
y las herramientas adecuadas,
organizando los datos en tablas y

construyendo graficas,
calculando  los  parametros
relevantes y obteniendo

conclusiones razonables a partir
de los resultados obtenidos

MAT 2. 3. Diferenciar los
fenomenos deterministas de los
aleatorios, valorando la

posibilidad que ofrecen las
matematicas para analizar vy
hacer predicciones razonables
acerca del comportamiento de
los aleatorios a partir de las
regularidades obtenidas al repetir
un numero significativo de veces
la experiencia aleatoria, o el
calculo de su probabilidad

MAC 3. 1. Resolver diferentes
situaciones y problemas de la
vida cotidiana aplicando los
conceptos del cdlculo de
probabilidades y técnicas de
recuento adecuadas.

pendiente de la
correspondiente.

1.4. Calcula la media
aritmética, la mediana
(intervalo modal), la
moda (intervalo modal),
y el rango, y los emplea
para resolver problemas.

3.3 Realiza predicciones
sobre un fenomeno
aleatorio a partir del
calculo exacto de su
probabilidad o) la
aproximacion de la
misma mediante
experimentacion

1.1 Aplica en problemas
contextualizados los
conceptos de variacion,
permutacion y
combinacion.

recta eidentificacion

de la
pendiente.

Media
aritmética

Conjeturas
sobre
fenémenos
aleatorios

Combinatoria
Permutaciones

19

19

6
7
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Enunciados de los problemas

1. Parcelas inundadas.
El huerto urbano de Matelandia, es un cuadrado de
dimensiones 70 m x 70 m, se ha inundado y hay que volver a
sefalar los limites de las parcelas que lo forman.

Sabemos cuantos metros cuadrados media cada una, y que las
parcelas son rectangulares o cuadradas.

Usa la siguiente cuadricula para dibujar, de forma razonada, las
quince parcelas. Cada parcela incluird un solo niumero, que
representara el area de la misma.

2. En la curiosa fruteria.

En la fruteria del barrio de las Matematicas nunca te
dicen lo que cuesta una pieza de fruta, pero si les
dices el dinero que llevas y lo que quieres, te dicen si
puedes llevarte lo que deseas.

Maria se quiere llevar una manzana, un platanoy una
naranjay ha ido con dos euros a la fruteria.

El frutero le dice: “Tienes bastante para las tres
piezas e incluso tendrias justo para un platano mas”.

Pero ella quiere saber el precio exacto y entonces le dice el frutero:

"Si decides llevarte solo un tipo de fruta, no puedes llegar a comprar cuatro platanos, pero siun
maximo de cuatro manzanas. Ademas, si compras cinco naranjas ya no puedes comprar
ninguna mas”

Maria hace sus cuentas y ve que hay varias posibilidades, entonces le vuelve a preguntar al
frutero, y éste le dice: “Siete naranjas cuestan lo mismo que cinco manzanas”.

Encuentra razonadamente el precio maximo y minimo de cada una de las piezas de fruta que
ha pedido Maria y asi poder averiguar el precio de cada una de ellas.




3. Puzle.

Para la nueva campana de primavera se esta disefando un juego que las sociedades
iberoamericanas van a poner a la venta. Se trata de un puzle muy curioso con sélo seis piezas
que podremos girar para completar el panel.

No todas las piezas tienen el mismo area, y te pedimos que encuentres razonadamente la pieza
de mayor area, al igual que nos digas, siempre de forma razonada, la pieza de menor area.

Ademas, te pedimos que completes el puzle teniendo en cuenta que las piezas se pueden girar.

o1 & T3
CDED &S

4. iUna pecha de gente!

La escala de Jacobs para medir el numero de
manifestantes en una muchedumbre dice: una
"multitud fluida" cuenta con una persona por cada 10
pies cuadrados y una "multitud densa" tiene una
persona por cada 4,5 pies cuadrados y una “multitud
muy densa” tendria una persona por cada 2,5 pies
cuadrados.

El 14 de enero de 2017 hubo manifestaciones por la Salud Publica en toda Andalucia: en
Granada se manifestaron 42.000 personas segun la delegacion de gobierno y 75.000 segun la
organizacion. El recorrido era de 850 metros con una anchura media de 20 metros. ;Qué tipo
de manifestacion era segun cada organizacion? (1 metro equivale a unos 3,28 pies)

5. Adivina la edad.

En Acertijolandia no hay forma de que te contesten de forma
directa alo que les preguntas, y siempre responden con un acertijo.
El otro dia le pregunté al jardinero de mi bloque por la edad de sus
dos hijos y me dijo lo siguiente: “A finales del afio 2017, la edad de
cada uno de ellos coincidia con la suma de las cifras de su afio de
nacimiento. Debes saber que mis hijos no son mellizos ni gemelos”.
Encuentra de forma razonada las edades de los hijos del jardinero.




6. Mensajes secretos.
Alan Turing y Adi Shamir han decidido cifrar los mensajes que se envian para que sus enemigos
no los entiendan. Para ello han ideado el siguiente método: Tomemos como ejemplo el
mensaje: "NOS VEMOS LUEGO”. Primero eligen una permutacion, que sera la clave, por

ejemplo
(1 2 3 4)
31 4 2

Significa que el que esta en la posicidn 1 pasaal 3, el que estdenla2pasaalaz lazalaszylag
a la 2. A continuacion, descomponen el mensaje en bloques de longitud la de la permutacion
(en este caso bloques de longitud 4). En los espacios se ponen asteriscos y también se completa
con asteriscos los espacios en blanco que se afiaden. Asi el mensaje "NOS VEMOS LUEGO”
queda:

NOS* VEMO S*LU EGO*
Una vez hecho esto aplicamos la permutacion a cada bloque, quedando:

O*NS EOVM *USL G*EO
Con lo que el mensaje queda cifrado de la forma "O*NSEOVM*USLG*EO".

Contesta de forma razonada a los siguientes apartados:

a) Alan Turing quiere mandarle a Adi Shamir el mensaje “DONDE NOS VEMOS” con la clave.
(1 2 3 4
4 3 1 2
. . . . 1 2 3 4\ .. ,
b) Larespuesta de Adi Shamir la ha enviado cifrada con la clave (2 4 3 1). Dice asi:

“LE*NUAP*AETR**EDCT*U*AAS”. Traducela.
c) El mensaje “LO PASAREMOS BIEN” se ha traducido por “P*LAOERSMAB*QIS**E*N”.
Sabemos que estdn utilizando una clave de longitud 5. Identifica la clave que han

) ¢Cémo se lo enviara cifrado?

utilizado.

7. Simetria horaria.
Eulercin Vaguin se encuentra resolviendo unos aburridos ejercicios de
ecuaciones. En un instante en el que ha levantado la vista del papel, a las 3
y 10 de la tarde, ha mirado el espejo que tiene al lado de un reloj digital y se
ha dado cuenta que la hora que podia observarse en el espejo era una hora
que podia leerse correctamente (las 01:21).

a)  ¢Cuantas horas reflejadas en el espejo dan una hora que puede

00O Q O }  leerse correctamente?

i j (I

oo M b)  ¢Cuantas horas reflejadas permanecen invariantes, es decir, se
0 0 O B 8 leen igual en el reloj y en el espejo?
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Nota: Todas las horas del reloj tienen el siguiente formatoﬂz que no coincide con un reloj
digital real.

8. Insignias poligonales.
En Todolandia, con motivo del congreso anual de disefiadores,

se estan fabricando unas insignias ideadas por Maria
Disefalotodo, famosa por todas sus innovadoras realizaciones

en joyeria.

Como se puede apreciar en la imagen, la insignia tiene forma
de octdgono irregular con las siguientes dimensiones: todos
sus lados mayores tienen una longitud de 5 cm y todos los

pequefios de V2 cm.

5cm

N

Para su realizacion, Maria Disefalotodo dispone en su taller de
joyeria de una docena de laminas cuadradas de plata de 12,25 dm? cada una. Podrias ayudarla,
hallando la superficie que tiene una de estas insignias y asi poder calcular cuantas se obtendrian
con todas las |laminas que posee. Razona tus respuestas.

9. Fichas numéricas.
En el siguiente tablero hay colocadas fichas, cada una con un numero natural diferente de una
sola cifra (puede ser cero). A los margenes de la tabla hay pistas con la siguiente informacion:

\\/E cm

5cm

V2 em

A la izquierda aparece el numero de fichas que hay en cada fila (horizontal) y en la parte

superior las que hay en cada columna (vertical).

A la derecha aparece el total de la suma de los nUmeros de cada fila y abajo estd la suma

de cada columna.

Coloca en el tablero de forma razonada las fichas con el nimero de cada una y completa

razonadamente las pistas faltantes.

Hay 2 Hay 1 Hay 4 Hay O Hay 3
Hay 1 ficha Suman 6
Hay 3 fichas Suman 9
Hay 2 fichas Suman 11
Hay 4 fichas Suman ¢?
Hay ¢? fichas Suman ¢?
Suman 1 | Suman5 | Suman 30 | Suman ¢? | Suman é?




10. El dado raro.

Estos cinco dados puestos en fila son iguales.

N3

a) Si ves el nimero de frente, leerds el: 06129 (seis mil ciento ()G(Pco
veintinueve). ¢Qué numero leerds si los miras por el lado ) ] ’9%
contrario? 2 ()z

Si ponemos en fila dos dados (como los de la imagen) podemos formar los nimeros 10 y 11. El
10 tiene 4 divisores (1, 2, 5, 10): la mitad, son pares y la otra mitad son impares. El 11, como
buen nimero primo, solo tiene dos divisores, el 1y el 11y los dos impares.

b) De los nimeros que puedes leer al poner dos dados “raros” en fila, busca los que
cumplen la propiedad del 10 (la mitad de sus divisores son pares y la otra mitad son
impares).

c) éHay algin nimero primo que puedas leer en los dados que cumpla dicha propiedad?

Razona todas tus respuestas.

11. Vuelta ciclista.
En la ¢ltima vuelta ciclista a Espaiia en su etapa Alcala la Real (845 m) - Alto Hoya de la Mora
(Monachil, Sierra Nevada) los participantes tuvieron que recorrer 130 km y debieron superar
varios puertos de montafia con diferentes pendientes. Utilizando la tabla siguiente dibuja el
perfil de la etapa. Razona la respuesta.

Km 0 |15 | 30 45 60 65 | 75 95 | 100 | 110 | 130
Pendiente | 0% | 0% | -2% | 0.75% | 0.75% | 2% | 6% | -4.5% | 2% | 8.4% | 5%

Altitud (metros)

Distancia (km)




12. Trabajando con numeros.
En la clase de 2° ESO, el profesor de Matematicas les dice a los

alumnos: 4 02
e Que cada uno piense un nimero natural y lo ponga en una 6
casilla A; 7 k
e luego, que coja ese numero, lo multiplique por 2 y al 9

resultado le sume 2, y lo ponga en una casilla B;
e Que cojanotravez el nimero de la casilla Ay lo multiplique
por 3y lo ponga en una casilla C.

e Ahora que sumen los numeros de las casillas By C, a esa suma la multipliquen por 5y al
resultado le reste 3, y ese es el resultado final.

Contesta de forma razonada a las siguientes cuestiones:

a) Siunalumno escogid el 7 en la casilla A, écudl ha sido su resultado final?
b) Siun alumno obtuvo como resultado final, 57, ¢qué nimero escogio en la casilla A?
c¢) Unalumno dice que su resultado final fue 86, ¢ puede ser posible?

13. Curiosa tradicion.

Jimena ha seqguido una curiosa tradicion que ha repetido toda su vida:
guarda en una caja las velas de todos sus pasteles de cumpleaios
(cuando era muy pequena las guardd su papa). Si Jimena tiene 59 afios,
¢Cuantas velas hay en la caja? ‘*“’

14. El repigue de las campanas.

La campana del campanario de la iglesia de Geometralia suena cada hora. Sin embargo, la
velocidad con la que suenan las campanadas es extremadamente lenta. Cada campanada tarda
en darse cinco segundos. La pregunta es la siguiente: ;Cudnto tardaran en darse las
campanadas de las 12 del mediodia?

15. Lio en el restaurante.

Un camarero, al llegar a su trabajo, recibe el encargo de colocar en un
salon cuadrado 10 sillas que estan desordenadas de la noche anterior, de
modo que en cada una de las paredes queden situadas tres sillas. Ademas,
no puede haber sillas que no estén al lado de una pared ;Como resolvera
el problema?




16. Problemas sistematicos.
a) Manuel y Maria son hermanas:

Manuel: “Tengo tantas hermanas como hermanos.”

Maria: “Tengo dos veces mas hermanos que hermanas.”

¢Cuantos hijos e hijas hay en la familia?

b) Abdallah se pasea por el desierto con sus camellos y sus dromedarios. En total hay 34 piesy
13 jorobas. ;Abdallah tiene mas dromedarios que camellos o0 mas camellos que dromedarios?

17. Festival de cortos.
a) Andrea, Bea, Carmen, Dafne y Elena disputaron una carrera. Dafne aventajo a Elena en tres
puestos y Carmen no llegd la Ultima. Los puestos de Bea y Carmen sumaron ocho. ;En qué
orden llegaron?

b) ¢Cuéntos triangulos hay en la figura?

c) ¢Cual es el area sombreada de este mosaico?

«— 12cm

“— qud 77 —*

18. Sangakus.
En templos budistas de Japdn, colgadas en sus aleros, se hallan tablillas
de madera con exquisitos dibujos que hacian referencias a los logros
artisticos alcanzados, ofrecidos por sus fieles. Entre ellos existen
algunos con figuras geométricas que llamaron Sangakus, que significa
“tablilla matematica” y en los que se plantean diversos retos
matematicos.

Sabiendo que el lado de cuadrado mayor mide 8o mm, ;cuanto medira
el radio de ambos circulos y el lado del cuadrado?
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19. El lirio de Santa Catalina.

En Jaén una de las torres del castillo de Santa Catalina es
cilindrica. Aunque no es muy ancha, tiene 8 metros de
perimetro. Si subimos a la torre, en su planta superior, nos
encontramos con la siguiente figura. Dos lirios de Santa
Catalina, uno a escala del otro.

D. Manuel, ha subido hoy con dos de sus alumnos, Laura y
Lucas, y les pide que calculen el area de la planta circular en la
que se hallan. Ademas, les da 100 lentejas para que calculen el
area de la flor grande. A Lucas se le ocurre lanzar dentro del
circulo pequeiio las 100 lentejas.

R el
~,‘\¢ ,‘:_
L4

Hace 5 lanzamientos y quedan encima de la flor 18, 12, 16, 14 y 20 lentejas respectivamente.
a) Calcula, razonadamente, el area de toda la planta circular.

b) Calcula el area aproximada del Lirio grande de Santa Catalina, basandote en el experimento
de las 100 lentejas lanzadas en la flor pequefa. Razona tus respuestas.

20. El primate gigante.

iOh, no! El gran Keng Kang esta arrasando la Ciudad de Matelandia y los equipos de contencion
estan estudiando al gran gorila para poder evitar la destruccion del distrito financiero.

En estos instantes se encuentra entre la Torre Hipatia, de una altura de 150 metros y la Noether
Tower, de 30 metros.

¢Podrias decirnos razonadamente cual es la altura de Keng Kang?

.




Soluciones a los problemas

1. Parcelas inundadas.
El huerto urbano de Matelandia, es un cuadrado de
dimensiones 70 m x 70 m, se ha inundado y hay que volver a
sefalar los limites de las parcelas que lo forman.

Sabemos cuantos metros cuadrados media cada una, y que las
parcelas son rectangulares o cuadradas.

Usa la siguiente cuadricula para dibujar, de forma razonada, las
quince parcelas. Cada parcela incluird un solo niumero, que
representara el area de la misma.

RESOLUCION

Lo primero que tenemos en cuenta es que la cuadricula mide 70 m x 70 m y hay 7 recuadros por
cada lado, por lo que los lados de un cuadrado de la cuadricula mediran 10 m.

Por tanto cada cuadrado medira 100 m* de area. Asi que de forma sencilla podremos contar
cuadrados para calcular las areas. Ahora nos fijamos en las parcelas, es importante recordar que
las parcelas son rectangulares o cuadradas, no pueden hacer una forma de “L".

Por ejemplo, para la parcela de 300 m de la izquierda podemos tener varias opciones:

300 300 500 200

Pero claro, ponernos a probar todas las posibilidades seria muy lento. Tenemos que fijarnos en
las parcelas y ver cual es la que solo se puede colocar de una manera. Hay al menos dos.

Parcela 1 (P1): Como las parcelas con
rectangulares o cuadradas, la parcela
de 600 m* que esta en la esquina
inferior izquierda, solo puede ser

rectangular de 10 m x 6o m.

A partir de aqui el orden puede variar,
pero siempre hay que asegurarse de
que solo hay una solucion para la
parcela que vamos a dibujar.

400 300 400 300

800 200 400 600 200 400




P2: Ahora podemos también dibujar la de 200 m? que esta arriba.
Ya empiezan a encajar las piezas...

P3: La de 300 m* que esta arriba, solo tiene P4: Podemos también dibujar la otra parcela

una opcion posible. de 600 m>.
2 200 00 sz 060
= T (I w 200 200 600 200
00 200 200
200 200
.
. - P1
300 400
ano . -
800 200 400
800 200 400
P5:lade 200 m? que esta asu P6: la que estd debajo de P7: la otra parcela de 400 m?
derecha en la esquina 400 M. que queda en la esquina
superior. inferior derecha.
o o ; Hm 205 : pA\zuo 5
300 300 600 | 200 300 300 600 | 200 100 100 800 200
200 200 200 200 200 =
Pq P4 P4
. o = P1 P
300 400 200 400 — .
400 300 00 oo
400 300
600 00 400 600 00 400
600 200 P 400

Pg: En el area que nos queda
por cubrir, la parcela de 300
m*> que queda abajo tiene
que ser horizontal.

P8: la otra parcela de 200 m*
que esta abajo del todo.

P1o: La de 400 m* que esta a
su izquierda.

P2 [= b2 I .
200 300 00 300 B o’
P Ps P5
300 300 60 | 200 300 oo | a0 | a0 0 o | en | a0
00 200 00 200 0 m
. P
Pl PiD P
" ] ps
= B 0 400
300 400
o 400
o 200 aaff
00 06"
400 300
600 w0 F P a0
00 w0 P8 P 400
gon | w0 P8 P7 an0
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P11: la de 300 m* que queda encima de la

P12: la siguiente de 300 m* que esta a su

anterior. derecha.
P2 P3 P2 P3
200 300 200 300
PS5 P5
300 P11 300 o0 | 200 300 P11 300 600 200
200 200 200 200 P12
P4 P4
P1 P10 Pg P1 P10 P&
300 400 300 400
]
400 206 400 206°
800 200 FB P7 400 500 200 P8 P 400
. 2 . 2 . 2
P13: la que queda de 300 m>. P14: unade las de 200 m2. P15:y la otra de 200 m?.
P2 P3 P2 P3 P2 P
200 300 200 00 200 00
P5 PS PS5
300 P11 200 800 200 300 P11 300 00 200 300 P11 300 800 200
200 200 P12 200 200 P12 200 200 P12
P4 P14 P4 P4 P15 P4
P1 P10 = F1 P10 P8 P1 P10 P&
30612 400 20612 400 30613 400
9
400 06" 400 306" 400 b
600 w0 P8 I 400 500 0 PE P7 400 500 0 P8 P a00




Ya tenemos todas las parcelas definidas, y
pueden volver a cultivar cada uno su terreno.

p2
200

P3
300

P1

800

300

P11

P10

400

200
P14

200
P15

300

P12

600

P4

30613

200

PS5

200

P8

400

200

P&

P7

400

OTRA FORMA DE RESOLVER

También se podria haber resuelto empezando por la que
hemos llamado P8 de 200 m? y a continuacion podriamos
continuar sefalando la de 400 m? que se encuentra a su
derecha (P7) y sequir sefalando parcelas, pero siempre
asegurandose que solo hay una solucion para la parcela

que vamos a dibujar.

Andlisis del problema

600
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300

200 200

300

300

200

P8

300

600

200

400

En este problema trabajamos de forma basica las areas, pero mas alla de trabajar con este

concepto, estamos usando la ldgica.

Establecer un caso mas sencillo, es una de las herramientas empleadas en la resoluciéon de
problemas y es a la que hemos recurrido en esta ocasion. El problema no presenta gran
dificultad si se ejecuta de forma ordenada, aptitud también relacionada con la matematica.

Este problema se podria ubicar en el curriculo de 2° curso de la ESO, pero también se puede
abordar en 1°. La herramienta Geogebra podria ser Util si se desean emplear las tecnologias, o
un geoplano silo que queremos es material manipulativo.




2. En la curiosa fruteria.

En la fruteria del barrio de las Matematicas nunca te
dicen lo que cuesta una pieza de fruta, pero si les
dices el dinero que llevas y lo que quieres, te dicen si
puedes llevarte lo que deseas. Maria se quiere llevar
una manzana, un platano y una naranjay haido con
dos euros a la fruteria.

El frutero le dice: “Tienes bastante para las tres
piezas e incluso tendrias justo para un platano mas”.

Pero ella quiere saber el precio exacto y entonces le dice el frutero:

“Si decides llevarte solo un tipo de fruta, no puedes llegar a comprar cuatro platanos, pero si un
maximo de cuatro manzanas. Ademas, si compras cinco naranjas ya no puedes comprar
ninguna mas”

Maria hace sus cuentas y ve que hay varias posibilidades, entonces le vuelve a preguntar al
frutero, y éste le dice: “Siete naranjas cuestan lo mismo que cinco manzanas”.

Encuentra razonadamente el precio maximo y minimo de cada una de las piezas de fruta que
ha pedido Maria y asi poder averiguar el precio de cada una de ellas.

RESOLUCION

El problema nos dice que Maria se quiere llevar una manzana, un platano y una naranjay haido
con dos euros a la fruteria.

m = precio de una manzana (céntimos)

p = precio de un platano (céntimos) Qj

n = precio de una naranja (céntimos)

Empecemos viendo poco a poco la informacion que se nos proporciona. El frutero le dice:
"Tienes bastante para las tres piezas e incluso tendrias justo para un pldtano mds”. De lo que Maria
deduce:

2p + 1m + 1n = 200 céntimos
Es claro que de esta ecuacion no podemos deducir nada concreto.

Veamos cual puede ser el precio de los platanos.
Pero ella quiere saber el precio exacto y entonces le dice el frutero:

"Si decides llevarte solo un tipo de fruta, no puedes llegar a
comprar cuatro platanos”
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Esdecir: 4p > 200y 3p < 200. Por lo que el precio del platano cumple: p > 50y p < 66.
Esto es, el precio del platano estara entre 51 céntimos de euro y 66 céntimos

"pero si, un maximo de 4 manzanas.”

Por lo tanto: 4m < 200 y 5m > 200. Por lo que el precio de la manzana cumple: m < 50y
m > 40. El precio de cada manzana esta entre 41 céntimos y 50 céntimos de euro.

"Ademds si compras cinco naranjas ya no puedes comprar ninguna mas"”.

Asi: 51 <200 y 6n > 200, por lo que el precio de la naranja cumple n<40 y n >
33.Tenemos que el precio de la naranja estd entre 34 céntimos y 40 céntimos de euro.

Resumiendo las conclusiones que tenemos hasta ahora:

e El precio del platano esta entre 51 céntimos y 66 céntimos
e El precio de la manzana estd entre 41 céntimos y 50 céntimos
e El precio de la naranja esta entre 34 céntimos y 40 céntimos

Como Maria ha visto varias posibilidades, para averiguar el precio exacto vuelve a preguntar al
frutero, y éste le dice:

"Siete naranjas cuesta lo mismo que 5 manzanas”.

Asipues, 7n = 5m, esto es, el precio de las naranjas tiene que ser multiplo de 5, y como sabe
que estd entre 34 y 40 céntimos, solo podria ser 35 0 40 céntimos.

<> Sisupone que n = 35 céntimos:
7-35=5m=>=
245 = 5m
m = 49 céntimos, que seria el precio de una manzana
<> Sisupone que n =40 céntimos:
7-40 = S5m=>
280 = 5m
m = 56 céntimos, que seria el precio de una manzana

Esta Ultima opcion no es posible ya que el precio de la manzana no puede superar los 5o
céntimos como hemos deducido antes. Por tanto, el precio de la naranja sera de 35 céntimos y
el de la manzana 49 céntimos la unidad.Maria ya conoce el precio de las manzanasy las naranjas
y con ello ya puede calcular el precio de los platanos:

2p + 1m + 1n = 200 = 2p + 49 + 35 = 200 =
2p = 200-49-35=2p = 116 =
p = 58




Con lo cual los precios de cada pieza de fruta son:

0,58 € 0,35 € 0,49 €
Andlisis del problema,

Este problema podemos enmarcarlo en un nivel de dificultad dificil. En primer lugar, el manejo
de desigualdades puede hacer que el alumnado se encuentre un poco perdido, ya que en el
segundo curso de secundaria el manejo de inecuaciones todavia no se ha tratado. Sin embargo,
en cursos posteriores puede ser un buen ejercicio de clase. Sin embargo, las desigualdades a
resolver no son descabelladas para un alumno de este nivel, ya que la propiedad que mas
diferencia la resolucion de ecuaciones e inecuaciones no es utilizada en este problema:

x<y

/1<0}=>/1x>/1y

Aparecen asimismo conceptos de divisibilidad que ayudan a que el analisis de posibilidades de
los valores de p, n y m se reduzca, aunque es perfectamente valido hacer un analisis
combinatorio de todas las posibilidades (que en este caso serian 16 x 10 x 7 = 1120), aunque
Vemos que nos conviene pensar un poco mas que hacer tal cantidad de operaciones.




3. Puzle.
Para la nueva campana de primavera se esta disefando un juego que las sociedades
iberoamericanas van a poner a la venta. Se trata de un puzle muy curioso con sélo seis piezas
que podremos girar para completar el panel.

No todas las piezas tienen el mismo area, y te pedimos que encuentres razonadamente la pieza
de mayor area, al igual que nos digas, siempre de forma razonada, la pieza de menor area.

Ademas, te pedimos que completes el puzle teniendo en cuenta que las piezas se pueden girar.

o1 & T3
CDED &S

RESOLUCION

Comencemos cuadriculando las piezas, y asi podremos ver de forma mas clara, las dimensiones
de las mismas:

Teniendo en cuenta que la base de las piezas
es un cuadrado, esta pieza A tiene 4
unidades cuadradas

Con la pieza B ocurre lo mismo que con la A,
tiene 4 unidades cuadradas de area.

En este caso, la pieza C, tiene menos de
cuatro unidades, le faltaria medio circulo
para esas 4 unidades de area.

En el caso de la pieza D, ocurre al contrario
de la pieza C, tendriamos mas de 4 unidades
cuadradas de area, concretamente, 4 mas
medio circulo.

La pieza E, tiene ademas de las cuatro
unidades de area, un circulo mas, es decir,
dos medios circulos por encima del
cuadrado.
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Y finalmente la pieza F es menos de 4
unidades, siendo mas preciso, tiene un
circulo menos.

En consecuencia, tenemos que:
- Las piezas Ay B tienen 4 u de drea. Pieza de menor drea
- La pieza C tiene 4 u de drea menos medio circulo.
- La pieza D tienen 4 u de drea mas medio circulo.
- La pieza E tiene 4 u de area mas un circulo. Pieza de mayor drea
- La pieza F tiene 4 u de drea menos un circulo.

Por lo que el orden en area de las piezas seria: F<KC<A=B<D<E

Vamos ahora a componer el puzle, y para ello,
de nuevo vamos a utilizar la estrategia de
cuadricular la plantilla. Comencemos a
colocar las piezas por la parte superior
derecha de la plantilla, para ello podriamos
encajar las piezas A o F. Si la pieza A la
colocamos en esa esquina superior derecha,
la F iria a la parte inferior izquierda. Caso
contrario, la F iria a la parte superior y la A en
la inferior, mas adelante veremos que esta
decision no influird en la solucidn.
Coloquemos pues la pieza A que giramos 90
grados en sentido horario, y la F en la parte inferior, girada igualmente en sentido horario.
Probemos, a ver si podemos completar el puzle.

Ya nos quedan cuatro piezas, si volvemos a
intentar las esquinas de la plantilla,
volveremos a tener dudas con las piezas Cy
D, ya que ambas encajarian en la plantilla.
Si nos vamos a las piezas centrales, la pieza
central inferior es la pieza E, que se gira 180
grados.
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Ahora nos quedan tres piezas, de las
cuales la pieza inferior derecha serd la
pieza C, que se gira 90 grados en sentido
anti horario.

Y las dos ultimas piezas, que nos llevan a
completar el puzle. La pieza D, que se
colocara sin girar, y la pieza B, que al ser
simétrica, se podrd girar 90 grados, en
cualquiera de los sentidos.

Al ser la pieza B simétrica, el puzle, aunque
Unico, admite dos soluciones para la
posicion de la letra B, la anterior y la que
se muestra al margen.

Al comienzo del puzle tomamos la decisidn de colocar la pieza A en la parte superior derecha. Si
la decision hubiese sido la contraria, la solucién del puzle seria la misma, ya que el tablero inicial
es simétrico respecto del punto central del mismo, por lo que un giro de 180 grados del tablero,
nos llevaria a la otra solucion.

La primera parte de este problema de dificultad baja, aparece muy a menudo en problemas de
olimpiadas donde se pide calcular el drea de figuras, que normalmente son mas sencillas de
encontrar descomponiendo y/o juntando sus partes, que calculando el area directamente. En
este caso se ha partido de un cuadrado y se ha visto que se ha afiadido o que se ha quitado.
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La segunda parte del problema podemos destacar dos ideas. La primera es que se puede resolver
de manera mas sencilla recortando las piezas, ya que en este caso los alumnos no tienen que
imaginar la forma de las figuras al girar. Y, por otro lado, es interesante estudiar todas las posibles
soluciones del problema. Por tanto, se podria plantear este problema en tres niveles:

Nivel 1: Indicando que los alumnos recorten las piezas y formen el puzle.
Nivel 2: Sin recortar las piezas dar una solucién.
Nivel 3: Dar todas las posibles soluciones de formar el puzle.

También se podria plantear una actividad por parejas en que cada uno disefne el puzle y sus
piezas y se intercambien los puzles para intentar resolverlos.
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4. iUna pecha de gente!

La escala de Jacobs para medir el nimero de
manifestantes en una muchedumbre dice: una
"multitud fluida" cuenta con una persona por cada 10
pies cuadrados y una "multitud densa" tiene una
persona por cada 4,5 pies cuadrados y una “multitud
muy densa” tendria una persona por cada 2,5 pies
cuadrados.

El 14 de enero de 2017 hubo manifestaciones por la Salud Publica en toda Andalucia: en
Granada se manifestaron 42.000 personas segun la delegacion de gobierno y 75.000 segun la
organizacion. El recorrido era de 850 metros con una anchura media de 20 metros. ;Qué tipo
de manifestacion era segun cada organizacidon? (1 metro equivale a unos 3,28 pies)

RESOLUCION

En primer lugar, hacemos el cambio de unidades de las dimensiones del recorrido. El recorrido
era de 850 metros con una anchura media de 20 metros:

3,28 pies .
850 m - ——— = 2788 pies
1m
20 3,28 pies 65 6 pi
m T - %> pies

Vamos a suponer que este recorrido se ajusta a un rectangulo, porque necesitamos calcular su
area:

A=B-h=2788-65,6 = 182892,8 pies?

En Granada se manifestaron 42.000 personas segun la delegacion de gobierno, por lo que la
densidad seria:

d _ personas 42000 personas
delegacion = "“ar0q T 1828928 ' pies?

Una "multitud fluida" cuenta con una persona por cada 10 pies cuadrados y una "multitud
densa" tiene una persona por cada 4,5 pies cuadrados y una “multitud muy densa” tendria una
persona por cada 2,5 pies cuadrados. Por lo tanto, las densidades correspondientes a estas
magnitudes serian:

Magnitud Densidad
Multitud fluida 1:10=0,1
Multitud densa 1:4,5 =0,222...

Multitud muy densa 1:2,5=04

Como la densidad que hemos calculado 0,23 se acerca mas a la calificacion de la multitud densa,
la cual es la densidad de la manifestacion por la sanidad.
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Por otro lado, segun la organizacién hubo 75000 personas, por lo que su densidad seria:

personas 75000 _ personas
area 1828928 pies?

dorganizacion =

Y este valor, segun la Escala de Jacobs se acerca a una multitud muy densa.

OTRA FORMA DE RESOLVER.

Se calcula cuantos pies cuadrados corresponde a un metro cuadrado.
1m? = 3,28 - 3,28 = 10,7584 pies?

Ahora calculamos la superficie del puente en metros cuadrados y a continuacién las
transformamos en pies cuadrados.

A=B-h=2850-20= 17000 m?

10,7584 pies?
1 m2

Y por dltimo calculamos cudntos pies cuadrados corresponde a una persona.

17000 m? - = 182892,8 pies?

drea 182892,8 pies?
= = 4,3545 —
personas 42000 persona

Este valor de 4,3545 se aproxima en la escala de Jacobs a 4,5 por lo que es una multitud densa.

drea 182892,8 pies?
= = 2,4385 ——
personas 75000 persona

Y este valor de 2,4385 se aproxima en la escala de Jacobs a 2,5 por lo que es una multitud muy
densa.

Andlisis del problema

Tal y como podemos ver este problema lo podemos calificar como dificultad baja, en la que la
dificultad del mismo reside en primer lugar, el cambio de unidades del Sistema Imperial al
Sistema Internacional. Sin embargo, los alumnos de 2° de ESO dominan el dmbito de la
proporcionalidad, por lo que este item no deberia suponer mucho problema. La mayor
complicacion que encontraran los alumnos es la del uso y manejo de numeros grandes que
aparecen en el mismo, inconveniente que puede ser subsanado mediante un buen manejo de
la calculadora.

El problema puede ser adaptado para que tenga mas dificultad y pueda ser utilizado incluso en
el tema de Estadistica mediante caracteristicas adicionales. Por ejemplo, se les da diferentes
zonas de diferente tamano, en la que el alumno tenga que hallar una media de densidades para
determinar una densidad comun a la manifestacion. También se puede cambiar la forma de la
calle para darle un sentido mas geométrico a la situacion.

45




5. Adivina la edad.

En Acertijolandia no hay forma de que te contesten de forma
directa alo que les preguntas, y siempre responden con un acertijo.
El otro dia le pregunté al jardinero de mi bloque por la edad de sus
dos hijos y me dijo lo siguiente: “A finales del afio 2017, la edad de
cada uno de ellos coincidia con la suma de las cifras de su afio de
nacimiento. Debes saber que mis hijos no son mellizos ni gemelos”.
Encuentra de forma razonada las edades de los hijos del jardinero.

—— RESOLUCION ————
Vamos a resolverlo distinguiendo casos:
Caso 1: Afio de nacimiento = 2000, por lo que el afio de nacimiento es de la forma 20ab
Caso 2: Afio de nacimiento < 2000, por lo que el afio de nacimiento es de la forma 19ab
Abordemos el caso 1. Dentro de este caso, vamos a diferenciar también dos subcasos:

Subcaso 1.1 Afio de nacimiento > 2010. Asi, el afio de nacimiento es de la forma 201b
siendob € {0,1,2,3,...,9}. Laedad del hijosera 7 - b, que es la diferencia que hay entre
2017 y 201b . Como la condicién a imponer segtn el enunciado es “edad de cada uno
de ellos coincidia con la suma de las cifras de su afio de nacimiento”, esto nos lleva a la
igualdad7—b =2+ 1+ b:

4
7—b=2+1+b=>7—2—1=b+b=>4=2b=>§=b=>b=2

Por lo tanto, el afo de nacimiento de uno de los hijos seria el 2012, y por lo tanto, su
edad sera de 5 afos.

Subcaso 1.2 Ano de nacimiento < 2010. Por lo tanto, afo de nacimiento es de la forma
200b siendo b € {0,1,2,3, ...,9}. En tal caso la edad del hijo seria 17 — b. Imponemos la
condicion “edad igual a la suma de las cifras del afio de nacimiento”, y obtenemos la
siguienteigualdad 17-b = 2 + b:

17-b=2+b=>17—-2=b+b = 15= 2D,

contradiccion, ya que b es un numero natural y por tanto 2b ha de ser un numero par,
ya que 15 no es par.

Abordemos el caso 2.- Afno de nacimiento < 2000. Asi, el afo de nacimiento es de la forma
19ab. La edad del hijosera 2017 - 19ab = 2017 — 1900 - (10a +b) = 117 — 10a- b

Por otro lado, tenemos la condicion de que “la edad es igual a la suma de las cifras del afio de
nacimiento”, por lo que podemos establecer la siguiente igualdad

117 — 10a-b =14+9+a+b=> 117-1-9 = a+b +10a + b=
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107 = 11a +2b (1)
Dondea,b € C ={0,1,2,3.....9}.

Como 2b es par, 11 a + 2b serd impar como el 107, por lo que 11a es impar (ya que par+ par =
par). Ademas, como 11 a es impar, a ha de ser necesariamente impar. Hagamos un analisis de
casos sobre el valor de a, y usando (1) hallaremos los valores de b:

¢ a=1=107=11+2b = 2b =96 = b = 48, imposible,yaque b & C.
¢ a=3=107=33+2b=>2b=74= b =37, imposible,yaqueb & C.
¢ a=5=107=55+2b = 2b=52= b = 26,imposible,yaqueb & C.
¢ a=7=>107=77+2b = 2b=30= b =15, imposible,yaqueb & C.
¢ a=9=>107=994+2b=>2b=8=b=4.

Por lo tanto, la Unica posibilidad es que a = 9, en cuyo caso el afio de nacimiento serd el 1994,
y la edad del hijo, 23 afios. En conclusion, las edades de los dos hijos del jardinero son 23 afios y
5 anos.

OTRA FORMA DE RESOLVER.

Podemos pensar que los hijos del jardinero nacieron en este siglo o en el anterior. Si hubiesen
nacido en el siglo pasado su afio de nacimiento serfa 19xy donde x e y son las cifras de las
decenas y las unidades del afo respectivamente. Para poder trabajar de forma adecuada con
esa cifra la expresariamos en su descomposicion polindmica:

19xy = 1000 + 900 + 10x + y = 1900 + 10x + y
En el afio 2017 su edad seria:
2017 - (1900 + 10x + y) = 117- 10x- y

Como esta edad coincide con la suma de las cifras del afio de nacimiento nos quedaria la
ecuacion:

117-10x-y =14+9 4+ x+ y
De donde:
11x + 2y = 107

Esta ecuacion exige que x e y sean nUmeros naturales entre oy 9, por lo que la Unica solucion
valida seria:

x=9 y=4

Uno de los hijos habria nacido en 1994, con lo que la edad al acabar 2017 seria de 2017 — 1994=
23 anos.

El otro debe haber nacido en este siglo por lo que el afio de nacimiento seria:

20xy = 2000 + 10x + y
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En este caso la ecuacion quedaria:
2017- (2000 + 10x + y) =2 +x + y=
17-10x—-y=2+x+y>
11x 4+ 2y =15

Aqui la Unica solucion factible seria, x = 1 e y = 2. Porlo que el afio de nacimiento seria el
2012 y la edad seria 5 afios.

Asi pues, las edades de los hijos del jardinero serian 23 afios el que nacié en 1994 y 5 afos el que
nacio en 2012

Andlisis del problema

En la solucion hemos recurrido a:

Uso del significado de “descomposicién polindmica de un niumero”.
Resolucién de ecuacion de primer grado. (Cuando ha habido dos incognitas, hemos
resuelto por tanteo ya que las incégnitas eran nimeros naturales del 0 al 9)

Por tanto, consideramos que es un problema que puede ser resuelto perfectamente de 2°ESO
en adelante, incluso en 1° ESO si ya se han visto dichos contenidos.

En la sequnda solucidn del problema aparecen ejemplos de ecuaciones diofdnticas, y puede ser
incluidas en sesiones de enriquecimiento curricular para alumnos con talento matematico.
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6. Mensajes secretos.
Alan Turing y Adi Shamir han decidido cifrar los mensajes que se envian para que sus enemigos
no los entiendan. Para ello han ideado el siguiente método: Tomemos como ejemplo el
mensaje: "NOS VEMOS LUEGO". Primero eligen una permutacion, que serd la clave, por

ejemplo
G142

Significa que el que esta en la posicion 1 pasa al 3, elque estdenla2pasaala lazalasylas
a la 2. A continuacion, descomponen el mensaje en bloques de longitud la de la permutacion
(en este caso bloques de longitud 4). En los espacios se ponen asteriscos y también se completa
con asteriscos los espacios en blanco que se afiaden. Asi el mensaje "NOS VEMOS LUEGO”
queda:

NOS* VEMO S*LU EGO*

Una vez hecho esto aplicamos la permutacion a cada bloque, quedando:
O*NS EOVM *USL G*EO

Con lo que el mensaje queda cifrado de la forma "O*NSEOVM*USLG*EQO".

Contesta de forma razonada a los siguientes apartados:

a) Alan Turing quiere mandarle a Adi Shamir el mensaje “DONDE NOS VEMOS” con la clave.

1 2 3 4 . L
; ?
(4 3 1 2) é¢Cémo se lo enviara cifrados
. . . . 1 2 3 4 .. ,
b) Larespuesta de Adi Shamir la ha enviado cifrada con la clave (2 4 3 1). Dice asi:

“LE*NUAP*AETR**EDCT*U*AAS”. Traducela.

c) El mensaje “LO PASAREMOS BIEN” se ha traducido por “P*LAOERSMAB*QIS**E*N”.
Sabemos que estan utilizando una clave de longitud 5. Identifica la clave que han
utilizado.

RESOLUCION

Solucion apartado a)

Como se ha explicado en el enunciado, se tiene que descomponer el mensaje en bloques de
longitud 4 ocupando los espacios con asteriscos. Dimensidn correspondiente al numero de
columna de la clave.

"DONDE NOS VEMOS” - “DOND E*NO S*VE MOS*”

1 2 3 4
4 3 12

la posicidon 1 pasa al 4, el que estaenla2pasaala3, lazalaiylasala2)nosresulta:

HEDE HRNE 3

Utilizando la clave, al realizar la permutacion con ( ) (Significa que el que esta en

Y al juntar las letras queda de la forma: "NDODNO*EVE*SS*OM".
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Solucidon apartado b)

En primer lugar se tiene que descomponer el mensaje en bloques de longitud 4, tamafo de la
matriz de clave y aplico la permutacion de modo inverso con la clave:

(1 2 3 4)

2 4 31

Significa que el que esta en la posicion 1 pasa al 4, el que estdenla 2 pasaala 1, la3sigueenla
3ylagvaala2)

HEEL HREE GRS RECE SuEE ER

HUEE BNGE BVl BECH HUSE EUEE

Con lo que la traduccion seria: "EN LA PUERTA DE TU CASA”

Solucidn apartado ¢)

Como para el mensaje "LO PASAREMOS BIEN”, |a clave usada es de longitud 5 descompondré
las palabras en bloques de 5.

OUEYEH HEHEE BECE BhECE

HEQ | HEd 2 i [ JE

Analizando por ejemplo el primer bloque observamos que la L que esta en la primera posicion
ha ido a la tercera, la sequnda posicion (letra O) a la quinta, la tercera a la segunda, la cuarta a
la primeray la quinta a la cuarta, con lo que la permutacidn queda de la forma:

(55214

Se puede comprobar que funciona con el resto de bloques.

Andlisis del problema

Como podemos ver, el nivel de dificultad de este problema es medio y corresponde con el de la
mayoria del resto de los problemas que se plantean en este libro.

Ala hora de resolverlo es necesario usar los conocimientos que el alumnado posee y sobre todo
su razonamiento légico. El alumnado tiene que saber establecer el patrén a seguir en cada caso.
Cada apartado tiene un patrén igual; pero, a la vez, una estrategia de resolucion diferente para
alcanzar la solucion.




7. Simetria horaria.

Eulercin Vaguin se encuentra resolviendo unos aburridos ejercicios de
ecuaciones. En un instante en el que ha levantado la vista del papel, a las 3
y 10 de la tarde, ha mirado el espejo que tiene al lado de un reloj digital y se
ha dado cuenta que la hora que podia observarse en el espejo era una hora
que podia leerse correctamente (las 01:21).

a)  ¢Cuantas horas reflejadas en el espejo dan una hora que puede

1 10 23 21 I leerse correctamente?
O O . j |

OO0 b) ¢Cuantas horas reflejadas permanecen invariantes, , es decir, se
D0 0O B 8 leen igual en el relojy en el espejo?

Nota: Todas las horas del reloj tienen el siguiente formatoﬂS que no coincide con un reloj
digital real.

RESOLUCION

Veamos en primer lugar qué cifras pueden intervenir en las horas a encontrar. Estas cifras
reflejadas han de dar otra cifra. Veamos cuales pueden ser:

R T 1 R £ Y g I 88 9P

VALIDO  VALIDO VALIDO NO VALIDO NO VALIDO VALIDO NO VALIDO NO VALIDO VALIDO NO VALIDO

" lls ntu Dlg 3 0 o

P 52 6

Solucion apartado a)

Veamos qué condiciones han de cumplir los nUmeros correspondientes a las horas. Sea una
hora Hh: Mm. Entonces: 00 < Hh < 23 y 0 < Mm < 59. Hagamos un analisis combinatorio
correspondiente a la hora Hh: Mmy a la hora reflejada H'h’: M'm’:

h=0 M’'m’=00
h=1 M’'m’=10
H=0 h=2 M’'m’=50
h=5 M’'m’=20
h=8 M’'m’=80 h=0 M’m’=05
H=2< h=1 M'm’=15
h=0 M’'m’=01 h=2 M’m’=55
h=1 M'm’=11
H=1 h=2 M’m’=51
h=5 M'm’'=21
h=8 M’'m’=81

Notese que si H = 2, h no puede valer ni 5 ni 8, pues la maxima hora que aparece en el reloj son
las 23:59. Desechamos los casos en rojo, pues producen minutos mayores que 59.
Consideremos ahora los minutos. Consideremos ahora los minutos:
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m=0 H’h’=05
m=1 H'h'=15

m=0  Hh’=00
m=1  Hh'’=10
M=0 €~m=2  Hh’=50 M=2&—m=2  Hh'=55
m=5  Hh'=20 m=5  Hh'=25
m=8  Hh’=80 m=8  H'h’=85
m=0  H'h’=01
H'h'=11
m=2  H'h'=51 M=5
m=5  Hh'=21
m=8  H'h'=81

m=0 H’h’=02
m=1 H'h’=12
m=2 H’h’=52
m=5 H’h'=22
m=8 H’h’=82

%%/J\

m=0 H’h’=00
m=1 H'h’=18
M=8 m=2 H'h’=58
m=5 H'h’=28
m=8 H'h’=88

Como antes, hemos eliminado los nUmeros que no cumplen las condiciones. Asi, tenemos 11
horas disponibles y 11 minutos, lo que hacen un total de 11-11=121 horas que producen una
hora simetria que es una hora.

00:00 | 00:01 | 00:05 | 00:10 | 00:11 | 00:15 | 00:20 | 00:21 | 00:50 | 00:51 | 00:55
01:00 | 01:01 | 01:05 | 01:10 | 01:11 | 01:15 | 01:20 | 01:21 | 01:50 | 01:51 | 01:55
02:00 | 02:01 | 02:05 | 02:10 | 02:11 | 02:15 | 02:20 | 02:21 | 02:50 | 02:51 | 02:55
05:00 | 05:01 | 05:05 | 05:10 | 05:11 | 05:15 | 05:20 | 05:21 | 05:50 | 05:51 | 05:55
10:00 | 10:01 | 10:05 | 10:10 | 10:11 | 10:15 | 10:20 | 10:21 | 10:50 | 10:51 | 10:55
11:00 | 11:01 | 11:05 | 11:10 | 11:11 | 11:15 | 11:20 | 11:21 | 11:50 | 11:51 | 11:55
12:00 | 12:01 | 12:05 | 12:10 | 12:11 | 12:15 | 12:20 | 12:21 | 12:50 | 12:51 | 12:55
15:00 | 15:01 | 15:05 | 15:10 | 15:11 | 15:15 | 15:20 | 15:21 | 15:50 | 15:51 | 15:55
20:00 | 20:01 | 20:05 | 20:10 | 20:11 | 20:15 | 20:20 | 20:21 | 20:50 | 20:51 | 20:55
21:00 | 21:01 | 21:05 | 21:10 | 21:11 | 21:15 | 21:20 | 21:21 | 21:50 | 21:51 | 21:55
22:00 | 22:01 | 22:05 | 22:10 | 22:11 | 22:15 | 22:20 | 22:21 | 22:50 | 22:51 | 22:55

Solucion apartado b)

Para la segunda parte notemos que para que en el espejo se pueda leer la misma hora que en el
reloj, la hora debe ser simétrica respecto de la recta que separa las horas de los minutos. Asi,
para resolver esta parte del problema basta fijar el numero de la hora y aplicar la
transformacion:

Hora | Simétrico
00 00 00:00
01 10 01:10
02 50 02:50
05 20 05:20
10 01 10:01
11 11 11:11
12 51 12:51
15 21 15:21




20 05 20:05
21 15 21:15
22 55 22:55

Andlisis del problena

Podriamos analizar la dificultad de este problema segun el método resolutivo que hemos
seqguido. En primer lugar, analizar qué cifras digitales vuelven a ser cifras tras aplicarles la
simetria es un problema de nivel bajo. El siguiente paso es realizar el analisis combinatorio del
problema, que puede entrafar algunos problemas a los alumnos, ya que en 2° de ESO la
combinatoria no forma parte del curriculo. Ademas, el estudio de las transformaciones de
numeros (del 2 al 5 y viceversa) provocan que el estudio de condiciones horarias sea un poco
mas dificil.

Por Ultimo, el uso de la propiedad de las simetrias axiales nos permite resolver el Ultimo
apartado de una forma rapida y sencilla.




8. Insignias poligonales. scm

En Todolandia, con motivo del congreso anual de disefiadores, V2 em
se estan fabricando unas insignias ideadas por Maria
Disefalotodo, famosa por todas sus innovadoras realizaciones
en joyeria. 5cm

Como se puede apreciar en laimagen, lainsignia tiene forma de
octdégono irregular con las siguientes dimensiones: todos sus
lados mayores tienen una longitud de 5 cm y todos los V2 em

pequefios de V2 cm.

Para su realizacion, Maria Disefialotodo dispone en su taller de joyeria de una docena de
laminas cuadradas de plata de 12,25 dm? cada una. Podrias ayudarla, hallando la superficie que
tiene una de estas insignias y asi poder calcular cuantas se obtendrian con todas las laminas que
posee. Razona tus respuestas.

RESOLUCION

Para calcular la superficie de una insignia tendremos que
calcular en primer lugar la superficie de un cuadrado al que a *%5 em
continuacion le sustraeremos las 4 esquinas, como se observa
en lafigura.

Area Insignia = Area cuadrado - 4 - Area esquina

Como observamos para ello necesitamos saber la longitud de
los segmentos que forman las esquinas del cuadrado y ésta se
calcula empleando el Teorema de Pitagoras:

2 2
x2+x2=(\/§) =22x2=2=x= E=1

Por lo tanto el lado del cuadrado medira 5 + 1 + 1 =7 cm. Calculemos las dreas de cada poligono:

e Areadel cuadrado: A = 1?2 = 7% = 49 cm?
o Area de una esquina: A = l;—h = % = 0,5 cm?

e Area de lainsignia:
A =Ac—4A; =49 —4-05=49 — 2 =47 cm?

Calculemos ahora cuantas insignias podra fabricar Maria Disefialotodo. En primer lugar
pondremos la superficie de las laminas en las mismas unidades que las insignias:
0 cm?

10
12,25 dm? = 12,25 dm? - ———— = 1225 cm?
1 dm?
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A continuacion, hallamos cuantas se pueden fabricar con 1 1amina, para ello hay que tener en
cuenta que al fabricar cada insignia hay algunos trozos de lamina (las cuatro esquinas que se
recortan del cuadrado) que no se pueden aprovechar.

2 sz

cm
1225 ———:49 ———;
lamina insignia

= 25 insignias/lamina

Por Ultimo, averiguamos el total de insignias con las 12 [dminas:
insignias .. o
——— - 12 laminas = 300 insignias
lamina
Resumiendo, la superficie de cada una de las insignias es de 47 cm?y con las 12 ldminas se
podran fabricar un total de 300 insignias.

OTRA FORMA DE RESOLVER LA PRIMERA CUESTION DEL PROBLEMA:

Para calcular la superficie de una insignia como hemos dicho x
anteriormente hay que calcular en primer lugar la superficie de un  *|{5 om
cuadrado y a continuacion le quitamos las 4 esquinas, como se
observa en la figura.

Area Insignia = Area cuadrado - 4 - Area esquina

Pero podemos observar que uniendo los cuatros tridngulos que

forman las esquinas se puede formar un cuadrado de lado V2 cm, y
el area de este cuadrado sera:

V2 em

2

A4-esquinas =1?= (\/5)2 2cm

Tenemos que el area del cuadrado grande: A = 1% = 72 = 49 cm?, y por lo tanto, el drea de la
insignia sera: 4; = 49 cm? — 2cm? = 47 cm?

Andlisis del problema

Este problema lo podemos clasificar en un nivel de dificultad "medio”, ya que a la hora de
resolverlo es necesario poner en comun tanto conocimientos de geometria (areas de poligonos,
teorema de Pitagoras) como de aritmética (operaciones y trabajo con radicales), ademas del
manejo del cambio de unidades.

Podemos incluso apreciar en la sequnda forma de resolucidon una estrategia en este tipo de
problemas geométricos, trabajando con la representacion grafica y componiendo figuras, que
facilitan el calculo, uniendo, quitando o desplazando trozos de la imagen original.




9. Fichas numéricas.

En el siguiente tablero hay colocadas fichas, cada una con un nUmero natural diferente de una
sola cifra (puede ser cero). A los margenes de |a tabla hay pistas con la siguiente informacion:

12) A la izquierda aparece el nimero de fichas que hay en cada fila (horizontal) y en la
parte superior las que hay en cada columna (vertical).

28) A la derecha aparece el total de la suma de los nimeros de cada fila y abajo estd la
suma de cada columna.

Coloca en el tablero de forma razonada las fichas con el nimero de cada unay completa
razonadamente las pistas faltantes.

Hay 2 Hay 1 Hay 4 Hay O Hay 3
Hay 1 ficha Suman 6
Hay 3 fichas Suman 9
Hay 2 fichas Suman 11
Hay 4 fichas Suman ¢?
Hay ¢? fichas Suman ¢?
Suman 1l | Suman5 | Suman 30 | Suman ¢? | Suman é?
RESOLUCION

1° Completar la informacion de las pistas faltantes.

Completamos los huecos faltantes en las condiciones “suman...” sabiendo que hay 10 fichas
(formadas por los numeros o, 1, 2, ..., 8, 9), juntas suman 45y hay una columna y una fila sin
fichas.

Hay 2 Hay 1l Hay 4 Hay 0 Hay 3
Suma
Hay1
ay 6
Suman
Hay 3
ay 9
Suman
Hay 2
ay 11
Suman
Hay 4
ay 19
Suma
0
Hay 0
Suman | Suman | Suman Suma Suman
1 5 30 0 9




2° Deducimos donde han de ir colocadas las 10 fichas.

En este caso, nos basamos en la informacion de que hay o fichas en

correspondientes.

la fila y columna

Hay 2 Hay 1 Hay 4 Hay 0 Hay 3
Hay 1 NO suma
6
Hay 3 NO Suman
9
Suman
Hay 2 NO 1
Hay 4 NO Suman
Y 19
Hay0 | NO NO NO NO NO 5”;”"’
Suman | Suman | Suman Suma Suman
1 5 30 0 9

En este caso, dado que quedan 4 huecos libres que coinciden con los necesarios, justificamos
1 1
que lafilay columna correspondiente a “hay 4 fichas” estan ocupadas por fichas.

Hay 2 Hay 1 Hay &4 Hay 0 Hay 3
Hay 1 si NO S”é“"’
" Suman
Hay 3 Sl NO 9
Hay 2 si NO Suman
4 1
Hay & si si si NO i | Suman
19
Hay0 | NO NO NO NO NO S”(;“a
Suman | Suman | Suman Suma Suman
1 5 30 0 9

Ahora a partir de la informacion de que solo hay 1 ficha completamos fila y columna
correspondientes con “NO”.
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Hay 2 Hay1l Hay 4 Hay 0 Hay 3
Hayl | NO NO si NO NO S“;""‘
: Suman
Hay 3 NO si NO 5
Hay 2 NO si NO Suman
11
Hay 4 si si si NO si | Suman
19
Hay0 | NO NO NO NO NO S”g“
Suman | Suman | Suman | Suma | Suman
1 5 30 0 9



Analogamente con lainformacion de que sélo hay 3 fichasy la disponibilidad del mismo numero
de huecos libres, estos han de estar ocupados por fichas. Y, por Ultimo, en el tercer casillero de
la primera columna consecuentemente no puede haber ficha.

Hay 2 Hay1l Hay 4 Hay 0 Hay 3
Hayl | NO NO si NO NO 5”;“
Hay3 | si NO si NO si | Suman
Hay2 | NO NO si NO si 5“1":""
Hay 4 Si si si NO i | Suman

19

Hay 0 NO NO NO NO NO S”g"a

Suman | Suman | Suman Suma Suman

1 5 30 0 9

3° Deducimos el valor de las fichas.
Para ir deduciendo el valor de las fichas las llamamos: F1, F2, F3, F4, F5, F6, F7, F8, Fg, F1o0.

Hay 2 Hay1 Hay 4 Hay 0 Hay 3
Hay 1 F1 suma
6
Hay 3 F2 F3 Fé S“’;‘“"
Hay 2 F5 F6 | cuman
4 1
Hay 4 F7 F8 F9 F10 5":;""
Suma
Hay 0 0
Suman | Suman | Suman Suma Suman
1 5 30 v] 9

Las fichas F1y F8 son respectivamente 6 y 5 al ser Unicas y sumar la cantidad correspondiente
que marca la filay la columna.

Hay 2 Hay1l Hay 4 Hay 0 Hay 3
Hay 1 F1=6 suma
6
Suman
Hay 3 F2 F3 F& 9
Hay 2 F5 Fe | ouman
y 1
Hay 4 F7 F8=5 F9 F10 5“{:‘;"
Suma
Hay 0 0
Suman | Suman | Suman Suma Suman
1 5 30 0 9




Quedan los siguientes numeros por colocar: o, 1, 2, 3, 4,7, 8, 9.

Las fichas F2 y F7 han de ser o0 6 1; para sumar g las fichas F4, F6 y F1o han de ser 2,306 4. Y por
lo tanto las fichas F3, F5y FOhandeser7,8069.

Hay 2 Hay1 Hay 4 Hay 0 Hay 3
Hay1 6 Suma 6
Hay 3 F2=>0,1 F3->7,8,9 F&4=>2,3,4 | Suman9
Hay 2 F537,8,9 F632,3,4 5"1”;“
Hay 4 F7->0,1 5 F9-»7,8,9 F:gj Suln;an
Hay 0 Suma0
Sumanl | Suman5 5";;"’" Suma0 | Suman9

Como las fichas F7, F9 y F10 han de sumar 14 (19 — 5 = 14), la Unica forma posible seria
siendo F7 = 1; F9 =9y F10 = 4. Tras lo cual deducimos también F2 = 0.

Hay 2 Hay1l Hay 4 Hay 0 Hay 3
Hay1l 6 Suma 6
Hay 3 0 F3->7,8,9 F4>2,3,4 | Suman9
Hay 2 F5->7,8,9 F6>23,4 | Sumanll
Hay 4 1 5 9 4 Suman 19
Hay 0 Suma0
Sumanl | Suman5 | Suman30 | Suma0 Suman 9

Descartamos el g como posible valor de las fichas F3 y F5. Y descartamos también el 4 como
valor de las fichas F4 y F6, ya que las fichas deben ser diferentes, es decir, los valores no se
pueden repetir.

Hay 2 Hay1 Hay 4 Hay 0 Hay 3
Hay 1 6 Suma
6
Hay 3 0 F337,8 F4>2,3 5”’;‘“”
Hay 2 F5>7,8 F6->2,3 S"'l";a"
Hay 4 1 5 9 4 Suman
4 19
Suma
Hay 0 0
Suman | Suman | Suman Suma Suman
1 5 30 0 9




Ahora como F3 + F4 = 9, obtenemos necesariamente que F3 =7y F4 = 2; y como F5 +
F6 = 11 entonces F5 =8y F6 = 3.

4° Completamos la tabla.

Hay 2 Hay1l Hay 4 Hay 0 Hay 3
Suma
Hay1l 6 6
Suman
Hay 3 0 7 2 9
Suman
Hay 2 8 3 1
Suman
Hay 4 1 5 9 4 19
Suma
Hay 0 0
Suman | Suman | Suman Suma Suman
1 5 30 0 9

Andlisis del problema

Podemos ver que el nivel de dificultad de este problema es medio. Los alumnos tienen que usar
un razonamiento légico para ir desgranando las “pistas” que indica el problema.

El problema no presenta gran dificultad si se ejecuta de forma ordenada, numerando las celdas
que tienen una ficha. El paso mas dificil seria organizarse y numerarlas. A partir de ahi es
cuestion de ir viendo las distintas posibilidades hasta llegar a la Unica solucidon posible.

Puede que la dificultad que entraiie el problema sea el de explicar exhaustivamente los
razonamientos sequidos para deducir el nUmero de fichas de cada fila y columna y el valor de
las mismas, que es un proceso al cual han de acostumbrase el alumnado.




10. El dado raro.

Estos cinco dados puestos en fila son iguales.

o
a) Si ves el nimero de frente, leerds el: 06129 (seis mil ciento ()G(Pc.o
veintinueve). ¢Qué numero leerds si los miras por el lado " ] 0%
contrario? 2 9 z

Si ponemos en fila dos dados (como los de la imagen) podemos formar los nimeros 10y 11. El
10 tiene 4 divisores (1, 2, 5, 10): la mitad, son pares y la otra mitad son impares. El 11, como
buen nimero primo, solo tiene dos divisores, el 1y el 11y los dos impares.

b) De los nimeros que puedes leer al poner dos dados “raros” en fila, busca los que
cumplen la propiedad del 10 (la mitad de sus divisores son pares y la otra mitad son
impares).

c) éHay algin nimero primo que puedas leer en los dados que cumpla dicha propiedad?

Razona todas tus respuestas.

RESOLUCION

Lo primero que habria que plantearse es qué nimeros contiene el dado y en qué posicion estan
colocados. Para ello se utilizara el desarrollo del cubo.

Como el nimero 8 es el que mas aparece en la imagen. Lo colocamos en la posicién central.

Hay que diferenciar las dos formas de “mirar” el 8: horizontal o vertical. Las dos caras que estan
en contacto con el 8 de manera horizontal contienen el gy el 1. Por lo que ya se pueden colocar
en el dado.
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Nos fijamos ahora en las dos caras que estan en contacto con el 8 de manera vertical. Estas
contienen el 2y el 6. Por lo que ya se pueden colocar en el dado.

2
9 8|1

Ya solo nos queda por ubicar el o que lo colocamos en la cara restante.

2

8
6
0

Comenzamos a hora a resolver la primera cuestion que plantea el problema:

a) Si ves el nUmero de frente, leeras el: 06129 (seis mil ciento veintinueve). ;Qué nimero
leeras si los miras por el lado contrario?

Ya que hay que leerlo por el lado contrario hay que empezar por el
primer dado de la derecha:

e Como aparece un 9 al lado del 8 horizontal en la cara ()ad‘c_\
posterior debe estar el 1. 6 l = P -

e Como aparece un 2 al lado del 0 en la cara posterior debe 2 ()"'",.
estar el 6. v

e Como aparece un 1 al lado del 8 horizontal en la cara
posterior debe estar el 9.

62




e Como aparece un 6 al lado del 8 vertical en la cara posterior debe estar el 2.
e Como aparece un 0 al lado del 6 en la cara posterior debe estar el 8.

Colocandolos todos en este orden, el nUmero que resulta es el:

16928

Continuamos ahora con la segunda parte del problema: Si ponemos en fila dos dados (como los
de laimagen) podemos formar los nimeros 10 y 11. El 10 tiene 4 divisores (1, 2, 5, 10): la mitad,
son pares y la otra mitad son impares. El 11, como buen nimero primo, solo tiene dos divisores,
el 1yel 11y los dos impares.

b) De los nUmeros que puedes leer al poner dos dados “raros” enfila, busca los que cumplen
la propiedad del 10 (la mitad de sus divisores son pares y la otra mitad son impares).

Formamos una tabla con los nimeros de dos cifras que pueden formarse al poner dos “dados
raros” en fila:

00|01 02|06 08]09
f10(11 1216 18|19

20|21 22|26 28| 29

60 | 61 62|66 6869
80|81 82|86 88|89

90|91 92 9% 98 99

De la tabla empecemos a descartar nUmeros. Para que cumplan la propiedad del 10 podemos
eliminar todos los nUmeros impares ya que no tienen divisores pares.

00 02 06 08
10 12|16 ‘ 18
20 22 26|28
60 62 | 66 ‘ 68
80 82| 86 | 88
90 92 | 96 ‘ 98

Eliminamos ahora el oo por no cumplir la propiedad.

02 | 06 | 08
10 12 |16 | 18
20 22 | 26 | 28
60 62 | 66 | 68
80 82 | 86 | 88
90 92 |96 | 98

De los numeros que quedan vamos eliminando los que solo tengan divisores pares y el 1: el 08
y el 16.




02 | 06
10 12 18
20 22 |26 |28
60 62 | 66 | 68
80 82 | 86| 88
90 92 (96 | 98

Eliminamos el 20y el 80 ya que todos sus divisores son pares excepto el 1y s.

02 | 06
10 12 18
22 |26 |28
60 62 | 66 | 68
82 | 86|88
20 92 | 96 | 98

Con los nUmeros restantes vamos a ir escribiendo sus divisores y seleccionando aquellos que
cumplan “la propiedad del 10” (Igual nUmero de divisores pares e impares).

- 1,2 Sl
- 1,236 Sl
- 1, 2,5 10 Sl 02 F
- 1,2, 3,4 6,12 NO 10 12 18
- 1,2,3,6,9,18 NO 22 26 28
- 1, 2,11, 22 Sl 60 62 66 68
- 1, 2,13, 26 Sl 8> 86 88
- 1,2, 4,7, 14,28 NO 90 92 96 98
. 1, 2,3, 4 5, 6,10, 12, 15, NO

20, 30, 60
- 1, 2,31, 62 Sl
- 1, 2,3, 6,11, 22,33, 66 Sl
- 1, 2, 4, 17, 34, 68 NO
- 1,2, 41, 82 Sl
- 1, 2, 43, 86 Sl
- 1,2, 4, 8,11, 22, 44, 88 NO
. 1,2,3,5 6,9 10, 15, 18, Sl

30, 45, 90
- 1, 2, 4, 23, 46, 92 NO
. 1,23, 4 6,8 12,16, 24, NO

32, 48,96
- 1, 2,7, 14, 49, 98 Sl
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Los numeros que cumplen la “propiedad del 10" son:
02-06-10-22-26-62-66-82-86-90-98
c) ¢Hay algun nUmero primo que puedas leer en los dados que cumpla dicha propiedad?

Como se puede observar en la tabla, entre todos los nUmeros que cumplen “la propiedad del
10", el Unico nUmero primo es el 02.

Andlisis del problena

Como podemos ver, el nivel de dificultad de este problema es medio y corresponde con el de la
mayoria del resto de los problemas que se plantean en este libro.

A la hora de resolverlo es necesario usar los conocimientos que posee el alumnado sobre
divisibilidad: nimeros primos y compuestos, multiplos y divisores, asi como los criterios de
divisibilidad.

La mayor dificultad a la hora de resolver el problema es hallar todos los divisores de los nimeros,

ya que hay que ser muy ordenado para que no se nos pase ningln numero. Presentamos un
método para hallar todos los divisores:

Seam = p% - qb --r€ conp,q,...,rprimosya,b, ..., c enteros positivos. Todo divisor de m sera
de la forma n = pa’ . qb’ wr¢ donde 0<a' <a, 0<b'<h,., 0<c' <c. Por lo tanto,
dando valores ordenadamente a cada exponente podremos hallar todos los divisores. Por
ejemplo sim = 360 = 23 .32 .5, tenemos:
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11. Vuelta ciclista.
En la ¢ltima vuelta ciclista a Espaiia en su etapa Alcala la Real (845 m) - Alto Hoya de la Mora
(Monachil, Sierra Nevada) los participantes tuvieron que recorrer 130 km y debieron superar
varios puertos de montafia con diferentes pendientes. Utilizando la tabla siguiente dibuja el
perfil de |la etapa. Razona la respuesta.

Km 0 |15 ] 30 45 60 65 | 75 95 | 100 | 110 | 130
Pendiente | 0% | 0% | -2% | 0.75% | 0.75% | 2% | 6% | -4.5% | 2% | 8.4% | 5%

Altitud (metros)

Distancia (km)

RESOLUCION
PRIMERA INTERPRETACION.

Comenzamos aclarando el significado de “pendiente”:

Magnitud que indica el desnivel de una carreta con

respecto a la horizontal, indicando como un
porcentaje el desnivel en "m” que existe entre dos
puntos cuya distancia medida horizontalmente es de

100 m. 100 m

Por tanto, vamos a necesitar conocer la altitud que supera en funcion de la distancia horizontal
que se ha desplazado, para ello, probamos por ejemplo con 20 m: Si en 100 metros sube 15, en
20 metros, subird x. Usando la regla de tres simple directa:

ioom ——> 15m _20-15

20m e ———_ X 100
Por lo tanto, en 20 metros, subira 3 metros. Vamos a completar la tabla que nos indica la
distancia recorrida, la pendiente existente en cada punto y las distintas variaciones en la altitud.




Distancia (km) | Pendiente % | Variacion (m) | Altitud (m)
0 0% o 845
15 0% o 845
30 -2% -300 545
45 0,75% 112,5 657,5
60 0,75% 112,5 770
65 2% 100 870
75 6% 600 1470
95 -4,50% -900 570
100 2,00% 100 670
110 8,40% 840 1510
130 5,00% 1000 2510

Y con estos datos podemos dibujar el perfil de |a etapa:

Altitud (m)

2510

1470
1510

657,5 870
545 770
670
570
o o o Q o Q o =) o o = 2
o < (2] =] ~ =3) (=] (=1 — o o0
— - o - -

Distancia (km)

SEGUNDA INTERPRETACION.

Los datos principales de este problema se refieren a la funcion que asocia a cada kilémetro la
pendiente correspondiente en %. Esta funcion se presenta en forma de tabla, una de las cuatro
maneras en que pueden expresarse las funciones. Recordemos que las otras tres son mediante
un enunciado verbal o escrito, mediante una expresion algebraica y mediante una grafica. De
hecho, este problema nos pide que dibujemos la grafica de otra funcion, aquella que asocia la
distancia a la meta de la etapa ciclista en kildmetros, con su altitud en metros

Ademas de los datos de la tabla, tenemos la altitud del punto de partida de la etapa, es decir en
el kildmetro o. Por tanto, ya tenemos el primer punto de la grafica de la funcion que nos piden,
el punto (0,845)

Distancia (Km) |o

Altitud (m) 845

67




Con los datos que tenemos no podemos representar de forma exacta el perfil de la etapa, ya
que necesitariamos el porcentaje en cada kildmetro. Pero podemos hacer una aproximacion
suponiendo que la pendiente se mantiene constante alrededor de cada kildmetro. Asi
supondremos que entre el kildbmetro oy el kildmetro 7,5 la pendiente es del 0%. Es decir, vamos
a considerar que la pendiente cambia en los puntos medios de los kildmetros donde conocemos
el porcentaje de la pendiente. Esos puntos son

0+ 15 15+ 30 30+ 45 45 + 60
7= 7,5 km — = 22,5 km —5 = 37,5 km — = 52,5 km
Y asi tenemos los valores de nuestra variable independiente:
Distancia
(Km) o |75 22,5375 52,5 62,5 |70 |85 975 105 |120 130

Altitud (m) 845

Para calcular los valores de la variable dependiente correspondientes, recordemos que significa
un pendiente del 37% por ejemplo. Este porcentaje en forma de fraccidn es 37/100, que significa
que cada vez que avanza 100 metros sube 37. Por proporcionalidad cuando se avanza 1 Km se
sube 370 m. Si la pendiente fuera negativa, bajaria.

Completemos la tabla de la funcidn que nos piden: en los dos primeros trozos como la
pendiente es 0%, se mantiene la altitud que ya sabemos que inicialmente en Alcala la Real es
de 845 m.

Distancia

(Km) 0 7,5 |22,5 (375 |52,5 |62,5 |70 |85 |97,5 |105 120 |130

Altitud (m) 845 [845 |845

Para calcula la altitud en resto de kildmetros, aplicamos el método de reduccion a la unidad de
magnitudes proporcionales. Al suponer que la pendiente permanece constante en cada trozo,
hay una relacion de proporcionalidad directa entre la distancia y la altitud en que se encuentra.

Asi, del kildmetro 22,5 al 37,5 estamos suponiendo que la pendiente es -2%, por tanto, por cada
100 m baja 2. Por reduccion a la unidad, cada kildometro baja 20 m, y por tanto en el intervalo
37,5- 22,5 =15 km, baja 20 - 15 =300 m. En el kildmetro 37,5 estd a 845 - 300 = 545 m.

Distancia

(Km) 0 7,5 |22,5 |37,5 |52,5 |62,5 |70 |85 |97,5 |105 120 |130

Altitud (m) (845 845 845 |545




De la misma forma entre el kildmetro 37,5 al 52,5 estamos suponiendo que la pendiente es
0,75%, por tanto, por cada 100 m sube 0,75. Por reduccion a la unidad, cada kilometro sube

7,5m, y por tanto en 52,5-37,5=15km, sube 7,5-15=112,5m. En el kildbmetro 52,5 estd a
545 +112,5 = 657,5 m de altitud.

Realizamos el resto de calculos de forma similar con la calculadora CASIO y completamos la
tabla:

Distancia(Km) | o | 7,5|22,5/375/| 52,5 | 62,5 | 70 85 97,5 | 105 | 120 | 130

Altitud (m) 845|845 | 845 | 545 | 657,51 732,5 | 882,5 | 1782,5 | 1220 | 1370 | 2630 | 3130

Una vez que tenemos la tabla, hacemos su representacion. En el eje de abscisas situaremos la
distancia en Km con una escala en que cada segmento son 10 Km. Y en el eje Y, para la altitud
en metros utilizaremos la escala de un segmento son 500 m. Representamos los puntos y los
unimos, obteniendo un posible perfil de la etapa:

4000m FAltitud

3500m

3000m

2500m

2000m

1500m

1000m

500m

10Km  20Km  30Km  40Km

Andlisis del problema

Este problema de dificultad alta, requiere que el alumno conozca muy bien los conceptos de
pendiente y de funcion. Ademas, el alumno se enfrenta a la necesidad de completar los datos
para poder dar alguna solucién al problema. En la resolucién hemos visto dos planteamientos
de los datos que nos proporcionan. Otra opcion podria ser que el porcentaje se mantiene
constante durante 4 km alrededor del punto y el resto seria de pendiente nula:

50Km  60Km  70Km  80Km  80Km 100Km 110Km 120Km 130Km




Altitud

1600m

1400m

1200m

1000m

800m

600m

400m

200m

Di
0 20Km 40Km BOKm B0Km 100Km 120Km 140Km

O que en el resto tuviera la pendiente media entre el anterior y el posterior:

Altitud

3500m

3000m

2500m

2000m

1500m

1000m

500m

Distancia
0 10Km 20Km  30Km 40Km 50km 60Km 70Km 80Km 90Km 100Km 110Km 120Km 130Km

Este interesante problema, se podria trabajar para que toda la clase lo resolviera
conjuntamente de la siguiente manera, suponiendo que lo vamos a resolver segun se ha
planteado en la solucion:

ra

INCLUSION EN CLASE

Se divide la clase en 10 grupos, cada grupo se centra en dos kilometrajes
consecutivos de latabla: el 12y el 20, el 29y el 39, el 39 y el 4°... Para cada uno de ellos
se calcula el punto medio anteriory el posterior, asi como, los metros que sube o baje
entre esos kilometros.

Una vez que los tiene, van contrastando sus datos con el grupo anterior y con el
posterior, primero por ejemplo los grupos impares con el par consecutivo superior y
después con los grupos pares con el impar consecutivo superior.

Finalmente, en la pizarra y todos en su cuaderno, se va completando la tabla y
dibujando la grafica segun los datos que va aportando cada uno.

También, se podria plantear el problema buscando los datos reales de una etapa de
alguna vuelta ciclista en Internet y comprobar que el perfil de la etapa es el correcto.
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12. Trabajando con numeros.
Enla clase de 2° ESO, el profesor de Matematicas les dice a los alumnos:

e Que cada uno piense un numero natural y lo ponga en una

casilla A; 4

e luego, que coja ese numero, lo multiplique por 2 y al 2
resultado le sume 2, y lo ponga en una casilla B; 7 ) ka

e Que cojanotravez el numero de la casilla Ay lo multiplique
por 3y lo ponga en una casilla C. @ 9

e Ahora que sumen los nimeros de las casillas By C, a esa
suma la multipliquen por 5y al resultado le reste 3, y ese es el resultado final.

Contesta de forma razonada a las siguientes cuestiones:

a) Siunalumno escogid el 7 en la casilla A, écudl ha sido su resultado final?
b) Siun alumno obtuvo como resultado final, 57, équé nimero escogio en la casilla A?
¢) Unalumno dice que su resultado final fue 86, ¢puede ser posible?

RESOLUCION

Pensamos un numero natural y lo colocamos en la casilla A. A continuacion, lo multiplicamos
por 2y al resultado le sumamos 2, y lo ponemos en la casilla B. Volvemos a tomar el nimero de
la casilla A, lo multiplicamos por 3 y lo colocamos en la casilla C.

" &7 (x2+2)||::> B
S (x 3) ',::> £

Ahora sumamos los nimeros de las casillas By C, a esa suma la multiplicamos por 5y al resultado
se le resta 3. Ese es el resultado final.

&(x2+2) 8 N
s @I\&

a) Si un alumno escogid el 7 en la casilla A, ;cual ha sido su resultado final?

b

5(B+C)—3>::>|:
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(x2+2)

{

16

& 5(16 + 21) — 3}:> 182
= <

(x3)

21

il

b) Si un alumno obtuvo como resultado final, 57, ;qué nOmero escogio en la casilla A?

(x2+2)
w42 |~
; @ i 5(B+C)—3}:‘> 57
% (x3) < @

3x

0

5-[2x+2)+3x]—-3=5-(5x+2)—3=25x+10—-3=25x+7

Por tanto:

50

25x+7=57=>25x=57—7=>25x=50=>x=£=2

Comprobemos si es cierto:

e
SN

(X 2+ 2)

2+ DD
- ﬁ5(6+6)—3]]:> 57
(x3) ::D

¢) Un alumno dice que su resultado final fue 86, ;puede ser posible?
Fijémonos en las uUltimas operaciones:

% Elresultado de 5 - (5x + 2) tiene que ser multiplo de 5, por lo cual solo puede terminar
en0065.

% Pero le tenemos que restar 3, con lo cual los resultados posibles solamente pueden
acabaren7062.

% Elenunciado nos dice que 5 (5x + 2) — 3 = 86, lo cual es imposible ya que no termina
nien 7 nien 2, en este caso lo hace en 6.

Comprobemos haciendo los calculos como en el apartado b):
5-[2x+2)+3x]—-3=5-(5x+2)—3=25x+10—-3=25x+7
25x +7 =86
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25x =79

—79—316
x—25— .

Como el numero obtenido no es un numero natural, no se cumple la primera premisa del
problema, lo que nos confirma que nunca podria obtenerse como resultado final 86.

Andlisis del problema

Como podemos observar, el nivel de dificultad de este problema es medio y corresponde con el
de la mayoria del resto de los problemas que se plantean en este libro.

A la hora de resolverlo es necesario usar los conocimientos que posee el alumnado sobre las
operaciones aritméticas (uso de paréntesis y prioridad en su ejecucion) y de algebra (al tener
que plantear y resolver pequefias ecuaciones).

Podemos incluso apreciar en el Ultimo apartado el conocimiento y uso de las reglas de
divisibilidad (multiplos de 5) y el razonamiento l6gico para una mas facil y rapida resolucion.
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13. Curiosa tradicion.

Jimena ha sequido una curiosa tradicion que ha repetido toda su vida:
guarda en una caja las velas de todos sus pasteles de cumpleafios
(cuando era muy pequeiia las guardd su papa). Si Jimena tiene 59 afios,
¢Cuantas velas hay en la caja?

RESOLUCION

La resolucion de este problema es muy sencilla: bastaria con ir sumando consecutivamente
todos los numeros desde el 1 al 59, ya que cada afio se cumple un aflo mas que el anterior:

1+2+3+4+5+...+57+58+59=1770velas

Lo interesante en este problema es darse cuenta de que si emparejamos los nUmeros de la
siguiente forma:

T+2+43+4+5+0+7+ i, +53+ 54 +55+56 +57+ 58 + 59

Todas las parejas suman 60 y como tenemos un total de (59 : 2) parejas de nimeros tomados de
esta forma, la suma de todos ellos dard como resultado:

60-29,5=1770

Otra forma de resolverlo es teniendo en cuenta que se trata de una progresioén aritmética, donde
el primer término es 1y la diferencia (nUmero que se suma al pasar de un término al siguiente)
también es 1:

a, =1
a,=a,+1=2
az=a,+1=(@+1D)+1=a,+2-1=3
as=a3+1=(@+1)+1=a,+3-1=4

a59=a58+1=a1+58'1=59

Para sumar los términos de una progresién aritmética escribimos todos los términos de la
sucesién de forma ascendente y descendente y los sumamos de esta forma:

§S=14+2+3+4+5+--+57+58+59
S=59+58+57+56+55+---+3+2+1
25=60+60+60+60+60+---+60+ 60+ 60

De esta forma, la suma de todas las parejas es 60. Como son 59 parejas, el total de la suma es:
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25=59 - 60 = 3540
Como hemos sumado dos series, habria que dividir el resultado entre 2:

§=3540: 2 = 1770
Andlisis del problena

La dificultad de este problema es bastante facil, comparado con otros de este libro, aunque lo
que se pretende ver con el mismo es precisamente la forma de resolverlo.

Aunque en 2° de la ESO, todavia no se han estudiado las progresiones aritméticas, por lo que
no dispone de estos conocimientos, si es bastante adecuado para ver como se desenvuelve el
alumnado a la hora de resolverlo: qué estrategias adopta.
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14. El repique de las campanas.

La campana del campanario de la iglesia de Geometralia suena cada hora. Sin embargo, la
velocidad con la que suenan las campanadas es extremadamente lenta. Cada campanada tarda
en darse cinco segundos. La pregunta es la siguiente: ;Cudnto tardaran en darse las
campanadas de las 12 del mediodia?

RESOLUCION
Tenemos que tener en cuenta que varias cosas:

A las 12 del medio dia el reloj dard 12 campanadas, pero entre campanada y campanada pasan
5 segundos por lo tanto solo tendremos que multiplicar por 11 (5-11) para hallar el tiempo
transcurrido.

Veamos una ilustracion:

DRRABRRRARRM

(VB U S VAV AV AV AV \V RV
5 5 5 5 5 5 5 5 5

Asi, seran un total de 55 segundos.

Andlisis del problema

ste problema tiene un nivel de dificultad bajo, aunque si no nos paramos a pensar
Est bl t | de dificultad bajo,

detenidamente la situacidon, podemos equivocarnos con facilidad. Este tipo de problemas
pueden englobarse como problemas de ingenio o problemas de pensamiento lateral que hacen
que tengamos que mirar desde otra perspectiva la situacion. Afladimos otro problema similar
que incluso puede hacer que los alumnos “caigan con mayor facilidad”:

En una casa encantada vive Fantasmodn, un fantasma muy especial. Aparece
cuando el reloj comienza a dar las campanadas de la medianoche, y desaparece
con la ultima campanada. El reloj tarda 30 sequndos en dar las seis campanadas
de las seis de la tarde. ;Cudnto tiempo dura la aparicion de Fantasmoén?
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15. Lio en el restaurante.

Un camarero, al llegar a su trabajo, recibe el encargo de colocar en un
salon cuadrado 10 sillas que estan desordenadas de la noche anterior, de
modo que en cada una de las paredes queden situadas tres sillas.
Ademas, no puede haber sillas que no estén al lado de una pared ;Como
resolvera el problema?

&=

g

(]

RESOLUCION

En primer lugar, establecemos la situacion inicial del problema; es decir, un salén cuadradoy 10
sillas desordenadas.

@%@
)
a

©© ©©

Se quiere situar en cada pared 3 sillas y, tenemos 4 paredes, por lo que necesitariamos 12 sillas.

Solamente existen 10 sillas, eso quiere decir que tenemos dos sillas que tienen que estar
situadas en dos paredes a la vez, si observamos la ilustracion las sillas de color verde, estarian
en dos paredes al mismo tiempo.

a O =
@ B

@ )
g g g

La solucidn seria que estuviera en las esquinas para que pertenezcan a las dos paredes y cuente
en cada una de ellas. Se puede apreciar en la ilustracion que tenemos las 10 sillas colocadas de
tal forma que en cada pared haya tres.

Andlisis del problema.

El nivel de dificultad de este problema es bastante baja, comparado con otros de este libro. Este
problema esta planteado para evaluar las estrategias l6gico-geométricas de resolucidon que
aplica el alumnado de 2°de E.S.O.

Podemos incluso hallar otra solucion. Nuestro razonamiento ha consistido en deducir que
necesariamente dos sillas han de estar compartiendo pared, esto es, han de estar en una
esquina. Por lo tanto, otra solucion es:
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En este tipo de problemas de colocacion de objetos de forma que cumplan determinadas
condiciones, es recomendable que los alumnos manipulen algun tipo de objeto (monedas,
piedrecitas...) para que les sea mas facil resolver el problema. Afladimos un problema mas de
este tipo para que sean practicados en clase.

Forma con estos 10 bombones que aparecen en el dibujo, cinco lineas con cuatro bombones en cada
una. ;Lo has logrado? Entonces mereces un premio. Comete tres bombones y trata de agrupar los
siete restantes en seis lineas con tres bombones cada una.

sS2oges

78




16. Problemas sistematicos.
a) Manuel y Maria son hermanas:

Manuel: “Tengo tantas hermanas como hermanos.”

Maria: “Tengo dos veces mds hermanos que hermanas.” . ﬂ
»
¢ Cuantos hijos e hijas hay en la familia?

b) Abdallah se pasea por el desierto con sus camellos y sus dromedarios. En .
total hay 34 pies y 13 jorobas. ¢Abdallah tiene mas dromedarios que
camellos o mas camellos que dromedarios?

RESOLUCION

Solucion apartado a)

Llamamos x al numero de hermanos varones que hay en la familia. Manuel tendra x - 1
hermanos (él no cuenta). Como el nUmero de hermanas es igual al nUmero de hermanos, habra
X - 1 chicas.

Como Maria afirma que tiene dos veces mas hermanos que hermanas, Maria tiene (x - 1) - 1
hermanas y x hermanos. Como el niUmero de hermanos es el doble que el de hermanas:

x=2(x—1-1)=2x=2x—2—-2>x—-2x=—-4>
—x=—4=>x=4

Portanto, x = 4 Asi podemos decir que hay 4 chicos en la familia y como hay una chica menos,
habra 3 chicas.

La familia esta formada por 4 hermanos y 3 hermanas.

Solucion apartado b)

Empecemos contando pies. Cada animal tiene 4 pies, pero si
divido 34 : 4 no sale exacto, sale decimal. jClaro!, tenemos que
contar los pies de Abdallah. 34 —2 = 32 hay 32 pies de animales.

32:4=8
Eso significa que hay 8 animales. Vamos a llamar x al nUmerode  Dromedario Camello
camellos, entonces habra8 —x dromedarios. Ahora contemos las

jorobas.

Recordemos que los camellos tienen 2 jorobas y los dromedarios solamente 1. Por tanto:
2x+(B8—x)=13=2>2x+8—-x=13=>x=13-8=5

Por tanto hay 5 dromedarios y habrd 8 — x = 8 — 5 = 3 camellos.

Abdallah tiene mas dromedarios que camellos.

79




RESOLUCION DE LOS PROBLEMAS MEDIANTE SISTEMAS DE ECUACIONES.

a) Sea x el nUmero de hombres e y el nUmero de mujeres. La primera condicion implica que

x—1=y
La segunda, nos dice que:
20-D=x
Tal y como esta planteado el sistema, éste nos invita a resolverlo por el método de sustitucion:
x—1=y
{Z(y_l):x:>2((x—1)—1)—x:>2(x—2)—x=>

2x—4=x>2>2x—x=4>x=4>y=4—-1=3
Por lo tanto, en la familia hay 4 hermanos y 3 hermanas.
b) Llamemos x al nUmero de camellos e y al nUmero de dromedarios. Si hay 34 pies, entonces:
4x+4y+2 =32
Contando jorobas:
2x+y =13
Resolvamos el sistema por el método de reduccion, multiplicando la sequnda ecuacion por -2:

4x + 4 2=32 4x + 4y = 4x + 4y = 32
{x+ y + 3 {x+y 30 { x+4y =3 S2y=6oy=3

2x+y =13 2x+y =13 —4x — 2y = —-26

Sustituyendo en la sequnda ecuacion, 2x + (3) = 13 = 2x = 10 = x = 5, por lo que hay 5
camellos y 3 dromedarios, y por lo tanto, Abdallah tiene mas dromedarios que camellos.

Andlisis del problema.

Este problema se puede abordar en sequndo curso de la E.S.O. al trabajar las ecuaciones,
aunque también se podria abordar como sistema de ecuaciones.

La dificultad del ejercicio reside en la dificultad inherente al alumnado para traducir al lenguaje
algebraico, herramienta que empiezan a conocer en secundaria y con la que no estan
familiarizados.




17. Festival de cortos.

a) Andrea, Bea, Carmen, Dafne y Elena disputaron una carrera. Dafne aventajo a Elena en tres
puestos y Carmen no llego la Ultima. Los puestos de Bea y Carmen sumaron ocho. ;En qué
orden llegaron?

b) ¢Cuantos triangulos hay en la figura?

) ;Cual es el area sombreada de este mosaico?

RESOLUCION

a) “12 corto”
Para abreviar nombraremos a cada una de las chicas con la inicial de su nombre:
Analizamos las diferentes pistas:
- Dafne aventajo a Elena en tres puestos: S6lo hay dos posibilidades Dafne llegd la 12 y
por tanto Elena la 42, o Dafne llegé la 22 y Elena la 52.
D=12yE=42 o D=22y E=52

- Carmen no llegé la ultima:
C=12 o) C=22 o C=32 o C=42

- Los puestos de Bea y Carmen sumaron ocho: Sélo hay dos posibilidades que sumen 8:
B=32y(C=52 o B=52y C=32

Pero como Carmen no llegé la Ultima, sabemos que Bea llegd 52 y Carmen la 32
13 23 33 43 53
CARMEN BEA

Como ya tenemos ocupada la 52 posicion, sabemos entonces que Elena no llegd en dicha
posicion, por lo que Elena llegé la 42 y Dafne la 12

13 28 33 43 53
DAFNE CARMEN ELENA BEA

Asi, por eliminacidn, esta claro que Andrea llego la 22.
1a 23 33 43 53
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DAFNE ANDREA CARMEN ELENA BEA

b) “22 corto”
- Contamos los tridngulos pequefios:

A A
A0

- Contamos los tridngulos medianos:

c) “32corto”

- Contamos el tridngulo grande:
Podemos calcular el area del “recinto verde” de varias maneras:
12 Forma:
«— 1Zon Dado que las dos areas rosas son iguales y las dos areas rojas también
son iguales. El drea del recinto verde se reduce a calcular el area del
rectangulo de base 12 y altura 6.

£
A
2\

Por tanto, hay 9 + 3 + 1 =13 tridangulos.

Arecinto = 6-12 = 72 cm?

— awzp —*

23 Forma:
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Acuadrado Acirculo

- 62
A . _ blanco verde __ 62 2
esquina = 4 - 4 = - 4 cm
blanca
-~ 12 cv —_— T - 62

2

— — g2
Aesquina = Aesquina =6“ — cm

verde blanca

- 62 , m-6°
Arecinto = Asemi circulo + 2Aesquina = > +216°— =

verde verde 4

— awogp —*

AP P AL . SL PP
S22 4 2

= 72 cm?

Andlisis del problema.
Al estar este problema subdividido en tres, habria que analizar cada “problema” por separado.
a) “19 corto”

El nivel de dificultad de este problema es bajo. Los alumnos tienen que usar un razonamiento
l6gico para ir desgranando las “pistas” que indica el problema.

b) “22 corto”
Elnivel de dificultad de este problema es bajo. Los alumnos solo tienen que contar los tridngulos
de diferentes tamanos que se pueden observar en la figura.

c) “32corto”

El nivel de dificultad de este problema es medio. A la hora de resolverlo es necesario conocer
las areas del circulo y del cuadrado.

Si se emplea la primera forma de resolverlo, desplazando trozos de la imagen original para
componer una mas sencilla, el problema se reduce al calculo del area de un rectangulo.




18. Sangakus.

En templos budistas de Japdn, colgadas en sus aleros, se hallan tablillas

de madera con exquisitos dibujos que hacian referencias a los logros
artisticos alcanzados, ofrecidos por sus fieles. Entre ellos existen
algunos con figuras geométricas que llamaron Sangakus, que significa
“tablilla matematica” y en los que se plantean diversos retos
matematicos.

Sabiendo que el lado de cuadrado mayor mide 8o mm, ;cuanto medira
el radio de ambos circulos y el lado del cuadrado?

RESOLUCION

Consideremos la configuracion de la Figura 1, donde M es el punto b

medio del lado AB, E y F son los vértices del cuadrado sobre el lado \/

AB. Llamando [ a la medida del lado del cuadrado interior, se tiene

que H .

AE + EF + FB = 80.

Ademas, como AE = FB debido a la simetria de la figura,
deducimos que

O

80 —1 l A E M F
AE + 1+ AE =80 =>AE=T=4O_E'

Ahora, aplicamos el Teorema de Pitagoras en el triangulo AEBH:
EB? + EH* = BH?
2

l
= <l+40—§> + 1?2 = 802

donde hemos utilizado que EB = EF + FB.

2

l 12
(§+40) + 12 =802=>=>Z+40l+1600+l2 =640 =

I + 1601 + 6400 + 41* = 25600
= 51 + 1601 — 19200 = 0
= 12+321-3840=0

Resolviendo esta ecuacion de sequndo grado

I —(32) £/322 — 4 - 1- (—3840) _ —32++1024 + 15360 —32+128
N 2-1 - 2 - 2

Obteniendo que [ puede ser, o bien -8o o bien 48. Desechando la solucion negativa tenemos
quel = 48 mm.
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Nuestro siguiente objetivo sera calcular el valor del radio de la
circunferencia amarilla, que denotaremos por R. En la figura, C; es
el centro de dicha circunferencia y T; es el punto de tangencia de
dicha circunferencia con el arco AC.

Se tiene que el triangulo AMBC,; es rectangulo, por lo que
1 ]

podremos aplicar de nuevo el Teorema de Pitdgoras. Veamos

cuanto mide cada uno de sus lados:

e MB = 40, por ser la mitad del cuadrado inicial.
e M(C,=MN+NC; =48+ R.
L] BC1:BT1_T1C1:80_R.

Asi:

MB?+ MC?=BC? = 402+ (48+R)>=(80—R)*>
1600 + 2304 + 96R + R? = 6400 — 160R + R?> =
= 96R + 160R + R?> — R? = 600 — 1600 — 2304 =

2496 39

256R = 2496 = R=ﬁ_ 2

9.75

La longitud del radio de la circunferencia mayor (amarilla)es R = 9.75 mm.

Por ultimo, calcularemos el radio de la circunferencia naranja, al
que llamaremos r. Asi, C, es el centro de dicha circunferenciay T,
es el punto de tangencia de dicha circunferencia con el arco AC.

Se tiene que el tridngulo AMBC, es rectangulo, por lo que
podremos aplicar de nuevo el Teorema de Pitagoras. Veamos
cuanto mide cada uno de sus lados:

e MB = 40, por ser la mitad del cuadrado inicial.
e MC,=MP—-PC,=80—r.
e B(C,=CT,+T,B=80+r

Asi:

) P
Coe
‘\ TZ
H G
4
A E M F B

MB? + MC? =BC? = 40?2+ (80—1)?=(80+71)?
1600 + 6400 — 1607 + r? = 6400 + 160r + 1> =
r? —r? —160r — 160r = 6400 — 1600 — 6400 =

320r = —1600 = _ Z1600
"= "= 320

La longitud del radio de la circunferencia pequefia (naranja) esr = 5 mm.

Andlisis del problema.

Como podemos apreciar, el nivel de dificultad de este problema es mas alto respecto al resto
de situaciones que se plantean en este libro, ya que a la hora de resolverlo es necesario poner
en comun tanto conocimientos de geometria como de algebra. Sin embargo, este problema




puede ser planteado en una sesion de enriquecimiento curricular para alumnos con talento
matematico. Cabe destacar que este tipo de problemas (sangakus o problemas de tangencias)
suelen ser habituales en competiciones matematicas de alto nivel (Olimpiada Matematica
Espafiola o la Olimpiada Matematica Internacional) e incluso en concurso de oposicion para
profesorado de matematicas.

Podemos incluso apreciar una pequea estrategia la hora de resolver este tipo de problemas de
tangencias: al unir los centros de dos circunferencias tangentes aparecen relaciones métricas
entre los radios mediante operaciones de resta (si son '
tangentes interiores) y de suma (si son tangentes
exteriores). Esto unido a la propiedad de que la tangente a
una circunferencia es perpendicular al radio de esta que
pasa por el punto de tangencia, puede ayudarnos a sacar a
flote al Teorema de Pitagoras para terminar la resolucion.

Cabe destacar que una gran cantidad de problemas de
este tipo pueden ser resueltos utilizando inversion de
circunferencias, como el que aparece al margen de estas
’ 7 2 5
lineas. ;Se atreve el lector a demostrar que =t

4 7 1




19. El lirio de Santa Catalina.

En Jaén una de las torres del castillo de Santa Catalina es
cilindrica. Aunque no es muy ancha, tiene 8 metros de
perimetro. Si subimos a la torre, en su planta superior, nos
encontramos con la siguiente figura. Dos lirios de Santa
Catalina, uno a escala del otro.

D. Manuel, ha subido hoy con dos de sus alumnos, Laura y
Lucas, y les pide que calculen el area de la planta circular en la
que se hallan. Ademas, les da 100 lentejas para que calculen el
area de la flor grande. A Lucas se le ocurre lanzar dentro del
circulo pequeiio las 100 lentejas.

£y ’
Se g’
-
AN,
5 v

Hace 5 lanzamientos y quedan encima de la flor 18, 12, 16, 14 y 20 lentejas respectivamente.
a) Calcula, razonadamente, el area de toda la planta circular.

b) Calcula el area aproximada del Lirio grande de Santa Catalina, basandote en el experimento
de las 100 lentejas lanzadas en la flor pequefa. Razona tus respuestas.

RESOLUCION

Solucion apartado a)

Calculemos, en primer lugar, el area de la planta circular a partir del perimetro, esto es, de la
longitud de la circunferencia:

L=2 L A 2 ( L )2 L 8 5,092 m?
= =217 =—. = = —_ =—=—=35,
=T 21 T T 21 4t  4m m

Solucion apartado b)

Hallemos la media de lentejas que caen sobre el lirio pequefio:

_ 184+ 12+16+14+ 20
X = z =16

Ahora bien, de las 100 lentejas que Lucas lanza a la planta circular, una media de 16 lentejas
recae sobre el lirio pequefio. Asi, las areas de los circulos seguiran también esta proporcion.
Haciendo una regla de tres simple directa:

100 lentejas —— 5,092 m? _ 165,092

X

= 2
16 lentejas —— X 00 0,81472m

Por lo tanto, el area del lirio pequefio es de 0,81472 m>.
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Andlisis del problema

Este problema tiene una dificultad baja, en la que podemos diferenciar las complicaciones
inherentes al drea de cada apartado. En el apartado (a), el uso del nUmero m sigue siendo un
“estorbo” para algunos alumnos de 2°, por lo que se recomienda que se maneje mediante una
aproximacion. El uso de aproximaciones con mayor o menor error absoluto daran lugar a
soluciones mas o menos dispares.

Después, en el apartado (b) el uso de la regla de 3 (o de un porcentaje como es este caso) no
suele entrafar dificultades a los alumnos. Los errores del tipo conceptual (la distincion entre
proporcionalidad directa e inversa en su mayoria) hacen que los estudiantes cometan errores.
Es interesante, asimismo, el uso de la media como dato representativo de varios y la similitud
de esta situacion con la definicion frecuentista de la probabilidad, que nos hace recordar la
famosa Aguja de Buffon.
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20. El primate gigante.
iOh, no! El gran Keng Kang esta arrasando la Ciudad de Matelandia y los equipos de contencion
estan estudiando al gran gorila para poder evitar la destruccion del distrito financiero.

En estos instantes se encuentra entre la Torre Hipatia, de una altura de 150 metros y la Noether
Tower, de 30 metros.

¢Podrias decirnos razonadamente cual es la altura de Keng Kang?

.

RESOLUCION

La situacion con datos seria

|

I\

A

150 m

Siendo h (incognita del problema), la altura del primate. En primer lugar en la situacion que
tenemos, observamos o somos capaces de diferenciar, dos tridngulos que son semejantes.
Vamos a demostrarlo:




Comenzamos estudiando los angulos de los triangulos:

e o=, por serangulos opuestos por el vértice.
e [3=[3, por ser dngulos alternos internos.

Tenemos entonces dos triangulos con dos angulos correspondientes iguales y aplicando el
primer criterio de semejanza de triangulos, podemos decir que los tridngulos son semejantes.

Esto es, el triangulo ABC es semejante con el triangulo CDE, siendo el lado ED el lado homdlogo
del lado AB. Para calcular la razén de semejanza dividimos las longitudes de estos dos lados
homdlogos:

k=¥—>k=5

Una vez conocida la razén de semejanza entre los dos triangulos, se la aplicamos a los lados
homodlogos BC y CE :

BC=k -CE =5- CE
Ademas, como BE =BC + ﬁ, se tiene que
BE =5+ CE+CE=6CE
Nos fijamos ahora en la siguiente situacién:

F 3 .

150 M

3o0m

El tridngulo azul y el amarillo estan en posicidon de Thales, asi que podemos afirmar que:




DE BE
h  Bc
Sustituyendo lo que sabemos, obtenemos que

30-5

Por lo tanto, la altura de Keng Kang es de 25 metros.

OTRA FORMA DE RESOLVER.

En la figura al margen los triangulos ACF y BCE F
estan en posicion de Thales, y por tanto, son
semejantes. Analogamente, los triangulos

ACD y ABE también lo son. Por lo tanto, D
aplicando las relaciones de semejanza: 150 £
AF _EB_ 150 _h 30
— = - —
ac~sc avb b P h
DC EB 30 h A a B b c
IR == (2
AC AB a+b a

De (1) sededucequea + b = %y de (2) sededucequea + b = 32—61. Por lo tanto, igualando

ambas expresiones:

150b 30a
T=T=>150b=30a=>5b=a

De donde, sustituyendo en (1):

150 _h_ . _150b_
6b b ' ep ™M

Por lo tanto, el gigante Keng Kang mide 25 metros de altura.

Andlisis del problema

Problema geométrico que hemos resuelto a través del concepto y propiedades de “semejanza
entre triangulos”. Importante también ha sido el manejo de las relaciones de angulos que
aparecen en la interseccion de rectas.

Es un problema donde no sdélo se debe tener la habilidad de encontrar el camino o fases para
obtener lo requerido, sino que también se ha de disponer de un conocimiento tedrico especifico
sobre elementos del plano y sus relaciones. Por eso mismo podriamos catalogarlo con una
dificultad media en un alumnado de 2° ESO.
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Hacemos notar la importancia de que el alumno empiece a razonar y a demostrar las
propiedades geométricas correspondientes para aplicar teoremas. En este caso, el alumnado
deberd demostrar que, en efecto, los tridngulos son semejantes. Para aplicar resultados las
hipdtesis han de cumplirse. Aplicado a la cocina, no podremos realizar una receta de manera
exacta si no tenemos todos y cada uno de los ingredientes.
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