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PROLOGO

Desde el afio 1981 en que se pone en marcha la Sociedad de Educacién
Matematica Thales se han celebrado 35 ediciones de las Olimpiadas Matematicas. Estas
Olimpiadas movilizan, solo en Andalucia a unos 3.500 alumnos de los que pasan a la final
cuarenta, cinco por provincia, mas dos invitados de la Sociedad Melillense de Profesores

de Matematicas.

Este interés que suscita en toda la Comunidad Educativa y que hace que exista
esta cantidad de alumnos participantes, nos obliga a esforzarnos cada aiflo en mejorar
la organizacion de las mismas. Para todos nosotros y nosotras la ensefianza de las
Matematicas supone un reto importante, ya que muchas veces va asociada a la
dificultad de su aprendizaje y a la mala fama que lleva asociada. Nuestro reto es dar
sentido a esa ensefanza y hacer que todo el alumnado comprenda la importancia de su
aprendizaje y la utilidad que tiene en la vida diaria, cosa que muchas veces no queda
suficientemente claro para una gran parte del alumnado y de la propia comunidad
educativa. Lo mismo ocurre con las capacidades que potencia el aprendizaje de las
matematicas, capacidades que luego son de aplicacion en otros ambitos de aprendizaje
y en el desarrollo de la vida cotidiana.

Al plantear nuestra Olimpiada nos propusimos llevar a la mente de nuestros
alumnos y alumnas algo mas que lo meramente establecido en curriculo de los mismos,
aportando un intento de conseguir que no todo sea el mero aprendizaje de técnicas,
teoremas, formulas ya establecidas, sino que cada uno de ellos pusiera en marcha sus

propias capacidades y aportara algo mas a nuestra ciencia y a nuestra comunidad.

La vida esta llena de problemas, algunos tienen una solucién ya estudiada por
otras personas, para los demas tenemos que buscar nosotros la solucién. Para esta
busqueda de soluciones debemos ser creativos, imaginativos, no cerrar nuestra mente
a ninguna posible solucién por extrafia que nos parezca. Una vez que tengamos una
posible solucién, nos debemos cuestionar si es valida o no lo es, si se puede mejorar,
generalizar y buscar una manera de automatizar el proceso; es decir, ser mucho mas
agiles y rapidos. Para esta busqueda de soluciones ldgico-matematicas, y basandonos
en la teoria de las Inteligencias Multiples de Howard Gardner (1995) tenemos que abrir
nuestra mente utilizando herramientas que nos proporcionan desde otros ambitos o

inteligencias como la cinética, la lingliistica, intra e interpersonal y espacial o visual.

Este libro, tercera recopilaciéon de problemas de la Olimpiada Matematicas Thales
para el alumnado de 22 de la ESO, pretende proporcionar a nuestro alumnado

estrategias que les permitan ser individuos creativos, imaginativos y abiertos de mente



con el fin de llegar a ser futuros cientificos, ingenieros y matematicos de forma que

puedan contribuir al desarrollo social, cientifico e investigador.

Esperamos que esta recopilacidon de los problemas planteados sirva a todas las
personas que lo utilicen: alumnado, profesorado y familias. Por ello, los veinte
problemas seleccionados son un reto intelectual para que el alumnado pueda
desarrollar sus capacidades intelectuales, su pensamiento creativo y légico matematico,
descubrir nuevas estrategias de resolucién de problemas y expresar de forma razonada
dichos procesos de resolucién. Cada uno de los problemas presenta ademas una o varias
propuestas de resolucidn para poder ser contrastadas, corroboradas o discutidas en
familia. Ademas, de un analisis didactico que facilitara que el profesorado integre dichos
problemas en el curriculo de matematicas de segundo de ESO a partir de las evidencias
de los contenidos, criterios de evaluacion y dificultades que pueden surgir durante su

implementacion.



CONTEXTUALIZACION

La preocupacion por los procesos de resolucién de problemas nace en la década
de los afios 50 de la mano de los trabajos de Pdlya (1949). Pdlya parte de la reflexion
sobre su propia practica como matematico para identificar las fases de la resolucion de
problemas y los heuristicos que pueden ayudar a resolverlo. Posteriormente, los
investigadores del campo de la heuristica en la resolucion de problemas han analizado
las tareas realizadas en programas de deteccidon y promociéon del talento matematico
qgue muy a menudo tienen su base en las competiciones matematicas. Como curiosidad
nombrar que, en la década de los afios 50, las primeras olimpiadas de matematicas de
bachillerato nacen a la par que las investigaciones sobre los heuristicos.

Pero es en la década de los afios 80 cuando en Europa y Estados Unidos se
promueve el uso de los heuristicos como sugerencias didacticas para la resolucion de
problemas en clase de matematicas (Liljedahl et al., 2016). Pasando de ser la resolucion
de problemas una mera actividad de los matematicos profesionales a un enfoque
escolar (NCTM, 1980). Y, por lo tanto, las olimpiadas matematicas que se habian
restringido en sus inicios a bachillerato abren sus puertas al alumnado de secundaria. La
Sociedad Andaluza de Educacién Matematica, editora de este libro, puso en marcha su
primera Olimpiada Matematica en el curso 1984/1985 para alumnado de 82 de
Educacién General Bdsica, en su momento, y 22 de Educacién Secundaria Obligatoria,

en la actualidad.

De entre los seis objetivos principales de estas olimpiadas matematicas para
alumnado de 22 de secundaria, detallados en el segundo libro de problemas (Aguilera
et al. 2018), destacamos el desarrollo de la capacidad de pensar y elaborar estrategias
de resolucidn. Ante este objetivo cabe cuestionarse si la resolucién de los problemas
propuestos depende de los antecedentes educativos del alumnado participante. Es
decir, mientras que un problema puede ser un verdadero rompecabezas para una
persona, para otra puede ser un ejercicio mundano o una cuestién de recordar para otro

con mas experiencia (Barbeau & Taylor, 2009).

Detras de estas diferencias personales subyacen las diferencias innatas de puesta
en juego de la actividad mental, tanto de contenidos como de procesos. El contenido en
los problemas de las olimpiadas matematicas corresponde a los establecidos para el
curriculo de Matematicas de 12 y 22 de ESO (Junta de Andalucia, 2016) relativo a ciertos
conceptos, conexiones y métodos. Por el contrario, los procesos estan relacionados con
los procesos psicolégicos que se ponen en juego al resolver los problemas. Procesos
como la planificacidn, independencia, precision, actividad y agilidad. EI alumnado

participante en las olimpiadas se caracteriza por poseer una alta agilidad mental y una



gran motivacion intrinseca que les permite conjugar intuiciones y conocimientos previos
para crear nuevas estrategias. Esta flexibilidad de pensamiento se expresa como la
capacidad de cambiar de forma mas o menos facil de un enfoque a otro o integrar un

conocimiento dentro de otro (Liljedahl et al., 2016).

Por ello, esta perspectiva de la resolucién de problemas conjuga tres vertientes
de la misma: el disfrute de la resolucién de problemas como reto intelectual, el
aprendizaje de la resolucidon de problemas y el aprendizaje de las matematicas a partir
de su resolucidn. Diferentes usos y niveles de lectura del libro permitirdn acercarse a las
tres perspectivas. En primer lugar, una lectura para el disfrute ante el reto de resolver
los veinte problemas propuestos. En segundo lugar, el reto del profesorado de la
inclusién de dichas propuestas en el aula para aprender a resolver problemas. Y, en
tercer lugar, la extension del aprendizaje a otros contextos o contenidos para iniciar su

construccion y fomentar el aprendizaje de las matematicas.

La presentacion de estas tres perspectivas se realiza a lo largo de las diferentes
secciones. En la segunda seccién, desde una perspectiva globalizadora de la resolucién
de problemas se analizan los principios pedagdgicos que permiten evaluar los
heuristicos que ponen en juego en su globalidad el alumnado, el pensamiento creativo
y légico-matematico que desarrollan y los procesos de comunicacién de los
razonamientos que llevan a la solucién. En la tercera seccidn se clasifican los problemas
segln los contenidos puestos en juego en cada problema, los criterios de evaluacion y
estandares correspondientes segun la legislacion vigente (Junta de Andalucia, 2016) y
(MEC, 2015). Finalmente, en la cuarta seccion, se presentan una seleccién de veinte
problemas de las Ultimas ediciones de la olimpiada matematica. Cada problema incluye
una o varias estrategias de resolucién, un analisis didactico concreto de los principios
pedagégicos, los criterios de evaluacidn y estdndares que pone en juego y las

dificultades a la que se enfrentan los resolutores.



PERSPECTIVA GLOBALIZADORA DE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS:
CREATIVIDAD, AGILIDAD MENTAL, RAZONAMIENTO Y COMUNICACION

En la seccidn de contextualizacidn se ha argumentado la influencia de la NCTM en
la introduccién de la resolucion de problemas en el contexto escolar y sus documentos
en la guia de los procesos de resolucién y seleccion, en algunos casos, de problemas para
la olimpiada (niumeros 5y 8 de NCTM y S.A.E.M. Thales, 2003). Sin embargo, a nivel
regional y nacional, en los Ultimos afios la resolucién de problemas a nivel curricular se
ha visto influenciada por los marcos tedricos de las evaluaciones PISA. Dichos marcos
tedricos, que evaluan el nivel de desempeiio individual a nivel de la alfabetizacion
matematica, ponen el foco de atencidn en la resolucién de problemas, el razonamiento
y la comunicacién (OECD, 2018) como habilidades basicas para el futuro de la educacidn
en 2030. Dicho proyecto identifica a partir del trabajo previo sobre competencias claves,
otras tres categorias de competencias, las “competencias transformadoras”, que
aborden la creciente necesidad de educar al alumnado para que sea creativo,

reconciliador y responsable (Schleicher, 2018).

La resolucion de problemas y la creatividad

En la interseccion entre las competencias claves y las competencias
transformadoras se encuentra la resolucion de problemas. Ambas, creatividad y
resolucién de problemas requiere de la capacidad de considerar las consecuencias
futuras de las propias acciones y aceptar la responsabilidad del producto desarrollado
(Schleicher, 2018). Esta consideracién abre una nueva perspectiva a la resolucién de

problemas.

Aunque no entrarian en esta nueva perspectiva de problemas creativos, los
problemas de légica y razonamiento deductivo son representativos de la resolucién de
problemas matematicos, en general, y de la Olimpiada Matematica de 22 de ESO, en
particular. La realizacidon de dichos problemas son una oportunidad para mejorar y
evaluar la comprension del enunciado de un problema, la identificacion de restricciones
y suposiciones subyacentes, el reconocimiento de la existencia de una estructura o
patrén o la interpretacidn de la adecuacién de la solucién matematica al contexto real
del problema. Ejemplos de este tipo de problemas son los nimeros 1, 6, 13y 18 de la

seccion cuarta de este libro.

Los problemas creativos, entonces, son tareas que no pueden ser resueltas con un
esfuerzo directo y que requerirdn de alguna intuicidn para resolverlos (Liljedahl et. al,

2016). El resto de los problemas incluidos en la seccidn cuarta son creativos ya que para



su resoluciéon necesitan del eureka, de la agilidad mental, de la intuicién o de la

flexibilidad de pensamiento para conectar diferentes conocimientos.

A la hora de seleccionar o disefiar un problema para la olimpiada matematica no
asumimos una perspectiva absolutista que asume que la creatividad de los procesos es
exclusivamente del dominio de un genio, del alumnado de altas capacidades o con un
gran talento matematico (Liljedahl y Sriraman, 2006). Por el contrario, tomamos una
posicion relativista que concibe que cada alumno tiene momentos de creatividad que
pueden, o no, producir un producto Unico y util. Por ello, cada edicién de la Olimpiada
matematica se elige la resolucién de problema mas creativa y se le concede el Premio
Paco Anillo. Se entiende, pues, que cada problema puede tener mds de una forma de
llegar a la solucién correspondiente. Ejemplos de problemas con varios acercamientos a

su resolucion son los nimeros 2 y 18.

La comparacion de los diferentes acercamientos aportados por el alumnado es la
gue permite valorar la excelencia del producto. Sin embargo, la creatividad reside en la
fase de elaboracién del producto, que es cuando la inspiracidon se transforma en
transpiracién de las ideas que ha estado incubando. En consecuencia, la realizacién en
clase de problemas con diferentes estrategias de resoluciéon promueve la creatividad del
alumnado. Es mas, son una oportunidad para evaluar la capacidad del alumnado de
reflexionar sobre los problemas resueltos y los procesos desarrollados, valorando la
potencia y sencillez de las ideas claves, aprendiendo para situaciones futuras similares
(Estandar de evaluacién 10.1 del bloque 1 de procesos, métodos y actitudes, MEC,
2015).

A nivel didactico supone ir mas alla de la aportacién de una solucién. Significa
completar todo el proceso de resolucién hasta la fase de generalizacién (Mason, Burton
& Stacey, 1982). La generalizacion es el proceso por el cual las especificidades de las
soluciones son examinadas y las cuestiones planteadas son investigadas para ver su
coherencia. Los problemas numero 1, 11, 17, 19 de la seccidn cuarta de este libro

necesitan de esta fase de generalizacién para aportar un producto terminado.

Agilidad mental en la resolucion de problemas

La fase de generalizacién introducida por Mason et al. (1982) es similar con la de
examinar la solucién obtenida de Pdlya (1949). Ambos autores presentan en sus trabajos
diferentes heuristicos que usa el alumnado en esta fase. Las investigaciones sobre el uso
de heuristicos en la resoluciéon de problemas las conciben como una expresién de la

agilidad mental del alumnado. Bruder (2000) describe cuatro manifestaciones tipicas de



la agilidad mental del alumnado al poner en juego diferentes heuristicos que permiten

al alumnado resolver problemas.

- La reduccién a los elementos esenciales que de forma intuitiva realiza el
alumnado a través de visualizaciones, figuras, tablas o graficos. El problema
numero 20 de la seccién 4 reduce el estudio de la superficie de un puente a un
metro cuadrado del mismo. Ademas, la resolucién de dicho problema es una
oportunidad para que el alumno use y aplique modelos estadisticos en la
resolucidn de situaciones cotidianas.

- La reversibilidad de las cadenas de pensamiento o la reproduccién inversa del
proceso de resolucién. Un problema de la seccidn cuarta que necesita revertir el
proceso para su resolucion es el nimero 7. Ademas, la resolucidn del problema
es una oportunidad para evaluar la capacidad de utilizar estrategias heuristicas
y procesos de razonamiento en la resolucién de problemas, reflexionando sobre
el proceso de resolucion de problemas (Estandar de evaluacion 10.1 del bloque
1 de procesos, métodos y actitudes, MEC, 2015).

- Los aspectos mentales de un problema y el reconocimiento de la dependencia
de los elementos favorecen el uso de heuristicos que relacionen diferentes
hechos. Problemas de la seccion cuatro que utilizan este principio de
descomposicion son el nimero 12 y 15. Ambos problemas geométricos reducen
el cdlculo de ciertas areas a partir de la descomposicidon de figuras planas en
figuras elementales como son la circunferencia y el tridngulo rectangulo.

- Elcambio de aspectos es un proceso mental que permite cambiar los supuestos,
criterios o aspectos considerados para encontrar una solucién. El problema
numero 11 necesita ir cambiando los posibles supuestos de las ofertas para la
compra de ciertos productos y el problema nimero 14 para compra de entradas.
Ambos problemas permiten evaluar la capacidad del alumnado de plantear casos
particulares o mas generales de interés, estableciendo conexiones entre el
problema vy la realidad (Estandar de evaluacién 4.2 del bloque 1 de procesos,
métodos y actitudes, MEC, 2015).

- Latransferencia de un proceso conocido a otro en otro contexto diferente. Para
la resolucién del problema nimero 5 de geometria el alumnado debe transferir
el conocimiento sobre ecuaciones de segundo grado y sus conocimientos sobre
los nimeros irracionales. En el problema nimero 10 el alumnado debe transferir
el conocimiento sobre los modelos uniformes de Fisica y Quimica de segundo de
ESO para determinar la relacidn entre distancia y tiempo en un contexto de

comparacion de las distancias recorridas por dos nadadores.



Podriamos opinar que un amplio conjunto del alumnado de segundo de
secundaria carece de suficiente agilidad mental para poner en juego dichos procesos;
sin embargo, la resolucion de problemas sistematica en el aula favorece la activacion
mental del alumnado (Serradd, 2020). Para mejorar esta situacion a nivel de aula se han
realizado diferentes propuestas basadas en el uso de heuristicos para fomentar el
proceso de aprendizaje y evaluacién de las competencias puestas en juego durante la
resolucién de problemas (Serradd, 2009). Los marcos tedricos de las evaluaciones
competenciales que proponen los documentos PISA (OECD, 2018) presentan solo
heuristicos para tres procesos de resolucion de problemas que relacionan con el

razonamiento matematico.

La resolucion de problemas y el razonamiento matematico

En este marco tedrico, la relacion entre el razonamiento matematico y la
resolucién de problemas se configura como un modelo ciclico con tres procesos (Figura
1): a) la formulacion de situaciones matematicamente; b) el empleo de conceptos
matematicos, hechos, procesos y razonamientos; y, c) la interpretacion, aplicacion y

evaluacion de resultados matematicos.

Razonar

Figura 1Relacidn entre el razonamiento matemadtico y el modelo ciclico de resolucion de problemas (Traduccion de la
pdgina 8, OCDE, 2018)

El razonamiento matematico (tanto deductivo como inductivo) implica la

evaluacién de situaciones, la seleccién de estrategias, la descripcidon de conclusiones

légicas, el desarrollo y descripcidon de soluciones y el reconocimiento de cdmo estas

soluciones se pueden aplicar. La evaluacion de todas estas situaciones se realiza en la



propuesta de problemas de olimpiada matematica, ya que cada uno de ellos pide el
razonamiento matematico de la resolucion del problema. Sin embargo, la evaluacion de
dicho razonamiento supone la valoracién de como el alumnado identifica, reconoce,
organiza, conecta y representa la informacidn del enunciado en la fase de formulacién

de la situacion matematicamente.

Todos los problemas permiten valorar esta primera fase de la resolucién del
problema y que estan relacionados con el estandar 2.1. del bloque 1, analiza y
comprende el enunciado de los problemas (MEC, 2015). En la fase de empleo de
conceptos matematicos, hechos y procesos el alumnado construye graficos, abstrae
(patrones y regularidades), evalia (propiedades numéricas), deduce (expresiones
algebraicas, ecuaciones y sistemas), justifica (la aplicacién del teorema de Thales o
Pitdgoras), explica y defiende las estrategias y heuristicos que utiliza. Finalmente, en la
fase de interpretacion, aplicacidn y evaluacién de los resultados matematicos obtenidos
el alumnado hace juicios, critica las limitaciones de las soluciones y refuta las no
adecuadas al contexto. La evaluacion de dichas capacidades esta relacionada con los
estandares 6.4, 6.5y 10.1 del bloque 1 (MEC, 2018).

Destacamos como problemas significativos de esta ultima fase de resolucion los
problemas de la seccidn 4: n21 por el estudio de la razonabilidad numérica; n2 5 por la
razonabilidad de las infinitas soluciones del problema; n2 8 por la razonabilidad de las
propiedades de los pentagonos; n2 11y 13 por el juicio y critica de la verosimilitud de la
solucidén en el contexto real; y, el n2 14 y 19 por la critica a la limitacién de las soluciones

y la refutacion de las no adecuadas al contexto.

A su vez, estas capacidades estan relacionadas con la capacidad de comunicacion

de las ideas del alumnado.

La comunicacidn en la resolucién de problemas

La comunicacion en la resolucion de problemas puede tener diferentes niveles de
sofisticacion segln sea su objetivo: razonar, argumentar o probar. Ninguno de los
problemas propuestos pide al alumnado probar una conjetura —ya que este no es el
objetivo de la Olimpiada Matematica. Sin embargo, dos de ellos van mas alla del simple
razonamiento de los procesos de resolucién tal y como indica el estandar 1.1 del bloque
1 (MEC, 2018) y piden que el alumnado argumente el proceso de resolucién. El problema
numero 8 pide que el alumnado argumente cuantos angulos rectos puede llegar a tener
un pentagono y permite que el alumno formule e investigue conjeturas matematicas. El
problema nimero 9 pide argumentar cuantas circunferencias se puede representar que

pasen por dos puntos, por tres puntos no alineados y que estén a la misma distancia de



cuatro puntos. En dicho problema el alumnado debe realizar simulaciones vy
predicciones graficas que le permitiran argumentar el nimero posible de soluciones en

cada caso.

Aungue estos dos ultimos problemas pongan solo en juego conocimientos, hechos
y procesos geomeétricos, encontramos en la seleccién de la seccidn 4 problemas

referidos a los bloques de contenido de numeros y algebra y estadistica y probabilidad.



CLASIFICACION DE LOS PROBLEMAS segun el nivel educativo, criterio de

evaluacion, estandar y contenido que ponen en juego

En esta seccidon los veinte problemas estan clasificados segun el bloque de
contenidos, el nivel educativo, el criterio de evaluacién, estandar y contenido que ponen

en juego de acuerdo con el curriculo actual (MEC, 2015; Junta de Andalucia, 2016).

Blogue 2: Numeros y algebra

MAT 1 y 2. 1. Utilizar nimeros | 1.1 Identifica los distintos | NUmeros 1, 3,10, 11, 12,
naturales, enteros, fraccionarios, tipos de numeros | naturales, 14, 15, 17, 18,
decimalesy porcentajes sencillos (naturales, enteros, | decimales, vy | 19,20
para recoger, transformar e fraccionarios, y decimales) | fraccionarios.
intercambiar  informacién vy y los utiliza para
resolver problemas relacionados representar, ordenar e
con la vida cotidiana. interpretar
adecuadamente la

informacioén cuantitativa.

1.2 Calcula el wvalor de | Operaciones 1,5, 7,10, 11,
expresiones numéricas de | con numeros | 16, 18, 20
distintos tipos de numeros | naturales,
mediante las operaciones | decimales vy
elementales y las | fraccionarios.
potencias de exponente
natural aplicando
correctamente la jerarquia

de las operaciones.

1.3 Emplea adecuadamente | Operaciones 3,5, 7 11, 13,
los distintos tipos de|con numeros | 14,18, 19,20
numeros y sus | naturales,
operaciones, para resolver | decimales vy
problemas cotidianos | fraccionarios.

contextualizados, Porcentajes.




representando e
interpretando  mediante
medios tecnoldgicos,
cuando sea necesario, los

resultados obtenidos.

MAT1. 2. Conocer vy utilizar
propiedades y nuevos

significados de los numeros
naturales en contextos de
divisibilidad y

elementales,

paridad,

operaciones
mejorando asi la comprension
del concepto y de los tipos de

numeros.

2.1

Reconoce nuevos
significados y propiedades
de los numeros en
contextos de resolucién de
problemas sobre paridad,
divisibilidad y operaciones

elementales.

1, 4, 7,5, 12,
15,17

2.6

Realiza operaciones de
redondeo y truncamiento
de numeros decimales
conociendo el grado de
aproximacién y lo aplica a

casos concretos.

Redondeo vy

truncamiento.

3, 10, 20

2.7

Realiza operaciones de
conversion entre nimeros
decimales y fraccionarios,
halla

equivalentes y simplifica

fracciones

fracciones, para aplicarlo a
la resolucion de

problemas.

Conversion de
decimales a
fraccionarios vy

viceversa.

2.8

Utiliza la notacion
cientifica, valora su uso
para simplificar cdlculos y
representar numeros

grandes.

Notacion

cientifica.

MAT1 y 2.3. Desarrollar en casos
sencillos, la competencia en el

uso de operaciones combinadas

3.1

Realiza operaciones

combinadas entre

numeros enteros,

Operaciones

combinadas.

3,5,10,11, 12,
15, 18, 19




como sintesis de la secuencia de
operaciones aritméticas,
aplicando correctamente |la
jerarquia de operaciones o

estrategias de calculo mental.

decimales y fraccionarios,

con eficacia, bien

mediante el calculo
mental, algoritmos de lapiz
y papel,
medios

calculadora o

tecnoldgicos
utilizando la notacién mas
adecuada y respetando la
jerarquia de las

operaciones.

MAT1 y 2. 4. Elegir la forma de | 4.1 Desarrolla estrategias de | Calculo 5,11, 19
calculo apropiada (mental o calculo mental para | mental.
escrita o con calculadora), realizar calculos exactos o
usando diferentes estrategias aproximados valorando la
qgue permitan simplificar las precision exigida en la
operaciones con  numeros operacion o en el
enteros, fracciones decimales y problema.
porcentajes y estimando Ia
coherencia y precisién de los 4.2 Realiza calculos con | Uso de | 3,5, 7, 11, 14,
resultados obtenidos. numeros naturales, | calculadora en | 18, 19, 20
enteros, fraccionarios vy | operaciones
decimales decidiendo la | con numeros
forma mds adecuada | naturales,
(mental, escrita o con | fraccionarios y
calculadora), coherente y | decimales.
precisa.
MAT1 y 2. Utilizar diferentes | 5.1 Identifica y discrimina | Proporcionali- | 3, 10, 12, 14,
estrategias (empleo de tablas, relaciones de | dad numérica. | 19

obtencién y uso de la constante
de proporcionalidad, reduccién a
la unidad, etc.) para obtener
elementos desconocidos en un
problema a partir de otros
conocidos en situaciones de la
vida real en las que existan

variaciones  porcentuales vy

proporcionalidad

numérica (como el factor
de conversién o calculo de
porcentajes) y las emplea
para resolver problemas

en situaciones cotidianas.




magnitudes directa o]

inversamente proporcionales.

MAT 2. 6. Analizar procesos | 6.1 Describe situaciones o | Variables. 1,4,5,7,8,9,
numeéricos cambiantes, enunciados que dependen | Secuencias de | 13
identificando los patrones vy de cantidades variables o | nimeros.
leyes generales que los rigen, desconocidas y secuencias
utilizando el lenguaje algebraico légicas o regularidades,
para expresarlos, comunicarlos, mediante expresiones
y realizar predicciones sobre su algebraicas, y opera con
comportamiento al modificar las ellas.
variables, 'y operar con
expresiones algebraicas. 6.2 Identifica propiedades vy | Patrones. 4,5,7,8,14,16
leyes generales a partir del Lenguaje
estudio de  procesos .
algebraico.
numéricos recurrentes o
cambiantes, las expresa
mediante el lenguaje
algebraico y las utiliza para
hacer predicciones.

6.3 Utiliza las identidades | Identidades 5,16
algebraicas notables y las | notables.
propiedades de las
operaciones para
transformar  expresiones
algebraicas.

MAT 2. 7. Utilizar el lenguaje | 7.1 Comprueba, dada una | Ecuaciones. 5
algebraico para simbolizar vy ecuacion (o un sistema), si
resolver problemas mediante el un numero (o nimeros) es
planteamiento de ecuaciones de (son) solucién de la misma.
primer grado y sistemas de
7.2 Formula algebraicamente | Ecuacion de | 1,2

ecuaciones, aplicando para su
resolucion métodos algebraicos
o graficos y contrastando los

resultados obtenidos.

una situacion de la vida

real mediante ecuaciones
de primer y segundo
grado, vy sistemas de

ecuaciones lineales con

primer grado.




dos incégnitas, las resuelve
e interpreta el resultado

obtenido.

Bloque 3: Geometria

MAT1. 1. Reconocer y describir | 1.1 Reconoce y describe las | Pentagonos vy | 8,15
figuras planas, sus elementos y propiedades de los | dngulos.
propiedades caracteristicas para poligonos regulares:
clasificarlas, identificar angulos interiores y
situaciones, describir el contexto centrales, diagonales,
fisico, y abordar problemas de la apotema, simetrias, etc.
vida cotidiana.
1.4 Identifica las propiedades | Puntos 9,12
geomeétricas que | interiores v
caracterizan los puntos de | exteriores.
la circunferencia y el | ~ .
Circunferencia
circulo.
Circulo
Circuncentro.
MAT 1 y 2. Utilizar estrategias, | 2.1 Resuelve problemas | Angulo, 4&rea |2, 5, 8, 12, 15,
herramientas tecnolégicas vy relacionados con | de un | 20
técnicas simples de la geometria distancias, perimetros, | tridngulo.
analitica plana para la resolucion superficies y angulos de
de problemas de perimetros, figuras planas, utilizando
areas y angulos de figuras las herramientas
planas, utilizando el lenguaje tecnoldgicas y las técnicas
matemadtico adecuado expresar geomeétricas mas
el procedimiento seguido en la apropiadas.
resolucion.
2.2 Calcula la longitud de la | Perimetro y | 12,15

circunferencia, el area del
circulo, la longitud de un

arco y el area de un sector

area de
sectores

circulares.




circular, y las aplica para
resolver problemas

geomeétricos.

MAT  2.3. Reconocer el |3.2 Aplica el Teorema de|Teorema de| 12,15
significado aritmético del Pitdgoras para calcular | Pitagoras.
Teorema de Pitagoras longitudes desconocidas

(cuadrados de numeros, ternas en la resolucion de

pitagéricas) y el significado tridngulos y dreas de

geométrico (areas de cuadrados poligonos regulares, en

construidos sobre los lados) y contextos geométricos o

emplearlo para resolver en contextos reales.

problemas geométricos.

MAT2. Analizar e identificar | 4.1 Reconoce figuras | Triangulos 2
figuras semejantes, calculando la semejantes y calcula la | semejantes.

escala o razon de semejanza y la
razon entre longitudes, areas y
volumenes de cuerpos

semejantes.

razén de semejanza de
triangulos y la razén de
superficies y volumenes de

figuras semejantes.

Teorema de
Thales.

Razdn de
proporcién de
superficies.

Bloque 5: Estadistica y probabilidad

MAT1 y 2. Formular preguntas
adecuadas para conocer las
caracteristicas de interés de una
poblacién y recoger, organizar y
presentar los datos relevantes
para responderlas, utilizando los
métodos estadisticos apropiados

y las herramientas adecuadas,

1.3

Organiza los datos,
obtenidos de una
poblacién, de variables

cualitativas o cuantitativas

en tablas, calcula sus

frecuencias absolutas vy
relativas, y los representa

graficamente.

Organizacion
de datos en

tablas.

17




organizando los datos en tablasy

, 1.4 Calcula la media | Media 20
construyendo graficas, aritmética, la mediana | aritmética.
calculando parametros . .

(intervalo mediano), la
relevantes y obteniendo las moda (intervalo modal), y
conclusiones razonables a partir el rango, y los emplea para
de los resultados obtenidos.

resolver problemas.
MAT1. 3. Diferenciar los | 3.3 Realiza predicciones sobre | Predicciones 6
fendmenos deterministas de los un fendmeno aleatorio a | de fendmenos.
aleatorios, valorando la partir del calculo exacto de
posibilidad que ofrecen las su probabilidad o la
matematicas para analizar y aproximacion de la misma
hacer predicciones razonables mediante la
acerca del comportamiento de experimentacion.
los aleatorios a partir de las
regularidades  obtenidas  al
repetir un ndmero significativo
de veces la experiencia aleatoria
o el calculo de su probabilidad.
MAT1. 4. Inducir la nocidon de | 4.1 Describe experimentos | Andlisis de | 6
probabilidad a partir del aleatorios  sencillos vy | experimentos
concepto de frecuencia relativay enumera todos los | aleatorios
como medida de incertidumbre resultados posibles, | sencillos.
asociada a los fendmenos apoyandose en tablas,

aleatorios, sea o no posible la

experimentacion.

recuentos o diagramas en

arbol sencillos.




ENUNCIADOS DE LOS PROBLEMAS

1. La Contrasena

A Miguel le regalaron una tableta por su cumpleafios y para evitar que nadie pueda
usarla se inventd una contrasena de cinco cifras. Por si acaso se olvidaba de ella, escribid

las siguientes pistas en un WhatsApp que le envié a Sagrario su amiga de confianza:

- Todas sus cifras son numeros impares.

- La suma de sus cifras es 25.

- La primera cifra es la diferencia entre el doble
de la quinta cifra menos la cuarta cifra.

- La cuarta cifra es un multiplo de tres.

- Elm.c.m. de la segunda vy la quinta cifra es 15.

- La contrasefia es el menor nimero que cumple

las condiciones anteriores.

Lo peor ha ocurrido, se olvidé de la contraseiia. Ayuda a Miguel recuperando su

contrasefa.

Razona tu respuesta.

2. Cosecha Interestelar

Darrow es un agricultor que esta intentando hacerse
un hueco en el mercado de productos exéticos en Marte.
Hace poco compré una finca triangular cerca del Monte
Olimpo (que es el mayor volcan del Sistema Solar) y la
planté como muestra la figura. La finca la dividié en cinco
bandas paralelas con la misma anchura. La parte mas

oscura la ha plantado con hemantos de Mercurio y la

parte

mas clara, con la acelga plutoniana. Sabiendo que el

area total de la finca es de 145 metros cuadrados,

contesta de forma razonada écual es el drea que ha

plantado con hemantos?



3. El planeta cercano

Acaba de aterrizar en la Tierra un alumno de
intercambio del planeta cercano Préxima C5. Este
planeta tarda en girar alrededor de su estrella,
Proxima Centauri, el mismo tiempo que la Tierra en
girar alrededor del Sol, pero cada afio consta de 500

dias, cada mes de 50 dias, cada dia de 50 horas, cada

hora de 50 minutos y cada minuto de 50 segundos.

Marta, para integrar al nuevo chico, le pregunta: “é Dénde duran mas los segundos
en tu planeta o en el mio? Y si me voy a tu planeta los meses de julio y agosto, écuanto
tiempo estoy (contando los dias, las horas, los minutos y los segundos) realmente en el
tuyo?

Ayuda al sorprendido visitante dando las respuestas de forma razonada.

4, Orden en lafila

Cinco amigos, Antonio, Belén,
Carmen, Dario y Eugenia, se colocan en
“fila india”, pero tu no sabes el orden en

gue estan colocados.

Estan contando de 5 en 5: el 19
dice 5, el 22 dice 10, el 32 dice 15, el 42
dice 20,

el 52 dice 25, el 12 sigue con 30,... y siguen contando de 5 en 5. Antonio ha dicho 140;
Belén 160; Carmen 130; Dario 170.

¢En qué orden se encuentran colocados los amigos en la fila? ¢ Quién de ellos diria
1.755?

Razona las respuestas.

5. Geometriay elegancia

Enrique es un buen matematico que le gusta la geometria. Quiere partir un
cuadrado de lado 1 en tres partes con la misma area como se muestra en la figura 1.

¢Qué valor debe dar a x para conseguirlo?



Pero ademas le gusta la decoracién y no encuentra elegante su construccion.
Decide suprimir la zona triangular inferior derecha, como indica la figura 2. ¢Podrd
encontrar el valor de y que haga que en este caso los tres tridngulos obtenidos tengan

la misma drea? En caso afirmativo calcula ese valor dey.

Razona las respuestas.

p — —_—y—
Figura 1 Figura 2
6. Las baldosas trampa
En la Casa de los Misterios, que es + + + *
una novedosa atraccién de feria, hay 1E 2s 48 10 2
una pequeiia habitacidn con 25 baldosas ) * ) *
. . 4E 3s 1E 28 3s
y las inscripciones que aparecen en la
. . . 2 + + *
imagen. Las inscripciones constan de un
3 1N 10 18 28 20
nimerodel 1al4yunaletraN,S,EyO,
L . . p—-> . 4 L 4
gue indican las direcciones norte, sur,
3E 2N 10 1E 3N
este y oeste.
2 4 *
La atraccién consiste en pisar las ultima | 4 4N 10
baldosa
baldosas en un orden adecuado y para + + v’

ello es fundamental la inscripcion de cada una de ellas. Por ejemplo, la baldosa 2S de la
esquina superior derecha nos dice que la préoxima baldosa que debe pisarse, esta dos

baldosas en direccion sur, es decir la baldosa 20.

Si se quiere salir triunfante de la atraccion se deben pisar el maximo numero de
baldosas siguiendo la secuencia correcta. Hay dos dificultades, una es que no sabemos
cual es la primera baldosa que hay que pisar, sélo la Ultima, y otra que hay dos baldosas
trampa que haran que caigas en un tunel sin salida. Debes encontrar de forma razonada
la primera baldosa que debes pisar para poder asi iniciar el recorrido y sefialar aquellas

baldosas trampa que te haran perder automaticamente el juego.



7. El Califa de Medina Azahara

Cuenta la leyenda que era tanto el amor del Califa
Abderraman Ill hacia su amada Azahara que prometio
construirle la mas magnifica ciudad que los ojos hubieran

visto, Medina Azahara.

Ademas del Califa, su hijo Alhakén Il y Azahara,

también vivian en la ciudad, el ministro Jafar, el guardidn del Salén Rico, el poeta
Almutamid y el maestro alarife Abdallah.

El ministro y Azahara suman veintidds lustros y el ministro supera a Azahara en el

Unico primo par.

Azahara y el guardidan danzan los niumeros de sus edades cambiando estos de
orden.

Tras el guardian vienen el poeta y el maestro. El primero difiere del guardian un
primo impar de un solo digito, y el otro, con dos primaveras menos, difiere un cuadrado

perfecto.

El hijo del Califa dista del poeta y el maestro los mismos numeros que ellos distan

del guardian, pero obviamente siendo bailados.

En menos de una Luna el doble de la nueva edad del hijo sera la actual del Califa.
¢Cual es la edad del Califa?

Razona la respuesta.

8. Angulos de los pentagonos

Sabemos que un triangulo solo puede tener un angulo recto, pero un

cuadrilatero puede tener hasta cuatro angulos rectos (los rectangulos).

Parece razonable que a medida que aumenta el nimero de lados en los

poligonos, aumente también el posible nimero de dngulos rectos en los mismos.

Contesta de forma razonada, ¢cuantos angulos rectos puede llegar a tener un

pentagono?

[



9. Circunferencias

Traza cada una de las siguientes circunferencias en las situaciones que te

planteamos:

a) Circunferencia que pasa por dos puntos.
b) Circunferencia que pasa por tres puntos no alineados.

c) Circunferencia que estd a la misma distancia de cuatro puntos.

Contesta de forma razonada: ¢ cudntas circunferencias se pueden representar en

cada uno de los casos anteriores?

10. A nadar!

Ada va a nadar a una piscina de 25 m de

largo.

Cuando llega a la piscina saluda de lejos a
su amigo Carlos que estd haciendo una parada
de 2 minutos en el lado opuesto de la piscina, él

llevaba recorridos 10 largos.

A las 10:00 empiezan a nadar cada uno

desde su lado de la piscina.
Ada nada 1500m en 40 minutos y ha adelantado a Carlos 7 veces.

Si los dos terminan a la vez, responde de forma razonada: iqué distancia ha

recorrido Carlos? y ¢a qué hora empezd a nadar?



11.La tienda del todo a multiplo de 5

jQué tienda mas curiosa! Todos los

precios de los articulos son multiplos de 5. e ;

Ademas, durante esta semana hay una oferta E;

de 3x2 (te llevas tres articulos, pagando dos,

obviamente los dos de mads valor en caso de -@
no ser iguales). Se conoce que no se

acumulan promociones.

En la cola de la caja una clienta tiene

una tarjeta descuento del 30% vy quiere

utilizarla.
Viendo su mercancia le aconsejo que se acoja a la oferta de esta semana y guarde la
tarjeta descuento para otra ocasién.

¢Cuales son todos los posibles precios de los 3 articulos elegidos por la clienta
sabiendo que pagd menos de 60€ en su ticket de compra?

Razona las respuestas.

12.La batalla final

La grabacidn de la batalla final de la serie de éxito Juego de Mates va a ser grabada
en Ciudad Epsilon, en Matelandia. Dicha batalla, que enfrentara a los habitantes de
Geometralia y Derivando del Rey, trascurrird en un coso como el que muestra la figura,

formado por dos circulos superpuestos de radio 136,64 metros.

a) ¢Cual es el perimetro del recinto de la batalla final?
b) ¢Qué porcentaje del drea del circulo de la izquierda es solapada por el circulo

de la derecha?

Razona las respuestas.




13.Cubos de basura

Rosa saca la basura
organica todos los dias de lunes a
viernes, los envases y plasticos
los lunes, miércoles y viernes.
Tira los vidrios cada 13 dias. Saca
el papel y el cartén una vez a la
semana, pero si una semana lo
hace en martes la siguiente en
miércoles y la siguiente en jueves

y asi sucesivamente.

Como en su pueblo los sabados y los domingos no se puede sacar la basura, si

le toca en uno de esos dias, la saca el lunes siguiente.

Rosa, el pasado lunes 2 de mayo de 2016, sacd todas las basuras a la vez,

écuando volveria a sacar otra vez

las cuatro?

Cuando acabe el 2016 écuantas veces habra sacado las cuatro a la vez este afio?

14.Visita al Museo

Un grupo de 42 olimpicos desean ir a la Casa de la Ciencia, para ello piden

informacidn sobre los precios y obtienen la siguiente informacion:

N2 de entradas

Entradas individuales (maximo 60)

Precio

1 entrada 25€
2 entradas Descuento de un 2 % del total
3 entradas Descuento de un 3 % del total
n entradas Descuento de un n % del total
Ofertas de grupo
10 entradas 220 €
15 entradas 315 €

20 entradas

410 €




Nota: Ademas les informan que por cada 15 entradas compradas les regalan una.

De todas las formas posibles de comprar las entradas para los 42 olimpicos, écual

seria la mds econdmica para el grupo?

Razona la respuesta.

15.Rosetas

En el proximo aniversario de su fundaciéon, la Junta Directiva del Real Club
Recreativo Thales quiere adornar la fachada con dos tipos de rosetas, que estan inscritas
en circunferencias de 3 cm de radio, como las que aparecen dibujadas en las figuras

adjuntas:

ROSETA 1 ROSETA 2

Si se han utilizado 10’27 cm? de azulejos, entre azul y verde, en la primera roseta.

¢Cual de las zonas coloreadas en ambas rosetas saldria mas econdmica si el precio

es el mismo sea cual sea el color?

Razona la respuesta.

16.NUumeros

A lIsa y Pepe le siguen gustando los nimeros y se proponen uno al otro los

siguientes calculos:
Isa: “éCual es el resultado de

(22016 _ 22015 + 22014 _ 22013 + 22012 _ 22011 + 22010 _ 22009) . 22008 ?”

Pepe: “Como sabes que la suma de los 59 primeros numeros naturales es 1770,
écudl es el resultado de 12 — 22 + 32 — 42 4+ 52 — 62 + 72 — ... — 582 4+ 592 7"



Estamos convencidos que tardaréis menos tiempo vosotros en resolverlos. jAnimo

y da de forma razonada las respuestas correctas!

17.El robot

En la empresa del profesor Thayton se fabrican 3 clases de
robots, los alfa («), los beta (£) y los gamma (y) y de cada uno

de ellos existen tres modelos, el 1, el 2 y el 3. En la empresa los

tienen almacenados, sin mezclar, en nueve habitaciones, como

la que se muestra en el plano de la figura.

El profesor Thayton tiene escrito en su cuaderno de anotaciones los siguientes

datos:

- Encada filay en cada columna hay un modelo 1, 2 y 3. @
- Todos los modelos 2 estdn en una diagonal del plano.
- Todas las habitaciones donde estdn los robots de la clase

alfa tienen al menos en comun un punto de contacto.

- Las habitaciones de los robots de la clase gamma no estan en contacto unas
conotras.

- La clase beta tiene dos modelos de robots en dos habitaciones que estan en
contacto y el otro estad en una habitacién que no tiene nada en comun con las
otras.

- Ala derecha de la habitacion del modelo 2 de la clase gamma se encuentra la

habitacidon del modelo 1 de la clase beta.

Coloca de forma razonada cada modelo de robot en su habitacion

correspondiente.

18.Guardando monedas

D2 Elvira Guardalotodo decide conservar toda su fortuna

repartiéndola en los siete cofres que posee.

En el primer cofre guarda los 2/3 del total de sus monedas;

en el segundo cofre mete los 2/3 del resto y asi sucesivamente




hasta el séptimo cofre. Cuando hubo terminado le quedaba a D2 Elvira en las manos

una Unica moneda que se la guardd en su monedero.

¢Cudl es el total de monedas que compone la fortuna de D2 Elvira

Guardalotodo?
¢Cuantas monedas ha guardado en cada cofre?

Razona tus respuestas.

19.Sedales en la carretera

En la autovia Sevilla—Cérdoba nos

N-1V encontramos la sefial de trafico de la figura donde

las distancias estan en kildmetros.

ECUA 39
CORDOBA 93 Si nos fijamos en esta sefial observaremos que

\ J los nimeros (39 y 93) tienen los mismos digitos, pero

cambiando el orden. A este tipo de seial la llamaremos “sefial clave”.

éiQué otras “seflales clave” (Ecija-Cérdoba) podremos

encontrar después de la anterior antes de llegar a Ecija? [E5]

ECIA
En la misma autovia se encuentra la poblacidn de La Carlota, |[Eeh{se):/

cuya distancia a Cérdoba es de 31 Km. ¢Podremos encontrar 3]

“sefiales clave” (La Carlota-Cérdoba) antes de llegar a la Carlota? LA CARLOTA
CORDOBA

Quiero hacer un viaje de Bailen a Cérdoba (100 Km), la
carretera pasa por Alcolea, la distancia de Alcolea a Cérdoba es de

18 Km. éEs posible encontrar “sefiales clave” (Alcolea-Cdrdoba)?

éCuales serian?

Razona todas las respuestas.



20.Puente de Triana

Observa la aglomeracidn de personas que se
encontraron la pasada Semana Santa en el Puente

de Triana.

Sabemos que el puente tiene una altura

sobre la rasante de 12 m, su longitud total es de

154,5 m y su ancho de tablero es de 15,9 m.

Estima de forma razonada el nimero de personas que se encontraron ese dia
en el Puente de Triana, si al contar el nimero de personas que hay en varios cuadrados
de 2 metros de lado en dicho puente se han obtenido los siguientes datos: 23, 14, 22,
20,19, 20y 22.



SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS

1. La Contraseina

A Miguel le regalaron una tableta por su cumpleafios y para evitar que nadie pueda
usarla se inventé una contrasena de cinco cifras. Por si acaso se olvidaba de ella, escribid

las siguientes pistas en un WhatsApp que le envié a Sagrario su amiga de confianza:

- Todas sus cifras son nimeros impares.

- La suma de sus cifras es 25.

- La primera cifra es la diferencia entre el doble
de la quinta cifra menos la cuarta cifra.

- Lacuarta cifra es un multiplo de tres.

- Elm.c.m. de la segunda y la quinta cifra es 15.
- La contraseiia es el menor nimero que cumple

las condiciones anteriores.

Lo peor ha ocurrido, se olvidé de la contrasefia. Ayuda a Miguel recuperando su
contrasefa.

Razona tu respuesta.

RESOLUCION

Como buscamos un nimero de 5 cifras, asighamos una incégnita a cada una de
ellas:a,b,c,dye

Continuamos analizando todas las pistas:
- Todas sus cifras son nUumeros impares
Eso excluye al 2,4,6,8y 0
- Lasuma de sus cifras es 25.
a+b+c+d+e =25

- La primera cifra es la diferencia entre el doble de la quinta cifra menos la cuarta
cifra.

a =2e —d



- La cuarta cifra es un multiplo de tres.
d = 30d = 9yaqueb6espar
- Elm.c.m. de la segunda y la quinta cifra es 15.
Hay dos posibilidades:
b=3ye=25 ) b=5ye =3
- La contrasefa es el menor nimero que cumple las condiciones anteriores.

Esta pista nos servird para descartar si hay mds de una posibilidad

Resumiendo:

- Seexcluyeal2,4,6,8y0

- at+b+c+d+e=25

- a=2e-d

- d=30d=9

- b=3ye=5 o b=5ye=3

12 Posibilidad: 73735

b=3ye=5 3
Supongamos que d =3 3 3
a=2e—-d a=2-5-3=10-3=7 7 3 3

a+b+c+d+e=25 7+3+c+3+5=25 =2 c=7 7 3 7 3

22 Posibilidad: 13795

b=3ye=5 3

Supongamos que d =9 3 9




a=2e-d a=2-5-9=10-9=1 1 3 9 5

a+tb+c+d+e=25 1+3+4+c+9+5=25 = c=7 1 3 7 9 5

32 Posibilidad:
a b c d e
b=5ye=3 5 3
Supongamos que d =3 5 3 3
a=2e-d a=2-3-3=6-3=3 3 5 3 3
a+tb+c+d+e=25 3+5+c+3+3=25 > c=11

IMPOSIBLE porque c tiene mas de 1 digito

42 Posibilidad:
a b c d e
b=5ye=3 5 3
Supongamos que d =9 5 9 3
a=2e-d a=2:-3-9=6-9=-3 3 5 9 3

IMPOSIBLE porque un digito no puede ser un nimero negativo

Hemos encontrado dos posibles contrasefias
73735y13795

Como la ultima pista decia que la contrasena era el menos nimero que cumplia

todas las condiciones

La contrasefia de Migueles 13795




Este problema presenta poca dificultad si se va siguiendo ordenadamente las
indicaciones que nos ofrece los datos del enunciado y se emplea un buen razonamiento
légico. Aunque puede resultar algo mas dificultoso al alumnado que no tenga una buena

comprension lectora.

La dificultad en la fase de comprension lectora surgira al identificar todas las
restricciones y suposiciones subyacentes en el enunciado referentes a las propiedades
aritméticas que deben cumplir los numeros candidatos a ser la contrasena de Miguel.

Posteriormente, el alumnado deberd matematizar el problema al traducirlo a su
forma algebraica, usando variables apropiadas (que pueden ser diferentes a las
propuestas en el texto) y reconocer la estructura algebraica que subyace en cada una de
las sentencias. La ejecucién del problema supondrd la manipulacién de expresiones
algebraicas. Para finalmente, interpretar y evaluar la razonabilidad de los valores
obtenidos y cual de las soluciones numéricas obtenidas tiene significado en el contexto

real del problema.

Los conocimientos matematicos a emplear en su resoluciéon deben ser conocidos
por el alumnado desde el ultimo curso de Primaria. A nivel numérico el problema
permitird al alumnado reconocer los significados numéricos en situaciones de paridad y
multiplicidad. A nivel algebraico deberd integrar estos conocimientos numéricos para

establecer cantidades variables, traducirlas algebraicamente y operar con las mismas.

B2.C1.E1.

B2.C1.E2.

B2.C2.E1.

B2.C6.E1.

B2.C7.E2.




2. Cosecha Interestelar

Darrow es un agricultor que esta intentando hacerse
un hueco en el mercado de productos exdticos en Marte.
Hace poco compré una finca triangular cerca del Monte
Olimpo (que es el mayor volcan del Sistema Solar) y la
planté como muestra la figura. La finca la dividié en cinco
bandas paralelas con la misma anchura. La parte mas

oscura la ha plantado con hemantos de Mercurio y la

parte

mas clara, con la acelga plutoniana. Sabiendo que el
area total de la finca es de 145 metros cuadrados,

contesta de forma razonada ¢écudl es el area que ha

plantado con hemantos?

RESOLUCION

PRIMERA SOLUCION: La figura la podemos descomponer

como aparece en la figura adjunta. Como vemos, la parte roja
10 2 . . .
representa il de la figura. Por lo tanto, el area en rojo

es

2
§-14S=58m2

SEGUNDA SOLUCION: En la imagen podemos ver cinco

triangulos que se encuentran en “Posicién de Thales”, esto
es, tienen un angulo en comun (el superior) y los lados
opuestos a dicho dngulo son paralelos. Por lo tanto, los cinco

tridngulos son semejantes. Denotemos por Tz, T2, T3, T4y Ts

los tridngulos sucesivos (empezando por el vértice

superior). Al ser la



anchura de las bandas constante, deducimos que la altura de T es el doble que la de T3,
la altura de T3 es el triple que la de Ti... (Hemos considerado la altura desde los lados
paralelos hasta el vértice superior)

Ademads, sabemos que, si dos poligonos P y P’ son semejantes con razén de

semejanza k, sus areas se relacionan mediante:
Area(P') = k?*Area(P)
Asi:
Area(T,) = 4 - Area(Ty)
Area(T;) =9 - Area(Ty)
Area(T,) = 16 - Area(T,)
Area(Ts) = 25 - Area(T;)
Por lo tanto, llamando a = Area(T;):
Area roja = Area(ABCD) + Area(EFGH) =
= Area(T,) — Area(T,) + Area(T,) — Area (T3) =
=4a—a+16a—9a = 10a
Por otro lado, sabemos que
Area(Ts) = 145 = 25a = a = 58 m?

Asi, Area roja = 10 - 5'8 = 58m?

TERCERA SOLUCION: Podemos girar el tridngulo vy

colocarlo como en la figura. Como vemos, la parte roja
representa las dos quintas partes de la figura, que ahora ha
doblado su area. Sin embargo, al tratarse de figuras iguales,

en nuestra figura original siguen representando las dos

. , 2
quintas partes del total. Por lo tanto, el area buscada es 3

145 = 58 m?.

Analisis del problema

En este problema podemos apreciar un enunciado relativo al ambito de medidas
de dreas no estandar, en el sentido de que no se dispone de medidas relativas a
distancias explicitas, como pueden ser las longitudes de lados, alturas, angulos..., sino

gue solamente se dispone de la equidistancia entre los lados paralelos, hecho que hace



gue el alumno tenga que poner en juego mas estrategias de pensamiento a la hora de
buscar la resolucion del mismo. Por lo tanto, el problema puede tiene un nivel de
complejidad de conexidon, ya que consiste en la resolucién de problemas no rutinarios,

que incluye una situacion familiar.

Dicha conexién es una oportunidad para introducir al alumnado en el proceso de
geometrizacion de situaciones cotidianas. Proceso consistente en la formulacién de la
situacion matematicamente, su simplificacion para reducir el analisis al calculo de
superficies de poligonos al usar modelos geométricos mas sencillos, tridngulos y
cuadrilateros, manipular la informacidn aritmética. Y, finalmente, interpretar la solucién

matemadtica del problema en el contexto de la realidad.

A nivel didactico se puede solicitar al alumnado que resuelva el problema de tres
formas diferentes favoreciendo asi, por una parte, su creatividad. Y, por otra, el
desarrollo de procesos de profundizacién en problemas ya resueltos planteando
pequefias variaciones en la descomposiciéon en tridngulos dénde se pueda aplicar el

Teorema de Thales y composicion de figuras geométricas para crear cuadrilateros.

B2.C7.E2. B3.C2.E1.

B3.C4.E1.

3. El planeta cercano

Acaba de aterrizar en la Tierra un alumno de
intercambio del planeta cercano Préoxima C5. Este
planeta tarda en girar alrededor de su estrella,
Proxima Centauri, el mismo tiempo que la Tierra en
girar alrededor del Sol, pero cada afio consta de 500

dias, cada mes de 50 dias, cada dia de 50 horas, cada

hora de 50 minutos y cada minuto de 50 segundos.

Marta, para integrar al nuevo chico, le pregunta: “é¢ Dénde duran mas los segundos

en tu planeta o en el mio? Y si me voy a tu planeta los meses de julio y agosto, écuanto



tiempo estoy (contando los dias, las horas, los minutos y los segundos) realmente en el

tuyo?

Ayuda al sorprendido visitante dando las respuestas de forma razonada.

RESOLUCION

En primer lugar, vamos a calcular la equivalencia entre las diferentes unidades de
tiempo en la Tierra y en Préxima C5. Codificamos las unidades en primer lugar Afio (A),
Mes (Ms), dia (D), hora (H), minuto (Mi), segundo (S) y colocamos un subindice para

identificar el planeta Tierra (T) y Préxima C5 (C5).

Como ambos planetas tardan el mismo tiempo en completar “su afio” en su giro
alrededor de su estrella, por tanto, AT = AC5. Aplicando las equivalencias en dias,
365 DT = 500 DC5. A partir de esta igualdad. Vamos a obtener la equivalencia de

horas, minutos y segundos:
365x24 Hr = 500x50 Hs;
365x24x60 Mir = 500x50x50 Mi,s;
365x24x60x60 St = 500x50x50x50 S

Calculamos y obtenemos la siguiente proporcion: 31.536.000 S, =
62.500.000 S;g5; dividimos por 1000 y obtenemos la proporcidon simplificada
31.536 Sy = 62.500 S;5, de donde obtenemos que 1S; equivale a 62.500/
31.536 Scs = 1,98 Scs, tras lo cual deducimos, que los segundos en la Tierra duran

mas que en Préoxima C5.

Los segundos en la Tierra duran mas que en Préxima C5.

Ahora vamos a responder a la segunda pregunta, écual es la equivalencia de 62

dias terrestres correspondientes a los meses de Julio y Agosto en el planeta Préxima C5?

A partir de la equivalencia 365 D; = 500 DC5, extraemos que 1D; =
500/365 D5, por tanto:

62 Dy = 62x500/365 D,z = 84 DC5 + 340/365 Ds.
La fraccion de dia restante la tenemos que pasar a horas:

340/365 Des = 50x340/365 Hs = 46 Hes + 210/365 Hes.



Andlogamente, transformamos la fraccién de hora sobrante en minutos:
210/365 Hes = 50x210/365 Mics = 28 Mics + 280/365 Mis.
Finalmente, expresamos la fraccidon de minuto sobrante en segundos:

280/365 Miys = 50x280/365 S5 = 38 Sps + 130/365 Sgs.

En conclusion, hemos permanecido en el planeta Préxima C5,
84 D5,46 H5,28 Mics5,38 +130/365 S5 o

1 M5, 34 Ds, 46 Hs, 28 Migs, 38 + 130/365 S5

Este problema presenta poca dificultad si se va siguiendo ordenadamente las
indicaciones que nos ofrece los datos del enunciado y se emplean adecuadamente las
equivalencias entre las diferentes unidades de tiempo. La busqueda de dichas
estrategias favorece que el alumnado ponga en procesos de formulacién de situaciones

matematicamente, que a continuacién deberd manipular matematicamente.

En el segundo apartado, hay que tener en cuenta el significado de la fraccion
impropia y su forma mixta para evitar errores debidos al redondeo. No se recomienda
la transformacion inversa de segundos a horas, por complicarse excesivamente el
calculo.

A nivel didactico, aunque los conocimientos matematicos a emplear en su
resolucién deben ser conocidos por el alumnado desde el dltimo curso de Primaria, la
dificultad del mismo radica en la necesidad de integrar conocimientos de fracciones
propias e impropias, decimales y proporcionalidad para realizar calculos exactos y

buscar la estrategia para tener la mayor precisidn posible.

B2.C1.E1.
B2.C1.E3.
B2.C2.E6.

B2.C2.E7.




B2.C3.E1.
B2.C4.E2.

B2.C5.E1.

4. Orden en lafila

Cinco amigos, Antonio, Belén,
Carmen, Dario y Eugenia, se colocan en
“fila india”, pero tu no sabes el orden en

gue estan colocados.

Estdan contando de 5 en 5: el 19
dice 5, el 22 dice 10, el 32 dice 15, el 42
dice 20,

el 52 dice 25, el 12 sigue con 30,... y siguen contando de 5 en 5. Antonio ha dicho 140;
Belén 160; Carmen 130; Dario 170.

¢En qué orden se encuentran colocados los amigos en la fila? ¢ Quién de ellos diria
1.7557?

Razona las respuestas.

RESOLUCION

Vamos a comenzar en primer lugar a reproducir algunos términos de la secuencia

gue se describe en el problema:
5, 10, 15, 20, 25/ 30, 35, 40, 45, 50 / 55, 60, 65, 70, 75 / 80, 85, 90, 95, 100/...

Podemos darnos cuenta que cada amigo afiade 25 al nimero anterior en cada
repeticion, es decir, que el primero de la fila va diciendo los niumeros 5 + 25N, el segundo
los 10 + 25N, el tercero los 15 + 25N, el cuarto los 20 + 25N, y el quinto los 25(N+1),

siendo N el numero de repeticiones.

Por tanto, vamos a dividir los nimeros que ha dicho en algin momento por 25y

nos quedamos con el resto.



NUmero Resto al dividir por 25 | Lugar que debe ocupar
Antonio (140) 15 30
Belén (160) 10 20
Carmen (130) 5 19
Dario (170) 20 49
Eugenia (Desconocido) 0 52 por descarte

Para averiguar quién dijo el nimero 1755, dividimos 1755 entre 25 y nos

guedamos con el resto, que es 5, y éste corresponde, segln la tabla anterior, a Carmen.
El orden de los amigos es Carmen, Belén, Antonio, Dario y Eugenia.

Carmen dijo el nimero 1755.

Es un problema de dificultad media en el sentido en que el estudiante debe aplicar
procesos de matematizacién de las situaciones a partir de la identificacién de patrones.
En este caso, no esta interpretando un patrén del tipo multiplos de cinco, “5N”, sino que
tiene que percibir que todos los nimeros que dice un determinado amigo sigue la
secuencia “a + 25N”, donde “a” es el numero de la lista 5, 10, 15, 20, 25 que dijoen la
primera vuelta. Una vez identificado el patrén que siguen al contar las posiciones en las
filas, deben aplicar el concepto de cociente entero para descubrir que todos los nUmeros

gue corresponden al mismo sujeto tienen el mismo resto al dividirlo por 25.

Sobre restos de la divisidn el estudiante tiene conocimiento desde el ultimo ciclo
de la Educacién Primaria, pero quizds las propiedades que comparten niumeros que
tienen el mismo resto es un conocimiento mas avanzado que se puede adquirir a partir

del primer curso de ESO.

A nivel, didactico el problema es una oportunidad para comprender las
limitaciones de los patrones multiplos de cinco y reconocer nuevos patrones “25N+a”,

donde “a” es el resto del cociente entero. Y, en consecuencia, extender los limites de la



identificacion de patrones numéricos a expresiones algebraicas y valorar la adecuacion

de dicho modelo algebraico.

B2.C2.E1.

B2.C6.E1.

B2.C6.E2.

5. Geometriay elegancia

Enriqgue es un buen matematico que le gusta la geometria. Quiere partir un
cuadrado de lado 1 en tres partes con la misma drea como se muestra en la figura 1.

¢Qué valor debe dar a x para conseguirlo?

|

X

|

—_—

[P—

—_—N

Figura 1 Figura 2
Pero ademas le gusta la decoracién y no encuentra elegante su construccién.

Decide suprimir la zona triangular inferior derecha, como indica la figura 2. ¢{Podra
encontrar el valor de y que haga que en este caso los tres triangulos obtenidos tengan

la misma area? En caso afirmativo calcula ese valor de y.

Razona las respuestas.

RESOLUCION

- 12 parte
Como el cuadrado es de lado 1. Su dreaserd 1> = 1

De la figura 1, consideremos, por ejemplo, este triangulo rojo.



basexaltura_ X ><1_x
2 2 2

Area =

X

Y como debian ser las tres areas iguales, el area del tridangulo rojo debe ser la

tercera parte del area del cuadrado, es decir:

Area del triangulo rojo = g Area del cuadrado =1x1 =1

2
>S5 x =-
X=3

N R
W[ =

- 22 parte

Pero ademads le gusta la decoracién y no encuentra elegante su construccion. Por

ello decide suprimir la zona triangular inferior derecha, como indica la figura 2.

y

—Y

—Figura 2

éPodra encontrar el valor de y que haga que en este caso los tres tridngulos

obtenidos tengan la misma area? En caso afirmativo, calcula ese valor y.

Definimos la variable x que completa el lado del cuadrado y obtenemos la primera

ecuacion:
x+y =1 (1)

Como en el problema anterior, cada triangulo tiene un tercio por area.



Yy X

Figura 2

El cuadrado que sabemos que tiene area 1, le restamos el drea del tridngulo que

le falta a la figura.

] B x Xx x2 1
Area del tridngulo que falta = = — = = x?
2 2 2
Luego, el area de la figura 2 es:
. . 1
Area figura2 = 1 — > x?
Por tanto, el drea de cada tridngulo es:
1-— % x?
a =——"™m— (2
— @
Por otro lado, de la férmula del drea del tridngulo obtenemos que el drea es:
1 Xy y
a = == (3
> > G

Hemos obtenido el drea de dos maneras distintas y podemos igualar (2) con (3)

1,
y =%
2 3

Obtenemos una ecuacion con dos incognitas que, vamos a simplificar

3y =2 (1 x =2 2-x° =2 — x2
y = > = > = X

También sabemos que (1)

x =1-y



Nos encontramos con:

Si resolvemos este sistema nos encontramos con que la ecuacion resultante sera:
3y =2-(1-»7
3y =2- (1-2y—y?)
Tras eliminar los paréntesis y transponer los términos conseguimos:
y?+y—-1=0
Resolvemos la ecuacion de segundo grado, obteniendo los siguientes valores

-1+ 5
2
-1-+5

= - Y 1618
Y 2

y ~ 0’618

Solo podemos aceptar el valor positivo, porque las longitudes solo pueden ser
positivas, siendo el primer valor la solucién del problema.

Por lo tanto, el valor de y en la Figura 2 es:

En resumen:

En el primer caso, el valor de x es:

X ==

3

Si gueremos obtener una figura mas elegante, entonces el valor de y debe ser:

_ -1+ 5

y ~ 0'618

Problema que nos plantea la relacion entre longitud de lados y superficie, que

establece dos partes bien diferenciadas, tanto en conocimientos iniciales como
dificultad o complejidad para su resolucién.



Asi en la primera parte, solo necesitariamos conocer el calculo del drea de dos
figuras basicas como son el cuadrado y el tridangulo y una pequeiia idea del concepto de

fraccion.

La segunda parte aflade un plus de complejidad, al tener que relacionar dos
variables, derivadas del corte del pequeiio tridngulo, relacionando las variables longitud

y sus consecuencias en el area de los tridngulos resultantes del corte.

Esto nos lleva a utilizar una nueva herramienta o conocimiento como es la
resolucién de un sistema de dos ecuaciones con las dos variables (incdgnitas), lo que nos
conduce a una ecuaciéon de segundo grado en la que nos encontramos con soluciones
que requieren un profundo andlisis, tanto por encontrar una solucién negativa que,
tenemos que desechar, como por ser un nimero irracional, obligando a tener solamente

una aproximacion del resultado.

Esta actividad nos puede ayudar a facilitar la comprensién del significado de
numero, trabajando con flexibilidad con fracciones y nimeros decimales, asi como el
reconocimiento del uso adecuado y apropiado de la calculadora y el desarrollo y uso de
estrategias para estimar los resultados de los calculos con numeros racionales, y juzgar

si dichos resultados son razonables.

Igualmente nos puede ayudar a comprender, representar y analizar situaciones y
estructuras matemadticas utilizando simbolos algebraicos para representar vy

comprender relaciones cuantitativas.

En los aspectos mas “geométricos”, nos puede ayudar a comprender los
atributos mensurables de los objetos, en nuestro caso de longitud y area y tiempo,
comparando objetos segun estos atributos, desarrollando referentes comunes para

medir y para realizar comparaciones.

Destacable también el uso de representaciones de datos mediante objetos

concretos y dibujos.

Desde el ambito de la resolucidon de problemas, esta actividad, al igual que las
presentadas en este manual, nos ayuda a construir nuevos conocimientos
matematicos a través de la resolucién de problemas que surgen en muy diversos
contextos, aplicando diversas estrategias que, ayuden a controlar y reflexionar

sobre el proceso de resolucién de problemas.

Nos ayuda a reconocer el razonamiento y la demostracién como aspectos
fundamentales de las matematicas, asi como a desarrollar y evaluar argumentos y
demostraciones matematicas; usando el lenguaje matematico para expresar ideas,

creando representaciones matematicas para resolver problemas.



B2.C2.E1. B3.C2.E1.
B2.C1.E2. B3.C6.E1.
B2.C1.E3.
B2.E2.C6.
B2.C3.E1.
B2.C4.E1.
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B2.C6.E1.
B2.C6.E3.
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B2.C7.E2.

6. Las baldosas trampa

En la Casa de los Misterios, que es + + + *
una novedosa atraccion de feria, hay 1E 2s 48 10 2
una pequefia habitacion con 25 baldosas ) * ) *
. . 4E 3s 1E 28 3s
y las inscripciones que aparecen en la
. . . ¢ + + *
imagen. Las inscripciones constan de un
3 1N 10 18 28 20
nimerodel 1al4yunaletraN,S,EyO,
L . . p—-> . 4 L 4
gue indican las direcciones norte, sur,
3E 2N 10 1E 3N
este y oeste.
2 2 *
La atraccidn consiste en pisar las ultima | 4 4N 10
baldosa
baldosas en un orden adecuado y para + + *

ello es fundamental la inscripcidn de cada una de ellas. Por ejemplo, la baldosa 2S de la
esquina superior derecha nos dice que la proxima baldosa que debe pisarse, esta dos

baldosas en direccion sur, es decir la baldosa 20.



Si se quiere salir triunfante de la atraccion se deben pisar el maximo numero de
baldosas siguiendo la secuencia correcta. Hay dos dificultades, una es que no sabemos
cual es la primera baldosa que hay que pisar, sélo la ultima, y otra que hay dos baldosas
trampa que haran que caigas en un tunel sin salida. Debes encontrar de forma razonada
la primera baldosa que debes pisar para poder asi iniciar el recorrido y sefialar aquellas
baldosas trampa que te haran perder automaticamente el juego.

RESOLUCION

Vamos a comenzar el recorrido al revés, por la Ultima baldosa y analizando cual es
la Unica posible procedencia. Es decir, si queremos llegar a la ultima baldosa, el
movimiento norte no es posible, ni el movimiento este, ni oeste. Por tanto, la Unica

casilla seria 3S:
Ultima baldosa <« 3S

Procedemos de la misma forma para llegar a la baldosa 3S:

35 ¢ 2N < 10 < 1S ¢ 20 < 25 < 3N < 1E

2 ) 4 L 4 \ 4 ? +

1E 28 4S 10 "28
T S
4E f’SS 1E 28 38
L R R
1N 10 r‘1S 25 ' 20

3E f’zn f,w f,nz f,su

>—— —& @ - @

an | utima |y 4N 10

baldosa

D S o

A la baldosa 1E podemos llegar desde la baldosa 3E o 2S. La baldosa de la cuarta
filay primera columna es UNA BALDOSA TRAMPA, ya que a ella no se puede llegar desde

ninguna baldosa. Por tanto seguimos con la baldosa 2S:

1E ¢ 2S5 < 1E €& 3N € 4S < 10 < 4N
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Finalmente nos encontramos en la casilla 4N de la cuarta columna y quinta fila,
con dos posibles origenes, 2S y 10, pero la baldosa 2S no se puede llegar a ella y por
tanto es BALDOSA TRAMPA. Por tanto, seguimos con la baldosa 10:

4N €< 10 €3S €& 4E < IN & 10 €& 2S < 1E < 4N
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Por tanto, la primera baldosa donde se debe empezar el recorrido es 4N de la

primera columna y quinta fila. Las baldosas trampas son las no pisadas:
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Este problema se caracteriza por la habilidad para organizar los datos
graficamente. Por ello, su resolucién debe partir de la comprensidn del lenguaje de las
coordenadas geograficas y su uso en el contexto de una tabla de coordenadas. A
continuacion, se favorece el uso de estrategias heuristicas y procesos de razonamiento
que le permitan diferenciar los diferentes casos para hacer las suposiciones apropiadas
sobre las baldosas que serdn trampa. Para resolverlo partiendo de la casilla final para
ejecutar el camino inverso. Finalmente, el alumnado debe comprobar y valorar la

idoneidad de su propuesta a partir de realizar el camino directo.

Asi pues, se pretende que el alumnado aprenda a diferenciar los diferentes casos,
valorando las posibilidades que ofrece el juego y hacer predicciones razonables acerca
del comportamiento de las baldosas.

A nivel didactico, el problema ofrece una oportunidad para que el alumnado
realice predicciones sobre un fenédmeno aleatorio apoyandose en el uso de tablas. Sin
llegar a pedirles el calculo de probabilidades de caer en las casillas trampa ni de llegar a
la casilla final.

Ademas, el problema permite extender las representaciones graficas de los
movimientos sobre las baldosas para construir el significado del movimiento de

traslacion y el uso de vectores para su descripcion.




B5.C3.E3.

B5.C4.E1.

7. El Califa de Medina Azahara

Cuenta la leyenda que era tanto el amor del Califa
Abderraman lll hacia su amada Azahara que prometié
construirle la mas magnifica ciudad que los ojos hubieran

visto, Medina Azahara.

Ademas del Califa, su hijo Alhakénll y Azahara,

también vivian en la ciudad, el ministro Jafar, el guardian del Salén Rico, el poeta

Almutamid y el maestro alarife Abdallah.

El ministro y Azahara suman veintidds lustros y el ministro supera a Azahara en el
Unico primo par.

Azahara y el guardidn danzan los nimeros de sus edades cambiando estos de
orden.

Tras el guardian vienen el poeta y el maestro. El primero difiere del guardian un
primo impar de un solo digito, y el otro, con dos primaveras menos, difiere un cuadrado
perfecto.

El hijo del Califa dista del poeta y el maestro los mismos nimeros que ellos distan
del guardian, pero obviamente siendo bailados.

En menos de una Luna el doble de la nueva edad del hijo sera la actual del Califa.
éCual es la edad del Califa?

Razona la respuesta.

RESOLUCION

Comencemos con Azahara y con el ministro Jafar.



Entre los dos tienen 22 lustros y como cada lustro son 5 afios tendremos que entre

ambos suman 22 -5 = 110 afios.

La diferencia entre ambos es del Unico nimero primo par, por lo tanto, sus edades

difieren en 2 afos.

110 — 2 =108
108:2 = 54
54+2 = 56

Azahara tiene 54 afios y el ministro Jafar 56 afos.

Como el guardian y Azahara danzan los digitos de sus edades cambiando éstos de

orden, ¢cudl serd la edad del guardian?

Si Azahara tiene 54 anos entonces el guardian tendra 45 afios.

El poeta difiere del guardian un primo impar de un solo digito y el maestro, con

dos primaveras menos, difiere un cuadrado perfecto.

Si Llamamos x al primo impar que difiere el poeta del guardidn, entonces el

maestro diferird x + 2 = n? del guardian.
poeta = 45 - x maestro = 45- (x + 2) = 45 - n?

Los primos de un solo digito imparesson3, 5y 7.

Comprobemos: 34+42=5 54+2=17 7+ 2 =9=32
Por lo tanto, el poeta tendra: 45-7 = 38
Y el maestro: 45- (7 + 2) = 36

El poeta tiene 38 afios y el maestro 36 anos.

El hijo del Califa, Alhakén Il, dista del poeta y el maestro los mismos numeros que

ellos distan del guardian, pero obviamente siendo bailados.

Esto quiere decir que el hijo del Califa tendra 9 afios menos que el poeta y siete

afios menos que el maestro.
38-9 = 29 y 36 -7 = 29

Por lo cual la edad Alhakén Il es 29 afios.



En menos de una Luna el doble de la nueva edad del hijo sera la actual del Califa.

¢Qué nos quiere informar esta frase?

Que el hijo del Califa en menos de un mes tendra un aiflo mas, es decir, habra
cumplido 30 afios (29 + 1 = 30).

Y, por lo tanto, la edad actual del Califa serd: 30 - 2 = 60

El Califa Abderraman lll tiene 60 afios.

Este problema presenta poca dificultad si se va siguiendo ordenadamente las
indicaciones que nos ofrece los datos del enunciado y se emplea un buen razonamiento
légico. Aunque puede resultar algo mas dificultoso al alumnado que no tenga una buena

comprension lectora.

Los conocimientos matematicos a emplear en su resoluciéon deben ser conocidos
por el alumnado desde el ultimo curso de Primaria, como son numeros primos,
multiplos, etc. Y, serdn una oportunidad para reconocer nuevos significados y
propiedades de los nimeros en contextos de resolucion de problemas sobre paridad,

divisibilidad y operaciones elementales.

La dificultad en la fase de comprensién lectora surgira al identificar todas las
restricciones y suposiciones subyacentes en el enunciado referentes a las propiedades

aritméticas que deben cumplir los nimeros primo pares e impares.

Posteriormente, el alumnado tendrd la oportunidad de describir ciertas
situaciones del enunciado como la diferencia entre el poeta y el guardidn a través de
establecer la relacidon algebraica con el maestro. Y, en consecuencia, operar con esta
expresion algebraica. Una vez, determinada la edad del maestro, podrd analizar y aplicar
de nuevo las restricciones a las variables de la edad del poeta, el guardian, el hijo y el

califa.

A nivel numérico el problema permitird al alumnado reconocer los significados
numeéricos en situaciones de paridad y multiplicidad. A nivel algebraico debera integrar
estos conocimientos numéricos para establecer cantidades variables, traducirlas

algebraicamente y operar con las mismas.




B2.C1.E2.
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8. Angulos de los pentagonos

Sabemos que un triangulo solo puede tener un angulo recto, pero un

cuadrilatero puede tener hasta cuatro angulos rectos (los rectangulos).

Parece razonable que a medida que aumenta el nimero de lados en los

poligonos, aumente también el posible nimero de dngulos rectos en los mismos.

Contesta de forma razonada, ¢cudntos dangulos rectos puede llegar a tener un
pentdgono?

RESOLUCION

Sabemos que:

- Un triangulo rectangulo solo puede tener un angulo recto.
- Lasuma de los angulos de un triangulo cualquiera es 180°.
- Lasuma de los angulos internos de un poligonoes S = 180 X (x — 2).

- En nuestro caso un pentagono:

S =180 X (x—2) = 540



Vamos a ver los diferentes casos de angulo recto que nos podemos encontrar:

Un angulo recto:

90

Dos angulos rectos:

Tres angulos rectos:

0=230.16

Cuatro angulos rectos:

540° — 90° = 450°

Un angulo recto y 450° a
repartir entre los otros cuatro

angulos interiores.

S=90°+f+y+06+¢e=540°

540° — 180° = 360°

Dos angulos rectos y 360° a
repartir entre los otros tres dngulos

interiores.

S=90°+f+y+38+90°
= 540°

540° — 270° = 270°

Tres angulos rectos y 270° a

repartir entre los otros dos dangulos

interiores.

S =90°+90°+90°+ 6 + ¢ = 540°



a=90°

u

b5=90

B =90

a=90

Q0

540° — 360° = 180°

Cuatro angulos rectos y un angulo

de 180° formado por los otros lados.

S=90°+90°+90°+90° + ¢
= 540°

6=90

B =90
a=90

Al unir los puntos F y E obtenemos un sexto lado, el segmento “f”

S =90°+"90°+ 90° + 90° + ¢ = 540°

El segmento “f’ nos da lugar a dos angulos internos € y { (seis angulos internos

imposible un pentagono).

S = 90°+ 90° +"90° +"90° + & + ¢ # 540°

<

LA’

Al hacer coincidir los puntos F y E

obtenemos un nuevo lado BC, siendo el

quinto vértice el punto E.

Obteniendo por tanto una figura

“cuadrangular”.

Hemos podido comprobar que cualquier pentagono puede tener 1, 2 o 3 dngulos

recto, ya que el cuarto recto daria lugar a dos nuevos angulos, dando lugar a un nuevo

poligono de seis lados o bien es un angulo llano (180°) dando lugar a un poligono de

cuatro lados.

También sabemos que:



- Dos rectas perpendiculares forman un angulo de 90°.
- Laperpendicularidad de rectas cumple la propiedad simétrica, es decir, sila recta
a es perpendicular a la recta b, la recta b es perpendicular a la recta a.

- Dos rectas perpendiculares a una dada son paralelas.

El segmento AB L BC=90°
El segmento BC L CD=90°
El segmento CD 1L DG=90°
El segmento DG 1L AB=90°
Por tanto:

AB || CD

BC || DG

Nos encontramos con:

cuatro angulos rectos y lados paralelos dos a dos.

Luego para mantener los cuatro angulos rectos la Unica solucion es obtener una

figura cuadrangular, un paralelogramo.

Nos encontramos ante una situaciéon, que podemos considerar, mas que como
“problema cldsico”, como una situacion abierta que posibilite una posterior
investigacidn sobre la relacidn entre lados de un poligono, sus angulos interiores y, en
este caso en particular con la consideracién de que algunos de sus angulos interiores

puedan ser rectos.

No requiere demasiados conocimientos iniciales para poder comenzar, ya que
éstos son basicos (poligono y sus elementos, angulos y sus medidas, suma de los dngulos
interiores...), en un desarrollo posterior pueden ser necesarios algunos conocimientos

como paralelismo y perpendicularidad y sus relaciones entre ellos.

Esta actividad nos puede ayudar a que el alumnado sea capaz de analizar de forma
relevante la informacidn suministrada por el enunciado de la actividad, ordenando y
organizando los atributos que nos indica mediante dibujos. Asi como a modelizar

mediante representaciones graficas y evaluar como cada una de ellas nos muestra



aspectos importantes de los datos suministrados, proponiendo y justificando

conclusiones basadas en éstos.

En resumen, utilizaremos modelos matematicos para representar y comprender
relaciones cuantitativas, en nuestro caso particular nimero de lados y mdximo nimero

de angulos rectos posibles en un poligono, poligonos concavos-convexos,...

Construiremos nuevos conocimientos matematicos a través de la resolucion de
problemas, aplicando y adaptando una variedad de estrategias para resolver problemas
y, controlar el proceso de resolucién de los problemas matematicos y reflexionar sobre
él. Usando el lenguaje de las matematicas para expresar ideas matematicas con
precisién y comprendiendo como las ideas matematicas se interconexionan unas con

otras.

Por ultimo, nos ayudard a formular e investigar conjeturas matemadticas, en

nuestro caso, ampliando a otros tipos de poligonos.

B2.C2.E8 B3.C1.E1 B5.C1.E3
B2.C6.E1 B3.C2.E1
B2.C6.E2

9. Circunferencias

Traza cada una de las siguientes circunferencias en las situaciones que te

planteamos:

a) Circunferencia que pasa por dos puntos.
b) Circunferencia que pasa por tres puntos no alineados.

c) Circunferencia que estd a la misma distancia de cuatro puntos.

Contesta de forma razonada: ¢ cuantas circunferencias se pueden representar en

cada uno de los casos anteriores?



RESOLUCION

A) Comenzamos por la primera situacion, veamos la circunferencia que podremos
trazar que pase por dos puntos.

Unimos ambos puntos para construir el segmento que nos permitird hallar
graficamente su punto medio.

Para hallar ese punto medio con el compas trazamos dos circunferencias de
centros Ay radio AB y otra de centro B y el mismo radio, el segmento AB.

Ahora vamos a buscar los puntos donde se cortan ambas circunferencias vy al

unirlos construimos lo que se conoce como la mediatriz del segmento AB, que cortara
al segmento AB en el punto medio C.

Con centro en ese punto Cy radio AC, trazamos la circunferencia que nos piden.



B) Vamos a la segunda situacion, construir la circunferencia que pasa por tres

puntos no alineados.

Necesitamos encontrar el centro de la circunferencia que pasard por esos tres
puntos. Para ello vamos a tener que construir las rectas perpendiculares a los segmentos
AB y BC que pasan por sus puntos medios, son las que hemos llamado mediatrices de
los segmentos. Para ello haremos igual que en la primera situacion, siendo el punto de

corte que llamaremos D, el centro de la circunferencia que estamos buscando.

C) Veamos la tercera situacion, circunferencia que estd a la misma distancia de

cuatro puntos.

Vamos a construir una circunferencia que pase por A, B y C, como hicimos
anteriormente y desde ese centro que en este caso sera el punto E, trazaremos otra

circunferencia de centro E que pase por D.




En esta situacion se conseguirdn dos circunferencias concéntricas con el mismo

centro.

La circunferencia que estamos buscando es la que esta entre las dos que hemos

construido, a la misma distancia de una que de otra.

Para buscarla trazamos la semirrecta EA, o EB, o EC o ED, cualquiera de ellas nos
vale. Por ejemplo, EA, que cortard a una circunferencia en Ay a la otra en otro punto F.

Construimos el punto medio de Ay F, que definimos como punto G.

Este punto G es el que nos va a definir la circunferencia que buscamos
(circunferencia de centro E y radio EG), una circunferencia que dejard tres puntos A, By
C dentro de la circunferencia, y un punto D, fuera de ella. Los cuatro puntos estan a la

misma distancia de la circunferencia construida.

.

Para este tercer apartado hay otra forma de resolver el problema. Se trata de
tomar dos puntos A y D, y trazar su mediatriz. De igual manera se traza la mediatriz del
segmento que define By C. El punto de corte de ambas mediatrices sera el centro de las

dos circunferencias concéntricas, una que pasa por Ay D, y la otra por By C.



Aligual que hicimos anteriormente, se trataria de buscar la circunferencia que esta
entre estas dos, a la misma distancia de ambas, que dejara dos puntos dentro de ella, B

y C, y otros dos puntos fuera Ay D, pero ambos a la misma distancia de la circunferencia

pedida.

Para acabar nos preguntan cudntas soluciones distintas se pueden dar en cada
caso, para ello debemos vamos a ir caso a caso:

A) En el primer caso, el nUmero de soluciones es infinito, ya que cualquier punto
de la mediatriz del segmento AB nos serviria como centro de la misma, y se podria

construir infinitas circunferencias.

B) En el segundo caso, la solucidn es Unica, ya que, por tres puntos no alineados,

como es el caso, solo pasa una Unica circunferencia.



C) En el tercer caso vamos a analizar por separado si tres puntos se quedan
interiores y uno exterior, o si dos puntos se quedan dentro de la circunferencia y otros

dos fuera de ella.

Para tres puntos interiores y uno exterior, elegimos A, B y C para construir la
circunferencia base, pero esta eleccidn podria haber sido A, Cy D; o A, By D; o también
B, CyD.

Lo cual nos lleva a la conclusidon de que habria cuatro circunferencias con esas
condiciones, dejando A, B, C dentro y D fuera; o dejando A, C, D dentro y B fuera; o
dejando A, B, D fuera y C dentro; o dejando B, C, D fuera y A dentro de la circunferencia.

En esta segunda situacién, hemos elegido dos a dos los puntos para hallar las

respectivas mediatrices de los segmentos AD y BC.

Pero podriamos haber elegido los puntos para trazar las mediatrices de ABy CD, o
también de ACy BD.

Esto nos lleva a poder construir tres circunferencias, la que hemos expuesto

anteriormente y estas dos mas.

‘ .D



El problema que aqui hemos planteado es un problema geométrico en el que se
estudian dos de los principales lugares geométricos, que es la mediatriz de un segmento
y la circunferencia. Una mediatriz es el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de otros dos, o también se define como la recta perpendicular al segmento
que define Ay B, extremos del intervalo, que pasa por su punto medio. La circunferencia
se define como el lugar geométrico de los puntos del plano que estan a la misma
distancia de otro punto llamado centro.

Al combinar ambos lugares geométricos aparecen estos ejercicios de
representacion de circunferencias que cumplen una cierta propiedad. En este sentido,
el proceso de resolucion parte de conjeturar las posiciones relativas de las
circunferencias en funcién de los puntos y mediatrices que se construyan y de recordar
el hecho de que por tres puntos solo pasa la circunferencia circunscrita. Posteriormente,
el alumnado debe conjeturar y valorar los hechos matematicos usados para construir las
circunferencias para realizar simulaciones y predicciones graficas que le permitan

deducir el numero de soluciones posibles en cada caso.

Existen numerosas aplicaciones a este tipo de problemas. Si deseamos poner una
antena que cubra a tres poblaciones, necesariamente deberemos pasar por la busqueda

del centro de una circunferencia donde situar la antena.

Si se desea crear una canal de concentracidén de desaglies que pase a la misma
distancia de cuatro casas, se tratard de buscar esas circunferencias que dejen dos casas
a un lado y otras dos al otro lado del canal, o como se ha planteado, que tres casas

qgueden a un lado, y la cuarta al otro lado del mismo.

El problema es un problema grafico que se resuelve con instrumentos basicos de

dibujo lineal como son la escuadra, el cartabdn y el compas.

B2. C6. E1. B3. C1. E4.




10. jA nadar!

Ada va a nadar a una piscina de 25 m de
largo.

Cuando llega a la piscina saluda de lejos a
su amigo Carlos que estd haciendo una parada
de 2 minutos en el lado opuesto de la piscina, él
llevaba recorridos 10 largos.

A las 10:00 empiezan a nadar cada uno

desde su lado de la piscina.
Ada nada 1500m en 40 minutos y ha adelantado a Carlos 7 veces.

Si los dos terminan a la vez, responde de forma razonada: ¢{qué distancia ha
recorrido Carlos? y ¢a qué hora empezd a nadar?

RESOLUCION

La primera vez que Ada adelanta a Carlos es porque ha recorrido 25 m mas que él,
ya que estaban en lados opuestos de la piscina.

Las otras 6 veces que lo adelanta es que va recorriendo cada vez 50 m mds (dos
largos).

25m + 6 -50m = 25m + 300m = 325m

Carlos ha recorrido 325 m menos que Ada desde que nadan juntos, es decir desde
las 10:00 a las 10:40.

Por lo que Carlos habra nadado en ese tiempo: 1500 m - 325m = 1175 m.

Pero como Carlos llevaba 10 largos cuando llegé Ana habra que aiadirle: 10 -
25m = 250m.

La distancia total que ha recorrido Carlos sera: 1175m + 250m = 1425 m.

Calculemos ahora en qué momento empez6 Carlos a nadar.

En primer lugar, vamos a calcular a qué velocidad nada Carlos:



distancia recorrida _ 1175 m

velocidad = = 29’375 m/min

tiempo empleado 40 min

Calculemos ahora el tiempo que empled en hacer los 10 largos que llevaba

recorridos:

distancia recorrida _ 250m
velocidad 29’375 m/min
~ 8min y 30 seg

tiempo empleado = = 8,51 min

Carlos estuvo descansando durante 2 min, por lo que cuando llegdé Ada ya llevaba
en la piscina: 2min+ 8miny 30 seg = 10 miny 30 seg

En consecuencia, Carlos llegé a la piscina:

10 h — (10 miny 30 seg) = 9 h,49 miny 30 seg.

Resumiendo: Carlos nadé una distancia de 1425 m y empezé a nadar a las

9h,49 min y 30seg.

En la primera parte del problema el alumnado tiene que emplear un pensamiento
légico para poder averiguar la distancia que nada uno mas que otro, es decir, que
distancia le aventaja, ya que Ada adelanta 7 veces a Carlos, pero se ha de tener en cuenta
gue éstos no salen del mismo lado de la piscina si no que lo hacen de lados opuestos.
Pensamiento légico que le guiara en la formulacidén de la situacion matemdticamente y
la identificacion de las variables distancia y tiempo. En primer lugar, establecerd
relaciones aritméticas entre las mismas a partir de la traduccién del lenguaje cotidiano

al lenguaje aritmético. Para en la segunda parte, usar las relaciones entre estas variables.

Asi pues, en la segunda parte del problema se tiene que usar las férmulas de
velocidad y tiempo en un movimiento rectilineo y uniforme que el alumnado debe
conocer de cursos anteriores y que se estudian también en 22 de ESO en el adrea de
Ciencias de la Naturaleza (seccién de Fisica). Asi mismo debe tener cuidado al operar
con las unidades de tiempo (sistema sexagesimal) a la hora de realizar los calculos con

el fin de dar la solucidn con la mayor exactitud posible.

Resumiendo: este problema tiene para el alumnado una dificultad media a la hora
de resolverlo asociada a tener que relacionar dos variables, tiempo y velocidad, y tres
estrategias de resolucién de la aplicacidon de operaciones aritméticas, de la velocidad

como proporcién entre distancia y tiempo, y la conversion de las unidades de tiempo.



Estandares de aprendizaje

B2.C1.E1.

B2.C1.E2.

B2.C2.E6.

B2.C3.E1.

B2.C5.E1.

11. Latienda del todo a multiplo de 5
jQué tienda mas curiosa! Todos los

precios de los articulos son multiplos de 5. RS OR MU :
Ademas, durante esta semana hay una oferta o

..............

de 3x2 (te llevas tres articulos, pagando dos,

obviamente los dos de mas valor en caso de l -@

no ser iguales). Se conoce que no se

acumulan promociones.

En la cola de la caja una clienta tiene

una tarjeta descuento del 30% vy quiere

utilizarla.
Viendo su mercancia le aconsejo que se acoja a la oferta de esta semana y guarde la
tarjeta descuento para otra ocasion.

¢Cuales son todos los posibles precios de los 3 articulos elegidos por la clienta

sabiendo que pagd menos de 60€ en su ticket de compra?

Razona las respuestas.

RESOLUCION




Se sabe que sigue la oferta del 3x2, gracias a mi consejo, por tanto, sabemos que

ha pagado entre 10 € y 55 € (la minima compra es tres articulos de 5 €).

Analicemos todos los casos posibles:

19) Los tres articulos tienen el mismo precio:
5-5-5 10-10-10 15-15-15 20-20-20 25-25-25

En todos ellos es mejor la oferta 3x2, puesto que solo pagariamos un 66'6% (los

2/3 del valor) y con el 30% de rebaja de la tarjeta descuento se tendria que pagar el

29) Dos articulos con el mismo precio y éste es mas alto que el del tercer articulo:
25-25-20  20-20-15  15-15-10  10-10-5

25-25-20 Con la oferta 50 € y con la tarjeta 70 % de 70 =49 €

20-20-15 Con la oferta 40 €y con la tarjeta 70 % de 55 = 38’50 €

15-15-10 Con la oferta 30 € y con la tarjeta 70 % de 40 = 28 €

10-10-5 Con la oferta 20 € y con la tarjeta 70 % de 25 =17'50 €

éTendriamos que seguir probando con otro tercer precio mas bajo?

No hace falta, porque cudanto mas bajo fuese el tercer precio mas nos favorece el

uso de la tarjeta descuento.

39) Dos articulos con el mismo precio y éste es mas bajo que el del tercer articulo:
5-5-10  10-10-15  15-15-20  20-20-25  25-25-30

5-5-10 Con la oferta 15 €y con la tarjeta 70 % de 20 = 14 €

5-5-15 Con la oferta 20 € y con la tarjeta 70 % de 25 = 17’50 €

Conforme aumenta el precio del articulo desigual, lo mas favorable es la tarjeta

descuento.

10-10-15 Con la oferta 25 € y con la tarjeta 70 % de 35 =24'50 €

10-10-20 Con la oferta 30 €y con la tarjeta 70 % de 40 = 28 €



Conforme aumenta el precio del articulo desigual, lo mas favorable es la tarjeta

descuento.
15-15-20 Con la oferta 35 €y con la tarjeta 70 % de 50 = 35 €

En este caso como habria que pagar igual, aprovecho la oferta 3x2 y guardo la

tarjeta para otra ocasion.
15-15-25 Con la oferta 40 €y con la tarjeta 70 % de 55 = 38’50 €

Pero observamos que si se aumenta el precio del articulo desigual es mas

favorable el pago con la tarjeta descuento.
20-20-25 Con la oferta 45 €y con la tarjeta 70 % de 65 = 45’50 €
En este caso es mas ventajoso aprovechar la oferta 3x2.
20-20-30 Con la oferta 50 € y con la tarjeta 70 % de 70 =49 €

Como se observa si se aumenta el precio del articulo desigual es mas favorable el

pago con la tarjeta descuento.
25-25-30 Con la oferta 55 € y con la tarjeta 70 % de 80 =56 €

En este caso es mds ventajoso aprovechar la oferta 3x2.

49) Los tres articulos tienen precios distintos:

Probemos con los articulos de precios mas altos y a continuacién seguiremos

probando con los articulos de un precio inferior.
30-25-20 Con la oferta 55y con la tarjeta 70 % de 75 =52’50 €
30-25-15 Con la oferta 55y con la tarjeta 70 % de 70 =49 €

Como se puede apreciar al bajar el precio menor se hace mas ventajoso el uso de

la tarjeta descuento.
30-20-15 Con la oferta 50 € y con la tarjeta 70 % de 65 = 45’50 €

Si bajamos el precio menor observamos de nuevo que es mucho mas ventajoso el

uso de la tarjeta descuento y eso mismo va a suceder en los demas casos.
30-20-10 Con la oferta 50 € y con la tarjeta 70 % de 60 = 42 €
30-15-10 Con la oferta 45 € y con la tarjeta 70 % de 55 = 38’50 €
30-10-5 Con la oferta 40 €y con la tarjeta 70 % de 45 = 31’50 €

25-20-15 Con la oferta 45 € y con la tarjeta 70 % de 60 = 42 €



25-15-10 Con la oferta 40 € y con la tarjeta 70 % de 50 = 35 €
25-10-5 Con la oferta 35 €y con latarjeta 70 % de 40 =28 €
20-15-10 Con la oferta 35 € y con la tarjeta 70 % de 45 =31'50 €
20-10-5 Con la oferta 30 € y con la tarjeta 70 % de 35 = 24’50 €

15-10-5 Con la oferta 25 € y con la tarjeta 70 % de 30 =21 €

Los posibles precios de los articulos comprados por la clienta son:

25-25-25  20-20-20  15-15-15 10-10-10 5-5-5 30-25-25 25-20-20 'y
20-15-15 (si se guarda el uso de la tarjeta para otra ocasién ya que con la oferta le

costaria igual).

La dificultad del problema para el alumnado radica en que hay que ir probando
con todas las combinaciones de precios posibles, aunque si se es perspicaz se dara
cuenta que hay gran cantidad de combinaciones que no son necesarias realizar ya que
segln van aumentando o disminuyendo los precios, segin los casos, resulta mas

ventajoso el uso de la tarjeta descuento que la oferta ofrecida por la tienda.

Por ello, aunque a nivel conceptual solo utiliza conocimientos de numeros
naturales, decimales y su escritura porcentual, el problema permite aplicar varias

estrategias de formulacién y empleo de estos conceptos.

A nivel de formulacién de las situaciones matematicamente el alumnado debe
identificar los aspectos del problema asociados a un contexto de compra venta. A
continuacion, el alumnado debe establecer conjeturas sobre todos los posibles casos
para simplificar el problema y hacer mas facil su calculo. Finalmente, el alumnado debe
interpretar las soluciones matematicas obtenidas en el contexto de compra y venta, que
le permitird comprender los limites que supone la condicién “guarde la tarjeta

descuento para otra ocasidén” a la hora de indicar las soluciones finales.

En este problema se puede aumentar o reducir la dificultad de su resolucién
variando el importe total de la compra realizada por la clienta. A nivel didactico, la
posibilidad de aumentar o reducir la dificultad es una oportunidad para que el alumnado
reflexione sobre los problemas resueltos y los procesos desarrollados, valorando la

potencia y sencillez de las ideas claves que han guiado la resolucion, aprendiendo para



situaciones futuras similares. O, proponerles que planteen ellos y ellas nuevos precios,

estableciendo casos particulares de la situacién.

Estandares de aprendizaje

B2.C1.E1.

B2.C1.E2.

B2.C1.E3.

B2.C3.E1.

B2.C4.E1.

B2.C4.E2.

B2.C5.E1.

12. La batalla final

La grabacién de la batalla final de la serie de éxito Juego de Mates va a ser grabada
en Ciudad Epsilon, en Matelandia. Dicha batalla, que enfrentara a los habitantes de
Geometralia y Derivando del Rey, trascurrira en un coso como el que muestra la figura,

formado por dos circulos superpuestos de radio 136,64 metros.

a) ¢Cudl es el perimetro del recinto de la batalla final?
b) ¢éQué porcentaje del area del circulo de la izquierda es solapada por el circulo

de la derecha?

Razona las respuestas.




RESOLUCION

Realicemos, en primer lugar, la siguiente construccién que nos ayudara a hallar el

perimetro de nuestra figura:

Como podemos apreciar, el perimetro de la figura esta formado por ocho arcos de

circunferencia cuyo angulo central mide 60°.

Por lo tanto, la longitud de la curva es la misma que los ocho sextos de una de las

circunferencias que lo forman, ya que 360°: 60° = 6. Asi:

8 8 , , ,
E-Zm‘=g-2-314-13664=1.14471m

Para hallar el porcentaje del drea del circulo de la izquierda es solapada por el
circulo de la derecha, deberemos hallar cuanto mide esta area. Descompongamos la

figura y hallemos la superficie de cada parte:

/A
w_z/\ + 4\




Tridngulo: Usaremos el Teorema de Pitagoras para hallar la altura del triangulo,

para posteriormente hallar su area.

h = \/136'642 — 68322 = 118'334m

B-h 136'64-118334 o
Atridngulo: 2 = 2 = 8.08458m

Segmento circular: Se tiene que:

Por lo tanto:

mr? 31416 - 136 64* , e
Asegmento = 6 Atrignguto = 6 — 808458 =169127m

Area solapada:

Asolapada =2 Atridngulo + 4 Asector = 2293424 m?.

Y el porcentaje solapado del circulo es:

Asoiopada 2293424

=3 —— =0'3910 = 39'10%.
Agireuo 31416 - 136'642 %o

El proceso de resolucién del problema parte de formular matematicamente la
situacion determinada a partir de la interseccién de las dos circunferencias vy
simplificarla a partir de representar en la misma los sectores circulares

correspondientes.

Por una parte, una de las principales dificultades del problema reside en el hecho

del calculo de los dngulos que forman los centros de las circunferencias con los puntos



de interseccién de las mismas. La deduccién de la amplitud de dichos angulos se basa

en la construccidon con regla y compas del hexdgono regular.

Por otra parte, la descomposicidon de las regiones de las que hay que hallar el 4rea
puede entrafiar algunos problemas, ya que en la formulacién matematica de los
elementos que intervienen supone la descomposicién del sector circular en un tridngulo
rectangulo y el segmento circular correspondiente. Asi como el calculo del drea de un
triangulo equilatero conociendo Unicamente su lado, debe emplearse el Teorema de

Pitagoras.

Finalmente, para calcular el porcentaje solapado debe emplearse la razén de

proporcion entre el drea solapaday el drea del circulo.

Por lo tanto, podemos establecer la complejidad del problema como conexién, en
dos sentidos: a) la conexion de los diferentes elementos producto de su descomposicidon
en figuras simples a las que calcular el perimetro y area; b) la conexidn entre elementos
geomeétricos y numeéricos a partir de la razén de proporcién de sus areas expresadas

mediante porcentajes.

B2.C5.E1. B3.C1.E1.

B3.C1.E4.

B3.C2.E1.

B3.C3.E2.

13. Cubos de basura



Rosa saca la basura
organica todos los dias de lunes a
viernes, los envases y plasticos
los lunes, miércoles y viernes.
Tira los vidrios cada 13 dias. Saca
el papel y el cartén una vez a la
semana, pero si una semana lo
hace en martes la siguiente en

miércoles y la siguiente en jueves

y asi sucesivamente.
Como en su pueblo los sdbados y los domingos no se puede sacar la basura, si
le toca en uno de esos dias, la saca el lunes siguiente.

Rosa, el pasado lunes 2 de mayo de 2016, sacd todas las basuras a la vez,

écuando volveria a sacar otra vez las cuatro?

Cuando acabe el 2016 écuantas veces habra sacado las cuatro a la vez este afio?

RESOLUCION
. — l__
MATERIA
; => Todos los dias de lunes a viernes
' } ENVASES Y Todos los lunes, miércoles y
»B By 3 [ > ’
! 1 PLASTICOS viernes

VIDRIOS => Cada trece dias




Cada semana un dia distinto.

La préxima en martes, la siguiente
PAPEL Y en miércoles, luego en jueves,
CARTON - después en viernes y la siguiente

seria en sabado, por lo que

pasaria al lunes de la siguiente

seémana.

1 semans | 1 = =

e [l W OEEE W =

2semana (SN ER Ml | EE EE uE

e I 8 | E=s

52 semana ﬁﬁ: ﬁ ﬁﬁ ﬁ ﬁﬁ

e T T =

72 semana iﬁiii iiﬁ i iﬁ

Coincidiran en un lunes, ya que todos los lunes saca la orgdnica y los envases y

plasticos y cada 2 lunes los vidrios.

El lunes de la semana 72 sacaria los cartones del sdbado de la semana 62. Por tanto,

coincidiran todas cada 6 lunes.

La préxima vez que Rosa sacaria todas las basuras a la vez seria el lunes 13 de junio
de 2016.

Como un afio tiene 52 semanas y unos dias. Segun en qué semana ocurra la

primera vez coincidiran 8 6 9 veces en un afo.

Por ejemplo, si coinciden en la 12 semana volveran a coincidir en las semanas 72,
132,192, 252, 313, 432 y 492, En total 9 veces. Pero si la primera vez es la semana 52 ¢

62, sélo coincidiran 8 veces.



Al finalizar el afio 2016 habra sacado las cuatro basuras a la vez 8 veces, ya que la

12 vez que coincidid fue el 62 lunes del afio (8 de febrero).

El objetivo del problema es matematizar una situacion cotidiana para darle
respuesta a las dos preguntas que guian la formulaciéon y empleo de procesos
matematicos. Para ello se inicia su resolucidn a partir de la identificacidn de la variable
principal que es el dia de la semana y su representacion mediante una tabla. Dicha tabla
gue permite inicialmente organizar la informacion, posteriormente permite identificar
las regularidades de cada uno de los productos a reciclar. Para poder determinar que el
patrén es cada seis semanas. Este patréon se aplica en la interpretacién del numero de
veces en un ano que procede a reciclar los cuatro tipos de materiales y concluir sobre el

dia que coincidid.

A nivel didactico, el problema aporta una oportunidad de organizar la informacién
mediante tablas y construir el significado grafico de regularidades para introducir

progresiones aritméticas.

B2.C1.E3.

B2.C6.E1.

14. Visita al museo

Un grupo de 42 olimpicos desean ir a la Casa de la Ciencia, para ello piden

informacidn sobre los precios y obtienen la siguiente informacion:

Nota: Ademas les informan que por cada 15 entradas compradas les regalan una.



N2 de entradas Precio

Entradas individuales (maximo 60)

1 entrada 25 €

2 entradas Descuento de un 2 % del total
3 entradas Descuento de un 3 % del total
n entradas Descuento de un n % del total

Ofertas de grupo

10 entradas 220 €
15 entradas 315 €
20 entradas 410 €

De todas las formas posibles de comprar las entradas para los 42 olimpicos, écual

seria la mas econdmica para el grupo?

Razona la respuesta.

RESOLUCION

Comenzamos analizando la compra de las entradas sin considerar los descuentos.

De las 42 entradas podremos hacer dos grupos de 15, por lo que tendriamos dos
entradas de regalo. En este caso pagariamos Unicamente 40 entradas, que a 25 € cada

una harian un total de 1000 euros.

Si utilizamos los descuentos de grupo, podriamos comprar dos lotes de 20

entradas, y dos entradas individuales.
En este caso pagariamos:
2-410+2-25 =820+ 50 =870%€.
Veamos ahora si compramos las 42 entradas y pedimos el 42 % de descuento.
En este caso tendriamos que pagar:

42 -25—-0'42-(42-25) =0'58-42 - 25 = 609 €.



Realicemos una tabla de las cantidades a pagar, teniendo en cuenta los descuentos

que podemos obtener comprando las entradas con la oferta del porcentaje de

descuento aplicado al nimero de entradas.

La férmula para el calculo del precio para n entradas seria la siguiente:

25n?
100

n = 25n-—

Precio

Precio

Entradas Uit Total Entradas Wi Total
1 24’75 24’75 31 1725 534’75
2 24’5 49 32 17 544
3 24’25 72'75 33 16’75 552’75
4 24 96 34 16’5 561
5 23'75 118’75 35 16’25 568’75
6 23’5 141 36 16 576
7 23’25 162’75 37 15’75 582’75
8 23 184 38 15’5 589
9 22’75 204’75 39 15’25 594’75

10 22’5 225 40 15 600
11 22’25 244’75 41 14’75 604’75
12 22 264 42 14’5 609
13 21'75 282’75 43 14’25 612’75
14 21’5 301 44 14 616
15 21’25 318’75 45 13’75 618’75




16 21 336 46 13’5 621
17 20'75 352’75 47 13’25 622’75
18 20’5 369 48 13 624
19 20’25 384’75 49 12’75 624’75
20 20 400 50 12’5 625
21 19’75 414’75 51 12’25 624’75
22 19’5 429 52 12 624
23 19’25 442'75 53 11’75 622’75
24 19 456 54 11’5 621
25 18’75 46875 55 11°25 618’75
26 18’5 481 56 11 616
27 18’25 492’75 57 10’75 612’75
28 18 504 58 10’5 609
29 1775 514’75 59 10’25 604’75
30 17’5 525 60 10 600

Si observamos la tabla, nos damos cuenta que comprar una entrada de grupo para
10 personas nos sale mas econdmica que comprar las 10 entradas individuales con el 10

% de descuento, 5 € mas barata. Aun asi, saldria mas cara que la solucién del problema.

Analicemos ahora al comprar entradas para un grupo de 15 personas (315 €) y si
la compramos 15 individuales (318’75 €) vemos que de este modo sale 3’75 € mas caras,
pero aqui debemos tener en cuenta que nos regalarian una entrada. En cualquier caso,

siempre saldrian mas caras que la solucion del problema.

Sin embargo, si compramos 20 entradas y les pedimos que nos apliquen el
descuento, nos saldrian 10 € mas econémica que si las compramos en grupo. Aun asi,

saldrian mas caras que la soluciéon del problema.



La mejor opcidn serd comprar 40 entradas, a las que nos aplicarian un 40 % de
descuento, con lo que solo habria que pagar un total de 600 €, y sabiendo que, al haber
comprado dos lotes de 15 entradas, nos regalarian las 2 entradas, tendriamos las 42

entradas necesaria para el grupo de olimpicos.

Otra opcién seria:

Comprar 60 entradas con un 60 % de descuento, lo cual nos llevaria a que nos
regalaran 4 entradas y obtendriamos por 600 euros un total de 64 entradas para el

museo.

El calculo de porcentajes, los precios de grupos, la conveniencia o no de una

determinada oferta..., son elementos con los que se convive dia a dia.

Este problema es aplicable siempre a la vida real. En numerosas ocasiones nos
preguntamos cudl es la mejor opcion al comprar varios articulos. Los supermercados
estan repletos de ofertas del tipo 3x2 o llévese 3 y le hacemos un 20 % de descuento, y

otras multiples variedades de opciones.

Hay combinaciones de muchos tipos. En los tiempos que nos ha tocado vivir este
2020 se ha multiplicado en nimero de ventas de articulos por internet. En esas opciones

podremos encontrar situaciones como la que se describe a continuacion.

Un proveedor publicita lo siguiente: si se compran dos articulos se hara un
porcentaje de descuento, el que sea, al total de la compra. No asi para mas de dos
articulos iguales. Sin embargo, al comprar los tres articulos iguales, no se cobrarian los

gastos de envio, porque superaria el minimo exigido por el proveedor.

No es facil tomar decisiones cuando se presentan varias opciones, como no es facil

para el grupo de olimpicos decidir cdmo realizar la compra de entradas.

Por lo tanto, el problema planteado permite que el alumnado establezca
conexiones entre un problema del mundo real como es la compra y venta, para aplicar
diferentes estrategias para encontrar las soluciones. Finalmente, el alumnado debe
interpretar las diferentes soluciones matematicas del problema y tomar la decisién de

cual de ellas es la adecuada y razonable considerando la opcidon mas econdmica.



Estandares de aprendizaje
Bloque 2 Bloque 3 Bloque 4 Bloque 5
B2.C1.E1.
B2.C1.E3.
B2.C4.E2.
B2.C5.E1.

B2.C6.E2.

15. Rosetas

En el préoximo aniversario de su fundacién, la Junta Directiva del Real Club
Recreativo Thales quiere adornar la fachada con dos tipos de rosetas, que estan inscritas
en circunferencias de 3 cm de radio, como las que aparecen dibujadas en las figuras

adjuntas:

ROSETA 1 ROSETA 2

Si se han utilizado 10’27 cm? de azulejos, entre azul y verde, en la primera roseta.

¢Cual de las zonas coloreadas en ambas rosetas saldria mas econémica si el precio

es el mismo sea cual sea el color?

Razona la respuesta.

RESOLUCION




Tenemos que calcular el drea de los azulejos coloreados en la roseta 2. Para ello la

dividimos del siguiente modo:

Observamos que obtenemos tres tridangulos equildteros de lado 2 cm vy seis

sectores circulares de dangulo 60° y radio 1 cm.

Para calcular el area de los triangulos hay que calcular la altura de los mismos. Lo

haremos con Pitagoras:

22 =a’+1% '
4=a*+1 I
a/

a’? =3 E,
i 7

a=V3~173cm

Area de los tridngulos:

2-1'73

=519 cm?
5 cm

a=3.2%_3
3.2

Para el area de los seis sectores puedo considerar que si junto los seis se obtiene

un circulo de radio 1 cm, ya que el dngulo de cada uno es 60°y 6 - 60° = 360°.

Su area es de:
A=m -R*=m 1% = 3'14 cm?
Finalmente, el area total serd de:

A =519 +3'14 = 8’33 cm?

Seria mas econdmica la zona coloreada de la roseta 2 pues tiene menor superficie
(1027 cm? > 8'34 cm?).



El proceso de resolucién del problema parte de formular matemdticamente la
situacion. La clave estd en descomponer y juntar las zonas coloreadas para hacer la
resolucién mas sencilla. Una vez teniendo claras las figuras en que se descompone la
resolucién es sencilla. El alumnado debe aplicar las férmulas elementales de cdlculo de
las areas de circunferencias y de tridngulos equildteros. Para calcular dicha area del

triangulo equilatero debe aplicar el Teorema de Pitagoras.

Se enmarcaria dentro de segundo de la ESO; pues, aunque el calculo de areas se
aborda sin problema en 12 de ESO, el conocimiento y aplicacion del teorema de

Pitagoras es un criterio correspondiente al segundo curso.

Por lo tanto, podemos establecer un nivel minimo de complexidad debido a la
necesidad de conectar los diferentes elementos producto de la descomposicion de los
mosaicos en una circunferencia y tridngulos equildteros y la conexién entre la altura del

tridngulo a calcular y el cateto a determinar mediante el teorema de Pitdgoras.

B3.C1.E1.
B3.C2.E1.

B3.C3.E2.

16. Numeros

A Isa y Pepe le siguen gustando los nimeros y se proponen uno al otro los

siguientes calculos:
Isa: “éCual es el resultado de

(22016 _ 22015 + 22014- _ 22013 + 22012 _ 22011 + 22010 _ 22009) . 22008 PX

Pepe: “Como sabes que la suma de los 59 primeros numeros naturales es 1770,
écudl es el resultado de 12 — 22 + 32 — 42 + 52 — 62 + 72 — ... — 582 + 592 7"

Estamos convencidos que tardaréis menos tiempo vosotros en resolverlos. jAnimo

y da de forma razonada las respuestas correctas!



RESOLUCION

Para responder a la primera pregunta tendremos que cuenta que para dividir
potencias de igual base ésta se deja igual y se restan los exponentes junto que si 22908
estd dividiendo a varios sumandos divide a cada uno de ellos.

Asi, la operacion:
(22016 _ 92015 4 92014 _ 92013 | 92012 _ 92011 4 2010 _ 92009) ; 92008
queda de la forma:
28 —27 4262424234222
Estas potencias ya son mas faciles de operar. Si opero directamente quedaria:
256 - 128 + 64-32 + 16-8 + 4- 2 = 170

Observar que esta operacidon también la podria haber calculado sacando factores

comunes de la forma:
272 -1D)+2°Q-1D+22Q2-1D+22-1) =
27 +254+234+2=2-(2°+2*+22+1)

=2-(64+16+4+1)=2-85=170

La segunda pregunta es mas complicada y para resolverlo utilizaremos la identidad

notable que dice que:
a’?—-b?>=(a+b)(a—>b)
Para aplicarla reordenaré la operacion:
12 —22+4+3%-42 452 - 6% + 7% — ... — 58% + 592
del siguiente modo:
12432 —-224+52—4%+ 72— 6% — .-+ 592 — 58% =
=1+B+2)3-2)+G+4)GB—-4)+ -+(59+58)(59—-58) =
=1+Q2+3)- D+U@+5 - D+O6G+7)-(D+--+((5B8+59)-(1) =
=1+2+3+4+5+6+7+--+58+59=1770

Tal y como dice el enunciado.



Este es un problema con una primera parte sencilla, donde los conocimientos

exigidos son de operaciones con potencias y una segunda parte mas exigente.

En esta segunda parte hay que caer en que se puede utilizar la identidad notable
indicada en la resolucidén, para simplificar los calculos y expresar la operacidon de manera
que pueda utilizar el dato suministrado por el enunciado. Es un problema que por la
dificultad del segundo apartado se ubicaria en 22 ESO, donde se estudian por vez
primera las identidades notables.

B2.C1.E2.

B2.C6.E1.

B2.C6.E2.

17. El robot

En la empresa del profesor Thayton se fabrican 3 clases de

robots, los alfa («), los beta (£) y los gamma (y) y de cada uno

de ellos existen tres modelos, el 1, el 2 y el 3. En la empresa los

tienen almacenados, sin mezclar, en nueve habitaciones, como

la que se muestra en el plano de la figura.

El profesor Thayton tiene escrito en su cuaderno de anotaciones los siguientes
datos:



- Encadafilay en cada columna hay un modelo 1, 2 y 3. @

- Todos los modelos 2 estdn en una diagonal del plano.

- Todas las habitaciones donde estan los robots de la clase

alfa tienen al menos en comun un punto de contacto.

- Las habitaciones de los robots de la clase gamma no estan en contacto unas

conotras.

- La clase beta tiene dos modelos de robots en dos habitaciones que estdn en

contacto y el otro esta en una habitacién que no tiene nada en comun con las

otras.

- Aladerecha de la habitacion del modelo 2 de la clase gamma se encuentra la

habitacidon del modelo 1 de la clase beta.

Coloca de forma razonada cada modelo de

correspondiente.

RESOLUCION

robot en su habitacidn

Vamos a comenzar analizando cada una de las anotaciones del profesor Thayton.

Empecemos con la segunda condicidn: “Todos los modelos 2 estan en una diagonal

del plano”; esto nos lleva a la siguiente situacion:

% By Vo

A By Vo

% By Vo

S LPAL:

AL

Ahora nos fijamos en la sexta anotacién del profesor: “A la derecha de la

habitacion del modelo 2 de la clase gamma se encuentra la habitacién del modelo 1 de

la clase beta”; esto nos lleva a que a eliminar de las casillas de la ultima columna el

modelo yz:



% By Y, A, By

Ay By vo

A By Y, A By

Ahora toca fijarnos en la cuarta anotacion del profesor que nos dice: “Las
habitaciones de los robots de la clase gamma no estdn en contacto unas conotras”; en
consecuencia, el robot modelo y; no puede estar en la casilla central, ya que esta
habitacion esta en contacto con las otras ocho habitaciones, siendo esta la situacion en

la que nos encontramos:

% By ay By

% By Yy o By

Esto nos lleva a dos situaciones posibles para el modelo y;:

Yo % By a, B, % By

a; By a; B> Yo o By

Vamos a suponer que el modelo y, se encuentra situado en la parte superior
izquierda, esto nos llevaria segun la sexta anotacién del profesor: “A la derecha de la
habitacion del modelo 2 de la clase gamma se encuentra la habitacién del modelo 1 de
la clase beta”; a situar el modelo B1 a su derecha, y a eliminar los modelos a; y B, de la

otra diagonal, siendo la situacién en estos momentos la siguiente:



ay B,

Si atendemos a la primera de las anotaciones del profesor, a saber: “En cada filay

en cada columna hay un modelo 1, 2 y 3”; podremos saber el nimero del modelo que
corresponderd a cada una de las casillas:

Yo B4 Modelo 3
Modelo 3 Qz 62 Modelo 1
Modelo1 | Modelo3 | G Bs

Volviendo a la cuarta anotacién del profesor en la que nos dice que los modelos
de la clase y, no se encuentran en contacto, nos lleva a una unica posiciéon para los
modelos y1 y el modelo ys en las habitaciones de las “esquinas”, ya que cualquier otra
posicién nos llevaria a que en algin momento algunos modelos y estarian en contacto.

Esta es la situacidn en la que nos encontrariamos:

Yo 81 Ys
Modelo3 | Qs Bs | wModelo 1
Y1 Modelo 3 | 9o By

Toca repasar la quinta anotacion del profesor Thayton que nos dice: “La clase beta

tiene dos modelos de robots en dos habitaciones que estan en contacto y el otro esta




en una habitacién que no tiene nada en comun con las otras”. Esto nos lleva a que en la
casilla central no puede haber ningin modelo B”, lo que nos obliga a colocar el modelo
a2 en la casilla central y el modelo B2 en la esquina inferior derecha. Asi esta nuestra

solucion parcial:

Yo 81 Y3

Modelo 3 0, Modelo 1

y1 Modelo 3 BZ

Nos quedan solo tres modelos de robots por colocar: a1, que esta claro donde lo
colocariamos, y los modelos as y Bs. Para poder decidir dénde irdn cada uno de estos
dos ultimos modelos veamos la tercera anotacion del profesor: “Todas las habitaciones
donde estdn los robots de la clase alfa tienen al menos en comun un punto de contacto”;
en esta circunstancia, si colocaramos el modelo as en la segunda fila dejariamos a az y
al modelo as sin ningun punto de contacto, lo cual nos obliga a colocarlo en la tercera
fila entre los modelos y1 y B2. Hemos encontrado la solucién que cumple las seis

anotaciones del profesor Thayton.

Yo B1 Y3
B3 G2 01
V4 % B,

Si hubiésemos tomado la opcién de colocar el modelo y2, en la parte inferior
izquierda, en lugar de la parte superior, y siguiendo el mismo razonamiento que hemos
hecho hasta completar el cuadro con los robots colocados en sus habitaciones

correspondientes, habriamos conseguido esta otra situacion:



Y2 |31 V3

Si comparamos ambas soluciones, veremos que son simétricas, la primera fila se
intercambia con la tercera, permaneciendo la segunda fila invariable. ¢Es 0 no es la

misma solucion?

Se trata de un problema de légica en el que se exponen algunas de las anotaciones
matematicas como son los subindices. También se plantea el uso de las letras del
alfabeto griego, que generalmente se usan en angulos, pero que para un problema de

“robética” esta perfectamente justificado.

Este tipo de problemas pone de manifiesto una de las capacidades fundamentales

de una mente matematica, como es una mente estructurada.

Cuando se les plantea a los alumnos la resolucién de problemas, se les suele insistir
en importancia de la lectura del problema. Un problema se debe leer tantas veces como
sean necesarias. En este tipo de problemas de ldgica en la que los enunciados nos van
marcando las soluciones parciales, la lectura del mismo es imprescindible, y mdas de una

vez, y mas de dos veces.

Al finalizar estos problemas siempre se debe hacer un recuento de las diferentes
condiciones del problema para asegurarnos que se cumplen todas. Son problemas

matematicos y a su vez problemas para cualquier mente pensante.



B2.C1.E1. B3.C5.E1. B5.C1.E3.
B2.C2.E1.

18. Guardando monedas

D2 Elvira Guardalotodo decide conservar toda su fortuna
repartiéndola en los siete cofres que posee.

En el primer cofre guarda los 2/3 del total de sus monedas;

en el segundo cofre mete los 2/3 del resto y asi sucesivamente

hasta el séptimo cofre. Cuando hubo terminado le quedaba a D2 Elvira en las manos

una Unica moneda que se la guardd en su monedero.

¢Cudl es el total de monedas que compone la fortuna de D2 Elvira
Guardalotodo?

¢Cuantas monedas ha guardado en cada cofre?

Razona tus respuestas.

RESOLUCION

Empecemos calculando cuantas monedas ha ido guardando en cada cofre y para

ello comenzaremos por el ultimo cofre, es decir, el séptimo.

D2 Elvira metié en su monedero 1 moneda que le sobraba y esta moneda era 1/3
de lo que tenia antes de guardar en el 72 cofre, por lo que es facil deducir cuantas guardo
en este cofre y cuantas tenia antes de guardar.

Efectivamente guardd 2 monedas en el 72 cofre (como 1/3 es 1, los 2/3 son 2) y
antes tenia 3 monedas.



Como después de guardar las monedas en el 62 cofre le quedaban 3 monedas a
D2 Elvira, quiere esto decir que éstas seria 1/3 de lo que tenia antes de guardarlas, de
aqui se deduce facilmente cudl era el nUmero de monedas que introduce en el 62 cofre

y cuantas tenia antes.

Con toda certeza habra deducido que en el 62 cofre introdujo 6 monedas (porque
si 1/3 son 3, los 2/3 seran 6) y que antes de hacerlo tenia 9 monedas.

Estas 9 monedas son las que le sobraban después de haber guardado las del 52
cofre y que son 1/3 de las que tenia antes de guardarlas, por lo que rapidamente

deducimos cuantas tenia antes y cudntas se guardaron en este cofre.

Facilmente habrd averiguado que en el 52 cofre guardé 18 monedas (ya que, si

1/3 son 9, los 2/3 serian 18) y antes de guardarla disponia de 27 monedas.

Siguiendo con el mismo razonamiento se puede ir calculando cuantas monedas

hay en el resto de los cofres.

En el 42 cofre metié 54 monedas (porque si 1/3 son 27, los 2/3 seran 54) y antes

disponia de 81 monedas.

Dentro del 32 cofre reservé 162 monedas (ya que, si 1/3 son 81, los 2/3 serian

162) y antes poseia 243 monedas.

En el interior de 22 cofre introdujo 486 monedas (porque si 1/3 son 243, los 2/3

serdn 486) y antes de introducirla tenia 729 monedas.

Y en el 12 cofre guard6 1458 monedas (ya que, si 1/3 son 729, los 2/3 seria 1458).

Ahora averigliemos cual es el total de monedas que constituye la fortuna de D2

Elvira Guardalotodo.

Lo podemos calcular de varias formas:
- Sumando a la moneda que le sobré las que se han guardado en cada cofre,

1+2+ 6+ 18 + 54 + 162 + 486 + 1458 = 2187 monedas.



- Y también, si 1458 monedas son los 2/3 del total de la fortuna, entonces ésta
estara formada por 1458 - 3: 2 = 2187 monedas.

Para resolver un problema se puede utilizar multiples métodos o estrategias; una
de ellas es el estudio del mismo de atrds hacia adelante y partiendo de lo que nos queda
al final llegar a lo que teniamos al inicio. Es asi como hemos abordado la resolucion de

este problema.

El problema “Guardando monedas” esta basado en el problema de los ladrillos de
Robert Recorde, creador del signo (e=) con el que actualmente representamos infinito,
y a lo largo del tiempo se han hecho gran variedad de versiones sobre el mismo, con
distintos grados de dificultad.

Este en particular, no presenta mucha dificultad su resolucién si se usa un
razonamiento légico y se es ordenado en los diferentes pasos a seguir y ésta puede surgir

en el operar con fracciones.

Este problema también seria apropiado para el alumnado de 12 de E.S.O. ya que

los conocimientos a aplicar de nimeros son propios de ambos niveles.

B2.C1.E1.
B2.C1.E2.
B2.C1.E3.
B2.C3.E1.

B2.C4.E2.

19. Senales clave en las carreteras



En la autovia Sevilla—Cérdoba nos
N-IV encontramos la sefal de trafico de la figura donde

) las distancias estan en kildmetros.
ECIJA 39

CORDOBA 93

Si nos fijamos en esta sefal observaremos que

los numeros (39 y 93) tienen los mismos digitos,

pero
cambiando el orden. A este tipo de seial la llamaremos “sefial clave”.

éQué otras “sefiales clave” (Ecija-Cérdoba) podremos

"
encontrar después de la anterior antes de llegar a Ecija? [E=]

ECIA
En la misma autovia se encuentra la poblacion de La Carlota, |[e]:isle):/

cuya distancia a Cérdoba es de 31 Km. ¢Podremos encontrar ] ]

“sefales clave” (La Carlota-Cérdoba) antes de llegar a la Carlota? LA CARLOTA
CORDOBA

Quiero hacer un viaje de Bailen a Cérdoba (100 Km), la

carretera pasa por Alcolea, la distancia de Alcolea a Cérdoba es de

18 Km. éEs posible encontrar “sefiales clave” (Alcolea-Cdrdoba)?

éCuales serian?

Razona todas las respuestas.

RESOLUCION

Si restamos los dos nimeros de la sefal se obtiene la distancia que hay entre las
dos ciudades. En este caso de Ecija a Cérdoba hay: 93 - 39 = 54 km

Ademds, en una “SENAL CLAVE”, sillamamos "ab" o "ba" a las parejas de nimeros,
siempre se cumple:
(10b + a)- (10a + b) = 10b + a-10a-b = 9b-9a = 9(b- a)

Es decir, la diferencia entre los dos numeros de la seial es multiplo de 9, por lo
que, para que entre dos ciudades existan SENALES CLAVES, la distancia entre las mismas

debe ser multiplo de 9.

En el caso que estamos estudiando como la distancia entre Ecija y Cérdoba es de

54 km entonces tenemos que:

9(b-a) = 54porloqueb-a = 6



Como b - a = 6, para encontrar otras sefiales clave hay que buscar parejas de

numeros que se diferencien en 6.

Dicho esto, tenemos las siguientes posibilidades:

(E

ECIJA 6
kcc')RDOBA 60

ECIJA 17
kCORDOBA szAJ CORDOBA 71

Esta sefial no seria valida
por no tener dos digitos.

Continuamos con la segunda parte del problema:

| , ) E5
En la misma autovia se encuentra la poblacién de

La Carlota, cuya distancia a Cérdoba es de 31 Km. LA CARLOTA
¢Podremos encontrar “sefiales clave” (La Carlota- |Ne{®]:{p[e):):\

Coérdoba) antes de llegar a la Carlota?

Para responder a la segunda parte solo hay que fijarse en que la distancia entre La
Carlota y Cérdoba es 31 km, nimero que no es multiplo de 9, por lo que no habra sefiales
clave para ambas ciudades.

El tercer caso es entre Alcolea y Cordoba en la que la distancia de separacién es
18 km tendremos:

9(b-a) = 18porloqueb-a = 2

Como b - a = 2 entonces habra que buscar sefiales cuyos digitos se diferencien

en 2. Asi encontramos las siguientes posibles respuestas:

ALCOLEA 68
CORDOBA 86

=~

ED N-1V

ALCOLEA 57
CORDOBA

ALCOLEA 79
CORDOBA 97

[E5] [N-Iv

ALCOLEA 46
CORDOBA 64

ALCOLEA 35
CORDOBA 53

ALCOLEA 24
CORDOBA 42




[E5] [N-Iv

ALCOLEA p)
CORDOBA 20

ALCOLEA 13
CORDOBA 31

’

Esta sefial no seria valida
por no tener dos digitos

Analisis del problema

La dificultad del problema para el alumnado radica en que hay que ir probando
con parejas de numeros de forma que se mantengan las distancias entre las dos
localidades, aunque si se es perspicaz, se dara cuenta que cuando se permuta el orden
de los dos nimeros y los restamos, se obtiene un multiplo de nueve. De esta forma, hay
gran cantidad de combinaciones que no son necesarias realizar y se llega antes a la
solucion, lo cual se pone mas de manifiesto en el tercer supuesto, donde existen muchas

mas posibilidades.

Por lo tanto, la dificultad de este problema radica mds en darse cuenta de esta
propiedad numérica, esto se facilita si domina la descomposicidn polindmica de un

numero y tiene soltura en el uso del lenguaje algebraico para deducirla.

A nivel de estrategias de resolucién de problemas el analisis y comprension del
enunciado del problema facilita la identificacion de las restricciones y suposiciones
subyacentes a la distancia entre dos ciudades con el fin de comprender que las
relaciones entre las mismas son multiples de nueve. Ademas, la resolucién del problema
es una oportunidad para desarrollar estrategias de interpretacion y evaluacién de

resultados al analizar los limites de las soluciones obtenidas.

Estandares de aprendizaje

B2.C1.E1.

B2.C1.E2.

B2.C1.E3.

B2.C3.E1.

B2.C4.E1.




B2.C4.E2.

B2.C5.E1

20. Puente de Triana

Observa la aglomeracion de personas que se
encontraron la pasada Semana Santa en el Puente de
Triana.

Sabemos que el puente tiene una altura sobre
la rasante de 12 m, su longitud total es de 154’5 my
su ancho de tablero es de 15’9 m.

Estima de forma razonada el nimero de personas que se encontraron ese dia en
el Puente de Triana, si al contar el nimero de personas que hay en varios cuadrados de

2 metros de lado en dicho puente se han obtenido los siguientes datos: 23, 14, 22, 20,
19, 20y 22.

RESOLUCION

Para hacer la estimacion de las personas que se encuentran en el puente de Triana,
podemos calcular cudntas hay de media en un metro cuadrado. Y multiplicar dicha

media por la superficie en metros cuadrados del puente.
Para calcular la media sumamos las 7 medidas hechas, lo dividimos entre 7, y a
continuacion lo dividimos entre la superficie de un cuadrado 2 m de lado.

23+14+22+20+19+20+22 140
7 7

X =

= 20 personas

Acuadraao =1 = 2% =4m

20

X
— = — = 5 personas/m?
m? 4 p /



Para hallar la superficie del Puente de Triana, suponemos que es un rectangulo y

a partir de sus dimensiones:

Spuente = b - h = 154’5 - 15'9 = 2456'55 m?

2456’55 -5 = 12282'75 = 12.283 personas

En el puente de Triana se encontraron aproximadamente 12.283 personas.

Problema facil con una unica dificultad, la que el alumnado se diese cuenta que la

media no correspondia a una superficie de 1 m? si no a la de un cuadrado de 4 m?2.

Ademas, en el enunciado se da mas datos de los necesarios (la altura del puente)
para la resolucién del mismo y de esta forma se visualiza la comprension por parte del

alumnado en la eleccién entre los datos necesarios y los superfluos.

Es un problema adecuado para repaso de los contenidos de segundo de ESO, ya
que en la resolucion del mismo debe usar conocimientos basicos de diferentes areas de
las matematicas (nUmeros, geometria y estadistica). Pero, a su vez, es una oportunidad
para establecer conexiones entre un problema del mundo real y el mundo matematico,
identificando los diferentes conocimientos matematicos que integran los tres sub-
problemas a solucionar: en media cuantos alumnos hay en un cuadrado de lado 2 cm,
cual es dicha superficie, qué proporcion de personas hay por metro cuadrado, cual es la

superficie del puente, cuantas personas aproximadamente habia.

B2.C1.E1. B3.C2.E1. B5.C1.E4.

B2.C1.E2.

B2.C1.E3.

B2.C2.E6.

B2.C4.E2.
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