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摘  要: 为降低由布尔表达式图(BED)综合所得可逆电路的成本, 提出一种将因式分解与 BED 表示模型相结合的可

逆电路综合方法. 给定布尔函数的积之异或和(ESOP)覆盖, 首先由 ESOP 立方体的共享零抑制多输出决策图表示借

助代数除法对立方体实施因式分解, 并在此基础上构建 BED; 然后将 BED 结点映射为可逆门级联. 对基准函数的可

逆电路综合结果表明, 该方法具有较高的时间效率. 与现有将有向无环图作为函数表示模型的综合方法相比, 该方

法在许多情况下能降低综合所得可逆电路的量子成本和量子位数. 从平均角度看, 与结合变量分组和 BED 表示模型

的综合方法相比, 该方法可将量子成本和量子位数分别降低 5.01%和 5.47%. 
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Abstract: In order to reduce the cost of the resulting circuits, a reversible circuit synthesis method by combining 

factoring and Boolean expression diagram (BED) is proposed. For a given cover representing the exclu-

sive-sum-of-products (ESOP) expansion of a Boolean function, cubes in the ESOP expansion represented by 

shared zero-suppressed multiple-output decision diagrams are first factored by leveraging algebraic division, then 

a BED is built from the factored ESOP cover and a reversible circuit is synthesized from the BED by mapping a 

BED node to a cascade of reversible gates. The proposed synthesis method is evaluated using benchmark func-

tions. Experimental results show that the proposed synthesis method is time efficient. Compared to the existing 

reversible circuit synthesis methods using a directed acyclic graph as the representation model for Boolean func-

tions, the proposed synthesis method can reduce the quantum cost and the number of qubits of the resulting re-

versible circuits in many cases. On average, compared to the synthesis method by combining variables grouping 

and BED, the proposed synthesis method can reduce the quantum cost and the number of qubits by 5.01% and 

5.47%, respectively. 

 

Key words: reversible circuits; exclusive-sum-of-products expansion; factoring; shared zero-suppressed multi-

ple-output decision diagrams; Boolean expression diagram 



1618 计算机辅助设计与图形学学报 第 33 卷 

 

     
      

因能实现信息无损的计算 , 可逆逻辑在许多

新兴技术领域 , 特别是在量子计算领域有着广阔

应用前景[1]. 量子计算机中执行经典计算的组件需

要建模为可逆逻辑 , 因此可逆电路综合被视为量

子电路综合与设计中一个非常重要的步骤[2]. 

根据采用的函数表示模型 , 现有可逆电路综

合方法可分为功能综合方法和结构综合方法[3]. 功

能综合方法因其采用的真值表、轮换或正极性

Reed-Muller 展开等函数表示模型具有指数级复杂

度 , 以及在处理不可逆函数时需预先将其嵌入为

可逆函数, 故仅适用于规模相当小的函数[3]. 为改

善功能综合方法的可扩展性, 文献[3]将不可逆函

数的嵌入结合到可逆电路综合过程, 文献[4]将正

极性 Reed-Muller 展开与决策图相结合, 但以上方

法仍不能很好地应用于大规模函数. 

结构综合方法使用积之异或和(exclusive-sum- 

of-products, ESOP)展开或使用有向无环图(directed 

acyclic diagram, DAG)表示函数, 通过将乘积项或

DAG 结点映射为可逆门级联, 不仅将不可逆函数

的嵌入结合到电路综合过程 , 而且能很好地处理

大规模函数. 与采用 ESOP 表示模型相比, 采用 

DAG 表示模型综合可逆电路能获得更低的量子成

本 , 有助于降低可逆逻辑量子电路实现的容错成

本, 因此引起了人们较多的兴趣. 简约有序决策图

(decision diagram, DD)作为布尔函数的标准形

DAG 表示形式, 在可逆电路综合中已经得到了广泛

的应用. 文献[5]基于二元决策图(binary DD, BDD)综

合可逆电路, 文献[6]研究了 BDD 的优化对综合所

得可逆电路成本的影响, 文献[7]通过设计电路模

板并采用子图同构技术降低可逆电路的量子位数

和量子成本. BDD 的构建仅应用香农分解, Davio

分解或双条件分解有助于降低函数决策图表示的

复杂度 , 从而降低由决策图综合所得电路的成本. 

因此, 有基于正 Davio 决策图(positive Davio DD, 

PDD)[8] 、 功 能 决 策 图 (functional DD, FDD)[9], 

Kronecker 功能决策图(Kronecker FDD, KFDD)[10]或

双条件 BDD(biconditional BDD, BBDD)[11]表示模型

的可逆电路综合方法 . 为降低量子成本和量子位

数, 有在 KFDD 中使用补边并结合负控制线 Toffoli

门的方法[12], 以及对 FDD 或 KFDD 中的结点进行

排序的方法 [9,13]. 在描述布尔函数时 , 与标准形

DAG 表示相比, 非标准形 DAG 表示形式常具有更

低的复杂度, 因此, 近年来出现了一些采用非标准

形 DAG 作为函数表示模型的可逆电路综合方法. 

如采用与-非图(and-inverter graph, AIG)[14]、表决器-

非图(majority-inverter graph, MIG)[14]或布尔表达式

图(Boolean expression diagram, BED)[15]作为函数表

示模型. 

与 AIG 或 MIG 仅应用 inverter, and 或 majority

逻辑原语不同, BED 对应用的逻辑运算符没有限

制, 在描述布尔函数时可能具有更低的复杂度. 然

而, 由函数的 2 级逻辑描述构建 BED 时, BED 的复

杂度依赖逻辑表达式中乘积项间公因子的识别[15]. 

ESOP 展开是函数的 2 级逻辑描述[16], 常使用立方

体表示. 为降低由 ESOP立方体集合构建所得 BED

的复杂度, 以及由 BED 综合所得可逆电路的成本, 

本文借助共享零抑制多输出决策图 (shared zero- 

suppressed multiple-output decision diagrams, 
SZMODD)对 ESOP 立方体实施因式分解, 并在此

基础上使用 BED 表示模型综合可逆电路. 本文重

点介绍了 SZMODD 表示模型以及借助其对 ESOP

立方体实施因式分解的过程 , 并给出了结合因式

分解与 BED 表示模型的可逆电路综合方法的算法

描述. 最后使用 LGSynth[17]和 RevLib 函数[18]对所

提出的综合方法进行了验证, 并与现有基于 DAG

表示模型的可逆电路综合方法的结果进行了比较. 

1  可逆及量子电路 

可逆电路由可逆门级联而成 , 且电路网络中

不允许直接使用扇出或反馈[1]. 

量子位是量子信息的单位 , 量子门在量子位

上执行本质上可逆的酉运算[4]. 量子电路由若干量

子位以及作用于其中 1个或 2个量子位的量子门构

成. 可逆电路可以采用不同类型的量子门实现, 最

常用的量子门是 NCV(NOT, CNOT, controlled-V, 

controlled-V+)门 [2]. 因量子计算中容错的重要性 , 

近年来由 Clifford+T 门实现可逆电路也得到了较

多关注[2-3]. 

可逆电路的成本常使用量子成本度量 , 而量

子成本与实现可逆电路采用的量子门有关 . 当采

用 NCV 门时, 量子成本称为 NCV 成本, 指的是实

现可逆电路所需的 NCV 门的总数量 [4]. 当采用

Clifford+T 门时, 常使用 T 深度评价可逆电路的量

子成本, T 深度指的是可逆电路的 Clifford+T 门实

现中需要被串行处理的 T 门数量[3]. 采用 NCV 门

实现的电路称为 NCV 电路, 采用 Clifford+T 门实

现的电路称为 Clifford+T 电路[2]. 

量子成本定义了可逆电路的计算复杂度[4], 直

接影响量子电路实现的容错成本[2,19]. 可逆电路或
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量子电路的硬件成本使用量子位数度量[4]. 对于可

逆电路, 量子位数指的是电路中的电路线数. 

本文使用 NOT, CNOT 和混合极性 Peres 门[15]

综合可逆电路. 混合极性 Peres 门是 3 量子位可逆

逻辑门, 其 NCV 门实现和 Clifford+T 门实现的量

子成本请参阅文献[2,15]. 

2  基于 SZMODD 的因式分解 

本文使用 ESOP 展开作为布尔函数的 2 级逻辑

描述, 并借助 SZMODD 实施 ESOP 立方体的因式

分解, 即提取 ESOP 乘积项间的公因子. 

2.1  ESOP 展开的立方体表示 
ESOP 展开由异或运算符连接乘积项而成[16]. 

对于有 n 个输入变量 jx ( 1 j n≤ ≤ )和 m 个输出变

量 jf ( 1 j m≤ ≤ )的布尔函数 F , 常使用称为

ESOP 覆盖的立方体集合表示其 ESOP 展开. 采用

位置标记法的多输出立方体表示为 

,1 ,2 , ,1 ,2 ,[ , ] [ , , , , , , , ]n mi i i o o o      c c c c c c c cc i o . 

其中, ,1 ,2 ,[ , , , ]ni i i c c c ci 为立方体的输入部分, 表

示乘积项
1

=
n

j
j

π x

c  , , {0,1, }ji  c 对应 { , , }j j jx x x   

( 1 j n≤ ≤ ); ,1 ,2 ,[ , , , ]mo o o  c c c co 为立方体的输出

部分,  , 0,1jo c (1 j m≤ ≤ ), , 1jo c 时表示函数

输出变量 jf 包含乘积项 πc . 

2.2  SZMODD 表示模型 
零抑制多输出决策图 (zero-suppressed multi-

ple-output DD, ZMODD)[20]是零抑制决策图(zero- 

suppressed DD, ZDD)[21]的扩展 . 与 ZDD 相比 , 

ZMODD 表示多输出立方体可以更好地体现乘积

项在多个函数输出之间的共享[20]. 

ZMODD 有 2 个分别表示常量 0 和 1 的终端结

点, 称为常量 0 结点和常量 1 结点. ZMODD 在表

示多输出立方体 c 时 , 若 , ji  c , 则将其映射为

一个 ZMODD 输入变量结点 v ; , 1ji c 和 , 0ji c

时, 结点 v 分别使用 ZMODD 输入变量 jx 和 jx 标

记. 当 , 0jo c 时, 将其映射为使用 ZMODD 输出

变量 jf 标记的输出变量结点. 用以标记结点的变

量 jx , jx 和 jf 统称为 ZMODD 变量. ZMODD 仅有

一个根结点. 

本文提出 SZMODD 表示模型并借助其对立方

体实施因式分解. 

定义 1. 对 于 有 M 个 立 方 体 的 集 合 =C  

{ }1l l Mc ≤ ≤ , 采用同样的变量顺序 , 为每个立

方体 lc 构建一个 ZMODD, 记为
l

Gc . 这 M 个

ZMODD 通过共享子图构成一个 SZMODD, 记为

={ }1
l

G l McG ≤ ≤ . G 有 M 个根结点. 

在构建 SZMODD 时, 由 ZMODD 输出变量和

输入变量标记的结点分别统一位于 SZMODD 的上

部和下部 , 并且输入变量和输出变量标记的结点

在 SZMODD 中的位置不会出现交叠. 

在 SZMODD 中, 由一个根结点至常量 1 结点

的路径形成一个多输出立方体 c . 除终端结点外, 

每个结点 v均有 2 条出边, 分别为实线边和虚线边. 

如果 v为输入变量结点, 那么实线边或虚线边分别

表示该 ZMODD 输入变量出现或不出现在立方体

c 对应的乘积项 πc 中. 如果 v为输出变量结点, 那

么实线边或虚线边分别表示该 ZMODD 输出变量

包含或不包含立方体 c 对应的乘积项 πc . 

2.3  迭代因式分解 
假设已知布尔函数 F 的 ESOP 覆盖 C , 图 G

的结点数使用 G 表示, 下面给出立方体因式分解

的算法描述. 

算法 1. ESOP 立方体因式分解算法. 

Step1. 由 ESOP 覆盖 C 构建 SZMODD, 得到 G . 

Step2. 对 G 实施 ZMODD 变量排序. 

Step3. 由
1

Gc 至
M

Gc , 采用深度优先后序方式遍历

G , 如果图 G 中没有入度大于 1 的结点, 转至 Step6; 

否则, 执行下一步. 

Step4. 假 设 图 G 中 入 度 大 于 1 的 结 点 为 jv

(1 j G≤ ≤ ), jv 至常量 1 结点的路径为 p . 如果 p 中

不包含 ZMODD 输入变量结点, 转至 Step6; 否则, 执行

下一步. 

Step5. 假设路径 p 中距离 jv 最近的 ZMODD 输入

变量结点为 kv ( 1 k G≤ ≤ ), 若 jv 为输入变量结点, 则

令 k jv v . 由以 kv 为根结点的子图 sG 提取公因子 sc , 

记录包含此公因子的
l

Gc (
l

G c G ). 令 s\ GG G , 并转

至 Step2. 

Step6. 遍历 G 得到因式分解后每个
l

Gc 对应的立

方体 lc , 并用链表建立各个立方体 lc 与所提取的公因子

sc 之间的联系, 得到立方体集合 sC . 

算法 1 中, Step2 采用成熟且具有较高时间效

率的 Sifting 技术[21]对图 G 实施变量排序. Step4 和

Step5 中, 如果结点 jv 被多个 ZMODD 共享, 说明

ZMODD输入变量结点 kv 被多个 ZMODD共享, 由

kv 至常量 1 结点的路径形成的乘积项(即公因子)
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被多个立方体共享. Step5 中的 s\ GG 采用 ZDD 代

数除法[21]实现. 公因子 sc 使用立方体表示. 

例 1. 某函数的 ESOP 立方体表示如图 1 所示, 

该函数包含 4 个输入和 3 个输出, 共有 5 个立方体, 

分别如图 1 中的 1c ~ 5c 所示. 

采用相同的变量顺序 , 将每个立方体均表示

为一个 ZMODD, 得到 SZMODD 图 G . 对图 G 实

施变量排序后得到如图 2a 所示的 SZMODD. 为简

单起见, 图 2 的 SZMODD 中仅给出结点间的实线

边以及常量 1 结点. 为描述方便, 本文中的公因子

也使用乘积项表示. 

由图 2a 可以看出, 输入变量结点 1v 的入度大

于 1. 由 1v 至常量 1 结点的路径形成乘积项 3 4x x . 

可知 1c 与 2c 包含公因子 3 4x x . 提取公因子 3 4x x 后, 

对 SZMODD 实施变量排序, 结果如图 2b 所示. 
 

 
 

图 1  ESOP 立方体表示 
 

 
 

图 2  迭代因式分解示意图 
 

由图 2b 可以看出, 输出变量结点 2v 的入度大

于 1. 2v 至常量 1 结点的路径中距离 2v 最近的输入

变量结点为 3v , 由 3v 至常量 1 结点的路径形成乘

积项 1 2x x . 可知 1c 与 3c 包含公因子 1 2x x . 提取公

因子 1 2x x 后, 对 SZMODD 实施变量排序, 结果如

图 2c 所示. 

由图 2c 可知, SZMODD 不再共享 ZMODD 输

入变量结点, 因式分解迭代过程结束. 得到如图 3

所示的因式分解后的立方体集合 sC . 立方体
1s

c 与

2sc 的输出部分中的“  ”表示输出
s , joc 没有意义. 

 

 
 

图 3  因式分解后的立方体集合 

立方体间可能存在单文字公因子 jx 或 jx . 单

文字公因子对降低 BED 的复杂度没有太大帮助. 

因此, 对于单文字公因子 a , 如果存在相邻公因子

b , 则提取将 a 与 b 合并后的公因子; 否则忽略单

文字公因子 a , 即不提取该公因子. 

图 4 给出了单文字公因子合并的示例, 假设

SZMODD 的根结点至 1v 的路径中没有 ZMODD 输

入变量结点被共享. 

对于图 4a 所示的情形 1, 仅存在一个单文字

公因子 kx , 因此不提取该公因子. 对于图 4b 所示 
 

 
 

图 4  单文字公因子合并示例 
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的情形 2, 因式分解的第 1 次迭代中, 结点 3v 的入

度大于 1, 说明存在公因子 kx , 由于 kx 是单文字

公因子, 故不提取该公因子, 直接进入第 2 次迭

代; 第 2 次迭代中, 结点 2v 的入度大于 1, 说明存

在公因子 j kx x , 故提取公因子 j kx x . 

类似地, 对于图 4c 所示的情形 3, 由于 kx 是

单文字公因子 , 故将其与 i jx x 合并 , 得到公因子

i j kx x x . 

3  可逆电路的综合及验证 

3.1  可逆电路综合 
假设已知布尔函数 F 的 ESOP 覆盖 C , 下面

给出本文可逆电路综合的算法描述. 

算法 2. 可逆电路综合算法. 

Step1. 使用算法 1 对 C 中的立方体实施因式分解, 

得到立方体集合 sC . 

Step2. 由 sC 构建 BED. 

Step3. 深度优先遍历 BED, 将结点映射为可逆门

级联, 并构建实现函数 F 功能的电路. 

算法 2 的 Step2 中, 由 sC 构建 BED 时, 采用递

归方式解析立方体, 即对于立方体 c , 先解析其包

含的公因子 sc , 再解析立方体 c . Step3 采用 BED

结点映射方法[15]. 

算法 2所得电路的电路线数即为量子位数. 电

路的 NCV 成本为电路中所有可逆门的 NCV 成本

之和, T 深度则估算为电路中所有可逆门的 T 深度

之和. 

假设电路线数为 q , 那么电路有 q 个输入, 其

中 n 个输入分别使用 kx ( 1 k n≤ ≤ )标记 , 表示函

数 F 的输入 kx , 其他 q n 个输入为辅助输入, 其

输入值为常量. 同时电路有 q 个输出, 其中 m 个输

出分别使用 jf (1 j m≤ ≤ )标记, 输出 F 的输出变

量 jf 的计算结果, 其他 q m 个输出为垃圾输出[2]. 

例 2. 以例 1 中的函数为例, 得到如图 3 所示

的立方体集合 sC 后, 由 sC 构建如图 5 所示的 BED. 

图 6 所示为由图 5 所示 BED 综合例 1 中的函数

所得电路, 其中, jv ( 5 19j≤ ≤ )指示的可逆门级联

由图 5 中的结点 jv 映射所得; 虚线框中的可逆门为

混合极性 Peres 门[15]. 该电路由 7 个混合极性 Peres

门和 10 个 CNOT 门组成, 其量子位数为 11, 其 NCV

门实现的量子成本, 即 NCV 成本为 7×4+10×1=38, 

Clifford+T 门实现的 T 深度为 7×3+10×0=21. 

 
 

图 5  因式分解后的 BED 

 

 
 

图 6  综合所得电路 

 
此外, 图 6 中电路输入侧的 0 表示该电路线为

辅助线, 其输入为常量 0; 输出侧的 g 表示该电路

线的输出为垃圾输出. 由于 11q  , 3m  , 可知图

6 所示电路的垃圾输出数为 8. 

3.2  电路功能等价性验证 
使用 BDD 完成算法 2 综合所得电路与给定布

尔函数 F 的功能等价性验证. 

先由函数 F 的 ESOP 覆盖 C 构建 BDD, 得到

图  1jG j mG ≤ ≤ ; 其中 , jG 为函数输出变量

jf 的 BDD. 再由综合所得电路根据电路输入和可

逆门实现的函数构建 BDD, 不考虑垃圾输出, 得

到图  1jH j mH ≤ ≤ ; 其中 , jH 为电路输出

jf 的 BDD. 若 j (1 j m≤ ≤ ), 有 0j jG H  , 说

明综合所得电路实现了函数 F 的功能. 

4  实验及结果分析 

用于因式分解的 SZMODD 基于 EXTRA 库[21]

实现, 算法 2 采用 C 语言实现. 使用 LGSynth 和

RevLib 函数集中不同规模的函数, 在配置为 Intel 

Core i7-7700 CPU 32 GB RAM 和运行 Ubuntu 16.04 

64 位操作系统的计算机上对本文方法进行验证. 



1622 计算机辅助设计与图形学学报 第 33 卷 

 

     
      

与文献[15]类似 , 本文先使用 EXORCISM-4

工具[22]利用 q0 参数对函数实施 ESOP 最小化, 得

到算法 2 需要的 ESOP 覆盖 C . 

4.1  与结合变量分组和 BED 的可逆电路综合 
方法比较 
文献[15]先根据 ESOP 覆盖对函数的输入变量

分组, 再根据变量分组由 ESOP 覆盖构建布尔函数

的 BED 表示, 然后由 BED 综合可逆电路. 分别使

用文献[15]方法和本文方法对 32 个不同规模的

LGSynth 和 RevLib 函数进行可逆电路综合, 表 1

给出了结果. 其中, n/m 表示函数的输入数/输出数; 

时间为可逆电路综合算法运行所需时间; 改善表

示相对于文献[15]方法的结果 , 本文方法结果的

NCV 成本和量子位数减少的百分比. 
 

表 1  2 种方法结果比较 

文献[15] 本文 改善/% 
函数名 n/m 

NCV 成本 量子位数 时间/s NCV 成本 量子位数 时间/s NCV 成本 量子位数

4mod5 4/1 17 7 <0.01 17 7 0.01 0.00 0.00 

decod24 2/4 19 6 <0.01 19 6 0.01 0.00 0.00 

ex1 5/1 4 5 <0.01 4 5 0.01 0.00 0.00 

graycode6 6/6 5 6 <0.01 5 6 0.01 0.00 0.00 

peres 3/3 8 4 <0.01 8 4 0.01 0.00 0.00 

xor5 5/1 4 5 <0.01 4 5 0.01 0.00 0.00 

5mod5 6/6 60 17 <0.01 52 15 0.01 13.33 11.76 

aj-e11 4/4 67 16 <0.01 66 15 0.01 1.49 6.25 

apex5 117/88 3 208 732 0.32 3 189 725 0.58 0.59 0.96 

bw 5/28 391 65 0.01 385 59 0.01 1.53 9.23 

cps 24/109 3 068 410 0.22 2 856 373 0.12 6.91 9.02 

ex5p 8/63 1 344 215 0.06 1 193 188 0.04 11.24 12.56 

ham15 15/15 198 45 0.01 164 35 0.01 17.17 22.22 

ham3 3/3 13 6 <0.01 11 5 0.01 15.38 16.67 

ham7 7/7 64 18 <0.01 48 13 0.01 25.00 27.78 

i6 138/67 738 279 0.22 694 277 0.32 5.96 0.72 

i7 199/67 1 051 404 0.42 1 022 404 0.64 2.76 0.00 

i8 133/81 7 319 1 351 0.46 7 125 1 311 0.91 2.65 2.96 

inc 7/9 313 63 <0.01 287 58 0.01 8.31 7.94 

mod10 4/4 51 14 <0.01 44 13 0.01 13.73 7.14 

mod5adder 6/6 166 37 <0.01 160 36 0.01 3.61 2.70 

sao2 10/4 459 103 0.01 377 84 0.01 17.86 18.45 

seq 41/35 4 640 687 0.06 4 251 592 0.12 8.38 13.83 

urf5 9/9 1 291 246 <0.01 1 255 233 0.01 2.79 5.28 

wim 4/7 90 22 <0.01 81 19 0.01 10.00 13.64 

dc1 4/7 99 19 <0.01 93 20 0.01 6.06 −5.26 

one-two-three 3/3 28 8 <0.01 23 9 0.01 17.86 −12.50 

sqr6 6/12 280 58 <0.01 278 59 0.01 0.71 −1.72 

ex-1 3/3 18 6 <0.01 21 7 0.01 −16.67 −16.67 

majority 5/1 29 11 <0.01 38 13 0.01 −31.03 −18.18 

mod5d2 5/5 27 10 <0.01 33 10 0.01 −22.22 0.00 

rd32 3/2 14 6 <0.01 23 8 0.01 −64.29 −33.33 

 

由表 1 数据可以看出, 在 32 个函数中, 有 6

个函数, 本文方法可以得到与文献[15]方法具有相

同 NCV 成本和量子位数的电路; 有 19 个函数, 从

NCV 成本和量子位数来看, 本文方法可以得到比

文献[15]方法更优的电路; 有 3 个函数, 尽管本文

方法所得电路的 NCV 成本低于文献[15]方法所得

电路, 但量子位数却有一定程度的增加; 对于其余

4 个函数, 本文方法所得 NCV 电路要劣于文献[15]
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方法所得 NCV电路. 与文献[15]方法相比, 本文方

法将可逆电路的 NCV 成本和量子位数分别最大降

低了 25.00%和 27.78%(ham7 函数). 从平均角度看, 

与文献[15]方法相比, 本文方法将电路的 NCV 成

本和量子位数分别降低了 5.01%和 5.47%. 

这说明在由 ESOP 覆盖构建 BED 并基于 BED

表示模型综合可逆电路时, 对 ESOP 覆盖实施因式

分解后构建 BED, 比对函数输入变量进行分组后构

建 BED 更有助于降低由 BED 综合所得电路的成本. 

本文方法能适用于大规模函数 , 且具有较高

的时间效率. 虽然借助 SZMODD 实施 ESOP 立方

体的因式分解导致电路综合算法的运行时间有所

增加, 但对于表 1 中的大部分函数, 本文方法可在

不大于 0.01 s 的时间内完成电路综合. 对于输入数

大于 100 的函数, 本文方法也能够在 1 s 内完成电

路综合. 

4.2  与基于 FDD 的可逆电路综合方法比较 
BDD, PDD, FDD, KFDD 和 BBDD 是函数的标

准形 DAG 表示. 分析基于此类决策图表示模型的

可逆电路综合方法相关文献给出的结果发现 , 就

结果电路的量子成本和量子位数而言 , 这些方法

中 , 没有哪一种方法具有绝对优势 . 由于文献[9]

的结果是此类方法中的最新研究结果 , 因此选择

与文献[9]的基于 FDD 表示模型的可逆电路综合方

法(FDD 方法)比较. 

表 2 所示为使用本文方法(算法 2)对文献[9]中

的 26 个 RevLib 函数进行电路综合的结果. 其中, 零

极性 FDD 结果来自文献[9]中的表 4 和表 5; 最优

极性 FDD 结果来自文献[9]中的表 7 和表 8. 零极

性 FDD 结果和最优极性 FDD 结果是文献[9]根据

FDD 结点相关矩阵分别由零极性 FDD 和最优固定

极性 FDD 而得. 在最优极性 FDD 结果中, 有 6 个 

 
表 2  本文与 FDD 方法的结果比较 

零极性 FDD [9] 最优极性 FDD[9] 本文 
函数名 n/m 函数类型 

量子位数 NCV 成本 量子位数 NCV 成本 量子位数 NCV 成本

4mod5 4/1 算术 5 19 5 18 7 17 

alu 5/1 ALU 8 28 8 28 11 29 

apex2 39/3 一般逻辑 5 983 49 133   3 665 18 099 

bw 5/28 一般逻辑 78 709 74 619 59 385 

cordic 23/2 一般逻辑 44 427   1 275 6 936 

cycle10_2 12/12 一般逻辑 97 552 97 552 52 177 

decod24 2/4 编码 6 23 6 23 6 19 

e64 65/65 一般逻辑 1 498 8 495   243 773 

ex5p 8/63 一般逻辑 229 1 846 225 1 803 188 1 193 

ham15 15/15 编码 42 188   35 164 

ham7 7/7 编码 18 74 15 85 13 48 

hwb5 5/5 最坏情况 26 233 18 196 41 218 

hwb6 6/6 最坏情况 49 470 34 378 70 398 

hwb7 7/7 最坏情况 97 965 57 678 178 1 071 

hwb8 8/8 最坏情况 145 1 622 85 1 087 401 2 469 

mini-alu 4/2 ALU 8 43 8 43 14 45 

mod5adder 6/6 算术 21 170 20 150 36 160 

plus127mod8192 13/13 算术 24 98 24 73 34 125 

plus63mod4096 12/12 算术 22 86 22 66 34 124 

rd53 5/3 算术 8 44 8 44 28 117 

rd73 7/3 算术 10 76 10 76 77 357 

rd84 8/4 算术 15 112 15 112 124 588 

seq 41/35 算术 1 303 12 238   592 4 251 

spla 16/16 一般逻辑 707 5 946   742 3 942 

sym6 6/1 对称 10 69 10 69 29 114 

sym9 9/1 对称 12 106 12 106 198 880 
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函数, 文献[9]没有给出其结果. 

由表 2数据可以看出, 就结果电路的量子成本

和量子位数而言, 本文方法和文献[9]中的 FDD 方

法都不具有绝对优势. 对于文献[9]给出的 2 种结

果, 由最优固定极性 FDD 得到的结果(最优极性

FDD 结果)不一定优于由零极性 FDD 得到的结果

(零极性 FDD 结果). 例如, 对于 alu, cycle10_2, 

rd53 和 sym6 等函数, 最优极性 FDD 结果与零极性

FDD 结果相同; 对于 ham7 函数, 零极性 FDD 结果

的 NCV 成本更低, 而最优极性 FDD 结果的量子位

数更少. 与文献[9]的 FDD 方法相比, 在这 26 个函

数中, 尽管仅有 9 个函数, 本文方法能够得到量子

位数和 NCV 成本更低的电路, 另有 2 个函数, 本

文方法仅能够得到 NCV 成本更低的电路. 但从平

均角度看, 与零极性 FDD 结果和最优极性 FDD 结

果中的 NCV 成本最优结果相比, 本文方法将可逆

电路的量子位数和 NCV 成本分别降低了 21.11%和
48.32%. 

从表 2 第 3 列的函数类型[18]来看, 对于算术逻

辑单元(arithmetic logical unit, ALU)、算术、对称

和最坏情况函数, 文献[9]的 FDD 方法能够得到更

好的结果. 但 seq函数是例外. 对于 seq函数, 相对

于 FDD 方法, 本文方法能够得到量子位数和 NCV

成本均更低的结果. 对于编码和一般逻辑函数, 本

文方法能够得到更好的结果. 但 cordic 和 spla 函数

是例外. 对于 cordic 函数, FDD 方法能够得到比本

文方法更好的结果. 对于 spla 函数, 与 FDD 方法

相比, 本文方法将电路的NCV成本降低了 33.70%, 

但使量子位数增加了 4.95%. 

由 FDD 或 BED 综合所得电路的量子位数和量

子成本与 FDD 或 BED 的复杂度有关. FDD 是函数

的标准形 DAG 表示, 由对函数实施 Davio 分解而

得. BED 是函数的非标准形 DAG 表示, 尽管本文

采用了对 ESOP 覆盖实施因式分解后再构建 BED

的方法, 但从基本原理来看, BED 是利用二分解

(bi-decomposition)理论对函数实施分解. 对于对称

函数、最坏情况函数、ALU 和绝大多数算术函数, 由

FDD 能够得到量子位数和 NCV 成本更低的电路, 

这说明宜采用 Davio分解理论对这些函数实施分解. 

而对于编码函数和绝大多数的一般逻辑函数 , 由

BED 能够得到量子位数和 NCV 成本更低的电路, 

这说明宜利用二分解理论对这些函数实施分解. 

4.3  与基于 AIG 和 MIG 的可逆电路综合方法 
比较 

AIG, MIG 与 BED 同属于函数的非标准形 DAG

表示. 文献[14]分别基于 AIG 和 MIG 表示模型综合

可逆电路. 使用本文方法(算法 2)对文献[14]表 4 和

表 5 中的 22 个 LGSynth 和 RevLib 函数进行可逆电

路综合, 表 3 给出了结果. 其中, AIG 方法和 MIG 方

法分别表示基于 AIG 和基于 MIG 表示模型的可逆

电路综合方法, 其结果来自文献[14]中的表 4 和表

5. 本文方法需要事先获得函数的 ESOP 展开, 但

对于 i4 函数, EXORCISM-4 工具[22]无法在合理的

时间内获得其 ESOP 最小化的结果, 因此表 3 中本

文方法没有给出该函数的结果. 

由于文献[14]没有给出表 3 中函数的电路的量

子位数 , 因此本文仅针对电路的量子成本进行比

较. 由表 3 数据可以看出, 与 AIG 方法相比, 除 5

个函数(apex2, cordic, ex4p, i4 和 i8)外, 本文方法

均能够获得 NCV 成本和 T 深度更低的电路, 换言

之, 本文方法既能够获得量子成本更优的 NCV 电

路, 也能够获得量子成本更优的 Clifford+T 电路. 

对于 i8 函数, 尽管本文方法增加了 NCV 成本, 却

将 T 深度降低了 80.54%, 即本文方法能够获得量

子成本更优的 Clifford+T 电路. 对于除 i4 外的 21

个函数, 从平均角度看, 本文方法将 NCV 成本降

低了 25.29%, 将 T 深度降低了 45.14%. 

由表 3 数据可以看出, 与 MIG 方法相比, 除 7

个函数(apex2, clip, cordic, ex4p, i4, i5 和 majority)

外, 本文方法既能获得量子成本更优的 NCV 电路, 

也能获得量子成本更优的 Clifford+T 电路. 对于

majority 函数, 尽管本文方法无法改善可逆电路的

Clifford+T 门实现的量子成本, 却将 NCV 门实现

的量子成本降低了 5.00%. 对于除 i4 外的 21 个函

数 , 从平均角度看 , 本文方法将 T 深度降低了

25.97%, 但却使 NCV 成本增加了 1.16%. 

从表 3 第 3 列的函数类型[17-18]来看, 与文献

[14]的 AIG 方法和 MIG 方法相比, 本文方法对算

术函数更有优势. 作为函数的 2 级逻辑描述, 在表

示算术函数时, ESOP 展开比传统的 2 级“与-或”逻

辑更为精简 . 由于本文方法是由因式分解后的

ESOP 立方体集合构建 BED, 因此对于算术函数, 

相对于 AIG 方法和 MIG 方法, 本文方法能够获得

量子成本更低的 NCV 电路和 Clifford+T 电路. 

同时 , 由于本文方法需要事先获得函数的

ESOP 展开, 因此从方法的可扩展性来看, 本文方

法要劣于文献[14]的 AIG 方法和 MIG 方法. 

此外, 对于表 1~表 3 中的函数, 本文方法综合

所得电路均使用第 3.2 节所述方法进行了功能等价

性验证. 电路功能等价性验证方法采用 C++语言

实现. 
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表 3  3 种方法结果比较 

AIG[14] MIG[14] 本文 
函数名 n/m 函数类型 

NCV 成本 T 深度 NCV 成本 T 深度 量子位数 NCV 成本 T 深度 

9sym 9/1 算术 1 380 714 1 049 678 198 880 567 

apex2 39/3 一般逻辑 3 750 2 250 2 540 1 329 3 665 18 099 10 878 

apex5 117/88 一般逻辑 11 972 6 453 7 888 6 072 725 3 189 1 788 

clip 9/5 一般逻辑 1 029 525 520 351 144 722 402 

cordic 23/2 一般逻辑 485 249 272 174 1 275 6 936 3 756 

ex4p 128/28 一般逻辑 4 603 2 421 2 873 1 809 1 121 4 648 2 979 

frg2 143/139 算术 12 012 6 342 8 137 6 243 1 500 7 840 4 017 

i4 192/6 一般逻辑 4 132 2 436 1 240 996    

i5 133/66 一般逻辑 6 401 3 813 772 564 540 2 175 1 221 

i8 133/81 一般逻辑 3 310 18 129 7 340 6 852 1 311 7 125 3 528 

majority 5/1 算术 50 30 40 24 13 38 24 

misex2 25/18 一般逻辑 631 357 476 300 89 303 192 

parity 16/1 算术 253 135 360 216 16 15 0 

rd53 5/3 算术 327 165 286 189 28 117 66 

rd73 7/3 算术 900 456 898 618 77 357 201 

rd84 8/4 算术 1 356 690 1 265 852 124 588 345 

seq 41/35 算术 18 307 9 750 13 724 9 750 592 4 251 1 587 

spla 16/46 一般逻辑 13 685 8 211 10 996 8 790 742 3 942 2 124 

sqn 7/3 算术 695 417 584 408 76 342 201 

sqr6 6/12 算术 825 495 593 417 59 278 150 

squar5 5/8 算术 320 192 339 225 29 125 66 

Z5xp1 7/10 算术 1 010 606 568 384 57 266 141 

 
5  结  语 

为对 ESOP 立方体进行因式分解 , 降低由

ESOP 覆盖构建的 BED 综合所得可逆电路的成本, 

本文提出了立方体集合的 SZMODD 表示模型. 先

借助 SZMODD 对 ESOP 立方体实施因式分解, 再

在此基础上构建 BED. 与在对变量进行分组的基

础上由 ESOP 覆盖构建 BED 的方法相比, 从平均

角度看, 本文方法将由 BED 综合所得电路的量子

成本和量子位数分别降低了 5.01%和 5.47%. 借助

代数除法实现 ESOP 立方体的因式分解可很好地

处理大规模函数, 且具有较高的时间效率, 这使得

本文的可逆电路综合方法能应用于大规模函数. 

与基于 FDD 表示模型的可逆电路综合方法相

比, 对于编码函数和绝大多数的一般逻辑函数, 本

文方法能降低可逆电路的量子成本与量子位数 . 

与基于 AIG 和基于 MIG 表示模型的可逆电路综合

方法相比, 对于算术函数, 本文方法能降低可逆电

路的量子成本. 
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