1. ALGEBRY, HOMOMORFISMY, KONGRUENCE

Definice. Pro kazdé celé n > 0 nazveme n-drni operaci na mnoziné A kazdé
zobrazeni A" — A (¢islo n budeme nazyvat aritou nebo detnosti operace). Necht
(a;] © € I) je systém operaci na mnoziné A. Pak dvojici A(q;| i € I) nazveme
algebrou.

Priklad. Algebry tvoii naptiklad Z(+), Z(+,—), Z(+,-,0,1). Je-li T téleso, pak
je algebrou T(+,-) ¢ T(+,—,-,0,1), pro vektorovy prostor V nad T, je algebrou
V(+, t|t € T).

Definice. Bud a n-arni operace na A. Rekneme, 7e podmnozina B C A je uzaviend
na operaci o, pokud af(ay,...,a,) € B pro viechna ay,...,a, € B. Rekneme, Ze
B C A je podalgebra algebry A(w;| i € I), pokud je B uzaviend na vSechny operace
(679 1€l

Oznacime-li 5; = a;|p» omezeni n-arni operace a; na B™, potom pro podalgebru
B lezi vSechny hodnoty zobrazeni §; opét v B. Zobrazeni 3; tedy muZeme chapat
jako operace na mnoziné B a tak dostdvame strukturu algebry B(G;| i € I) na
kazdé podalgebrie B.

Priklad. (1) Je-li A(a;] i € I) algebra, pak A ziejmé tvoii jeji podalgebru. Pokud
navic zadna z operaci «; neni nularni, potom ) je podalgebrou algebry A(«;| i € I).
(2) Uvazujeme-li algebru Z(+, —), pak pro kazdé celé n tvofi mnozina vSech
nésobkt nZ = {nz| z € Z} podalgebru.
(3) Kazdy podprostor vektorového prostoru V' nad télesem T, je podalgebrou
algebry V(+,t,t € T).

Poznamka 1.1. Necht A(a;| ¢ € I) je algebra a A; je podalgebra A pro kazdé
je€J. Pak ﬂjeJ Aj je rounéz podalgebra A.

Diikaz. Viz [D, 2.1, 2.8]. O

Definice. Necht symbol o oznac¢uje n-arni operaci na mnoziné A. Rekneme, Ze zob-
razeni f : A — B je sluditeln€ s o, pokud f(a(ay,...,an)) = a(f(a1),..., f(am)).

Rekneme, Ze algebry A(a;| i € I) a B(w;| i € I) jsou stejného typu, pokud
«; oznacuje na mnoziné A i na mnoziné B dvé operace stejné arity. Zobrazeni
f A — B mezi dvéma algebrami stejného typu budeme fikat homomorfismus,
pokud je slucitelné se vSemi operacemi «;, i € 1.

Priklad. (1) Zobrazeni m : Z — Z,, definované piedpisem 7(z) = (z)mod n je
homomorfismus algebry Z(+, ) do Z,(+, ).

(2) Necht U a V jsou dva vektorové prostory nad télesem T'. Potom kazdy ho-
momorfismus vektorovych prostori je homomorfismem algeber U(+, t|t € T) a
V(+,-tteT).

(3) Ozna¢me M, (T) mnozinu vSech ¢tvercovych matic nad télesem T a - budiz
symbolem nasobeni matic. Potom zobrazeni, které kazdé matici pfifadi jeji deter-
minant, je homomorfismem algebry M, (T)(-) do T'(-).

Poznamka 1.2. Bud A(o;| i € I), B(oy| i € I) a Clay| @ € I) algebry stejného
typu. Jsou-li zobrazeni f : A — B a g : B — C homomorfismy, pak i gf je
homomorfismus. Je-li navic f bijekce, je f~1 také homomorfismus.

Dikaz. Viz [D, 2.2]. O



V pripadé, ze nemize dojit k omylu nebo jednotlivé operace na algebfe ne-
potfebujeme uvazovat, budeme v nasledujicim oznaciovat algebru jen jeji nosnou
mnozinou.

Poznamka 1.3. Bud A a B dvé algebry stejného typu a bud f : A — B homo-
morfismus. Je-li C podalgebra algebry A a D podalgebra algebry B, pak f(C) je
podalgebrou B a f~(D) je podalgebrou A.

Dikaz. Viz [D, 2.3]. O

Definice. Bijektivni homomorfismus budeme nazyvat izomorfismus. Pokud mezi
dvéma algebrami A a B existuje izomorfismus, fikdme, ze A a B jsou izomorfni
(piSeme A = B).

Pripomerime, Ze relaci na mnoZiné A rozumime libovolnou podmnozinu A x A.
Necht p je relace na A, oznadéme:
- p~t={(b,a)| (a,b) € p} (opaén4 relace),
- pm ={(a,b)] Ja = ag,a1,...,an-1,a, =b € A;(ai,a;41) € p} (tranzitivni
obal),
- id ={(a,a)| a € A} (identita).
Rekneme, ze relace p je symetrickd, pokud p~' C p, tranzitivni, pokud pt C
p, a reflexivni, pokud id C p. Ekvivalenci budeme nazyvat kazdou symetrickou,
tranzitivni a reflexivni relaci.

Definice. Necht p je ekvivalence na mnoziné A. Definujme faktor mnoZiny (¢asto
se fika také kvocient) A podle relace p jako mnozinu A/p = {[a],| a € A}, kde
al, = {b € A] (a,b) € p}.

Vsimnéme si, Ze je-li p ekvivalence na A, pak A/p = {[a],| a € A} tvoii rozklad
mnoziny A [D, 1.7]. Naopak mame-li {B;| ¢ € I} rozklad mnoziny A, pak relace p
uréend podminkou: (a,b) € p < Ji € I : a,b € B; je ekvivalenci a A/p = {B;| i €

I}.

Priklad. Na libovolné mnoziné algeber stejného typu M je relace = (tj. ”byt
izomorfni”) ekvivalenci (viz 1.2).

Definice. Je-li f : A — B zobrazeni, rozumime jeho jddrem ker f relaci danou
predpisem: (a,b) € ker f < f(a) = f(b). Mé&jme na A ekvivalenci p. Pfirozenou
projekci nazveme zobrazeni 7, : A — A/p dané predpisem w,(a) = [a],.

Poznamka 1.4. Necht f : A — B je zobrazeni a p ekvivalence na mnoZiné A. Pak
plati:

(

1) ker f je ekvivalence,
(2
(3
(4

ker f =id, prdvé kdyZ je f prosté zobrazent,

ker m, = p,

Zobrazent g : A/p — B splitujict podminku gr, = f existuje prdvé tehdy,
kdyz p C ker f.

Diikaz. (1) (a,a) € ker f,nebot f(a) = f(a); pokud (a,b) € ker f, pak f(a) = f(b),
tedy (b,a) € ker f;je-li f(a) = f(b) = f(c), potom zfejmé (a,c) € ker f.

(2), (3) Plyne pfimo z definice.

(4) Viz [D, 1.10]. O

— N —
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Definice. Necht p C o jsou dvé ekvivalence na A. Definujme relaci o/p na A/p
nésledovné: ([a],, [b],) € o/p < (a,b) € 0.

Poznamka 1.5. (1) Necht p C o jsou dvé ekvivalence na A. Pak o/p je dobre
definovand ekvivalence na A/p.

(2) Necht p je ekvivalence na mnoZiné A a n je ekvivalence na A/p. Potom
existuje pravé jedna ekvivalence o na A, pro niZn = o/p.

Diikaz. (1) viz [D, 1.8] a (2) viz [D, 1.9]. O

Definice. Necht p je relace a a je n-arni operace na mnoziné A. Rekneme, ze p je
slucitelnd s «, pokud pro kazdy systém prvkua ai,...,an,b1...,b, € A, pro které
aipb;, i =1,...,n, plati, ze a(a,...,an)pa(by,. .., by).

Je-li A(a;| i € 1) algebra a p ekvivalence na mnoziné A, pak p nazveme kongru-
enct, pokud je p slucitelna se vSemi operacemi «;, i € I.

Priklad. (1) id a A x A jsou kongruence na libovolné algebie A.

(2) Vezméme pfirozené ¢islo n > 2 a oznaéme ~,, relaci na mnoziné celych ¢isel
Z danou piedpisem: a ~, b < n/(a —b). Potom je ~, kongruence na algebie
Z(+,—,").

(3) Kazda ekvivalence je slucitelnd s libovolnou nuldrni operaci.

Poznamka 1.6. Necht A a B jsou dvé algebry stejného typu a f : A — B je
homomorfismus. Pak ker f je kongruence na algebie A.

Diikaz. Viz [D, 2.5]. O

Definice. Necht p je ekvivalence a « je n-arni operace na mnoziné A. Pokud
je p slucitelnd s o definujeme operaci a na A/p nasledovné: a([ai],,...,[an],) =
[a(ai,...,an)],. Je-li p kongruence na algebfe A, pak stejnym zpisobem definujeme
na A/p strukturu algebry.

Véta 1.7. Je-li p kongruence na algebie A, pak je definice algebry A/p korektni,
jde o algebru stejného typu jako A a prirozend projekce w, : A — A/p je homomor-
fismus.

Dikaz. Viz [D, 2.6]. O

Poznamka 1.8. Bud p kongruence na algebie A a o ekvivalence na A obsahujici
p. Pak je o kongruence na algebie A prdvé tehdy, kdyz je o/p kongruence na algebie

Alp.

Diikaz. Viz [D, 3.4]. O
Poznamka 1.9. (Véta o homomorfismu) Bud f : A — B homomorfismus dvou
algeber stejného typu a necht p je kongruence na algebte A. Pak existuje homo-
morfismus g : A/p — B spliiujici podminku gr, = f prdvé tehdy, kdyZ p C ker f.
Navic, pokud g existuje, je g izomorfismus, pravé kdyz [ je na a ker f = p.

Diikaz. Viz [D, 3.7]. O

Véta 1.10 (1. véta o izomorfismu). Necht f : A — B je homomorfismus dvou
algeber stejného typu. Pak f(A) je podalgebra B (tedy algebra stejného typu) a
A/ker f je izomorfni f(A).

Diikaz. Viz [D, 3.9]. O



Priklad. Mé&me homomorfismus f,, : Z — Z, algebry Z(+,-,—,0) do algebry
Z,(+,,—,0) s poéitdnim modulo n dany ptedpisem f, (k) = (k)mod n. Pak podle
1. véty o izomorfismu je Z/ker f, = Z,, navic je zjevné (a — b) € ker f,, pravé
kdyz n/(a — b).

Véta 1.11 (2. véta o izomorfismu). Necht p C o jsou dvé kongruence na algebre
A. Pak algebra A/o je izomorfni algebre (A/p)/(c/p).

Diikaz. Viz [D, 3.10). O

2. ALGEBRY S JEDNOU BINARNI OPERACT

Definice. Algebru G(x) s jednou binarni operaci nazyvame grupoid. Neutrdlnim
prukem grupoidu G(x) (nebo operace %) rozumime takovy prvek e € G, 7e gx e =
exg = g pro vSechna g € G. Algebru G(x, ¢) nazveme monoidem, pokud je operace
asociativni a e je neutralni prvek operace x. Podgrupoidem (podmonoidem) nazveme
kazdou podalgebru grupoidu (monoidu).

Poznamka 2.1. KazZdy grupoid obsahuje nejvyse jeden neutralni prvek.
Dikaz. Jsou-li e, f dva neutralni prvky, pake=e¢- f = f. O

Piiklad. Je-li X aspoti dvouprvkova mnozina a definujeme-li na X bindrni operaci
x predpisem x * y = x, je operace * asociativni, ale X neobsahuje zadny neutralni
prvek. Pfitom dokonce kazdy prvek X spliiuje prvni z rovnosti, kterou je neutralni
prvek definovan.

Priklad. (1) Necht X je neprdzdnd mnoZina pismen a M (X) je mnozina vSech
slov, tj. vSech koneénych posloupnosti pismen. Zavedme na této mnoZiné operaci
skladani : z1 ... %y - Y1 .- - Ym = T1-.-Tn¥Y1 - - - Ym a déle ozna¢me A prazdné slovo.
Potom M (X)(-, A) tvofi (tzv. slovni) monoid.

(2) Bud X néjaka neprazdnd mnozina a ozna¢me T'(X) mnozinu vSech zobrazeni
mnoziny X do sebe. Potom T'(X)(+, Id) tvoii (s operaci skladani ) (tzv. transfor-
macni) monoid.

(3) Ctvercové matice M, (T) nad télesem T stupné n spolu s ndsobenim a jed-
notkovou matici M,,(T')(-, Id) tvofi monoid.

Poznamka 2.2. Bud S(-,1) monoid a a,b,c € S. Pokud plati, e a-b=c-a =1,
potom b = c.

Dikaz. c=c-1=c-(a-b)=(c-a)-b=1-b. O
Priklad. Uvazujme transformaéni monoid T(N) na mnoziné vSech pfirozenych

¢isel a necht a(k) = 2k a B(k) = [§]. Pak Ba = Id a a3 # Id.

Definice. Necht S(-,1) je monoid. Rekneme, 7e prvek s € S je invertibilni, pokud
existuje takovy prvek s1 € S, 7e s71-5s = s-57! = 1. Prvek s~! nazveme inverznim
prvkem k prvku s.

Poznamka 2.3. MnoZina vsech invertibilnich prokd monidu S(-,1) tvori jeho pod-
monoid. Navic, je-li s invertibilni prvek, pak i s~ je invertibilnd.

Diikaz. Viz [D, 2.16]. O
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Definice. Algebra G(-,7!,1) je grupa, pokud G(-,1) je monoid a ~! je unarni
operace, kterd kazdému prvku prifadi prvek k nému inverzni, je-li operace - ko-
mutativni, mluvime o komutativni (Abelové) grupé. Podgrupou budeme rozumét
kazdou podalgebru algebry G(-,~%,1). Normdini podgrupa je kazda podgrupa H
grupy G splitujici navic podminku ghg~' € H pro kazdé g € G a h € H.

Poznadmka 2.4. Necht S(-,1) je monoid a S* oznacuje jeho podmonoid vsech
invertibilnich prvkid. Oznacme -g« restrikci -|s«x s+ operace - na mnoZinu S* x S*
a definujeme undrni operaci ~' tak, %e a=' je inverzni prvek pro libovolné a € S*.
Pak S*(-s+,71,1) je grupa.

Priklad. (1) Grupa invertibilnich prvki (podle Poznamky 1.11) slovniho monoidu
M(X)(-, \) obsahuje pouze neutralni prvek e.

(2) Grupu invertibilnich prvki transforma¢niho monoidu T'(X)(+, Id) tvofi prave
vSechny bijekce S(X) na mnoziné X (mluvime o symetrické grupé nebo grupé
permutaci).

(3) Grupu invertibilnich prvki monoidu ¢tvercovych matic M, (T)(-, Id) stupné
n tvori pravé vSechny regularni matice stupné n.

Poznamka 2.5. Vsechny podgrupy komutationi grupy jsou normdalni.

Véta 2.6. Necht G(-,71,1) je grupa a p relace na G. Pak p je kongruence na
G(-,71,1) prdvé tehdy, kdyz [1], je normdlni podgrupa G a (g,h) € p —— g 'h €
[,

Dikaz. Viz [D, 6.10]. O

3. UZAVEROVE SYSTEMY NA ALGEBRE

Definice. Nechf A je mnozina a C C P(A) je néjaky systém podmnozin mnoZiny
A. Rekneme, Ze C je uzdvérovym systémem nad A, pokud

(1) Aec,

(2) pro kazdy podsystém {B;| i € I} CC,je (\{Bi| i€ I} eC.
Pro uzéavérovy systém C na mnoziné A a kazdou podmnozinu B C C definujme
uzdvér B v C jako mnozinu cleB =({C €C| B C C}.

Zobrazeni « : P(A) — P(A) nazyvame uzdvérovym operdtorem, pokud

(1) B C a(B), pro vsechna B € P(4),

(2) a(a(B)) = a(B), pro viechna B € P(A),

(3) a(B) C a(C), pro vSechna B C C' C A.

Priklad. Méjme néjaky vektorovy prostor V' a ozna¢me C mnozinu vsech podpro-
storit V. Pak C je uzdvérovy systém (platnost obou axiomii uzdvérového systému
byla dokézana na pfednasce linearni algebry). Prostor generovany mnozinou X C V
je uzdvérem X v C a zobrazeni, které kazdé podmnoziné X C V pfifadi podprostor
generovany mnozinou X, je uzadvérovym operatorem.

Poznamka 3.1. Necht A(w;| i € I) je algebra. Pak vsechny podalgebry algebry
A(oy| © € I) tvort uzdvérovy systém na A.

Diikaz. Plyne piimo z 1.1 a z faktu, ze A je uzaviend na libovolnou operaci na
A. O
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Véta 3.2. (1) Je-li C uzdvérovy systém nad A, pak cle tvori uzdvérovy operdtor.
(2) Je-li o uzdvérovy operdtor na A, pak mnozina C = {C C A| a(C) = C} tvor

uzdvérovy systéem nad A a o = cle.

Dikaz. Viz [D, 1.1]. O

Poznamka 3.3. Vsechny uzdvérové systémy nad mnoZinou A twoii uzdvérovy sys-
tém nad P(A).

Diikaz. Viz [D, 1.2]. O

Poznamka 3.4. Necht A a B jsou takové dva uzdvérové systémy nad A, Ze A C B,
a necht C C D C A. Potom clp(C) C cla(D).

Dikaz. Viz [D, 1.3]. O

Poznamka 3.5. Vsechny ekvivalence na mnozZiné A a vSechny kongruence na al-
gebre Aay| i € T) tvori uzdvérovy systém na A x A.

Dikaz. Dtikaz, Ze symetrické (tranzitivni, reflexivni) relace tvoii uzévérovy systém
viz [D, 1.4]. Ekvivalence jsou prinikem v8ech symetrickych, tranzitivnich a reflexiv-
nich relaci, proto tvoii uzavérovy systém podle 3.3. Ze jsou kongruence uzavérovym
systémem viz [D, 2.4]. O

Véta 3.6. Bud p relace na mnoziné A. Potom ((pUid)U (pUId)~H)t = (pup~tu
id)™ je nejmensi ekvivalence na A obsahugici relaci p.

Dikaz. Viz [D, 1.6]. O

Definice. Bud A algebra a X C A. Oznaéme A uzévérovy systém vSech podalgeber
A. Potom budeme fikat, ze X generuje (podalgebru) ¢l 4(X).

Poznamka 3.7. Bud f,g : A — B dva homomorfismy algeber stejného typu a
necht X C A generuje algebru A. Jestlize f(x) = g(x) pro vsechna x € X, potom

=g
Dikaz. Viz [D, 3.3]. O

Priklad. Uvazujme grupu celych ¢isel Z(+, —,0) a G(+, —, 0) néjaké dalsi algebra
s jednou binérni operaci +, unarni operaci — a nularni operaci 0. Necht f,g: Z — G
je homomorfismus. Uvédomme si, Ze nejmensi podgrupa obsahujici prvek 1 je uz
rovna celému Z. Podle pfedchozi poznamky jsou tedy f a g shodné, pokud f(1) =

g(1).

4. SVAZY

Definice. Relaci < na mnoziné M budeme fikat uspordaddni, pokud je to reflexivni
a tranzitivni relace, pro niz plati podminka ¢ < b, b < a = a = b pro kazdé
a,b € M (tj. jde o slabé antisymetrickou relaci).

Priklad. Nésledujici relace jsou usporadanim:
- C na mnoziné vsech podmnozin P(X) mnoziny X,
- / na mnoziné vSech pfirozenych ¢isel N,
- < na mnoziné vSech celych (redlnych, racionédlnich) ¢isel Z (R, Q),



- Id na libovolné neprazdné mnoziné M.

Definice. Necht < je uspofadani na mnoziné M a A C M. Rekneme, ze m € A
je nejmensi (resp. nejvétsi) prvek mnoziny A, pokud m < a (resp. a < m) pro
v8echna a € A. Supremem (resp. infimem) mnoziny A budeme rozumét nejmensi
prvek mnoziny {n € M| Ya € A: a < n} (resp. nejvétsi prvek mnoziny {n €
M| Va € A: n < a}), supremum zna¢ime sup< a infimum inf<. Dvojici (M, <)
budeme fikat svaz, pokud pro kazdé dva prvky a,b € A existuje supremum a
infimum mnoziny {a,b}. Svaz (M, <) je Gplnym svazem, existuje-li supremum a
infimum kazdé podmnoziny M.

Priklad. Snadno nahlédneme, Ze svazem jsou nasledujici dvojice
- (P(X),9), kde supc(A,B) =AU B ainfc(A,B)=ANB,
- (N, /), kde sup,(n,m) = nsn(n,m) ainf,(a,b) = NSD(n,m),
- (Z,<), (R, <), (Q, <), kde sup<(a,b) = maz(a,b) ainf<(a,b) = min(a,b).

Priklad. (P(X),C) je dokonce tplny svaz, kde supc(B) = |JB ainfc(B) =B
pro kazdou podmnozinu B C P(X).

Definice. Necht (M, <) je svaz. Pro kazdé dva prvky m,n € M ozna¢me mVn =
sup<({m,n}) am An = inf<({m,n}). Potom binarni operaci V nazveme spojeni
a A prusek.

Poznamka 4.1. Bud (M, <) svaz. Pak pro vechna a,b,c € M plati:
(S1) avb=bVa,aANb=bAa,
(S2) aVa=a=aAa,
(S3) av(bVve)=(aVvb)Ve,aN(bAc)=(aAb)Ac,
(S4) av(bha)=a=aA (bVa).

Diikaz. Viz [D, s.29]. O

Poznamka 4.2. Necht M(A,V) je algebra s dvéma bindrnimi operacemi, které
splriugi podminky (S1) — (S4). Definujme na M relaci < predpisem: a < b < b =
aVb. Pak (M, <) je svaz, kde sup<({m,n}) =mVn ainf<({m,n}) =mAn.

Diikaz. Viz [D, s.29]. O

Predchozi dvé poznamky ukazuji vzajemné jednoznacnou korespondenci mezi
svazy a algebrami M (A, V) spliiujicimi podminky (S1)— (S4). Proto budeme svazem
nazyvat i algebru M (A, V) a na mnoziné M budeme zaroveii pouzivat operace A a
V i odpovidajici relaci <.

Priklad. U uvedenych prikladi svazi mame tedy dva zpusoby jak na svaz nahlizet:
- (P(X), C) odpovid4 algebte P(X)(N,U),
- (N, /) odpovid4 algebie N(NSD,nsn),
- (Z,<) (respektive (R, <), (Q, <)) odpovida algebie Z(min, mazx) (respek-
tive R(min, max), Q(min, max)).
Véta 4.3. Necht C je uzdvérovy systém. Pak (C, C) tvoi uplng svaz, kde supc (B) =
de(UB) o infc(B) = NB.
Diikaz. Viz [D, 4.2]. |
Piiklad. Podle ptfedchozi véty je systém vSech podalgeber i systém vSech kongru-
enci na algebfe spolu s inkluzi svazem.
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Poznamka 4.4. Necht M(A,V) je svaz. Pak i M(V,N\) tvoi svaz (mluvime o
opacném svazu s opacnym usporaddnim >).

Dikaz. Ztfejmé. ([l

Definice. Necht (M, <) je svaz a a,b,c € M. Rekneme, 7e prvek b pokrjvd prvek
a (piSeme a < - b), pokud a < b,a#baa<c<b= c=aneboc=>b.

Hasseovym diagramem svazu (M, <) rozumime graf, jehoZ vrcholy tvoii prvky
mnoziny M a a je s b spojen takovou hranou, Ze b se nachazi vySe nez a, pokud b
pokryva a.

Poznamka 4.5. Necht M(A,V) je svaz, a,b,c € M a a < c. PotomaV (bAc) <
(aVb)Aec.

Dikaz. Viz [D, 14.1]. O

Definice. O svazu S(A, V) fekneme, Ze je moduldrni, jestlize pro kazdé a,b,c € S
takové, ze a < c plati, ze a V (bAc) = (a V) Ac. Rekneme, 7e je svaz distributiond,
plati-li pro kazdé a,b,c € S,ze aV (bA¢c)=(aVb)A (aVc).

Priklad. (1) Svaz vSech podprostorti vektorového prostoru je modulérni.

(2) Svaz (N5, <), kde N5 = {0,1,qa,b,c}, dany relacemi: 0 < - a < - ¢ < - 1,
0 <-b<-1 (tzv. pentagon, N5) neni modularni.

(3) Necht M5 = {0,1,u,v, w}, bud 0 nejmensi prvek, 1 nejvétsi prvek a uV v =
uVw=vVw=1lauAv=uAw=vAw=0.Pak Ms(A,V) je moduldrni svaz,
ktery neni distributivni (¥ik4 se mu obvykle diamant a znadi se Ms).

Poznamka 4.6. Svaz S(A,V) je distributivni, prdvé kdyz pro kazdé a,b,c € S plati,
ZeaN(bVe) = (aAb)V(aAc) (t. svaz S(A, V) je distributioni, pravé kdyz je opacny
svaz S(V, ) distributivni).

Diikaz. Viz [D, 14.6]. O
Poznamka 4.7. Kazdy distributivni svaz je moduldrni.
Diikaz. Viz [D, 14.6]. O

Véta 4.8. Svaz je moduldrni pravé tehdy, kdyz neobsahuje podsvaz izomorfni svazu

Ns.
Dikaz. Viz [D, 14.4]. O

Obdobné tvrzeni lze (obdobnymi prostiedky) dokézat i pro distributivni svazy:
svaz je distributivni, pravé kdyZ neobsahuje ani podsvaz izomorfni svazu N5 , ani
podsvaz izomorfni svazu Ms.

Definice. Necht mé svaz S(A, V) nejmensi prvek 0 a nejvétsi prvek 1. Prvek a €
S nazveme atomem (resp. koatomem), pokud a pokryva O (resp. 1 pokryva a).
Komplementem prvku a € S nazveme takovy prvek a’ € S, %e avVa’ = 1aaAd’ = 0.

Poznamka 4.9. Kazdy prvek distributivniho svazu md nejvyse jeden komplement.
Diikaz. Viz [D, 14.8]. (]

Definice. Booleovou algebrou nazveme takovou algebru S(V,A,0,1, ’), ze S(A, V)
je distributivni svaz s nejvétsim prvkem 1 a nejmensim prvkem 0 a undrni operace ’
priradi kazdému prvku jeho komplement.
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Priklad. Necht P(X) je mnozina vSech podmnozin mnoziny X a pro kazdou pod-
mnozinu Y C X definujme Y/ = X\ Y. Pak P(X)(U,N, 0, X, ') je Booleova algebra.

Poznamka 4.10. Necht S(V,A,0,1, ') je Booleova algebra. Pak pro kazdé a,b € S
plati:
(1) (a') =a,
(2) (avd)y =d AV,
3) (aAb) =d VYV,
(4) (1) =0 a (0) =1.
Dikaz. Viz [D, 14.9]. O

Definice. Nechf f : A — B je zobrazeni a (4,<) a (B, <) jsou svazy. Rekneme,
7e ¢ je monotonni zobrazeni, plati-li implikace a; < as = f(a1) < f(as2).

Vezmeme-li M = {my,...,m,} neprdzdnou koneénou podmnozinu Booleovy
algebry, pak znaéme A M =miAmaA---Amya\/ M =miVmyV---Vm,. Déile
Ab=1a\0=0.

Véta 4.11. Bud S(V,A,0,1, ') koneénd Booleova algebra a A bud mnoZina vsech
atomi svazu S. Potom zobrazeni ¢ : P(A) — S dané predpisem p(B) = \/ B je
izomorfismus Booleovyjch algeber S(V,A,0,1, ') a P(A)(U,N,0, X, 7).

Dikaz. Viz [D, 15.2]. (]
Poznamka 4.12. Homomorfismus svazi je monotonni zobrazeni.
Dikaz. Viz [D, 4.3]. (]

Piiklad. Uvazujme svazy (S1, <) a (S2, <), kde S; = {0,1,qa,b}, So = {0,1,A,B}
a dany relacemi: 0 < -a<-1,0<-b<-1a0<-A <-B<-1. Potom zobrazeni
f(0)=0, f(1) =1, f(a) = A, f(b) = B je monoténni, ale neni to homomorfismus
svazii (f(a Ab) = f(0) =0 # A = f(a) A f(D)).

Véta 4.13. Bijekce svazi f je izomorfismus, pravé kdyZ f i f~' jsou monotdnni
zobrazent.

Dikaz. Viz [D, 4.4]. O
Poznamka 4.14. Bud C uzdvérovy systém obsaZeny v systému vsech ekvivalenct
na mnoziné A. Necht N C P(A) a e € A tak, Ze plati:

(a) [el, € N pro kazdé p € C,

(b) pro kazdé N € N existuje takové p € C, Ze N = [¢e],,

(c) pro kazdé p,n € C plati, Ze [e], C [e], = p C 1.
Pak N je uzdvérovy systém na A (a tedy svaz) a zobrazeni o : C — N dané
predpisem (p) = [€], je izomorfismus svazi.

Diikaz. Viz [D, 4.7]. O

Véta 4.15. Vsechny normdlni podgrupy libovolné grupy G tvori svaz izomorfni
svazu vsech kongruenci na grupé G.

Diikaz. Podle [D, 1.13] systém vSech kongruenci C a systém vSech normalnich pod-
grup N grupy G(-,7!,1) spolu s e = 1 spliiuje piedpoklady Pozndmky 4.14. Zéavér
tedy plyne ze 4.14. (I



10

Priklad (Galoisova korespondence). Uvazujme mnozina néjakych objektd O a
mnozina vlastnosti, které mohou objekty mit V. Definujme p C O x V tak, ze
(0,v) € p, pravé kdyz objekt o mé vlastnost v. Déle definujme «,(01) = {v €
V| (0,v) € pVo € O1} (tj. vezmeme vSechny vlastnosti, které maji vSechny objekty
z O1) a 3,(V1) = {v € A] (o,v) € p Vv € V1} (tj. vezmeme vSechny objekty spliu-
jici v8echny vlastnosti z V7). UkéZeme, Ze takto definovanou struktura lze popsat
prostfednictvim pojmu svazu. Nejprve si uvédomime ziejmé vlastnosti zobrazeni
o, a B, a shrneme je do obecné definice tzv. Galoisovy korespondence:

Necht A a B jsou mnoziny. Dvojici zobrazeni a : P(A) — P(B) a 3 : P(B) —
P(A) se fiké Galoisova korespondence, jsou-li pro kazdé Ay, Ay € P(A) a By, By €
P(B) splnény nésledujici podminky:

(i) A1 C A2 = a(A2) C a(A1) a B1 C By = B(B2) C B(Bh),

(11) A1 Q ﬁO{(Al) a Bl Q Oéﬁ(Bl)
Nyni si uvédomime, ze Galoisova korespondence mé nésledujici vlastnosti (dukaz
viz [D, 4.9]):

Tvrzeni. Bud a : P(A) — P(B) a 5 : P(B) — P(A) Galoisova korespondence.
Potom jsou zobrazeni Sa a «af uzavérové operatory. Ozna¢me A a B uzavérové
systémy piislusné uzavérovym operatortim Sa a af. Pak a(A) C B a (B) C A.
Oznacdime-li o’ : A — B a 8’ : B — A prislusné restrikce zobrazeni a a (3, pak o’
a (3’ jsou bijekce a o/ = (3')~1. Navic pro kazdé A;, As € A a By, By € B plati, ze
A1 - A2 =4 Of(AQ) - Oé(Al) aB CB & ﬁ(BQ) - ﬂ(Bl)

5. GRUPY
Poznamka 5.1. Necht G(-,~1,1) a H(-,71,1) jsou grupy a f : G — H je zobrazeni
slucitelné s operaci -. Pak je f homomorﬁsmus grup.
Diikaz. Viz [D, 6.1]. O
Definice. Necht H a K jsou dvé podmnoziny grupy G(-,”*,1) a g € G. Definujme

mnoziny HK ={h-k|lh€ H, k€ K},gH = {g}H a Hg = H{g} Je-li H podgrupa
G, definujme na G relaci rmod H (resp. Imod H) podminkou: (a,b) € rmod H (resp.
(a,b) € Imod H) < a-b~! € H (resp. -a~'b € H).

Poznamka 5.2. Necht G(-,7!,1) je grupa a H jeji podgrupa. Potom pro kazdé
a,b € G plati:

(1) rmod H ilmod H jsou ekvivalence na G,

(2) (a,b) € rmod H < (a=1,b71) € Imod H,

(3) caTd(G/rmod H) = card(G/lmod H),

( ) [ ]rmodH—Haa[ ]lmodH—aH
(5) card([alrmod 1) = card([a)imod 1) = card(H).

Diikaz. (1) a (2) viz [D, 6.6]. Podle (2) je zobrazeni [a]rmod 1 — [ imod 1 ko-
rektné definovanou bijekei, tedy plati (3). Body (4) a (5) viz [D, 6.7]. O

Definice. Bud H podgrupa grupy G. Potom ¢islu [G : H] = card(G/rmod H)
budeme fikat index podgrupy H v grupé G a ¢islu |G| = card(G) budeme fikat 7dd
grupy G.
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Véta 5.3 (Lagrange). Je-li H podgrupa grupy G(-,~1,1), pak |G| =[G : H] - |H]|.
Diikaz. Viz [D, 6.8]. O

Duisledek 5.4. Je-li G konecnd grupa, potom tdd kazdé jeji podgrupy déli rdd
grupy G.
Definice. Necht G(-,7!,1) je grupa a a € G. Definujme indukci:

a =1,

a® =a™ ! a pro kazdé n > 0,

n

a” = (a=1)™™ - a pro kazdé n < 0.

Poznamka 5.5. Necht G(-,~%,1) je grupa a € G. Zobrazeni ¢ : Z — G dané
predpisem p(n) = a™ je homomorfismus grupy Z(+,—,0) do grupy G(-,71,1) a
©(2) = (a) ={a"| n € Z}.
Diikaz. Viz [D, 6.3]. O
Definice. Bud G(-,7!,1) grupa. Ozna¢me (a) nejmensi podgrupu grupy G obsa-
hujici prvek a € G. Rekneme, Ze G je cyklickd grupa, pokud existuje takovy prvek
g€ G, ze (g) =G.
Priklad. (1) Z(+,—,0) je cyklickd grupa, kde Z = (1) = (—1).

(2) Z,,(+, —, 0) je pro kazdé ptirozené n cyklickd grupa s operacemi definovanymi

modulo n, kde Z,, = (a), pokud NSD(a,n) = 1.

Pro kazdé ptirozené k (resp. k € Z,,) oznacujme kZ = (k) = {kz| z € Z} (resp.
kZ, = (k) ={k-z| 2 € Z,})

Poznamka 5.6. (1) Je-li A C Z, pak A je podgrupa Z, prdvé kdyz existuje k > 0
tak, ze A = kZ.

(2) Je-li A C Z,, pak A je podgrupa Z,,, prdvé kdyz existuje k € Z,, tak, Ze k je
bud 0 nebo k délin a A = kZ,,.

Dikaz. Viz [D, 8.1]. O

Véta 5.7. Bud G(-,71,1) cyklickd grupa.
(1) Je-li G nekonecnd, pak G(-,7 1) = Z(+, —,0).
(2) Je-lin = |G| konecné, pak G(-,71,1) 2 Z,(+,—,0).

Diikaz. Viz [D, 8.2]. O
Dusledek 5.8. Podgrupa i faktorova grupa kazdé cyklicke grupy je opét cyklickd.
Diikaz. Viz [D, 8.3]. O

Dusledek 5.9. Bud G(-,~',1) koneénd grupa. Potom ¢!¢! = 1 pro kazdy prvek
geaq.
Dikaz. {(g) je cyklickd grupa fadu n, tedy je podle 5.8 izomorfni Z, (4, —,0), proto

| |G|

g" = 1. Podle 5.4 n/|G|, tedy ¢/l = (g") A | 0

Véta 5.10. Necht G(-,71,1) je konecnd cyklickd grupa. Pak pro kazdé prirozené
k, které deli rad grupy G, existuje prdvé jedna podgrupa grupy G tddu k.

Diikaz. Viz [D, 8.4]. O
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Poznémka 5.11. Nechtn € N, a,b € Z,, — {0} a k/n. Pak aZ,, = kZ,, pravé kdyz
NSD(a,n) = k. Specidlné plati, Ze aZ, = Z, (tj. a je generuje Z, ), prdvé kdyz
NSD(a,n) = 1.

Diikaz. Viz [D, 8.7]. O
Definice. Funkci ¢ : N — N danou pfedpisem ¢(n) = [{0 < k <n| NSD(k,n) =

1}| nazveme Eulerovou funkci.

Poznamka 5.12. Je-li n € N, pak c¢islo p(n) uddvd pocet prvki, které generuji
grupu Z, (4, —,0) a pocet invertibilnich proki Z,(-,1).

Dukaz. Dtisledek 5.11. O

Véta 5.13 (Mald Fermatova véta). Pro nesoudélnd kladnd celd ¢isla a < n je
(a?™Ymod n = 1.

Dikaz. Viz [D, 8.13]. O

Definice. Necht A;(o;li € I), j < k jsou algebry stejného typu. Definujme na
kA, strukturu algebry algebry stejného typu pfedpisem
J=1°7J

ai((a].l?"'?akl)’ (a127"'7ak2)7"'7 (a'ln)"‘7akn>):

= (Oéi((lu, .. .,aln),ai(agl, . ,agn), .. .,ai(akl, . ,a;m))

pro kazdou n-arni operaci «;.

Poznamka 5.14. Méjme M;(-,1) pro j < k monoidy. Pak ij:l M;(-,(1,...,1))
je opét monoid a plati:
1) (my1,me,...,mg) € b M; je invertibilni, pravé kdyZ jsou vsechny prvky
Jj=1
my;, j=1,...,k invertibilni.
(2) (m1,ma,...,mg)" = (m1,ma,...,my) pravé kdyz mj = m; pro kazdé j =
1,...,k, kaZdé¢ m; € M; an € N.

Dikaz. Staci uvazit, ze (my, ma,...,mg)-(r1,72,...,7%) = (M1-r1, Mo To, ..., Mg+
ry) = (1,1,...,1), respektive (mi,ma,...,mg)" = (M, my,...,mg). O

Véta 5.15 (Cinska véta o zbytcich). Necht ni,ns,...,ng jsou po dvou nesoudélnd

kladnd celd ¢isla an =nq-ng - --- - ng, potom zobrazeni f : Z, — Hle Z,, dané

predpisem f(x) = (x mod ny, © mod na,...,x mod ny) je izomorfismus algeber
k

Zn(+a ) Oa Yy 1) a Hi:l Z’rli (+7 ) 07 %y 1)

Dikaz. Pfimo z definice snadno vidime, Ze je f zobrazeni slucitelné se vSemi opera-
cemi. Zbyva nahlédnout, Ze jde o bijekci. Protoze jsou Z,, a Hle Z,, stejné velké
kone¢né mnoziny, stac¢i nahlédnout, Ze je f prosté. Necht pro a < b € Z,, plati, ze
f(a) = f(b). Potom f(b—a) =0, tedy n;/b — a pro v8echna i = 1,..., k. Protoze
jsou n; po dvou nesoudélnd a 0 <b—a <n—1, mame in/b—a, tudizb=a. O

Poznamka 5.16. Je-li p prvocislo a r kladné celé ¢islo, pak o(p™) = (p—1)-p" L.
Diikaz. Viz [D, 8.10]. O

Véta 5.17. Bud p; < pa < -+ < pg prvocisla a r1,72,...,7 kladnd celd ¢isla.
Potom o([[;=; pi’) = [1izy w(p*) = ILizi (pi — )p; g
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Driikaz. Podle 5.15 jsou monoidy Zype - ri(,1) a Hl 1Z,ri (-5 (1,..., 1) izomorfni,
proto maji stejné pocty 1nvert1b11n1ch prvki. Pouzueme li dale 5.14 dostavame:
@(Hi:l pi') = |(ZH?:1pil) | = |Hi:1 Z;:i| = H ‘Z*ﬂ‘ = Hz 1%(p;")- Druhou
rovnost dostaneme aplikaci pfedchozi poznamky. (Vlz take D, 8.9].) O

Priklad (Rivest, Shamir, Adleman). Zvolme p a ¢ dvé rtznd lichd prvocisla a
poloZzme m = nsn(p—1,g—1), potom je podle 5.13 (z™)mod p = 1 a (y™)mod q = 1
pro nenulovd = a y, a proto i (z"*!)mod p = x a (y™*!)mod q = y pro kazdé
v €Z,ay € Z, Z 515 a 5.14 potom plyne, Ze (a™*!)mod pq = a pro kazdé
a € Z,q. Déle zvolme e < m nesoudélné s m a pak (napfiklad pomoci Euklidova
algoritmu) najdeme takové d < m, Ze (ed)mod m = 1. Nyni pro kazdé a € Z,,
plati, Ze (a®)? = a®? = a*™*! = a (poéitano v Z,,, tedy modulo pq).

Pomoci vlastnosti ¢isel p, ¢, m, d, e muzeme nyni popsat protokol asymetric-
kého Sifrovani zndmy pod zkratkou RSA: vefejnym klicem je dvojice ¢isel (pg,e),
soukromy kli¢ tvori tajny exponent d. Chceme-li informaci vyjadfenou posloup-
nosti hodnot a,...,ar € Z,, adresovat majiteli soukromého klice, staci ji zasif-
rovat pomoci mocnéni vefejné zndmou hodnotou e v monoidu Z,,(+, 1), tj. ode-
slat zpravu (af)mod pq, ..., (a$)mod pg. K jejimu rozlusténi staci umocnit v Z,,
pomoci tajného exponentu, protoze (af)d = aEd = qa,;. Naopak, zvefejnéni-li maji-
tel soukromého kli¢e zaSifrovanou zprévu (al)mod pq, ..., (af)mod pg, mohou si
piijemci zpravy stejnym zptisobem (tj. umocnénim na vefejné zndmy exponent e:
((al) ymod pq, . .., ((al)¢)mod pq = a1, ..., ax) ovéfit, ze odesilatel zpréavy opravdu
zna tajny exponent.

Poznamenejme, Ze je ze znalosti n a e obtizné najit d (odpovida to nalezeni prvo-
¢iselného rozkladu ¢isla n, coz je tloha, pro niz neni znam algoritmus polynomialni
slozitosti), zattimco mocnéni Cisel v Z,, je (i pro velké exponenty a velké pg) velmi
snadné a rychlé.

Diikaz nasledujiciho tvrzeni o cyklickych grupach, ktery vyzaduje znalosti z teorie
polynomt nad obecnym télesem, provedeme az v pfistim semestru:

Véta 5.18. Necht T'(+,-) je téleso a necht G je koneénd podgrupa multiplikativni
grupy T\ {0}(-,71,1). Potom G je cyklickd grupa.

6. OKRUHY A IDEALY

Definice. Okruhem budeme nazyvat kazdou takovou algebru R(+,-,—,0,1), Ze
R(+,—,0) je komutativni grupa, R(-,1) je monoid a pro kazdé a,b,c € R plati, ze
a-(b+c)=a-bt+a-cala+b)-c=a-c+b-c. R(+,-,—,0,1) je komutativni
okruhem, je-li operace - komutativni.

Priklad. (1) Z(+,-,—,0,1) je komutativni okruh.

(2) Z,,(+,+,—,0,1) je pro kazdé ptirozené n komutativni okruh s operacemi de-
finovanymi modulo n.

(3) Je-li T téleso a M, (T) znaéi mnozinu vSech ¢tvercovych matic nad T fadu
n, pak M, (T)(+,-,—,0,,1,) je okruh.

(4) Necht V je vektorovy prostor. Ozna¢me End(V) mnozinu vSech homomor-
fismt prostoru V' do sebe (tzv. endomorfismi). Na této mnoziné mtizeme definovat

sCitdni a opacny prvek predpisem [f + g](v) = f(v) + g(v) a [ f](v) = —f(v)
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pro kazdé v € V. Oznacime-li nulovy homomorfismus symbolem 0y a o oznacuje
sklddani, pak End(V)(+, 0, —,0v,Id) je okruh.

Poznamka 6.1. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh. Pak pro kaZdé a,b € R plati:
(1) 0-a=a-0=0,
(2) (—a)-b=a-(~b) = —(a-b),
(B) (-1)-a=a-(-1)=—q,

(4) (=a)-(=b)=a-b,

(5) 1+#0, pravé kdyz card(R) > 1 (tj. R je netrividing okruh).

Dikaz. Viz [D, 7.2] a [D, 7.3]. O

Definice. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh. Rekneme, Ze mnozina I C R je pravy
(resp. levy) idedl okruhu R, pokud I je podgrupa grupy R(+,—,0) a pro kazdé
i€larecRplati,zei-r €1 (resp. r-i € I). MnoZinu I nazveme idedlem, pokud
je pravym a zaroven levym idealem.

Priklad. (1) {0} a R jsou (tzv. trividlnimi) idedly kazdého okruhu R.

(2) Mnoziny aR = {a-r| r € R} (resp. Ra = {r - a| r € R}) jsou (tzv. hlavni)
pravé (resp. levé) idedly okruhu R pro kazdé a € R.

(3) Idealy okruhu celych ¢isel Z(+, -, —,0, 1) jsou pravé tvaru kZ.

(4) Ideédly okruhu Z,(+,-,—,0,1) jsou pravé tvaru kZ,, kde k < n je 0 nebo
delitel cisla n.

Definice. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh. O (levém, pravém) idealu I fekneme, ze
je vlastni, pokud I # {0} a I # R.

Véta 6.2. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh. Viechny idedly okruhu R tvoii uzd-
vérovy systém a zobrazeni p — [0], je izomorfismus svazu viech kongruenci na

R(+,-,—,0,1) a svazu véech idedli okruhu R. Navic p je kongruence na okruhu R,
praveé kdyz [0], je idedl a (a,b) € p—— a—b e [0],.
Dikaz. Viz [D, 7.4]. O

Faktor okruhu R podle kongruence jednoznacné odpovidajici idealu I budeme
znadit (obdobné jako v pifipadu faktorizace grup podle normalnich podgrup) R/I.
Idedlem generovangm mnoZinou A C R rozumime nejmensi idedl obsahujici A.

Definice. Rekneme, Ze prvek okruhu R(+,-,—,0,1) je invertibilni, jedné-li se o
invertibilni prvek monoidu R(-,1). Rekneme, Ze okruh R je télesem, jsou-li viechny
prvky mnoziny R\ {0} invertibilni. Koneéné idedl okruhu R(+,-,—,0,1) je mawi-
malni, pokud je to koatom svazu vSech ideald okruhu R.

Poznamka 6.3. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh a a € R. Pak a € R je invertibiln,
pravé kdyz aR = Ra = R.
Dikaz. Viz [D, 7.6 (i)]. ([
Véta 6.4. V netrividlnim okruhu R(+,-,—,0,1) je ekvivalentni:

(1) R je téleso,

(2) R neobsahuje Zddné vlastni pravé idedly,

(3) R neobsahuje Zddné vlastni levé idedly.

Diikaz. Viz [D, 7.11] a [D, 7.13]. O
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Véta 6.5. Necht R(+,-,—,0,1) je komutativni okruh. Potom R/I je téleso prdvé
tehdy, kdyz I je maximdlni idedl.

Dikaz. Viz [D, 7.14]. O

Definice. Necht R(+,+,—,0,1) je okruh. Definujme pro kazdé n € Z:
0xa=0,
nxa=((n—1)xa)+a pro kazdé n > 0,
n x a = |n| x (—a) pro kazdé n < 0.

Poznamka 6.6. Necht R(+,-,—,0,1) je okruh. Definujme zobrazeni ¢ : Z — R
predpisem p(n) = n x 1. Pak ¢ je homomorfismus okruhi a ©(Z) je nejmensi
podokruh R obsahugici prvek 1. Navic (Kerp =) {n € Z| ¢(n) = 0} = pZ pro
jednoznacné urcené celé p > 0.

Diikaz. Viz [D, 7.18]. O

Jednoznac¢né urcené c¢islo p z predchozi poznadmky se nazyva charakteristika
okruhu R.

Definice. Komutativni okruh R(+,-, —,0,1) nazveme oborem integrity, plati-li, Ze
a - b =0 implikuje a = 0 nebo b =0

Priklad. (1) Kazdé komutativni téleso je oborem integrity.
(2) Z(+,-,—,0,1) je oborem integrity.
(3) Okruh redlnych polynomi R|z](+,-,—,0,1) je obor integrity.

Uvazujme obor integrity R(+, -, —,0,1), a definujme algebru F'(+,-, —,0,1), kde

F = R x (R — {0}) s operacemi: (a,b) - (¢,d) = (a-¢,b-d), (a,b) + (¢,d) =
(a-d+b-c,b-d), —(a,b) = (—a,b),0=(0,1) a1l = (1,1). Na algebfe F(+,-,—,0,1)
kone¢né definujme relaci ~ ptedpisem (a,b) ~ (¢,d) < a-d=10>-c.
Véta 6.7. Pro algebru F(+,-,—,0,1) plati:

(1) F(+,0) a F(-,1) jsou komutativni monoidy,

(2) ~ je kongruence na F(+,-,—,0,1),

(3) (0,a) ~0 a (a,a) ~1 pro kazdé a € R\ {0},

(4) F/ ~ je komutativni téleso,

(5) zobrazeni o : R — F/ ~ dané predpisem o(r) = [(r,1)]~ je prosty okruhovy

homomorfismus.

Diikaz. (1) viz [D, 9.2], (2) viz [D, 9.3], (3) viz [D, 9.4], (4) viz [D, 9.5] a (5) viz [D,
9.7). O

Definice. Komutativni téleso F// ~ budeme nazyvat podilovym télesem okruhu R
a jeho prvky budeme znacit ¢ = [(a,b)]~.

Priklad. Téleso racionalnich ¢isel Q(+,-, —,0,1) je podilovym télesem okruhu ce-
Iych ¢isel Z(+,-,—,0,1).

7. DELITELNOST

Definice. Rekneme, 7e S(-,1) je komutativni monoid s krdcenim, pokud je S(-,1)
monoid s komutativni operaci - spliujici pro kazdé a,b,¢ € S podminku a - ¢ =
b-c = a=hb.
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Bud S(-,1) komutativni monoid s kracenim a necht a,b € S. Rekneme, ze a déli
b (piseme a/b), pokud existuje takové c € S, ze b = a-c. Rekneme Ze a je asociovdn
s b (piSeme a||b), pokud a/b a zaroven b/a.

Priklad. 1) N(-,1) a Z\ {0}(-,1) jsou komutativni monoidy s kracenim.
2) Je-li R(+,-,—,0,1)obor integrity, pak je R\ {0}(-,1) komutativni monoid s
kracenim.

Poznamka 7.1. Bud R\{0}(-, 1) multiplikativni monoid (tedy komutativni monoid
s krdcenim) néjakého oboru integrity R(+,-,—,0,1) (napriklad okruhu celyjch cisel
nebo redlngch polynomi). Pak a/b prdvé kdyZ bR C aR a a||b prdvé kdyZ bR = aR.

Diikaz. Piimy duasledek definice. O

Poznamka 7.2. Necht S(-,1) je komutativni monoid s krdcenim.
(1) Pro kazdé a,b € S existuje nejuyse jeden takovy prvek c € S, Ze a =b - c.
(2) Necht a,b € S. Pak al|b pravé tehdy, kdyz existuje invertibilni prvek v € S
tak, Zea =0b - u.
(3) || je kongruence na S(-,1).
(4) S/N(-,[1]y) je komutativni monoid s krdcenim a relace ”déli” na ném tvori
usporaddny.
Dikaz. (1) viz [D, 5.10], (2) viz [D, 5.2], (3) viz [D, 5.5]. O
Priklad. Komutativni monoidy N(-,1) a Z\ {0}/]|(:,1) jsou izomorfni.

Definice. Bud S(-,1) komutativni monoid s kracenim (nebo S(+,-,—,0,1) obor
integrity) a necht a,b,c,a1,...,a, € S. Prvek ¢ nazveme nejvétsi spolecny délitel
prvkd ay,...,a, (piSeme NSD(ai,...,a,)), jestlize ¢/a; pro vSechna i, a kazdy
prvek d € S, ktery déli vSechna a;, déli i prvek c. Prvek ¢ nazveme ireducibilnim
prvkem, jestlize ¢ neni invertibilni (ani nulovy v oboru integrity) ac=a-b = c|la
nebo c||b. Prvek ¢ nazveme prvoéinitelem, jestlize ¢ neni invertibilni (ani nulovy) a
¢/a-b = c¢/anebo c¢/b.

Poznamka 7.3. Necht S(-,1) je komutativni monoid s krdcenim a a,b,c € S.
(1) Nechtd je NSD(a,b) ae je NSD(a-¢c,b-c). Potom (d-c)|le
(2) Necht'l je NSD(a,b) a a/b-c. Ezistuje-li NSD(a - c,b-c), pak a/c.
)

Diikaz. (1) viz [D, 5.12] a (2) viz [D, 5.13]. O
Poznamka 7.4. Méjme S(-,1) komutativni monoid s krdcenim. Potom je kaZdy

prvocinitel ireducibilni. Pokud navic pro kaZdé a,b € S existuje NSD(a,b) pak je
kazdy ireducibilni prvek prvocinitelem.

Diikaz. Viz [D, 5.14]. O
Nésledujici vétu letos dokdzu az v letnim semestru (tedy jeji ditkaz nebudu sa-
moziejmé zkouset):

Véta 7.5. Necht je kazdy ireducibilni prvek komutativniho monoidu s krdcenim
S(-, 1) prvocinitelem a necht p1,...,pr,q1,...,qs € S jsou ireducibilng proky takové,
Zepr-p2----prllqr-q2- - qs. Potom T = s a existuje bijekce o tak, Ze pillqo ()
pro vSechna i =1,...,7.

Diikaz. Viz [D, 5.16]. O
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P¥iklad. Uvazujme podokruh Z[v/5] = {a + v/5b| a,b € Z} okruhu reélngch &isel.
Ziejmé se jedna o obor integrity, tedy Z[v/5] \ {0}(-,1) je komutativniho monoidu
s kracenim. Lze ukézat, ze prvky 2, /5 + 1 a /5 — 1 jsou ireducibilni, ale nejde o
prvoéinitele, protoze 2/4 = (v/5 + 1) - (v/5 — 1), ale 2 nedéli v/5 + 1, ani v/5 — 1
(podobné pro V5+1a+b— 1).

Zéaroven dostavame dva neasocivané ireducibilni rozklady prvku 4 = 2 -2 =

(VE+1)-(V5—1).

[D] - odkazuje na skripta profesora Drapala na adrese
http://www karlin.mff.cuni.cz/~drapal /skripta/



