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Abstract

This thesis studies the reconstruction and generation of oriented matroids. Oriented ma¬
troids are a combinatorialabstraction of discrete geometric objects such as point con-

figurations or hyperplane arrangements. Both problems, reconstruction and generation,
addressfundamental questions of representing and constructing (classes of) oriented ma¬
troids. The representations which are discussedin this thesis are based on graphs that are

definedby the oriented matroids, namely tope graphs and cocircuit graphs. The first part
ofthis thesisstudies properties ofthese graphs and the questionas to what extent oriented
matroids are determined by these graphs. In the second part, these graph representations
are used for the design of generationmethods which produce complete lists of oriented
matroids ofgiven number of elements and given rank. Thesegenerationmethods are used
in the third part for the construction of a catalog of oriented matroids and of complete
listings of the combinatorialtypesof point configurations and hyperplane arrangements.
The reconstruction problem is the problem of whether an oriented matroid can be re-

constructedfrom somerepresentation of it, which is here the tope graph and the cocir¬
cuit graph. It is known that tope graphs determine oriented matroids up to isomorphism.
However,there is no simple graph theoretical characterization of tope graphs of oriented
matroids. We strengthen the known properties of tope graphs and prove that for every
dement / the topes that are not bounded by / induce a connected subgraph in the tope
graph. This propertyis later used for the design of generationmethods that are based on

topegraphs.
On the contrary to the tope graph case, it is known that cocircuit graphs do not determine

isomorphismclasses of oriented matroids. However,if every vertex is labeled by its sup-
porting hyperplane,oriented matroids can be reconstructed up to reorientation.We present
a simple algorithmwhich gives a constructive proof for this result. Furthermore, we ex-

tend the known results and showthatthe isomorphismclass of auniform oriented matroid
is determined by its cocircuitgraph. In addition, we present polynomial algorithmswhich
provide a constructive proofto this result, and it is shown that the conectness of the input
of the algorithmscan be verifiedin polynomial time.

The generationproblem asks for methods for listing all oriented matroids of given car-

dinality of the ground set and given rank. The known generationmethods have been
designed primarily for uniform oriented matroids in rank 3 or 4. Our methods are based
on tope graph and cocircuit graph representations and generate all isomorphismclasses
of oriented matroids, including non-uniformones in arbitrary rank. The generationap¬
proach incrementallyextends oriented matroids by adding Single elements.These Single
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dement extensions are studied in terms of localizations of graphs, which are signatures
on the vertex sets that characterize Single dementextensions.

Thefirst two generation methodsare based on topegraphs. Thesemethodsmakeuse ofthe
properties oftopegraphs studied earlier in this thesis, especially of the new connectedness

property. The first method is a reverse search method for the generationof generalized
localizations in the tope graph. In the second method graph automorphismsare used
to reduce the amount of isomorphic Single element extensions. Furthermore we discuss

techniqueswhich reduce multiple extensionof the same oriented matroid from different
minors.

Two algorithmsbased on cocircuit graph representations are designed similarly to those
based on tope graphs. However, all these first four generationmethods lack efficiency,
and a reason for this is that theydo not use a good characterization of localizations.Due
to a result of Las Vergnas, localizations of cocircuit graphs can be characterized by sign
patterns on the coline cycles in the cocircuit graph. This allowsus to designa fifth method
which is efficient in practice. This method is a backtrackingalgorithmwhich enumerates
all sign patterns of coline cycles that are feasible in terms of the characterization. It
turns out that the method is similar to a method of Bokowski and Guedes de Oliveira
for the uniform case. Our method is more general as it is capable to handle all oriented
matroids in arbitraryrank, includingnon-uniform oriented matroids. Furthermore it uses
an efficient data structure and a new dynamic orderingin the backtrackprocedure.
The generation methods are used for the construction of a catalog of oriented matroids.
This catalog is organizedusing basis orientations of oriented matroids. We discuss some

properties of the catalog and a method to generate the catalog. The catalog of ori¬
ented matroids can be used to find complete listings of combinatorial types of point
configurations and hyperplane arrangements. We study these listing problems and dis¬
cuss Solution methods. Furthermore we show by an example the potential of these

complete listings in resolving geometric conjectures. The listings of oriented matroids,
point configurations, and hyperplane arrangements can be accessed via the Internet on

http:/ /www.om.math.ethz . eh.



Zusammenfassung

Diese Dissertation behandelt die Rekonstruktionund Erzeugung von Orientierten Matro-
iden. Orientierte Matroidesind eine kombinatorische Abstraktionvon diskreten, geome¬
trischen Objekten wie z. B. Punktkonfigurationenoder Hyperebenenarrangements. Bei¬
de Probleme, Rekonstruktion und Erzeugung, stellen fundamentale Fragen bezüglich der
Darstellungund Herstellungvon (Klassen von) Orientierten Matroiden. Die Darstellun¬
gen, welche in dieser Dissertation diskutiert werden, basieren auf Graphen, die durch
die OrientiertenMatroide definiertwerden, nämlich Tope-Graphenund Kokreis-Graphen.
Der erste Teil dieser Dissertation untersucht Eigenschaften dieser Graphen und die Fra¬

ge, wie weit OrientierteMatroidedurch diese Graphen bestimmtwerden. Im zweiten Teil
werden diese durch Graphen gegebenenDarstellungen für die Entwicklung von Erzeu¬

gungsmethodenverwendet, welche vollständige Listen von Orientierten Matroidenmit
einer gegebenen Anzahl von Elementenund gegebenem Rang herstellen. Diese Erzeu¬

gungsmethodenwerden im dritten Teil verwendet für die Erstellung eines Kataloges von
Orientierten Matroiden und von vollständigen Auflistungender kombinatorischen Typen
von Punktkonfigurationenund Hyperebenenarrangements.
Das Rekonstruktionsproblem ist gegeben durch die Frage, ob ein OrientiertesMatroidvon
einer gewissen Darstellungvon ihm wiederhergestellt werden kann; die hier betrachteten

Darstellungensind der Tope-Graph und der Kokreis-Graph. Es ist bekannt, dass Tope-
Graphen Orientierte Matroidebis auf Isomorphie bestimmen.Allerdingsgibt es keine
einfache, graphentheoretischeCharakterisierung der Tope-Graphenvon Orientierten Ma¬
troiden. Wir erweitern die bekannten Eigenschaften von Tope-Graphenund beweisen,
dass fürjedes Element/ die durch / nicht begrenzten Tope im Tope-Grapheneinen zu¬

sammenhängenden Untergraphen induzieren. Diese Eigenschaftwird später für die Ent¬

wicklung von Erzeugungsmethodenverwendet,welcheauf Tope-Graphenbasiert sind.

Im Gegensatz zum Tope-Graphenbestimmt der Kokreis-Graph die Isomorphieklasseei¬
nes Orientierten Matroids nicht. Wenn aberjeder Knoten mit der Stützhyperebene mar¬

kiert wird, kann das Orientierte Matroid bis auf Reorientierungrekonstruiertwerden. Wir
stellen einen einfachenAlgorithmusvor, derdieses Ergebnis konstruktiv beweist. Ausser¬
dem erweitern wir die bekannten Resultate und zeigen, dass die Isomorphieklasse eines
uniformen Orientierten Matroids durch den Kokreis-Graphen bestimmtist. Zudem stellen
wir polynomialeAlgorithmenvor, welcheeinenkonstruktivenBeweis dieses Ergebnisses
bieten, und es wird gezeigt, dass die Eingabe der Algorithmenin polynomialer Zeit auf
Korrektheit überprüft werden kann.

Das Erzeugungsproblemverlangt nach Methoden zur Auflistungaller Orientierten Ma-
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troide von gegebener Kardinalität der Grundmengeund gegebenem Rang. Die bekann¬
ten Erzeugungsmethoden wurden hauptsächlich für uniforme Orientierte Matroide im

Rang 3 oder 4 entwickelt. Unsere Methoden basieren auf Darstellungen durch Tope-
Graphen und Kokreis-Graphen und erzeugen alle Isomorphieklassen von Orientierten

Matroiden, einschliesslich nicht-uniformerin beliebigem Rang. Der Erzeugungsansatz
erweitert schrittweise Orientierte Matroide durch Hinzufügeneinzelner Elemente. Diese

1-Element-Erweiterungen werden anhand von Lokalisierungenvon Graphen untersucht,
welches Signaturenauf der Knotenmengesind, welche 1-Element-Erweiterungen charak¬
terisieren.

Die ersten beidenErzeugungsmethodenbasieren aufTope-Graphen. Diese Methoden ma¬
chen Gebrauch von den Eigenschaften von Tope-Graphen, die vorher in dieser Disserta¬

tion untersuchtwurden, besonders von der neuen Zusammenhangseigenschaft. Die erste

Methode ist eine Umkehrsuchmethode für die Erzeugung von verallgemeinertenLoka¬
lisierungen im Tope-Graphen. In der zweiten Methode werden Graphenautomorphismen
verwendet,um die Menge von isomorphen1-Element-Erweiterungen zu reduzieren. Wei¬

ter diskutieren wir Techniken, welchedas mehrfacheErzeugendes gleichenOrientierten
Matroids von verschiedenenMinoren vermindern.

Basierend auf Darstellungen mittels Kokreis-Graphen werden zwei Algorithmen ent¬

wickelt, ähnlichjenen, die auf Tope-Graphen basieren. Diese ersten vier Erzeugungs¬
methoden sind jedoch alle wenig leistungsfähig,und ein Grund dafürliegt darin, dass sie

keine gute Charakterisierungvon Lokalisierungenverwenden. Infolge eines Ergebnisses
von Las Vergnas können Lokalisierungen von Kokreis-Graphen charakterisiertwerden
durch Vorzeichenmuster auf den Kolinien-Kreisenim Kokreis-Graph. Dies erlaubt uns,

eine fünfte Methode zu entwickeln,welchein der Anwendungeffizient ist. Diese Metho¬

de ist ein Rückverfolgungs-Algorithmus, welcher alle Vorzeichenmuster von Kolinien-

Kreisenenumeriert, die zulässig sind im Sinne der Charakterisierung. Es stellt sich heraus,
dass die Methode ähnlich ist zu einer Methode von Bokowski und Guedes de Oliveira für

den uniformen Fall. UnsereMethode ist allgemeiner, da sie alle Orientierten Matroide in

beliebigem Rangbehandeln kann, einschliesslich nicht-uniformerOrientierter Matroide.
Zudembenutzt sie eine effiziente Datenstrukturund eine neue dynamischeReihenfolge
im Rückverfolgungs-Verfahren.
Die Erzeugungsmethodenwerden für die Erstellung eines Katalogesvon Orientierten Ma¬
troiden verwendet.DieserKatalog wird mittels Basisorientierungenvon Orientierten Ma¬

troiden organisiert.Wir diskutieren einige Eigenschaftendes Katalogesund eine Methode
für die Erzeugung des Kataloges.Der Katalog von Orientierten Matroiden kann verwen¬

det werden, um vollständige Auflistungender kombinatorischen Typen von Punktkonfi¬

gurationenund Hyperebenenarrangementszu finden. Wir untersuchen diese Auflistungs¬
probleme und diskutieren Lösungsmethoden.Weiter zeigen wir mit einem Beispiel das

Potential dieser vollständigen Auflistungen im Lösen von geometrischen Vermutungen.
Die Auflistungen von Orientierten Matroiden, Punktkonfigurationenund Hyperebenen¬
arrangements sind im Internet zugänglich unter http:/ /www. om. math.ethz . eh.


